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Résumé

Les algorithmes Branch and Bound “meilleur d'abord” sont utilisés
généralement pour résoudre les probléemes d'Optimisation Combina-
toire NP-difficiles. Lors de leur parallélisation, trois différents types
d’anomalies sur 'accélération (speed-up) attendue peuvent survenir :
désastreuse, d’accélération ou de préjudice d’accélération.

Un nouveau modéle de Branch and Bound paralléle, permettant
d’analyser les performances paralléles espérées, est introduit.

La stratégie de recherche fondée sur la meilleure évaluation étant
insuffisante pour distinguer les sommets de méme évaluation lors de
la sélection du nouveau candidat a la séparation, nous décrivons trois
directives de sélection concernant les sommets d'évaluation identiques:
la régle fifo, la régle lifo et la régle consistante.

Nous calculous pour chacune d’entres elles des bornes trés fines,
souvent atteignables, rendant compte des temps d’exécutions paral-
léles potentiels. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
d’apparition de chacune des anomalies.

L'ensemble de ces résultats permet d’introduire une propriété de
prédisposition auz anomalies, dont nous déduisons des critéeres de choix
précis pour les stratégies énoncées.

Différentes relaxations des hypothéses du modéle sont discutées et
comparées quant a la qualité des réelles implémentations et des outils
d’analyse nécessaires.

Abstract

The Branch and Bound algorithm with best first search strategy
is commonly used to solve NP-hard combinatorial optimization pro-
blems. When the parallelism is introduced to increase the speed of the
execution, three main anomalies on the expected speed-up may occur:
detrimental, accélération and detrimental accélération.

In this paper, we design a theoretical model of the parallel best
first search algorithm in order to analyse the performances.

Since the best evaluation is not always sufficient to distinguish the
best node to choose with best first search strategy. three basic policies
are designed for the distinct selection of same bound nodes: the fifo,
the lifo and the consistent rules.

Tight bounds of each of the potential parallel executions are com-
puted. Sufficient and necessary conditions are given regarding the pre-
disposition for each of the three classes of anomalous behaviour. The-
refore, a propriety of “proneness to anomaly”, which allow several
comparisons and choices, is deduced.

Further relaxations on the assumptions on the model are discussed
regarding the quality on the recal implementation and the analytical
tools required.



1 Introduction

Les algorithmes Branch and Bound (notés B&DB) sont généralement utili-
sés pour résoudre les problemes d’Optimisation Combinatoire NP-difficiles!.
Ils utilisent durant I'implémentation une file de sous-problémes obtenus par
décomposition du probléme originel qu'il faut explorer. Suivant une stra-
tégie définie a priori, un sous-probleme (i.e. un élément de cette file) est
sélectionné, puis partitionné, sauf si I’'on peut prouver que le sous-probleme
résultant ne pourra conduire a une solution optimale ou qu’il ne pourra plus
étre décomposé ultérieurement.

L’utilisation du parallélisme a été développé dans le but d’améliorer les
performances de la recherche durant le B&B. Lors de I'implémentation sur des
inulti-processeurs a mémoire partagée, la file de priorité des sous-problemes
générés reste généralement globale et est utilisée par plusieurs processeurs
afin d’accélérer I'exploration des élements de la file.

Durant les années quatre-vingt, plusieurs chercheurs ont montré que, sous
certaines conditions, des implémentations paralléles de ce type ne pouvaient
permettre d’obtenir les accélérations espérées.

En premier lieu, 'analyse de 1'accélération (speed-up) calculée comme le
rapport du temps de I'exécution séquentielle sur le temps de I'exécution du
B&B paralléle, permet de dégager trois sortes d’anomalies :

e anomalie d’accélération accélération plus grande que le nombre de
processeurs utilisés,

e anomalie de décélération accélération comprise entre un et le nombre
de processeurs utilisés,

¢ anomalie désastreuse accélération inférieure a un.

En second lieu, en comparant deux exécutions paralléles, il est possible
d'utiliser plus de temps avec n, processeurs qu'avec n;, méme si n; est in-
férieur & n, (anomalie préjudiciable d’accélération ou préjudice de
modularité de croissance).

Les premieres caractérisations de ces phénomenes sont dues a Fox et al
en 1978 [3], puis Burton et al en 1983 [2]. Néanmoins, les principaux résul-
tats sur ces phénomeénes ont été obtenus par Lai et Sahni, en 1983, [10].[11].
Ils ont énoncé les conditions d’anomalies préjudiciables d’accélération, de
sorte que Lai et Sprague, en 1985, [12], les ont complétées par des conditions
suffisantes d’occurrence d'anomalies quand le nombre de processeurs est ou
non doublé. D'une autre fagon, Li et Wah, en 1984 et 1986,[14],[16],(17],
s'appliquerent a comprendre cause de I'existence d’anomalies lors de parallé-
lisation de I’algorithme séquentiel. C’est en fait 1'existence de sous-problémes

'Par la suite, nous considérons toujours des problemes de minimisation.
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de méme priorité lors de la sélection ui est une cause de |'apparition d’ano-
malies désastreuses. Si la stratégie de recherche ne peut faire un choix strict
entre différents sommets de méme priorité lors de la sélection, clle introduit
un indéterminisme entrainant la possibilité qu'une exploration différente sera
faite & chaque exécution. Ainsi, unc recherche peut étre mal dirigée indépen-
damment du type d’implémentation (séquentielle ou paralléle).

Dans une autre voie, Quinn et Deo réussirent a obtenir un majorant du
speed-up atteignable par le B&B [21].

Etant donné I’avantage évident qu’il y a & préserver I’apparition d'anoma-
lies d’accélération, des conditions interdisant par contre ’apparition d’ano-
malies désastreuses ont été développées. Ainsi, Li et Wah ont montré com-
ment une gestion adéquate (consistante) des sommets de méme priorité était
suffisante pour interdire une dégradation de I’accélération. Malheureusement,
une telle gestion entraine un surcoiit de calcul et de mémoire qui peut étre
jugé excessif alors que leur fréquence d’apparition est faible durant I'im-
plémentation suivant une stratégie de recherche "Meilleur d’Abord”. Néan-
moins, leur méthode a un intérét certain quant a la stratégie " Profondeur
d’Abord” pour laquelle I’apparition d’anomalies est plus fréquente, et a donc
été améliorée techniquement par Saletore et Kalé, en 1990, [23].

Le cout des anomalies devant donc étre comparé au prix a payer pour in-
terdire de tels phénomenes, il nous a paru intéressant d’étudier la conception
et I'analyse de stratégies de recherche Meilleur d’Abord, prenant en compte
les sommets de méme priorité (évaluation), mais n'introduisant aucun sur-
coiit de traitement ou d’espace mémoire.

Le but de cette recherche est d’étudier les conditions d’apparition d’ano-
malie pour trois stratégies “Meilleur d’Abord” basiques dans lesquelles I’ordre
d’exploration de sommets de plus petite évaluation identique dépend de leur
ordre d’arrivée : la régle fifo (le sommet exploré est le plus anciennement
inséré dans la file), la regle lifo (le sommet exploré est le plus récemment
inséré dans la file) et la regle consistante (le sommet exploré est le plus
a gauche dans I'arborescence). Nous avons calculé des bornes sur le nombre
d’itérations des implémentations paralleles afin de donner des critéres de com-
paraison par rapport aux bornes obtenues pour une exploration séquentielle
avec la méme stratégie.

Cet article contient neuf paragraphes. Nous introduisons dans le para-
graphe 2, le modele théorique permettant d’analyser le comportement de
I'algorithme de stratégie Meilleur d’Abord. Dans les paragraphes suivant (3,
4 et 5), nous étudions les bornes du nombre d’itérations et les conditions
d’anomalies survenant lors de l'implémentation de chacune des trois direc-
tives de sélection introduites : la regle fifo, la regle lifo et la regle consistante.
Nous comparons, dans le paragraphe 6 les résultats précédents. Nous intro-
duisons des hypothéses d’asynchronicité dans le modele parallele et discutons
des conséquences dans le paragraphe 7. Nous argumentons l'intérét de nos
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résultats par rapport aux antres travaux de méme domaine de recherche dans
le paragraphe 8, et nous concluons dans le paragraphe 9.

2 Algorithme Branch and Bound

Ce paragraphe donne les définitions et propriétés nécessaires pour conce-
voir et analyser des algorithmes B&B de fagon théorique lors d'implémenta-
tions séquentielles et paralléles.

2.1 Algorithme Branch and Bound Séquentiel

Le but d'un algorithme Branch and Bound (noté B&B) est de résoudre un
probléeme d’Optimisation Combinatoire, de complexité difficile (NP-complet):

min f(x),c € X

ou X représente le domaine d’optimisation défini par les contraintes
de cardinalité finie mais non énumérable,
T est une solution réalisable si elle appartient au domaine X,
f(z) est la valeur d’une solution (fonction économique).

Le principe de ’algorithme de B&B est de décomposer un probleme donné

en deux ou plusieurs sous-problémes de tailles inférieures.
Suivant une stratégie définie préalablement, un sous-probléeme partiel est sé-
lectionné puis est partagé, sauf si on peut prouver que les sous-problémes
résultant ne peuvent conduire a une solution optimale, ou qu’ils ne peuvent
plus étre décomposés.

Afin de choisir un sous-probleme parmi ceux qui n'ont pas été examinés,
une évaluation (borne inférieure) des solutions dans chaque sous-probléme
est introduite. Un sous-probléme dont I'évaluation est supérieure a la valeur
de la meilleure solution connue peut étre supprimé.

Plus précisément, un algorithme de B&B repose sur trois notions clés:

la séparation, principe de partition qui associe a tout probléeme 1’ensemble
des sous-problémes en lesquels il se décompose,

I’évaluation, une fonction qui associe a tout ensemble de solutions, un
nombre représentant le coit minimal de tous ses éléments,

la stratégie de parcours, une stratégie de recherche qui est utilisée pour
sélectionner parmi les sous-problemes non déja traités, celui qui sera
séparé. Le sommet sélectionné sera celui de plus petite valeur de prio-
rité.



2.2 Arborescence du B&B

Nous donnons tout d’abord une formalisation du B&B en utilisant les
notations d’'Ibaraki, 1976, [6], puis nous introduisons quelques notations qui
nous sont propres.

2.2.1 Formalisme d’Ibaraki

Si P, désigne un probleme d’optimisation combinatoire, la décomposition
appliquée a Py peut étre representée par une arborescence B = (P,£), o P
est I’ensemble des sommets de B correspondant aux probléemes décomposés, et
£ est I’ensemble des arcs de B correspondant au processus de décomposition.
Le probléme originel Py est la racine de B.

Etant donnés P; et P; appartenant & P, I'arc (P;, P;) appartient & £ si et
seulement si P; est généré par la décomposition de F;.

Notations
L’ensemble des sommets dits terminaur de B, désigné par 7, contient les
sous-probléemes partiels qui ne peuvent plus étre décomposés.

Si f désigne la fonction objectif & minimiser, f(P;) désigne la valeur de P;,
pour tout probléeme P; appartenant a 7. Nous valuons f(P;) a l'infini si P,
est non réalisable.

Le niveau (ou profondeur) de P; appartenant a P, désigné par I(F;), est la
longueur du chemin de Iy & P; appartenant & P. Le niveau de Py est 0.

Un ancétre de P;, noté anc(P;), désigne un sommet sur le chemin de Py a
P;.

Définition 2.1 L’ensemble des sommets correspondant a des solutions op-
timales O est défini par :

0= {R € P'f(P:) = min{f(Pj)nPi € Pi’pj € PjsVPj € P}}

La recherche exhaustive étant de colt prohibitif, I'algorithme B& B tend a
résoudre Py en ne considérant qu'une petite partie de P. Ceci est rendu pos-
sible par I’élimination des sommets P; désignés comme ne pouvant conduire
a une solution optimale pour P,.

Définition 2.2 Une fonction minorante ¢ : P — R* U {+oc} est calcu-
lée pour chaque sous-probléme & sa création (Rt désignant l'ensemble des
nombres réels non négatifs), et satisfait les conditions suivantes :

(a) g(P;) < f(p) VpeF

(b) g(P) = f(P) VPEeT

(c) g(Pj) > g(P) st Pjestun filsdeP;, P;€P.



Définition 2.3 Si un probléme décomposé P;. P; appartenant ¢ T, a une
solution avec la meilleure valeur de la fonction objectif trouvée jusqu’a pré-
sent, alors la solution devient le titulaire de valeur = (lu meilleure solution
connue).

Définition 2.4 Un sommet de l'arborescence est dit exploré si il a été séparé
en plusieurs successeurs et si chacun de ses successcurs a été €valué

Lemme 2.1 Chaque sommet P;, P; € P, peut étre éliminé des explorations
G venir si
g(P) >z

Preuve Suivant les propriétés de la fonction de minimisation (2.2), ce
sous-probléme ne peut conduire a une solution de cout moindre pour Py, et
peut donc étre détruit. Néanmoins, cette régle d’élimination ne s’applique
qu'a la recherche d’une solution unique. Pour la recherche de I'ensemble des
solutions optimales, on montrera facilement que la regle doit alors s’énoncer
avec g(P;) > z. o

2.2.2 Caractérisation de P’arborescence

La valeur optimale, désigné par 2*, la fonction minorante g ct la fonction
économique f nous permettent de définir quatre sous-ensembles disjoints de
P (figure 1) : :

(Arborescence Critique) C = {P; | g(P:) < ="}

(Sommets d'Indecision) M = {P; | g(F;) = z" et P; non terminal}
(Sommets Optimauzr) O = {P; | g(P:) = 2" et P; terminal}

(Sommets Elagable) D ={P;|g(P)>z"}

a.véc .
P=CUMUQUD e CAMNOND =0 (1)

Soit A ’ensemble des sommets générés mais non encore explorés, il dé-
signe les sommets "vivants” de |'exécution B&B.

Définition 2.5 La stratégie dite “Meilleur d’Abord” S sélectionne le sommet
de A ayant la plus petite valeur de g.

Tous les sommets de 1'arborescence critique C sont explorés durant une
exécution si I'on veut prouver qu'il n’existe pas de meilleure solution que le
titulaire. Rappelons I’avantage principal de la stratégie meilleur d’abord, sur
les autres, telles les recherches en profondeur ou largeur d’abord.

-~1



Figure 1 : Parties Disjointes de I’Arborescence de Recherche du B&B

Propriété 2.1 L 'ezploration d’une arborescence de recherche suivant une
stratégie meilleur d’abord interdit l'ezploration de sommets de D.

Preuve Immédiate, Fox et al., 1978, [3], Papadimitriou et Steiglitz, 1982,[20].
a

En fait, la valeur de la borne inférieure sur les problemes non examinés
de D les empéche d'étre explorés. Comparativement aux autres stratégies,
la recherche dite “meilleur d’abord” minimise le nombre de sous-problémes
explorés.

2.2.3 Gestion des sommets de priorité égale

Aucune régle de sélection n’a été formellement introduite dans la défi-
nition de cette stratégie, lors de la présence de plusieurs sommets de méme
valeur d’évaluation. Un tel indéterminisme de sélection est principalement da
au fait que les implémentations utilisent généralement un tas (implicit heap)
comme file de priorité pour les sommets vivants. Ces structures de données
ne permettent pas de prédire ou prescrire un ordre de traitement des sous-
problémes de méme évaluation.



Des stratégies particulitres doivent donc étre définies pour gérer les som-
mets de méme évaluation.

En considérant que PlusRecent(A), PlusVieux(A) et PlusAGauche(A)
désignent les ensembles de sommets de la liste de sommets vivants A, res-
pectivement les plus récemment générés, les moins récemment générés et les
plus & gauche dans 'arborescence de recherche P, nous définissons trois regles
de gestion des sommets d'égale évaluation :

(lifo) Si(A) = {Pi|g(P;) = Vr});%r}‘g(Pj)} N {P;|P; € PlusRecent(A)} (2)
(fifo) Sy(A) = {Pilg(P;) = min g(P;)} N {F|F € PlusVieuz(A)} (3)
(sequence) S,(A) = {Pi[g(Pi) = Vr;li& g(P;)} N {P;|P; € PlusAGauche(A)} (4)

3 Algorithme B&B paralléle

Nous introduisons un modéele d’algorithme B&B paralléle pour permettre
de caractériser les propriétés et les performances du B&B paralléle.

3.1 Un modéle d’algorithme B&B parallele

L'introduction du parallélisme dans un B&B consiste a offrir 4 I'ensemble
des processeurs la possibilité de sélectionner en paralléle des sommets & ex-
plorer.

Chaque processeur exécute le cycle de décomposition de la méme facon
qu’en séquentiel : il sélectionne le sommet de plus petite évaluation. I'explore
et insére dans la liste globale des sommets vivants chaque sous-probleme
généré pouvant conduire & une meilleure solution. Afin de prévenir toute
incohérence des structures de données partagées, une attention particuliére
doit étre apportée a la synchronisation des différents processeurs lors de la
modification du titulaire ou de la file de priorité. Un autre changement im-
portant est introduit lors de la terminaison de I’algorithme qui a lieu lorsque
la file de sommets est vide et que tous les processeurs sont passifs.

Néanmoins, si I'implémentation d’un tel modele parallele se revele simple,
il n’en va pas de méme pour ’analyse théorique. Dans la plupart des travaux
relatifs & ce sujet, [11, 12, 16], I'analyse théorique de 1'algorithme nécessite
quatre hypothéses supplémentaires.

(A1) Filiation Directe : la fonction d’évaluation et le principe de sépara-
tion appliqués au sous-probléeme P; dépendent uniquement de I'infor-
mation obtenue le long du chemin entre le sommet initial racine Py, et
ce sommet P;.



(A2) Synchronicité : au méme instant, chaque processeur sélectionne un
probleme différent & cxplorer. Tous les processeurs insérent les pro-
blemes générés a la fin de leur étape d’exploration, tous ensemble.

(A3) Granularité Constante : la taille de travail de chaque processeur
pour chaque itération de l'algorithme est constante tout le long de
I’exécution et est indépendante du contexte du probléme sur lequel
travaille le processeur.

(A4) Aucun surcoiit d’implémentation : le temps d’accés a la file des
sommets vivants ou a une quelconque ressource partagée est considérée
comme constante ou négligeable.

La premieére hypothése est usuellement tacite car elle appartient aux regles
de I'implémentation du B&B. La principale propriété d’une telle hypotheése
est de garantir le méme contexte au sous-probléeme (évaluation, degré de
séparation,...) quelle que soit la stratégie choisie.

Les trois hypotheéses suivantes sont fortement corrélées. Elles introduisent
le concept d'itération d’un algorithme de B&B .

Définition 3.1 Durant uneitération, chacun des processeurs exécute le cycle
de sélection-ezploration-insertions. Dans le cas ot le nombre de sommets vi-
vants est inférteur au nombre de processeurs, les processeurs "inoccupés”
attendront jusqu’a la prochaine itération.

Propriété 3.1 Une itération définit 'unité de temps de l'czécution, indé-
pendamment de la machine ciblée pour l'implémentation.

Ainsi, durant une itération du modele séquentiel, un unique sous-probiéme
est exploré. Avec un modéele a p processeurs, au plus p sous-problémes de plus
petite évaluation seront décomposés et explorés durant une itération.

Néanmoins, malgré les fortes contraintes de ces hypotheses, un complet
indéterminisme existe : on ne peut déterminer ni par quels processeurs se-
ront sélectionnés les sommets, ni dans quel ordre les sommets générés seront
insérés a la fin de l'itération.

3.2 Propriétés Caractéristiques

Nous décrivons d’abord les propriétés classiques du modele, et en intro-
duisons quelques autres nécessaires a la détermination des bornes du nombre
d’itérations.
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3.2.1 B&B séquentiel optimal

La complexité des algorithmes B&B étant fortement liée au probleme
combinatoire résolu, de nombreux outils ont été introduits pour permettre
des comparaisons entres différentes stratégies. Bien entendu, le calcul du
nombre de sous-problémes explorés est une des méthodes d’estimation de la
qualité de la stratégie. Malgré cela, quelques chercheurs, tel Ibaraki, 1976, [6],
ont montré l'intérét de prendre également en compte le nombre de sommets
générés durant I'exécution (si certaines hypothéses sont relachées, notamment
sur le surcoiit d’implémentation (A4)).

La définition suivante est communément acceptée, Fox et al., 1978,(3].

Définition 3.2 Un algorithme BEB séquentiel qui lors d’'une exécution “mi-
nimise le nombre de sous-problémes explorés”, i.e. le nombre d’itérations, est

optimal.

Néanmoins, si le nombre d’itérations et le nombre de sous-problemes ex-
plorés sont identiques dans le cas d'une analyse séquentielle, cette technique
de comptage ne peut étre valable en paralléle, malgré les quatres hypothéses
introduites. Le nombre d’itérations développées en paralléle peut étre trés
différent du rapport du nombre d'itérations en séquentiel sur le nombre de
processeurs.

Une premiére raison est un nombre peut-étre insuffisant de sommets vi-
vants & chaque itération, qui ne nous garantit pas l'exploration de p sommets
a chaque itération avec p processeurs. La seconde, comme déja vu, est que
des valeurs identiques de la fonction d’évaluation g peuvent entrainer des
explorations différentes de I'arborescence de recherche et peuvent introduire
des conflits de choix dépendant de la régle de stratégie meilleur d’abord uti-
lisée. Une stratégie de choix ambigué pour laquelle aucune régle stricte n'est
définie sur 'ordre de sélection des sous-problémes vivants est la principale
raison d'un tel indéterminisme.

Nous en donnons un exemple dans la figure 2 ou un carré symbolise le
sommet correspondant a la solution optimale. L’exécution de I’algorithme
B&B de recherche meilleur d’abord avec différentes regles sur I'arborescence
montre les différents états de la file de sommets vivants lors de l'introduction
du parallélisme (figure 3). Chaque ligne représente une itération (séquentielle
ou parallele) et décrit le sommet exploré, I'état de la file de sommets vivants
suivant 1'ordre de sélection, et la valeur du titulaire z. Seule la regle sequence
induit une exécution parfaitement déterminée, les autres exécutions peuvent
faire correspondre différents nombres d’itérations pour la méme stratégie.

La regle lifo introduit une anomalie désastreuse : une exécution en pa-
rallele peut prendre jusqu’a six itérations alors que 'exécution en séquentiel
n'en prend que quatre. Dans ce cas, il faut alors plus de temps avec deux fois
plus de ressources de calcul; le contraire de ce qui était espéré. De la méme
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fagon, une exécution suivant la régle fifo peut prendre autant d'itérations
qu’en séquentiel, ce qui est également décevant.

Figure 2 : Arborescence de Recherche du B&B
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regle # sommet liste des ' * valeur

utilisée procs  exploré neeuds vivants titulaire
fifo 1 A BC ' oo
B C.D
C DEF,G
D 0 3=z
ifo 1 A CB ' o
C B.FE,G
B . DFE,G
D 0 13=:°
uence 1 A BC 0o
e B CD
C DEF,G
D )] B==:
fifo 2 4 BC 0
B
C permut(D,EF),G
f- D.permut(L,I')3,J'),G or { g )
. D i
Iorl'orJorJ’ 0 13=z
lifo 2 ry CB o0
g permut(D,F,E),G
£ permut(IIJI)DG or{ 2 @
(LI 1.3") D.permut(K,K',L,L’),G /* en deux iterations */
D8 3=
KorR'orLorL =3
4 :
sequence 2 0 BC 00
g DEF,G
2 ) 3=

Figure 3 : Exemples d'Exécutions Séquentielles et Paralléles.
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3.2.2 Notion de consistance

Nous introduisons maintenant (uelques notations nous permettant d’ana-
lyser les anomalies.

Définition 3.3 Sous les hypothéses (A1) a (A4), une stratégie BEB est con-
sistante si et seulement st au moins un sommet exploré durant l'exécution en
séquentiel est exploré & chaque itération de l'ezécution du B&B paralléle.

Propriété 3.2 La régle sequence est consistante pour la stratégie meilleur
d’abord.

Lemme 3.1 SoitP,, l'arborescence de recherche ezxplorée avec un algorithme
BE4B de stratégie s, afin de résoudre un probléme d’optimisation. Sous l’hypo-
thése de filiation directe (A1), un algorithme B&B de stratégie s qui explore
une arborescence de recherche P,,, a trouvé la solution du probléme et prouvé
son optimalité si P,, est une sous-arborescence (au sens de linclusion) de
P, .

Preuve Soit P; le sommet exploré générant le sommet de meilleure solution
(de valeur z*) dans I'arborescence de recherche P,, explorée suivant le stra-
tégie s,. L’exploration de la totalité de I'arborescence de recherche P,, par
une stratégie de recherche du B&B s, garantit que le sommet P; a bien été
exploré, et qu’ainsi le titulaire obtenu par I'exécution suivant la stratégie s,
est au plus de valeur z*. Comme ’exécution de s, a prouvé qu’il n’existe pas
de solution avec une valeur de fonction objectif inférieure & z*, nous pouvons
en déduire que le titulaire obtenu avec I'exécution suivant la strategie s, est
égal & 2”. Ainsi, considérant I’ensemble de sommets compris dans la liste de
sommets vivants durant 'exécution suivant la stratégie sq, désigné par A,,,
lorsque le dernier sommet de P,, est exploré, aucun de ces sommets ne peut
avoir uné évaluation supérieure & z*. Supposons que A,, contient un sommet
P; ayant une valeur g(P;) inférieure & z*. Il existe un plus proche ancétre
Py de P; tel que P € P,, et P, € P,, (au pire la racine P). Soit Py le fils
de P, tel que Py ¢ P, et Pu € P,,. Considérant la condition de B&B (4),
9(Pe) < 9(P¢) < g(P;) < 2" ce qui contredit le fait que P n’a pu étre inséré
dans A,, ou a été détruit de A4,,. Répétant ceci, P; n'a pu étre exploré dans
P,,. Ainsi, A,, est vide lorsque P, est totalement exploré et l'algorithme
B&B avec la stratégie s, a prouvé Poptimalité de ]a solution détectée. o

Un théoréme, introduit différemment par Li et Wah, en 1986, [14], se
déduit immédiatement.

Théoréme 3.1 La consistance est une condition suffisante d’interdiction
d’anomalies désastreuses avec la stratégie meilleur d’abord.
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Preuve La preuve est inunédiate. Soit ®(p) lc nombre d’itérations néces-
saires a p processeurs pour résoudre le probleme. Etant donné que durant
chaque itération un sommet au moins de I'arborescence de recherche obte-
nue séquenticllement est explorée, P'exécution du B&B parallele nécessitera
au plus ®(1) itérations pour explorer 'arborescence de recherche obtenue
séquentiellement P;. D’apreés le lemmne 3.1, U'exploration globale de P, ter-
minera l'exécution de l'algorithme B&B. Ainsi, ®(p) est inférieurc & ®(1)
interdisant une accélération inférieure a un. ]

3.3 Performances du B&B paralléle

Suivant le théoréme (3.1), Li et Wah, 1986, [14], ont proposé d’ajouter un
numéro de chemin comme deuxieme clé de priorité pour chaque sommet afin
de rendre consistante la stratégie meilleur d’abord. La regle sequence réalise
une telle modification puisque le sommet sélectionné est celui de plus petite
évaluation et appartient au chemin le plus a gauche. La propriété de consis-
tance peut étre obtenue par toute regle éliminant la possibilité de sommets
d’évaluations identiques. Dans la régle précédente, deux sommets de méme
évaluation et de méme numéro de chemin ne pouvant étre présent au méme
moment dans la file de sommets vivants, leur ordre de sélection relatif est
celui d’apparition le long du chemin. Ainsi, par exemple, une nouvelle regle
sequence imposant le choix le plus a droite plutét que le plus a gauche aurait
la méme propriété de consistance. Néanmoins, scule la condition d’apparition
d’anomalie désastreuse est alors éliminée.

De par sa définition, la consistance est associée a la stratégie séquentielle,
Son principal intérét cst d’essayer d’explorer au mieux l'arborescence de re-
cherche séquentielle. La stratégie consistante sequence essaiera d'explorer le
moins possible de sommets de 1'arborescence de recherche séquentielle, afin
de rendre possible une apparition d’anomalie d'accélération.

Une définition plus forte de la consistance peut étre introduite :

Définition 3.4 Sous les hypothéses (A1) a (A4), une strategie BESB est com-
plétement consistante si et seulement st un sommet P; n’est sélectionné avant
un autre sommet P; que lorsque son €évaluation g(P;) est inférieure ou égale

- a g(P;)

Propriété 3.3 Une condition nécessaire pour qu'une anomalies d'accéléra-
tion apparaisse est que la stratégie ne soit pas complétement consistante, [14].

Dans ce cas, 'arborescence de recherche développée en séquentiel est trés

différente de ’arborescence de recherche minimale a explorer, et 1'exploration
de certains sommets n'est pas nécessaire.
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C’est pourquoi la notion du nombre minimal de sommets a explorer dans
Parborescence de recherche doit étre introduite. Nous allons I'étudier en exa-
minant les quatres sous-arborescences disjointes définies en (1). Nous élimi-
nons le cas des sommets de D qui ne sont jamais explorés par un algorithme
séquentiel de stratégic meilleur d’abord. Trivialement, un sommet terminal,
P de O, ayant la meilleure valeur de fonction objectif =*, doit itre généré.
De plus, I'arborescence critique, C, est explorée entiérement pour prouver
Pinexistance de meilleure solution que le titulaire de valeur :*. Mais, l'explo-
ration de sommets de M peut étre nécessaire pour atteindre P, c’est-a-dire
pour le générer. Elle doit étre minimisée. Le minimum de sommets de M
sera visité si ne sont explorés que les sommets sur le plus court chemin entre
deux sommets de C et O.

Définition 3.5 Dans une arborescence, la distance d'un sommet P; & un
ensemble de sommets K, notée d(P;,K), est le nombre minimal de sommets
sur le chemin entre P; et un sommet de K.

Proposition 3.1 Le nombre minimal d'itérations nécessaire d la résolution
d’un probléme par un algorithme BEDB avec un seul processeur, ®*(1), est
égale a

¢ (1) = |C| + minp,ep d(F;,C)
ou |C| est la cardinalité de C.

De facon identique, le pire cas quant au nombre de sommets explorés
pour un algorithme B&B meilleur d’abord doit étre défini. Le pire des cas
correspond a une exécution avec une regle de stratégie donnée qui détecte la
meilleure solution le plus tard possible, de sorte que le nombre d’itérations
est maximal. Le sommet P;, qui génére le sommet P de meilleure valeur -,
doit étre le dernier de M a étre selectionné dans la file de sommets vivants A.
Les hypotheses du B&B imposent que la totalité des sous-probléemes explorés
précédemment aient une évaluation inférieure ou égale & g(P;'). On en déduit
que le pire des cas est d’explorer tous les sommets de C et M et qu'il n'existe
qu’une unique solution P;, dont le pere est le dernier sommet exploré.

Proposition 3.2 Avec une stratégie meilleur d’'abord fizée, le nombre d’ité-
rations d 'un algorithme BEB séquentiel est borné :

#'(1) < (1) < [CUM|

ot ®7(1) est le nombre minimum d’itérations introduit dans la proposition

(3.1).
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Propriété 3.4 Si toutes les cvaluations des sous-problémes sont différentes,
la stratégic meilleur d'abord est optimale (en nombre d’itérations). Le sous-
ensemble M est alors vide. Le nombre d’itérations (1) est égale ¢ ®*(1),
qui est alors le nombre de sous-problémes de C.

Néanmoins, l'utilisation de I’ensemble M dans la proposition (3.2) doit
étre faite avec circonspection. L'existence possible de sommets non-terminaux
de méme évaluation que la valeur optimale peut ne pas conduire obligatoire-
ment a une sélection ambigué. En effet, ’ensemble M peut ne pas étre exploré
si un sommet optimal est un fils d’'un sommet de I'arborescence critique.

Proposition 3.3 Pour que toute stratégie meilleur d’abord soit consistante,
il suffit qu’un sommet optimal soit le fils d’'un sommet critique (généré par
son exploration).

Preuve Soit P;, lc sommet de C qui génére un sommet P. de O. L’exécution
séquentielle sera optimale car la génération de P, ne nécessitera que 1'unique
exploration de C. En effet, chaque sommet non critique inséré sera éliminé
ultérieurement de la liste de sommets vivants. Relativement a la stratégie
meilleur d’abord, chaque sommet exploré précédemment & P;. appartient & C.
Dans ce cas, soit P, I'arborescence de recherche explorée en séquentielle avec
une stratégie meilleur d’abord, P, est identique a C. Lors de I'implémentation
paralléle, supposons qu'il existe une itération E; qui n’explore pas un sommet
de P,. Par définition, aucun sommet de E; appartient a C, ils appartiennent
donc tous & M. Donc, suivant la stratégie meilleur d’abord définie, tous les
sommets de C ont été explorés. Suivant le lemme 3.1, I'exécution est terminée
ce qui contredit I'existence de l'itération E;. De ce fait, un sommet au moins
est exploré a chaque itération paralléle. a

Lemme 3.2 Une anomalie d'accélération ne peut se produire avec une stra-
tégie meilleur d'abord si un sommet optimal est un fils d 'un sommet critique,

Preuve D’apres la proposition 3.3, dans ce cas, les anomalies désastreuse ne
sont pas possibles. Soit P, I'arborescence de recherche explorée en séquentielle
suivant une stratégie meilleur d’abord, P, est égal a C, et est donc optimale.
Le nombre d’itérations séquentielles $(1) est donc optimal. Ainsi, la valeur
de ®(p) définie comme le nombre minimal d’itérations possible cn parallele
ne pourra étre inférieure au nombre de sommets de C divisé par p, interdisant
toute anomalie d’accélération. ]

Définition 3.6 L '’implémentation paralléle de l'algorithme de B&B est dit
optimale si et seulement si elle minimise le nombre maximal d’itéra-
tions exécuté par un processeur (minimise le temps de calcul du dernier
processeur actif).



Quelle que soit la stratégie meilleur d’abord définie, le nombre d’itéra-
tions nécessaires a ’exécution de I'algorithme B&B parallele pour explorer
I’arborescence de recherche est bornée. Nous allons dénombrer les itérations
du meilleur et du pire des cas.

Proposition 3.4 Le nombre d’itérations ®(p) d'une exécution d'un B&B
paralléle de stratégie meilleur d'abord avec p processeurs est borné par :

(1) (®¥*(1) — heum)

+ heum

ax(=——, he, min [(P)) < &(p) <

k€
ou
he est la hauteur de l'arborescence critique C, he = maxp.ec l(FP;)
hcum est la hauteur de ['arborescence C U M, heyap = max(he, hpy)
®*(1) est le nombre minimal d’itérations en séquentiel (3.1)
dvworsl(1) est le nombre mazimal d’itérations séquentielles (3.2),
c’est-a-dire “°7(1) = |C U M|

Preuve Un minorant est donné par le rapport du nombre minimal de
sommets correspondant a ®*(1), sur le nombre sur le nombre de processeurs,
Mais, quelques précisions sont utiles pour affiner ce minorant. Tout d’abord,
méme avec une infinité de processeurs, on ne peut générer immédiatement
(en quelques itérations) le sommet optimal de 1'arborescence. Le processus
de décomposition entre la racine et le sommet optimal (méme le plus proche)
doit s’exécuter entierement et niveau par niveau, et est donc intrinsequement
séquentiel. Ensuite, I'optimalité de la solution détenue par le titulaire n’est
prouvée que lorsque l’arborescence critique C est completement explorée,
c’est-a-dire lorsque le sommet le plus profond de C a été atteint.

De la méme fagon, un majorant peut étre calculé. Comme nous !'avons
introduit précédemment, les sommets de C et M représentent le pire des cas
possible pour I'exploration, et heyiq est la hauteur de cette arborescence. Le
nombre d’itérations pour explorer l'ensemble de ces sommets est donc majoré
par :

(ICUM| = hcum)/p + heum.
Intuitivement, ce majorant peut étre décomposé en deux parties. La premieére
représente le nombre maximal d’itérations durant laquelle chaque processeur
détient un sommet a explorer, et ou la seconde, h¢yaq, représente le nombre
maximal d’itérations nécessaires pour atteindre le sommet le plus profond
lorsqu’il n'y pas de travail pour tous les processeurs. 0

Nous remarquerons cependant que ces bornes peuvent ne pas étre at-
teintes. Par la suite, nous désignerons le minorant et le majorant de ®(p) par
P(p) et ®(p), respectivement.
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Définition 3.7 L’arborescence de recherche optimale avec p processeurs est
’arborescence obtenue par l'implémentation optimale de l'algorithme de Bf$B
avec p processeurs.

Remarquons que suite a la possible famine de certains processeurs en
paralléle, 'exploration de 'arborescence optimale en séquentiel peut ne pas
conduire a une exploration optimale en parallele avec p processeurs. L'arbo-
rescence obtenue par une implémentation paralléle optimale, P*(p). peut ne
pas étre incluse dans 1’arborescence obtenue lors de I'implémentation séquen-
tielle optimale, P*(1).

Un exemple est donné sur la figure 4 ou P*(3) = {A,B,C,D,E F,G.-
H,I1,J} et P*(1) = {A,B,C,D,E,F,H,I,K}. Dans ce cas, $*(1) est de 9
itérations et ®*(3) est de 4 itérations. ’

Figure 4 : Optimalité de I’Arborescence de Recherche B&B Paralléle

19



4 Comparaison de différentes stratégies de
gestion des nceuds d’égale priorité

Aprés avoir introduit les performances de chacune des trois régles de
gestion des nceuds d’égale priorité, nous comparons leurs différents compor-
tements quant a l'apparition d’anomalies.

4.1 Régle fifo

Dans le cas d'une implémentation séquentielle, la régle fifo introduit un
ordre de sélection des sommets dans la liste de sommets vivants et permet
d’évaluer plus précisemment le nombre d’itérations.

Notation
Le sous-ensemble des sommets P; appartenant a M, tel que P; a k ancétres
dans M est désigné par M.
Le “rang” dans M de chacun des sommets de M, est défini par la valeur de
I'indice, k.

Lemme 4.1 Durant une exécution séquentielle suivant une stratégie meil-
leur d’abord avec régle fifo, l'ensemble des sommets de M;_, doit étre exploré
avant que ne le soient ceur de l'exploration de sommets de M;, i strictement
positif,

Preuve Par induction. Durant ’exécution séquentielle, I’exploration d'un
sommet de My est possible si et seulement si tous les sommets de C ont
été explorés. De plus, a la fin de I'exploration du dernier sommet de C, tous
les sommets de M, sont dans la file A de sommets vivants: aucun n’a en-
core été exploré et aucun ne pourra étre inséré ultérieurement. Puisque son
pere appartient a Mg, un sommet P, de M, sera inséré dans A, avec une
priorité inférieure & tout sommet Py de Mg (P est plus vieux que P;). En
i‘éappliquant Pargument précédent, nous prouvons le lemme. ]

L’exploration de l'arborescence peut étre décrite comme 1'exploration par
vague de chaque rang de M. Ce lemme 4.1 nous conduit au théoréme suivant.

Théoréme 4.1 Sous l'hypothése qu’'aucun sommet optimal ne soit ﬁls d’'un
sommet critique, le sommet P* de valeur optimale trouvé durant l'ezécution
séquentielle suivant une stratégie meilleur d’abord avec régle fifo, appartient
G l'ensemble des sommets optimaur a distance minimale de ['ensemble (cf.
définstion 3.5) des sommets critiques C :

P*€{P. €0 | d(P.C)=mind(F;C) }
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Preuve Par contradiction. Soit un sommet P appartenant a Q. Supposons
qu'il ne soit pas a une distance minimale de C et qu'il ait été généré¢ avant un
sommet tel que P*. A condition qu'il n'y ait aucune solution optimale générée
par l’exploration du sommet critique, P, le pere de P, et P, le pere de P,
appartiennent tous les deux a M. Soient M, et M, , les ensembles auxquels
respectivement P, et P, appartiennent, k,, est supéricur a k,. Suivant le
lemme 4.1, P, a di étre exploré avant P,,, ce qui contredit '’hypothese. O

La proposition suivante établit une borne du nombre d’itérations atteinte
en séquentiel.

Proposition 4.1 Soit M. l'ensemble auquel appartient le pére du sommet
de solution optimale. Alors le nombre d’itérations de l’exécution séquentielle

du B&B ®;(1) est compris entre :

k* -1 k*
IC]+ Y M| < @4(1) < [C]+ )M
1=0 =0

Ceci nous permet également d’obtenir des hornes plus serrées lorsque }’'on
compare le nombre d’itérations d’une exécution d'un B&B paralléle avec le
nombre d’itérations de 1'exécution séquentielle.

Proposition 4.2 Le nombre d'itérations ®¢(p) d'une exécution d'un B&B
paralléle de stratégie meilleur d'abord suivant la régle fifo est borné inférieu-
rement par .

®;(1) — (m — 1)(he — minp e g I(P;))
p

max ( , 2(p)) < ¥4(p)

ot m est l'entier représentant le nombre de chemins dans M.

Preuve Quelle que soit la régle associée a la stratégie meilleur d’abord, I'ex-
ploration de sommets de D durant 'exécution paralléle est assimilable théo-
riquement a une itération passive due a un manque de travail. Néanmoins,
Pexécution du B&B paralléle de I'arborescence de recherche séquentielle P,
peut ne pas étre la meilleure exploration de I'arborescence de recherche pa-
ralléle possible P,.

Soit le cas (figure 5a) ol1, durant I'exécution du B&B parallele, une amélio-
ration a été obtenue parce qu'un sommet P,. de valeur optimale a été trouvé
“plus t6t” que le sommet P,. de valeur optimale généré durant I'cxécution
séquentielle. L'expression “plus tot” fait référence au fait que P,. apparait
avant P,. dans l’exécution du B&B parallele. De tels sommets P,. et P,. ont
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respectivement un peére P, et P, qui doit appartenir a M, sinon 'exécution
séquentielle est optimale (cf. lemme 3.2). Soit I'ancétre Py de P, qui a été
exploré avant le sommet P,. L’ancétre Py de P, (qui appartient & My, ) a
été exploré apres P, le pere de P,, appartenant a M, _,. En appliquant le
schéma induit par la regle fifo de nouveau, le plus vieil ancétre P,y de P,
appartenant & Mg a du étre exploré aprés P, I'ancétre de P,, qui appar-
tient a Mk,,,—k,,- Ainsi, la génération du sommet terminal P, plutot que P,
a économisé au moins I’exploration des sommets du chemin entre Py et P,.

Le nombre maximal de sommets éliminés est donc borné par k, — kg, on
ky est égale & k,—k,». De plus, kyn est borné pour P" par (he —minp,e v [(P;)),
qui représente le maximum de la différence de longucur de chemins entre P,
et P,. Suivant le théoréme 4.1, k, est supérieure ou égale a k,. La valeur
maximale de k, — k,» égale a cette différence k, — (kp ~ (h¢ — minp e I(P;)))
sera bornée supérieurement pour A, égale a k,. Ainsi, la longueur maximale
du chemin de P, & P, égal a k, — ky est he — minpea [( P;).

Mais, la génération de sommet terminal P, peut aussi éliminer tous les
sommets de M attendant dans la liste de sommets vivants A d’étre décom-
posé comme Py . Le nombre maximal de tels sommets est m — 1, c’est-a-dire
le nombre de chemins différents dans M & I'exception de celui auquel P,
appartient. Le nombre de sommets exploré a été réduit par (m — 1) x (he —
minp.¢aq [(P;)) sous la condition de ne pas dépasser le minimum global de la
recherche parallele, ®(p). Et, la longueur maximale du chemin de P, & P,
est le nombre maximal de vagues de taille m — 1 a exécuter entre le début
de ’exploration du chemin de P, et le début de I’exploration des autres che-
mins de M. Dans un tel cas, il faut remarquer que les sommets le long du
chemin conduisant a Py ont été explorés durant l'exploration de 'ensemble

des sommets critiques C.
o
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(a) b) '

Figure 5 : Evaluation des Bornes Inf. (a) et Sup. (b) avec une Régle FIFO
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Proposition 4.3 Le nombre d'itérations ®;(p) d'une exécution d'un BEB
paralléle de stratégie meilleur d'abord suivant la régle fifo est borné supérieu-
rement par .

/(1) + (m — )(he ~ minpem I(F)) ~ heum
p
ot m est l'entier représentant le nombre de chemins dans M.

®;(p) < min( +heupm, B(p) )

Preuve Dans le pire des cas pour la recherche meilleur d’abord suivant une
regle fifo, V'exploration de sommets de D durant 1'exécution d’'un B&B paral-
léle est assimilable théoriquement & une itération passive due & un manque
de travail. Par contre, I'’exécution du B&B parallele de 'arborescence de re-
cherche avec ’ensemble des sommets de 'arborescence C U M, identifiera le
pire cas de I'exécution et donc un majorant du nombre d’itérations possible,
ie. (JCUM|—heum)/p + hecum. La hauteur de C UM a alors & étre pris
en compte pour les itérations ou il n'y a pas assez de sommets dans la liste
de sommets vivants pour occuper tous les processeurs.

Néanmoins, ce majorant peut ne pas étre atteint, car I’ensemble des som-
mets de C et M peut ne pas avoir a étre considéré entierement. Suivant
la régle fifo induisant une exploration par vague, la pire exploration par
un B&B paralléle visitera ’arborescence de recherche séquentielle. Soit P,.,
P,, appartenant a O, le sommet terminal de valeur optimale généré durant
I'exécution séquentielle. Soit le cas (figure 5(b)) ol un sommet P,, P, ap-
partenant & P, est généré durant 'exécution du B&B paralléele maijs n’a pas
été généré durant I’exécution séquentielle, P, n’appartenant pas 4 P,, P, a
dii étre généré durant l'exécution du B&B paralléle avant P,.. Soit P, le
pere de P,., P, appartient a M d’apres le lemme 3.2. Soit P, le pére de
P, qui a été exploré avant P,, Py apppartient a My, _,. En appliquant le
schéma d’exploration des rangs de la regle fifo, Py le plus vieil ancétre de
P, qui a été exploré avant P,g, appartient a My, k,. Soit Py le plus vieil
ancétre de Py« dans M. Alors la longueur maximale entre Py et Py, est la
différence maximum entre I(P,p) et I(Py), i.e.(h¢ — minp,er I(P;)). Finale-
ment, la longueur maximum dans M le long du chemin de Py a P, est égal
akp, = (kp — kpr) + (kpr — ko) = (ko + 1) + (he — minpepm I(FP;)). Ainsi, le
nombre maximum d’exploration le long du chemin vers P, n’appartenant pas
A ’exécution séquentielle est égale & (h¢ — minp.eam {(P;)).

De plus, le nombre de chemins sur lesquels un sommet n’est exploré que
dans le cas d’une exécution du B&B parallele, est borné par m — 1, le nombre
maximum de chemins dans M différents du chemin de P,. Le nombre de
sommets explorés durant la recherche parallele a été augmenté par (m - 1) x
(he — minpeam [(P;)), sous la condition de ne pas excéder le cout maximal
global de la recherche paralléle, ®(p).

o

24



Par la suite, nous désignerons par ®¢(p) la borne inférieure du nombre

d’itérations établie par la proposition 4.2 et par ®;(p) la borne supérieure
du nombre d’itérations établic par la proposition 4.3.

Le résultat significatif des deux précédentes propositions est de permettre
l’analyse des conditions suffisantes ct nécessaires d’existence des trois types
d’anomalies pouvant survenir durant les implémentations paralleles de 1’al-
gorithme B&B de stratégie meilleur d’abord suivant une regle fifo.

En premier lieu, I'accélération maximale peut étre calculée et la possibi-
lité d’anomalie d’accélération durant I'implémentation parallele mise ainsi en
évidence.

Corollaire 4.1 La valeur de s, l'accélération pouvant étre obtenue avec p
processeurs, est bornée supérieurement par :

< px (1)
= ®s(1) — (m = 1)(h¢ — minpep I(F))

Preuve Immédiate, découle de la proposition 4.2. L’accélération est bornée
par le rapport entre le nombre d’itérations de ’exécution séquentielle ® (1)
et le nombre d’itérations de la meilleure exécution du B&B parallele possible,

24(p) o

En second lieu, la condition d'existence d’anomalie désastreuse durant
I’exécution du B&B parallele donne la capacité d’amélioration effective des
performances de la mise en place du parallélisme dans la résolution du pro-
bleme.

§

Corollaire 4.2 Une anomalie désastreuse apparait durant l'implémentation
d’une stratégie meilleur d’abord suivant une regle fifo sous la condition né-
cessaire suivante :

(m—1) x (he —;,}leigdl(Pr)) > (p—1) x (24(1) = heum)

Preuve Immédiate, découle de la proposition 4.3. Une anomalie désas-
treuse survient si I’accélération (i.e. le rapport entre le temps de l'exécution
séquentielle et le temps de I'exécution d’'un B&B parallele) est inférieure a
un. Ainsi, en comparant le nombre d’itérations de 1’exécution séquentielle,
®(1), et le nombre d’itérations du pire cas possible d’exécution d'un B&B
paralléle, ®4(p), nous prouvons le corollaire. O

En troisieme lieu, la modularité de croissance (extensibilité ou “scalabili-
ty” ) de la résolution du probleme par I’algorithme parallele peut étre aisément
analysée en comparant sa capacité effective a utiliser un nombre croissant de
processeurs.
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Corollaire 4.3 Une anomalie d’uccélération préjudiciable apparait durant
Uimplémentation d'un BEDB paralléle de stratégie meilleur d'abord suivant la
régle fifo, lorsque l'on auymente le nombre de processeurs de py a p, proces-
seurs (pz = pp1) sous la condition nécessaire suivante :

(p=1)%,(1) — (p+1)m = 1)he —minpecp U P)) + (heum)
plheum)

y 41

Preuve Immédiate, a partir des propositions 4.2 et 4.3. Une anomalie
d’accélération préjudiciable peut apparaitre lorsque I’on compare deux exé-
cutions avec un nombre p; et un nombre p, de processeurs sachant que
p2/P1 > 1, sous la condition nécessaire et suffisante que ®;(p,;) < ®;(p2),
c'est-3-dire lorsque 'exécution du B&B parallele avec p; processeurs peut
nécessiter moins d'itérations que l'exécution du B&B paralléle avec p; pro-
cesseurs. Ainsi, en définissant p, le rapport d’accroissement des ressources
comme py/p;, nous prouvons aisément le corollaire. a

4.2 Regle lifo

De méme que pour la précédente regle, la recherche meilleur d'abord avec
régle lifo permet d’avoir quelques informations quant a P'ordre de sélection
des sommets de la liste de sommets vivants.

Nous introduisons d'abord plusieurs bornes serrées (c-a-d qui peuvent étre
atteintes) concernants ’exécution séquentielle. Il est clair que la regle lifo tend
a “explorer plus en avant” dans un chemin de sommets d’évaluation égale de
I’arborescence de recherche du Branch and Bound. Le nombre d'iterations
est maximal lorsque les chemins visités en premier lieu dans M, sont les plus
mauvais chemins (c-a-d, ceux qui ne conduisent pas a un sommet de valeur
optimale). Respectivement, ce nombre est minimal lorsque le chemin initial
visité dans M, est le meilleur chemin, c-a-d celui conduisant & un sommet
de valeur optimale en passant par un minimum de sominets de M. Dans
ce cas, les bornes correspondent respectivement au pire et au meilleur cas
d’exécution en séquentiel.

Proposition 4.4 Soit (1) le nombre optimal d'itérations en séquentiel dé-
crit par la proposition 3.1. Alors, le nombre d’itérations de l'exécution séquen-
tielle du B&B ®(1) est compris entre :

(1) < @(1) < |CUM]
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De méme, dans le cas d’'une implémentation parallele appliquant cette
regle, nous pouvons introduire des bornes plus fines que les bornes globhales
décrites dans la proposition 3.4. Les différentes bornes du nombre d’itérations
d’une exécution parallele, issues de 'analyse de situations réalisables, sont
atteintes.

Proposition 4.5 Le nombre d'itérations ®/(p) d'une exécution d'un B&B
paralléle de stratégie meilleur d'abord suivant la régle lifo est compris entre :

®i(1) - |M]| (1) + M| = heum

p

max( ,2(p)) < @(p) < min( +heum, B(p))

Preuve L’exploration inutile de sommets de D étant assimilable théori-
quement a une itération passive due & un manque de travail, la différence
entre le nombre de sommets explorés en exécution séquentielle et celui d’une
exécution du B&B paralléle peut atteindre au plus |[M] — 1. Clairement, ce
résultat montre que les deux cas extrémes sont possibles durant la recherche
de stratégie meilleur d’abord suivant la regle lifo.

En premier lieu, 'exécution d’un B&B parallele peut conduire 2 nombre
d’itérations important alors que l'exécution en séquentiel a conduit quant
a elle & une exploration optimale de 1'arborescence de recherche du Branch
and Bound. Si un chemin conduisant & un sommet de valeur optimale a
été exploré en premier, I'exécution en séquentiel sera terminée sans que soit
visité la part inutile de M. Néanmoins, en parallele, les autres processeurs
coexistants peuvent générer différents sommets de M et les insérer aprés une
insertion d’un sommet du chemin utile et avant une opération de sélection
(puisque l'ordre des insertions est non déterministe). Un tel cas en paralléle
conduit & une exploration compléete d’un sous-ensemble de M qui ne contient
malheureusement pas de solution réalisable, retardant le moment de travailler
“plus loin dans le chemin utile”. Ce cas conduit au calcul du terme de droite.

Il faut remarquer que le terme obtenu est toujours dominé par la borne
supérieure de I’exécution parallele ®(p) puisque ®;(1) est au moins égale i la
cardinalité de 1’arborescence critique. Néanmoins, il nous permet de décrire
la différence maximale de sommets non-explorés en parallele, c’est-a-dire de
spécifier le cas d’anomalie.

En second lieu, le nombre minimal d’itérations peut étre obtenu dans
une exécution du B&B paralléle quand bien méme 'exécution séquentielle
a conduit quant a elle a une exploration importante de l'arborescence de
recherche du Branch and Bound. Si le chemin conduisant au sommet de valeur
optimale a été exploré en dernier, I’exécution en séquentiel se terminera par la
visite de la totalité de la part inutile de M. Néanmoins, dans le cas paralleéle,
les autres processeurs coexistants peuvent générer un sommet du chemin utile
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de M et l'insérer aprés une insertion d'un sommet du sous-enseimnble inutile
et avant une opération de sélection (puisque 'ordre des insertions est non
déterminisme). Un tel cas (le sommet conduisant a la solution optimale inséré
en dernier), répété a chaque itération paralléle, conduit & une exploration
du sous-ensemble de M qui ne contient malheureusement pas de solution
optimale. Ce cas conduit au calcul du terme gauche de I'expression. 0

Par la suite, nous désignerons par ®;(p) et par ®;(p), la borne inférieure
et la borne supérieure du nombre d’itérations considérées dans la proposition
4.5.

Le résultat significatif que nous apportons par le biais d’une telle proposi-
tion est I’analyse de conditions suffisantes et nécessaires pour les trois types
d’anomalies pouvant étre obtenues durant I'implémentation parallele de la
recherche meilleur d’abord suivant la regle lifo. Nous réitérons ainsi un type
d’analyse identique a celle développée pour la reégle fifo et en déduisons les
trois corollaires suivants.

Corollaire 4.4 La valeur de s, l'accélération pouvant étre obtenue avec p
processeurs, est bornée supérieurement par :

d,(1)

s < pX —m—————
= PR g ) - M|

Preuve Immédiate, découle de la proposition 4.5. L’accélération est bornée
par le rapport entre le nombre d’itérations de ’exécution séquentielle ®;(1)
et le nombre d’itérations de la meilleure exécution du B&B paralléle possible,

(1’1! ) 0

Corollaire 4.5 Une anomalie désastreuse apparait durant l'implémentation
d’une stratégie meilleur d’abord suivant une régle lifo sous la condition né-
cessaire suivante !

M| > (p—1) x (®i(1) = heum)

Preuve Immédiate, découle de la proposition 4.5. Une anomalie désas-
treuse survient si ’accélération (i.e. le rapport entre le temps de I'exécution
séquentielle et le temps de 1'exécution d’'un B&B paralléle) est inférieure a
un. Ainsi, en comparant le nombre d’itérations de I'exécution séquentielle,
®,(1), et le nombre d'itérations du pire cas possible d’exécution d’'un B&B

paralléle, ®,(p), nous prouvons le corollaire. o
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Ensuite, le nombre minimal d'itérations peut étre obtenu dans une exé-
cution du B&B paralléle quand bien méme 'exécution séquentielle a conduit
quant a elle a une exploration importante de I'arborescence de recherche du
Branch and Bound. Si le chemin conduisant au sommet de valeur optimale
a été exploré en dernier (c’est le plus a droite), I'exécution séquentielle se
terminera par la visite de la totalit¢ de la part inutile de M. Néanmoins,
durant une exécution d’un B&B paralléle, le cas ou le chemin utile est la
seule partie de M i étre exploré (durant ’exploration par les autres proces-
seurs de la partie non-exploré de C) peut se produire. Un tel cas conduit a
ne pas explorer lors d’une exécution du B&B paralléle la partie de M qui ne
contient pas de solution, alors que ce n’est pas le cas durant 'exécution du
B&B séquentiel. a

Par la suite, nous désignerons par ®.(p) et par ®.(p), la borne inférieure
et la borne supérieure du nombre d'itérations décrits dans la proposition 4.6.

Ces deux bornes serrées d’encadrement nous permettent de décrire sous
une forme identique aux autres régles les conditions suffisantes et nécessaires
d’apparition des anomalies durant I'implementation paralléle de la recherche
meilleur d’abord suivant la regle consistante.

Corollaire 4.7 La valeur de s, l'accélération pouvant étre obtenue avec p
processeurs, est bornée supérieurement par :

SRR X¢)
=P q)r(l)_IMl

Preuve Immédiate, découle de la proposition 4.6. L’accélération est bornée
par le rapport entre le nombre d’itérations de I'exécution séquentielle ®.(1)
et le nombre d’itérations de la meilleure exécution du B&B paralléle possible,

®.(p)- 0

Corollaire 4.8 Une anomalie désastreuse ne peut pas apparaitre durant l’im-
plémentation de la recherche meilleur d'abord paralléle suivant une régle con-
sistante.

Corollaire 4.9 Une anomalie d 'accélération préjudiciable apparait durant
Uimplémentation d’'un BE&B paralléle de stratégie meilleur d’abord suivant
une régle consistante, lorsque l'on augmente le nombre de processeurs de p,
G py processeurs (pa = pp)) sous la condition nécessaire suivante que :

p®(1) = p(IC]) = (p+1)(IM]) + (hcum)
plheum)

n
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Preuve Immédiate, a partir des propositions 4.6. Une anomalie d'accéléra-
tion préjudiciable peut apparaitre lorsque I'on compare deux exécutions avec
un nombre p; et un nombre p, de processeurs sachant que py/p; > 1, sous
la condition nécessaire et suffisante que ®.(p,) < ®.(p2), ¢’est-a-dire lorsque
P’exécution du B&B parallele avec p, processeurs peut nécessiter moins d’ité-
rations que 'exécution du B&B paralléle avec p, processeurs. Ainsi, en défi-
nissant p, le rapport d’accroissement des ressources comme p,/p;, nous prou-
vons aisément le corollaire. ]

4.4 Etude Comparative

Remarquons que la comparaison des différentes stratégies meilleur d’abord
n’est pas immédiate.

En effet, les résultats sur les bornes du nombre d’itérations en parallele
suivant la régle lifo peuvent également étre appliqués a la recherche de strate-
gie meilleur d’abord suivant une regle aléatoire (aucune prédiction sur I'ordre
de sélection ne peut étre faite), alors que I'exploration séquentielle suivant
la regle lifo d’'une arborescence de recherche Branch and Bound donnée est
unique et a priori connue.

Un tel paradoxe correspond au fait que le comportement de la straté-
gie suivant une régle particuli¢re est fortement corrélé avec les données du
probleme pour lequel quelques exécutions particulieres et extrémes rendent
impossible une analyse en moyenne. Nous soulignons le fait que certaines
bornes sont atteintes pour une exécution particuliére, et sont donc serrées
(tight bounds).

Bien évidemment, les bornes atteintes permettent de comparer des stra-
tégies de méme regle (relatives a 'exécution en séquentiel suivant la méme
stratégie) et ainsi, ne peuvent étre comparées directement. La prédisposition
aux anomalies dépend de la qualité de I'’exploration séquentielle. Les nombres
d’itérations, ®;(1) et (1), utilisées pour la description des bornes paralleles
peuvent étre trés différents comme le montrent les intervalles décrits pour les
bornes séquentielles.

Néanmoins, si on considére plusicurs exécutions, les différences entre nombre
de sommets explorés sont tous relatifs & la partie de M visitée ou non. La
différence maximale a été donnée pour chaque regle:

(m — 1)(h¢ — minpepm I(P;))) pour la régle fifo et | M| pour la regle lifo.

Le cas particulier de la régle consistante entraine une différence de | M| sur
la borne inférieure. Mais la principale condition sur les limites (assurées par
les bornes globales des exécutions paralléles, ®(p) et ®(p)) est:

(m = 1)(he = min I(P)) < |M] (3)

Ces termes représentent dans chaque cas la quantité des sommets de M
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générant le surcotit “désastreux” et le gain d'itérations en séquentiel géné-
rant 'anomalie d’accélération. Nous pouvons facilement en déduire que la
différence sur les exécutions induit une différence du nombre d'itérations po-
tentiellement plus grande pour la regle lifo.

Définition 4.1 Une stratcgic de recherche avec une régle donnée sera plus
ou moins prédisposée auz anomalies lors de la mise en place de la parallélisa-
tion si le degré de “facilité” d'apparition de ce phénoméne est plus ou moins
élevé, autement dit si la taille de l'intervalle du nombre d'itérations possibles
pour l'exécution du BEB est plus ou moins grande.

Propriété 4.1 La régle fifo est moins “prédisposée” auz anomalies que la
régle lifo

Manifestement, d’aprés les différents corollaires introduits, la stratégie de
recherche meilleur d’abord avec la regle fifo entraine en paralléle une possibi-
lité d’apparition d’anomalie désastreuse plus faible que la regle lifo. Un autre
avantage de la regle fifo réside dans les conditions d’anomalie d’accélération
préjudiciable présentées, qui sont moins fortes que celles de la regle lifo. Mais,
le désavantage majeur de cette regle fifo réside dans le fait qu’elle ne peut
produire une anomalie d’accélération significative comparée a la regle lifo.

Propriété 4.2 La régle consistante est prédisposée auz anomalies d’'accélé-
ration mais non génératrice d’anomalies désastreuses.

Un telle analyse confirme d'une autre maniere I'avantage important de la
consistance décrit par Li et Wah, [14]. Cette propriété originale, qui n’avait
pas été introduite jusque la, n’est déduite que des caractéristiques du pro-
bléeme.

Propriété 4.3 La régle consistante est prédisposée auz anomalies préjudi-
ciables d’accélération.

D’apres les corollaires 4.6 et 4.9, la régle consistante est plus prédisposée
aux anomalies préjudiciables d’accélération que la regle lifo si p(®.(1) — |C])
est inférieur a (p — 1)®,(1), avec p désignant I'accroissement relatif des pro-
cesseurs.

5 Vers un modele asynchrone
Dans les applications pratiques, I'hypothése de synchronicité (A2) et I'hy-
pothése de granularité constante (A3) ne sont pas vérifiées.

Le temps nécessaire au calcul d’une évaluation d’un sommet du B&B dé-
pend du probléeme considéré dans l'application et change généralement tout
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au long de l'exécution. Par exemple, I'évaluation du sommet le plus profond
est souvent plus rapide que celle d’'un de ses ancétres proche de la racine.
Le partitionnement des sous-problemes correspond a une diminution de la
taille de ’ensemble de solutions associées et est la cause majeure de ce gain
en rapidité. L'implémentation asynchrone a dans ce cas de meilleures perfor-
mances car elle tire profit des différentes durées de la tache correspondant a
Pexploration d’'un sommet. Les différences entre granularités permettent a un
processeur d’explorer un nouveau sommet des qu’il a fini de traiter le som-
met précédemment sélectionné, et ainsi éliminent I'attente d’une prochaine
itération.

Malheureusement, 1’analyse théorique nécessite trois fortes hypotheéses,
(A2) a (A4), pour le modéle paralléle. La relaxation des hypothéses de syn-
chronicité et de granularité constante (A3) doit étre ainsi envisagée et in-
troduite dans nos résultats précédents pour rester proche du contexte des
applications réelles. La définition de I'optimalité introduite dans les para-
graphes précédents doit étre précisée pour que notre propos reste valable.

Définition 5.1 Lors de la résolution d’un probléme donné, l'implémentation
paralléle de Ualgorithme BEB est optimale si et seulement si elle minimise
la durée maximale de la tache exécutée par un processeur.

Il n’est pas déraisonable de supposer que la granularité d’exploration d’un
sommet donné P; d'une arborescence de recherche d’un Branch and Bound,
est la méme durant I’exécution en séquentiel ou en paralléle, dés que le prin-
cipe de séparation et la fonction d’évaluation sont fixés.

Toutes les propriétés issues de la consistance restent vraies, lorsque 1'on
relache (A2) et (A3). Si a tout instant, au moins un sommet exploré durant
I’exécution séquentielle est exploré dans 1'exécution du B&B parallcle, il ne
peut survenir d’anomalie désastreuse.

Mais, en ce qui concerne les autres résultats, la comparaison est princi-
palement fondée sur la différence du nombre de sommets explorés lors de
différents types d’exécutions. En fait, si k; sommets explorés ou itérations
passives ont été produits durant une exécution E, sans avoir été produites
durant une exécution E,, et si k; sommets explorés ou itérations passives
ont été produites durant I’exécution E; sans avoir été produites durant 1'exé-
cution Ej, nous en déduisons qu'il y a une différence de coit de |k, — k|
explorations entre les exécutions E; et Ey. Néanmoins une telle analyse ne
peut étre correcte sans la contrainte des hypothéses (A2) et (A3), car cha-
cun des k; sommets peut ne pas nécessiter le méme temps pour étre évalué
que chacun des k; sommets. Nous devons donc considérer la “qualité’ des
explorations plutot que la quantité de tels sommets.

Tout d’abord, la comparaison de la totalité des itérations concernant l’ar-
borescence critique est correcte, puisque toute exécution d'un Branch and
Bound doit I'explorer. Un sommet qui a été exploré durant une exécution du
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B&B paralléle mais pas durant une autre exécution, doit évidemment appar-
tenir & M ou a D. Ensuite, ’hypothése qui consiste a associer le méme cout
a une itération passive due au manque de travail et a une itération perdue
pour l'exploration d’un sommet de D, n’est plus possible. Un processeur qui
a sélectionné un sommet inutile dans la liste de sommets vivants remplie uni-
quement de sommets de D, peut finir son exploration longtemps apreés qu’un
autre processeur ait inséré un sommet utile, de C ou a M. Par contre, un
processeur passif deviendra actif dés que la liste vide se remplira.

Pour répondre & cette question, Quinn et Deo, 1985 [21] ont introduit
dans leur modele un laps de temps #(¢) nécessaire a I’'examen et la décompo-
sition d’un sous-probléme de niveau ¢ dans l'arborescence de recherche. Mais
nos expériences ont montré que cette hypothese n’est pas acceptable (voir la
troisieme partie de la validation sur des problémes connus). Les sommets de
méme niveau n’ont pas forcément la méme granularité. En effet, les évalua-
tions peuvent étre calculées de fagon différentes en ces sommets si on désire
favoriser certains chemins plutét que d’autres.

Une analyse du pire cas, ou 'on sommerait les plus mauvais temps d’ex-
ploration de chaque sommet, serait évidemment injustement pessimiste, car
elle ignorerait les effets corrélés des processeurs sur la gestion du remplissage
de la liste de sommets vivants.

D’autre part, une analyse en moyenne concernant I'hypothése (A3) ne
peut étre fidele comme nous l'avons expliqué précédemment.

A travers ces différents points, les résultats expérimentaux connus dans
la littérature, associées aux résultats théoriques, montrent qu'il serait int¢é-
ressant d’étudier un modele réaliste pour I'implémentation paralléle corres-
pondant au monde réel (dans notre cas supportant I'asynchronisme) et ainsi
de se dégager des modeéles les plus rigides.

6 Discussion

Le but des précédents paragraphes est d’étudier I'impact des stratégies
meilleur d’abord non-consistantes dans la parallélisation des algorithmes de
Branch and Bound en ’étayant par des résultats théoriques.

Le modele utilisé permet de prendre en compte les facteurs d’accélération
dis & 'accroisssement du nombre de processeurs et de ralentissement diis au
travail inutile effectué. L'étude est faite a posteriori, c’est-a-dire nécessite des
informations qui ne sont obtenues qu’en fin d’exécution.

Les expériences passées dans le domaine de la résolution de probléemes
d’Optimisation Combinatoire montrent que la fonction d’évaluation est fré-
quemment de méme "qualité” pour les différentes tailles d’'un probléme de
méme type, c’est-a-dire de méme proximité a la valeur optimale. De plus, la
courbe de répartition des différentes valeurs des sous-problemes de I'arbores-
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cence Branch and Bound est souvent exponentielle, et fournit ainsi beaucoup
de sommets non-terminaux d’évaluations égales a la valeur optimale.

De sorte qu'il est intéressant d’identifier et d’analyser les problemes d'Op-
timisation Combinatoire pour lesquels nous pouvons déterminer une regle
de gestion des sommets de valeur identique durant une stratégic meilleur
d’abord.

Des tests sur un probleme de petite taille avec quelques processeurs peu-
vent fournir les parametres de réglage permettant d’améliorer les choix de la
résolution d’'une plus grande instance du probléme sur une machine exten-
sible.

Les autres approches données dans la littérature pour résoudre le pro-
bléeme des anomalies ne sont pas complétement satisfaisantes. Le surcout in-
troduit pour assurer la consistance dans la gestion des structures de données,
[14, 23], est excessif. Les autres regles sans surcoiit peuvent étre avantageu-
sement implémentées pour certaines d'entres elles, [13, 18]. Enfin, la consis-
tance ne peut étre la réponse générale aux anomalies puisqu’elle n’empéche
pas ’apparition d’accélération préjudiciable.

De plus, la recherche d'une meilleure exploration de I’arborescence Branch
and Bound n’est pas prise en compte par cette approche qui intervient seu-
lement pour guider 1’exploration parallele le long du parcours séquentiel.

Pour conclure, nous analysons les différentes conséquences engendrées par
le respect des hypotheéses.

L’hypothese de filiation directe sur la fonction d’évaluation et le prin-
cipe de séparation fait généralement partie intrinseque de l'algorithme du
Branch and Bound. Comme il a été précisé dans le paragraphe précédent,
les hypothéses synchrones ne peuvent facilement étre levées lors des implé-
mentations réelles. Mais I'hypothese (A4) qui concerne le surcout di aux
acceés aux ressources partagées peut rester valable en pratique. Il faut alors
s'assurer d’acceés concurrents a coit constant ce qui est réalisable dans cer-
taines structures de données spécifiques au Branch and Bound, comme nous
’avons montré dans {13, 18]. Dans le cas contraire, le surcott d’accés croit
avec le nombre de processeurs concernés, et conduit alors & l'altération des
performances.

7 Conclusion

Nous avons caractérisé et analysé l'apparition d’anomalies dans des al-
gorithmes de Branch and Bound paralléles a stratégie de recherche meilleur
d’abord. La définition d’un modéle précis nous a permis d’analyser le temps
d’exécution en nombre d’itérations indépendamment de la machine choisie
pour l'implémentation. Des bornes du nombre d'itérations en séquentiel et
en parallele sont obtenues. Mais elles sont trop générales pour étre utilisables
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et fournir des informations sur les conditions nécessaires et suffisantes d’ap-
parition d’anomalies pour la stratégie meilleur d’abord. Nous avons ainsi été
amené a formuler des borues plus précises et plus exploitables.

Nous avons montré l'importance de la gestion des sous-problemes de
méme évaluation ce qui nous a conduit a définir différentes regles simples
d’ordonnancement des sommets. Nous avons étudiées trois régles différentes
de sélection de ces sommects: la regle fifo, la regle fifo et la regle consis-
tante. Pour chacune d’entre clles, nous avons fourni des bornes serrées sur
les performances d’exécutions des Branch and Bound. L'introduction d’une
propriété de “prédisposition aux anomalies” permet de comparer les regles
et de proposer des choix simples pour assurer les performances désirées lors
de la parallélisation.

Nous avons montré que la régle fifo est moins susceptible de provoquer des
anomalies que les deux autres regles. De plus, nous avons prouvé que la regle
consistante, qui avait été développée pour faire face au probléme des anoma-
lies désastreuses, ne peut empécher 'apparition d’anomalies d’accélération
désastreuses.
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