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ETUDE DE LA CONVERGENCE ASYMPTOTIQUE DE
PROBLEMES DE PLAQUE THERMOELASTIQUE

Dominique BLANCHARD* et Christophe LEBELTEL**

Résumé

Ce rapport traite de la convergence des termes inconnus dans des problemes de plaque ther-
moélastique dont ’épaisseur tend vers zéro. Le modele choisi est celui de la thermoélasticité
linéarisée et la présente étude, qui fait suite & ’approche formelle par méthode asymptotique
développée dans une publication antérieure, en apporte la confirmation et la justification des
résultats.

STUDY OF THE ASYMPTOTIC CONVERGENCE OF
THERMOELASTIC PLATE PROBLEMS

Abstract

This report deals with the convergence of the unknown terms in problems of a thermoelastic
plate whose thickness tends towards zero.The chosen model is that of linearized thermoelastic-
ity and the present study, following on from previously published work, confirms and justifies
its results obtained by the formal approach using an asymptotic method.
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Introduction

Ce rapport est consacré a I’étude du comportement dynamique d’une plaque mince thermoé-
lastique dont 1’ épaisseur tend vers 0. Nous nous plagons dans le cadre de la thermoélasticité
linéarisée.

Des forces volumiques et surfaciques sont appliquées a la plaque, qu’on suppose en outre
encastrée sur sa surface latérale et soumise sur ses deux faces supéricure et inféricure a une
condition aux limites d’échange de chaleur.

Notre démarche s’appuie sur la méthode des développements asymptotiques décrite dans
Ciarlet & Destuynder [1979a], [1979b] pour une plaque élastique. Les travaux de Raoult [1980]
procedent de méme dans le cas dynamique. Enfin, plus proches encore de nos considérations,
ceux de Blanchard & Francfort [1987] s’appliquent & une plaque thermoélastique. C’est sur la
condition limite imposée & la température que notre étude se distingue de la leur.

L’approche formelle par développements asymptotiques a fait ’objet d’un précédent rap-
port, Lebeltel [1989]; celui-ci en constitue une suite logique en confirmant ses résultats par une
étude de la convergence. La premiere partie est un rappel des notations et hypotheses. La
plaque s’inscrit dans une famille indexée par son épaisseur 2¢ et, une fois posés les changements
d’échelle sur les inconnues et les données, nous écrivons sur un ouvert fixe indépendant de ¢
les équations qui la régissent. Puis, dans les deuxiéme, troisieme et dernier paragraphes, nous
traitons de la convergence quand e tend vers 0 du probleme 3D vers un probleme limite 2D que
nous définissons. Ces parties se distinguent par I’hypothése faite sur le coefficient de transfert
de chaleur v¢ apparaissant dans la condition limite d’échange de la température; en effet, nous
examinons successivement les trois cas:

¥ =€, = v/ puis ¥ = 7,

ou v est une constante indépendante de .

Dans la premiere situation, nous parvenons a établir des résultats de convergence, faible
d’abord, puis forte; pour cela notre démarche suit celle empruntée dans Blanchard & Francfort
[1987]. Dans les deux suivantes en revanche, plus difficiles, les convergences sont établies dans
un sens faible. Mais dans tous les cas, nous constatons une coincidence entre le probleme vérifié
par les termes limites et celui que nous avait fourni I’approche formelle de Lebeltel [1989].



1 Position du probléme, notations, hypothéses

On utilise les deux conventions habituelles :
- indice latin € {1;2; 3}, indice grec € {1;2}
- la convention de sommation sur les indices répétés.

Pour tout tenseur d’ordre 2, b, nous posons Trb = b;; et trb = b,

La plaque 3D est définie par Q¢ = wx] — ¢, €[ ol w est un domaine borné régulier de R? et
2e mesure ’épaisseur de la plaque.

I't¢ = o x {+e} sont ses deux faces supérieure et inférieure
T(e) = dwx] — ¢, €[ est sa surface latérale.

€3
€2

r+8
€1 ]

L o o _ - _

_ ”~
0 -
P re
”~
26 ¢ _ - < rXe)

On note Q,T% T les ensembles Q!, I't! T(1). Q est dit ouvert fixe.

L’espace étant rapporté & une base (e1, €3, €3), si y = (z1,%2), & tout point z¢ = (y, ex3) de
Q¢, on associe le point z = (y, z3) de .

On définit les espaces

H(e) = {v € H\(), v =0 sur T(e)}

Y(e) = {r € [L}(Q)]®, 7 symétrique}
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On note H, H, Y les espaces H(1),H(1),Y(1).
Soit Vg = {v € H| v3 € H3(w) et 3D, € [HY(w)]? t.q. Vo = Ua — 230av3}

e;(u)(z) = 3 (ajuf + afuj-) (z¢) est le tenseur linéarisé des déformations.

_ +1 d
Pour toute fonction f, posons f = / f(z,t)dzs et f= zl—t-f
-1
On suppose que la plaque est constituée d’un matériau homogeéne et isotrope.
Elle est totalement décrite par un ensemble de trois équations posées sur l'ouvert §2¢ :

e une loi de comportement

1 ¢ €
(1) 6( (u‘) - 060C6ij = -—-10‘ — .l_/_

ij T i EcTra‘é.-,- dans ¢

de type Kirchhoff-Love, prenant en compte le terme de température et énoncée dans le
cadre de la thermoélasticité linéarisée

e une équation du mouvement

(2) puf = 8ot + ff dans Qf

PR

qui consideére I’aspect évolutif du probleme, pour une plaque soumise & des forces de
volume

e une équation d’estimation de I’énergie

ke E<af
—0.0¢ -
To 2 1- 21/‘

(3) Beoc = Tre(u) dans Q°
qui s’ajoute aux équations habituelles d’une plaque élastique pour en décrire I’aspect
thermique

ou

€

v¢  est le rapport de Poisson, — 1 < v* < =

2
E¢  est le module d’Young, E¢ > 0

€

at est le coefficient de dilatation thermique, o¢ > 0



est la densité de masse, p¢ > 0

ff  désignent les composantes de la densité de forces volumiques
B¢ est le coeflicient de chaleur spécifique, 8¢ > 0

k¢ est le coefficient de conductivité de la chaleur, k¢ > 0

est le champ de déplacement

est le deuxieme tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
To est unc température de référence supposée connue

0¢  est Pécart, par rapport & Ty, de la température a 'intérieur de la plaque

On suppose que, pour la famille de plaques considérée, il existe des valeurs constantes
v, E,a,pB,k telles que Ve > 0,Vz® € Q°,

vi(z¢)=v, E4(2)=E, o(z%)=a, PLz)=pH, ki(z)=k

et que, de plus, dp € R}, Ve > 0,Vz¢ € (U,

p‘(w‘) — C2p

Remarque 1.1

Les conditions limites sont celles d’une plaque totalement encastrée sur sa surface latérale,
dont on fixe la température sur ce bord, et soumise sur ses deux faces supérieure et inférieure
a des forces de surface et & une condition d’échange de chaleur avec le milieu extérieur.

Dans la loi de Fourier (4)2, le coefficient v est habituellement caractéristique de I'échange
de flux de chaleur entre la plaque et le milieu extérieur. La donnée ¥¢ est donc un parame-
tre physique du probléeme posé. Il est courant, quand on utilise les méthodes asymptotiques,
d’autoriser une dépendance des données physiques du probléme envisagé par rapport 2 € (nous
renvoyons par exemple au chapitre 4 de Ciarlet [1990] ou a Aufranc [1990] dans lesquels on sup-
pose pour les constantes de Lamé : A\ = €73, u¢ = ¢73u). C’est d’ailleurs ce que nous avons fait,
comme dans Raoult [1980] , pour la masse volumique p¢. Nous nous limiterons dans cet article a
I’examen de trois dépendances possibles de ¢ en fonction
de € : 4° = 4,7° = ey et v = v/e ol v est une constante indépendante de ¢. Dans la
premieére situation, les caractéristiques de 1’échange de chaleur entre la plaque et le milieu ex-
térieur sont supposées indépendantes de I’épaisseur de la plaque. Les deuxiéme et troisieme
cas correspondent a des dépendances simples, modeles et représentatives de problémes dans



lesquels 1’échange tend vers 0 ou vers I'infini avec I’épaisseur de la plaque.

conditions aux bords

ofng = g sur ['*
kaéocng + 7((9( — oztc) — q:tt sur e
(4)
=0 sur I'(e)

ut =0 sur [¢(e)

g désignent les composantes de la densité de forces surfaciques

7¢ est le coefficient de transfert de chaleur, 4¢ > 0

q*¢ est la composante verticale du flux de chaleur sur I'** supposé connu
n¢ est le vecteur normal extérieur a la plaque en un point de sa surface.

Enfin, on impose a la plaque les

conditions initiales

uf(0) = uf
(5) u*(0) = v
6<(0) = 6

Dans ce systéme, les termes inconnus sont le déplacement u® et la température . Les
inconnues sont donc au nombre de quatre (les trois composantes de u® et §¢), ce qui correspond
au nombre d’équations scalaires du systeme (2) - (3) dans lequel, grace a la loi de comporte-
ment (1), on peut exprimer les termes de contraintes en fonction du déplacement et de la
température.



Sous les hypotheéses
fe e WO, T, [L¥()P)

g¥ € W0, T, [L*(w)P®)
0x € LX(0,T, L*(w))

(6) gt € L*(0, T, L}(w))

up € [H*()]° NH(e)

vy € H(e)

05 € H*(Q)N H(e)

le systéme (1) - (5) admet une solution et une seule (u*, ¢) vérifiant

ut € C([0,T],H(e)) n C*((0, T], L))

(7)
6 € C°([0,T), H(e)) N C'([0, T], L))

Pour 1’établissement de ce résultat, on peut se reporter a Brézis [1983] ou & Blanchard &
Francfort [1987].

De ce dernier article, nous reprenons les changements d’échelle sur les inconnues et les don-
nées introduits ci-dessous et posons ainsi un nouveau probléme sur I'ouvert fixe §2.

Au vecteur w¢ défini sur ¢, on associe w(e) défini sur §2 par
wa(€)(z) = wi(z)
Bale)(z) = edyiat)

Au tenseur 7¢ défini sur 2, on associe 7(¢) défini sur §2 par

Tap(e)(z) = 7i6(z¢)
Tas(€)(z) = {Tas(z)
Tsa(€)(2) = (T5a(z)
a(e)(z) = F7(e)

Au scalaire Z¢ défini sur §)¢, on associe Z(¢) défini sur § par



Z(e)(z) = Z°(°)

Le probleme (1)-(5), aprés passage a ’ouvert fixe 2, devient :

(9)

(11)

(12)

cap(u(6)) — 0B(€)6an = —£200a(€) — (tro(6) + oua(e))un
eqs(u(e)) = GZH—Tyoag(e)

1+v Nz
eas(u(e)) — al(e) = ¢* B oaa(€) — -E—€2 (tra(c) + 62033(6))

Ppiig(€) = Bj0a;(€) + fale)

1 dans Q
pis(e) = 9ja35(e) + 5 fa(e)
. k 1 E \
BO(O) = 7 (Beall€) + 75 Bsab(€)) = T (tre (i(c))
1 .
+ = 05 u3(€)) dans Q
1 4 %
oa3(€)ng = zga(e) sur I’
1 4 +
o33(€)nz = 593 (¢) sur '

2839(6)713 +7°(8(e) = 6%(€)) = ¢*(e) sur I'*

6(e) =0 sur I

u(e) =0 sur I'*

u(e)(0) = vo(e) dans

dans 0



Posons

é(u(e)) = eap(u(€)) | eas(u(e))
(u(e)) (%eaa(u(f)) | %2633(14(5)))

&(c) =< gap(€) | €va3(€) )

€o3q(€) | €2033(€)

On définit les formes bilinéaires A et B sur Y par

A(A,B) = /Q (HT”A,,B,, - -;-;—(TrA)(TrB)) dz
B(A, B) = /Q (%Aﬁaﬁ +q +V§‘l’ ) (TrA)(TrB)) dz

pour tous A et B éléments de Y.

La formulation variationnelle du systeme (8)-(12) s’écrit :
(13)a AEO®,%) = [ extu(@)pyds - [ ab(e)()Tryde

ou de maniére équivalente,

(13) BE()0), 9) = [ s()tWide + [ Toab((t)Trbda

pour tout Y € Y

CQLpﬁa(e)(t)Wad:v+/Qpi13(e)(t)W3da:+La,~,~(c)(t)e,~,~(W)da:

(1) = [ @@Wads + 2 [ f(OWadz + 2 [ g(e)(t)Wedy

1
+5 [, s @Wady

pour tout (W) € H



/n Bé(e)()Zdz + Tio /n 6a0(c)(t)6¢,Zd:v+eTI;-g /n 850(¢)(1)Ps Zdz

(15) + 11_‘7(.;1/ /nTré('d(e)(t))Zd:r + -7%/[‘1(0(6) — 0%(€))Zdy

1 +
S — Zdy =
Toe/ﬁq(c) y =0

pour tout Z € H

Les hypotheses (6) deviennent
fle) € W0, T, [L*(Q)])
g*(e) € W0, T, [L*(w)]P)
6%(e) € L*(0,T, L*(w))
(17) g*(e) € L*0,T,L*(w))
uo(€) € [HXQ)PPNH

‘U()(C) € H

bole) € HXQ)NH

Sous ces hypothéses, le systéeme (13) - (16) admet une solution et une seule (u(e),0(¢))
vérifiant
u(e) € C'((0,T],H) N C*([0, T, [LA(Q)]°)

(18)
8(e) € CY([0,T], H)n C*((0,T], L*(92))

Les notations et le probleme ainsi posés, nous étudions la convergence, lorsque ¢ tend vers
0, des termes u(e) et f(e). Trois cas se distinguent, selon I’hypothese faite sur le parametre

9



v¢. Nous examinons successivement les situations ¥¢ = ey, = y/€ et 7v¢ = v, ol v est une
constante indépendante de e. Nous allons voir que les modeéles limites auxquels nous aboutissons
sont ceux obtenus par I’approche formelle développée dans Lebeltel [1989).

2 Etude de la convergence dans le cas v¢ = ey

Sous des hypotheses de convergence faible sur les données, nous allons, en choisissant. des
fonctions adéquates dans les équations écrites sous forme variationnelle, obtenir des résultats
de convergence faible sur les termes de déplacement, de contraintes et de température vers des
quantités solutions d’un probléme que nous identifierons.

Puis, si nous supposons que les hypothéses de convergence sur les données sont fortes, nous

établirons que les termes inconnus convergent aussi au sens fort a condition, comme dans Blan-
chard & Francfort [1987], de vérifier une condition de compatibilité sur les valeurs initiales.

Lemme 2.1 (estimations a priori)
On suppose que les hypothéses (17) sont vérifiées.

On suppose de plus que

10



(19)

Alors

Elq(€)

indépendemment de e.

. o0
9a

+0
— g3

x
— Qg

faiblement dans H
faiblement dans L2(Q)
faiblement dans L%(Q)
faiblement dans [L*(2)]°
faiblement dans L?(§)

faiblement dans W12(0, T, L¥(Q))

faiblement dans W'2(0, T, L*(92))
faiblement dans W'2(0, T, L*(w))
faiblement dans W'2(0, T, L*(w))

faiblement dans L?(0,T, L*(w))

faiblement dans L%(0, T, L*(w))

est borné dans L>=(0, T, [L*(R)]°)

est borné dans L*(0,T,H)

est borné dans L*(0,T, L*(Q2))

est borné dans L*(0, T, L*(Q?))

est borné dans L*(0,T, L*(R2)) N L*(0,T, H)

est borné dans L*(0,T, L*(?))

est borné dans L*(0, T, [L%*(Q)]°)

11



Démonstration :

La régularité des termes u(e) et 0(e) donnée en (18) permet de choisir
P = é(u(e))(t), W = u(e)(t) et Z = 0(¢) dans les équations (13)s, (14) et (15).

On additionne les trois équations et on intégre par rapport au temps sur lintervalle [0, ],
ou 0 <t <T. On obtient :
[ o {leial 0O + lis(e)(0)} do + Ble((e)(t)), du()e)) + [ Blo(e) o) da

2
} dzds

+ ;_Z /0' /ri 0(€)(s)|*dyds = /9/’ {|<5vm.(€)l2 + |v03(€)|2} dz

+ %/;/n {f‘:) 10,0(€)(s)|* + l%aaa(f)(s)

+ B(#(uo(e)), &(uo(c))) + [ Bldole) P

2] [ (Sl ual) + SN us(e)(s)) d

+ [, (ég.,*(e)(s)ua(e)(sw Lo u(e)s)) dy]
=2 [ (Fleuale)ls) + (e usle)(s)) dads

/ /[‘t (1 (6)(3)2‘“ (e)(s) + 3!};(5)(3)U3(€)(8)) dyds

e / /r K, dyds+— / [ 0% s)dyds.

Les hypotheéses (19) entrainent I’existence d’une constante positive C indépendante de ¢
telle que, pour tout € positif,

12



Z lleta(e ”L°°(0 .2 + |l C)”Lw(orum))
+ “é(u(f))“iw(o,r,[m(n)m + 107 o0 0,721y
21
(21) + Z [10a0(e ||L2(0TL2(n))+|| 33 )”i?(o,:r.m(n))

+ 102010202y < C [1 + llu(e)ll oo rz2cap)

+ lu(e)l Lo riLareyp) + |l0(€)|lL2(o,T.L2(rt))]

Grace aux inégalités de Korn et de Poincaré, cette relation entraine les estimations sur les
champs de déplacement et de température.

Enfin, I’équation (13),, ou 'on choisit ¢ = &(¢), s’écrit

A@EO0,5()0) = [ a(u(@)Dou(e)(O)ds — [ ad()(t)Tra(e)(t)d

Q
d’ou 'on obtient le résultat de majoration sur &(e). |

Le lemme 2.1 nous permet d’extraire des sous-suites de u(e),8(¢), et &(¢) ( que nous in-
dicerons encore par € ) qui convergent faiblement vers des limites u®, 6° et &°, solutions d’un
probléme que nous formulons dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (convergence faible)

On suppose que les hypothéses (17) et (19) sont vérifiées.

Alors, on peut extraire des sous-suites telles que, quand ¢ tend vers 0,

13



€Uy (€) =0
i3(e) = g
0(e) =600

— 9O

dans L*=(0, T, H)
dans L>(0,T, L*())
dans L=(0, T, 12(Q))
dans L°(0,T, L*())
dans L*(0,T, H)

dans L*(0, T, L*(1))
dans L>=(0,T, L*(2))
dans L=(0, T, L*(Q))
dans L>(0,T, L*(Q))
dans L>(0,T, L*(Q))
dans L>=(0,T, L*(Q))

dans L*°(0,T, L*(QY))

(22)
Tap(€) = 023
Fo3(€) = 6%, =0
&33(€) = 55 =0
eap(u(€)) = elp=abl®bop+ 1E20l; — Lira®as
Eas(u(€)) = &3=0
Eas(ule)) = &, = ab® — Ltro®
avec
ud =ad — 230,u3 ot 4l  appartient ¢ L=(0,T, H}(w))

et uy  appartient a  L*®(0,T, H(w)).

Si, de plus, 'on suppose

Oafa € WH(0,T, L*())
(23) {

0.92° € W*(0, T, L*(w))

alors ug est l'unique solution dans C°([0,T), H*(w)) N C'([0, T}, L*(w)) du probléme :

14



(24)

avec

u3(0) = ug

1

dans w

sur Ow

a3(0) = 308,

F = 1§+ 93° + ¢5° + 220 J3 + 9a(93° — 95°)

et (@2, 0°) est l'unique solution dans C°([0,T),(Hj(w))? x L*(w)) du systéme :

avec

avec

(28)

- 2FE . 2Fv . 2F«a
Tap = 1+ V¢aﬁ(“°) + - Uztr‘e(u")&ap —1_ 1/00605 dans w
6;,?2,,75 F2 =0 dans w
Fo=12+9:"+4.°
g k Ea | . 1 _
Ko°(t) = iaaat’)o - Vtre(uo) + ﬁ(q{)+ +4)
___l.(200 — 0t —067) dans w
2T,
Ea*(1+4v)
K =
P A=)
u® =0 sur Ow
6° =0 sur Ow
— Fa ——
2UC0°(0) + 222 tre(i)(0) = 0 + —— T8}

De plus, la valeur initiale i°(0) est I'unique solution dans [H}(w)]? de

15



2Fv 2 Fa

2F
05 { Tean(i%0)) + (1o + (o)) re(22(0))6us
(29) E 1 Fo ——
= =2 — 0. (888 + ‘;VTreg)—Fg(O)

Remarque 2.1

Les résultats énoncés ci-dessus sont en accord avec ceux de Lebeltel [1989] : la limite du
champ de déplacement est du type Kirchhoff-Love et sa composante verticale est solution d’une
équation aux dérivées partielles du quatrieme ordre sur w ou intervient I’opérateur biharmonique
des plaques et dans laquelle ne figure pas la température. Ses deux composantes horizontales
vérifient un systeme de deux équations d’ordre deux couplées avec la température. La tempér-
ature limite enfin, est solution d’une équation d’évolution parabolique couplant elle aussi les
composantes horizontales du déplacement.

Démonstration :

Premiére étape : calcul de 5,3

Soient W(z) € H, ¢(t) € D(0,T) et W¢(z,t) = o(t)(eWa(z), eWs(x)) que lon choisit
comme fonction test dans I’équation (14). En intégrant par rapport a t sur [0,T], il vient :

/OT o(t) [63/9 plia(€)(t)Wodz + 8/9,,{13(6)(,5)14/3(13,

+ / (e00p(€)(t)eap(W) + Gaa(€)(t) (€0a W3 + OsW, ) + 33(€)(t)T3Wa) da{dt

=/OT [/f NOWadz + [ fle)(OWade + [ g=(e)()Wady

+ - / £(e)(t) wady]d

On intégre par parties par rapport a t les deux premiers termes. Les résultats de con-
vergence faible pour des sous-suites déduits des estimations a priori du lemme 2.1 et les
hypothéses sur les forces faites en (19) nous permettent d’écrire a la limite quand € tend
vers 0 :

T
/ 0 / (62,05 W, + 5%85Wa)dzdt = 0
0 0
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Le choix de W; = /Ia Xi(y,2)dz  ou x; € D(f?) entraine
0

Deuxiéme étape : établissement des équations vérifiées
par les composantes du déplacement

Soit encore ¢(t) € D(0,T), soit W € Vi et o(t)W(z) la {onction test de ’équation (14).
W3 est élément de H2(w) et il existe (W,) dans [H}(w)]? tel que W, = W, — 230, W,.
On integre par rapport a t sur [0, 7).

Si W, est nul et W; quelconque dans HZ(w), ’équation se simplifie en :

T
/0 o(t)dt /Q |2p230uiia(e)(2) + piia(€)(t) — z3Dupoap(e)(t)] Wadz

[: [ ettt [ (zs0ufu(0) + 5 fole)t)) Wads

+/w (i%a‘,g‘f(c)(tH ggg?(ﬁ)(t)) Wady]

ou encore,

_/(;Tcp(t)dt/w [ezpw;;aailo,(c)(t) + pila(c)(t)] Widy

- /;Tga(t)dt | [50es0eal@®) + 250 Ta()2)

+ éfs(e)(t) + -i-aagf(c)(t) + 'gggét(c)(t)] Wady

Le terme €2pz30,iq(€)(t) + pitz(€)(t) est donc borné dans L?*(0,T, H*(w)) indépendam-
ment de € et converge faiblement dans cet espace vers sa limite qui, au sens des distributions est
pud(t). Cela donne un sens a Pintégrale [ ptid(t)Wadz.

Si W{(z) est choisi quelconque dans Vi, I’équation limite obtenue lorsque ¢ tend vers 0
peut alors s’écrire
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/ t)dt [/ pud(t)Wsdz +/ t)eqs W)d:c]

=/ t)dt[/f de+/ ¥ Wdy]

donc, pour presque tout t € [0, T},

(30) / pid(t)Wadz + / ()eap(W)dz = / FO()Widz + / £0(4) Widy

Si W3 = 0, cette relation s’écrit

/ o0(8)9sWadz = / () Wadz +/ O(t) W, dy
donc, pour presque tout t € [0,T],

(31) 050%5(0) + T + 92°(8) +95°(t) =0 dans w

Quand, 3 la quatriéme étape, nous aurons établi des relations entre les tenseurs limites &°
et &%, (31) pourra se lire comme le couple d’équations qui régit les composantes horizontales
du déplacement limite u°.

Si W, =0, (30) s’écrit

/npilg(t)ngx—/Qa:gogg(t)(?o,gwgdx

— /zgf )8, W;;da:-{-/fs(t Wsdzq:/ £9(4)Q, W3dy+/ 20(4) Wady

donc, pour tout ¢ € [0,T],

(32) pid(t) ~ Bapza0s(t) = fI(t) + 230afO(t) £ BagtO(t) + g3°(t) + 95°(1)

I suffira de connaitre 0%, en fonction de eqp(u®) pour lire (32) comme ’équation énoncée

en (24).

Troisiéeme étape : obtention des conditions initiales de u)

Nous avons établi que 5@ est élément de L?(0,T, H=%(w)). Par conséquent, 4 est élément
de W20, T, H ?(w)) et admet une trace dans H~?(w) en t = 0, que nous calculons dans la
suite.
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Soient W(z) € Vi, n(t) € CX([0,5)) = {p € C=([0,s]) | supp ¢ C [0,s [} et W(z)n(t)
la fonction test que 'on choisit dans I’équation (14).

On intégre par rapport a t sur [0,s] avant de passer a la limite quand ¢ tend vers 0.

Le premier terme / dt/ €“piia(€)(t)Wydz, qu'on intégre par parties par rapport a ¢,

tend vers 0.

Le deuxieme terme devient
—/ t)dt/ pus(e)(t)Wadz — g 0)/ pvo,(€)Wsda

L’équation limite que ’on obtient s’écrit alors

‘/(:7'7(t)dt/0/""g(t)w3d‘”_U(O)/(lﬂvgswadx
(3 4 [Mn(0)dt [ o%5(t)eay(W)da

/n(tdt[/f Wda:+/ g+ Wdy]

Dans ce passage a la limite, le choix de W(z) dans ’espace Vi était nécessaire pour élim-
iner les termes en o,3(¢€) et o33(€) pour lesquels nous n’avons pas de résultat de convergence.

Multiplions (30) par 7(t) et intégrons par rapport a t sur [0,s]. Il vient :

—/ dt/ pi(t)Wadz — n(0)p < 43(0), Wa >p-2(u),12(w)

/ dt/ Deas dx—/ dz[/f° de+/ g0 WdJ]

En comparant (33) et (34), on obtient

(34)

n(O)/vaSSW;;dx =n(0)p < u§(0), W3 > g2y, H2(w)

d’ol 'on déduit, avec 7(0) # 0 et W3 quelconque dans HZ(w),

(35) u§(0) = v,

La condition initiale sur u s’obtient plus simplement.
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En effet, grace a la convergence faible * de us(¢) vers u3 dans W'>°(0,T, L%(Q)) et &

I'injection continue de W1*°(0, T, L*(Q)) dans C°(0, T, L*(R)), on a
u(€)(0) — u3(0) dans L*(Q)
or,
u(€)(0) = uo,(€) — ug, dans L*(1)
De I'unicité de la limite, on déduit
(36) u3(0) = ug

3

Quatriéme étape : établissement des relations entre les tenseurs &° et 5°,
décomposition et conditions limites du champ u°

Considérons la loi de comportement (13), et faisons tendre € vers 0.

La relation limite s’écrit, pour presque tout t et quel que soit ¥ élément de Y :

A0, 8) = [ &(Oisde — [ at®(O)Trida

En identifiant les composantes de i et en tenant compte de 6% = 0, il vient :

(37) egﬁ = 8a[3(u0) = 09050g + ! Z‘/Ug@ - %t’l‘do&,g
(38) &3 =0
(39) &, = af® — %tra°

La convergence des composantes €,3(u(¢)) et és3(u(e)) entraine a fortiori

60,3(‘!10) = 633(u0) =0

donc u® € L*®(0,T, Vi), c’est adire ud € L°°(0, T, HZ(w)) et il existe &% € L*°(0,T, Hj(w))
tel que u? = @2 — z39,u3.

a_.

1
La convergence faible dans L?(0,T, L*(Q)) de 2630(6) entraine

036°(t) = 0 pour presque tout t € [0, 7]

20



donc 6° € L*(0,T, L*(w)) et la relation (25) est une conséquence immédiate de (37).

Cinquiéme étape : établissement de I’équation et de la condition limite
: vérifiées par 0°

Nous avons établi au lemme 2.1 que la suite %339(6) est bornée dans L?(0, 7", L%(Q2)) indépen-
damment de € > 0. Par conséquent, elle admet dans cet espace une sous-suite convergeant vers
une limite A°.

Multiplions ’équation d’estimation de I’énergie (15) par ep(t), ou @(t) € D(0,7T), ct inté-
grons sur [0,T}.
En intégrant par parties par rapport i t les termes en (¢)(t) et Tré(u(e))(t), il résulte du
passage a la limite quand ¢ tend vers 0, la relation :

P . ~
ﬁ/o Lp(t)dt/QA (£)95Zdz = 0

donc, pour presque tout t € {0,T] et quel que soit Z € H,
/ﬂ A ()05 Zdz = 0.
Le choix de Z = /Is x(y,z)dz ou x € D(Q) entraine
0

A%(t)

Soit a présent Z € H}(w) dans I’équation (15), que nous multiplions par ¢(t) € D(0,T')
puis intégrons sur [0,T] pour écrire :

0

I r—

= [ ottt | (BT - 060 - 04 (0) + e () 2Zdy

Tré(i(e)(t)))Zdy
(40)

Grace aux hypotheses et conclusions du lemme 2.1, on déduit que le terme

BO(e)(t) + 7 E_CZVTré(u(c)(t)) est borné dans L*(0,T, H !(w))

indépendamment de € et donc converge dans cet espace vers une limite qui, au sens des distri-
butions est

Fa
— 2v

260°(1) + 1 Tréo(t).

Fa
1 —-2v

Cela donne un sens a I’expression / (280°(t) + Tred(t)) Zdy et permet d’écrive, lorsque
w

Pon passe a la limite dans (40) :
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/0 o(t)dt [ /w (260°(t) + - 2 S Treo(1))Zdy -2%: /w 0ual®() Zdy

+ 7 [@0°0) = 01(0) = - (0)Zdy — - [ (a0 + 45 (1)) 2] = 0

donc, pour presque tout ¢t € [0,7] et quel que soit Z € H}(w),

Treo(t))Zdy - = Baaﬂo(t)Zdy

[ @80°(t) + -
(41)

+ o e - ()—ru))Zdy——Tl; L@@ + g @)zdy = 0

Pour presque tout ¢ € [0, 7], on a donc

k Fa

07y _ rgo _ Xy - Y L q q5
PO°(E) = -Baat®(t) = 53 Tre(t) = g (20°(0) = 0%(1) = 07(0)) + e (a (1) + 5 (1)

2T,

d’ou, grace aux relations (37) et (38), on déduit exactement I’équation (27).

Remarquons que la restriction Z € H}(w) dans I’équation (15) était nécessaire pour éliminer
le terme '(17839(6) pour lequel nous n’avons aucun résultat de convergence.

Enfin, la condition limite

6° = 0 sur w

est une conséquence immédiate de la convergence faible de 0(¢) dans L*(0,T, H).

Il ne reste plus qu’a établir la relation portant sur la condition initiale de la température
limite 6°. C’est I’objet de notre prochaine étape.

Sixiéme étape : établissement de la condition initiale de 6°

= tre(a°) est élément de W1%(0, T, H~(w)).

Grace a I'équation (27), le terme K@° +
Il admet donc une trace dans H~'(w) en t=0, que nous calculons.

Soit Z € H}(w) la fonction test de I’équation(15), que nous multiplions par
n(t) € C§°([0, s)) puis intégrons sur [0,s].



On intégre par parties par rapport i t les termes 0(e)(t) et Tré(t(e)(t)) puis on passe a la
limite quand ¢ tend vers 0 pour obtenir :

_ /O’f,(t)dt /w 266°(t)Zdy — 7(0) /w AR Zdy + 2?’3 /0 "n(t)dt /w 0.0°(1)00 Z dy

Ea  re RETYAN Ea
— . =0 _

+ %O/O’n(t)dt/w (26°(2) — 6% (8)— 6~ (t)) Zdy

-7 [ a0 [ (@0 + g5 e)zdy =0

Multiplions (41) par 7(t) et intégrons sur [0, s] en intégrant par parties le premier terme. 1

vient, :
- [t [ (266°)+ IIEC;VTréO(t)) Zdy

—1(0) < <2ﬂ0° +

2k

— * t
A n(t)d

Ea —_—

1 -2 Tre") (0),2 >H=1(w),H}(w) —
(43)
/aaao" Zdy+—/ dt/ 26°(t) — 6% (t) — 67 (t)) Zdy

B Elg os”(t)dt/w(qc}“(t) +q5(t))Zdy =0

Comparons (42) et (43) pour écrire :

0 Ea pr— Ea e p-
7(0) [ (B9 + T=-Tre8) Zdy = 1(0) < (286° + —===Tr)(0), Z >n-si0pnjie

Dans cette relation, 7(0) est un scalaire quelconque et Z est arbitraire dans Hy(w).
On déduit :

~—Tré%)(0) = 63 +

0
(286" + T2,

T .50
_21/ T€o

c’est a dire exactement la relation (28), grice a (37) et (39).
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Septiéme étape : régularité des termes limites

Elle se déduit de Blanchard & Francfort [1987] ou le probleme qui régit u§ cst identique
au notre et celui qui concerne (4% 6°) ne se distingue qu’a une perturbation linéaire prées du
systeme d’équations établi en (25) - (27).

La régularité est alors suffisante pour écrire les équations (25) et (26) a l’instant t = 0.

Compte tenu de (28), nous obtenons immédiatement (29), ce qui achéve la démonstration
de ce théoreme. .

Nous avons ainsi établi la convergence faible des quantités inconnues vers des valeurs
limites solutions d’un probléeme que nous avons identifié. Le déplacement limite u® est un
champ de Kirchhoff-Love, ainsi que le fournissent les modéles habituels de plaque élastique.

Nous nous intéressons maintenant a la convergence forte; c’est I'objet du théoreme
suivant.

Théoréme 2.2 (convergence forte)

On suppose que les données satisfont (17) et (23) et que toutes les hypothéses de convergence
faible de (19) deviennent des hypothéses de convergence forte.

Alors, les sous-suites extraites au théoréme précédent sont telles que, quand € tend vers 0,
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u(e) — uf dans L*(0,T,H)

€tq(€) — 0 dans L*(0,T, L*(Q))
ua(e) — uj dans L*(0,T, L*(Q))
(e) — " dans L*(0,T, L*(Q))

VT —t 0,0(e) — VT —18,6° dans L*(0,T, L*(2))

T=Ea0(e) — 0 dans L0, T, L*(R))
(44)
0ap(€) — 0% dans L*(0,T, L*(Q))
Fa3(€) — 0 dans L*(0,T, L*(Q))
F33(€) — 0 dans L*(0,T, L*(Q))
eap(u(€)) — €4 dans L*(0,T, L*())
éa3(ul€)) — 0 dans L*(0,T, L*())
é3a(u(e)) — af® — £tre®  dans L*(0,T, L*(0))

st et seulement si on a la condition de compatibilité suivante :

T?
" / [p (”—;L— o |2) + (2K | 0°(0) P ~pTFT) = 2F2(0)(22(0) - agc.)] dy
45 v

+ Bo(e(u%(0)), e(u(0)) — B(, &) = 0

ou g, apparait dans la décomposition ud, =49, — 30aug,
avec 1) € Hi(w) et ud, € H}(w), licite grace auz hypothéses de convergence sur ug(e) el
é(uo(€)) qui entrainent ud € Vi et By est la forme bilinéaire définie sur Y par

E Ev
[I—EA,,B', + =Y (trA)(irB)| do

1 -2

Bo(A,B) = |

Q

pour tous €léments A,B de Y.
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Démonstration :

Nous ne la détaillons pas car la méme méthode que celle utilisée dans Blanchard & [Francfort
[1987], basée sur la convergence des normes dans 'espace de Hilbert L?(0, T, L?(Q)) s’applique
ici et le déroulement des calculs est analogue. Seul s’ajoute le terme
Tlg(qg +4q0) — 2—;’3(200 — 6% — 07) qui intervient dans I’équation (27) mais il s’élimine par dif-
férence quand nous formons la condition de compatibilité; celle-ci est donc la méme que dans
Particle sus-cité. n

Comme nous ’avions annoncé, nous obtenons, sous des hypothéses de méme nature sur les
données, la convergence forte du champ de déplacement, de la température et des composantes
planes du tenseur des contraintes vers des quantités solutions régulieres de deux problemes.

Le premier est un probleme évolutif du second ordre par rapport au temps, vérifi¢ par la

composante verticale du déplacement, dans lequel on retrouve 'opérateur biharmonique clas-
sique des équations de plaques. Le second est un systeme couplant les composantes planes du
déplacement et la température en deux équations quasi-statiques faisant apparaitre I'opérateur
de I’élasticité linéarisée et une équation d’évolution parabolique.
Pour traiter ce cas, ¢ = €7, on a adopté la méme démarche que dans Blanchard & I'ranciort
[1987]. Seule est modifiée I'équation d’évolution portant sur la limite 6° de la température,
a cause des termes supplémentaires introduits dans notre condition aux limites d’échange de
chaleur. Mais sous des hypothéses de convergence appropriées, ces termes n’apportent pas de
difficulté supplémentaire.

Cependant nous allons voir qu’il n’en est pas de méme dans les deux autres cas que nous
envisageons : ¥¢ = v /e puis ¥¢ = v qui nous feront adapter notre raisonnement en conséquence.
C’est essentiellement dans le cadre fonctionnel ou nous les écrirons que nos résultats seront
modifiés.

3 Etude de la convergence dans le cas 7 = /e

Ce cas est plus délicat que le précédent. La variation en ! au lieu de ¢ du parametre ¥ modi-
fie les estimations a priori établies au lemme 2.1. Celles que rfous allons d’abord établir porteront
sur les mémes termes multipliés par €. Puis, grace a une majoration de ||0(¢)llr2(0,7L7(n)), nous
serons en mesure de formuler de nouvelles estimations sur les fonctions intégrées par rapport
au temps des champs u(e), é(u(¢)),a(e). Nous pourrons alors en extraire des sous-suites con-
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vergeant faiblement vers des termes limites solutions d’un probléme que nous formulerons.

Lemme 3.1 (premieéres estimations a priori)

On suppose que les hypothéses (17) et (19) sont vérifiées. Alors,
8(¢) est borné dans L?(0, T, L*(I'*))
€f(e) est borné dans L>(0,T, L*(Q2))
€0,0(€¢)  est borné dans L%(0,T, L*(2))
030(¢) est borné dans L%(0, T, L*(Q))
(46) cé(u(e)) est borné dans L*°(0, T, [L?(R2)]°)
eu(e) est borné dans L*=(0,T,H)
€%u,(€)  est borné dans L*°(0, T, L?(Q))

etz(e€) est borné dans L*°(0,T, L*(?))

€d(¢) est borné dans L*(0, T, [L%(Q)]°)

indépendamment de e.

Démonstration :

Il suffit de reprendre I’inégalité (21) qui nous avait permis d’établir les estimations du
lemme 2.1. Dans le cas 7¢ = v/¢, elle devient, en multipliant tous les termes par ¢*:

2
> ||5211a(f)||2L°o(o,T.L2(n)) + ||fﬁ3(f)”2w(o,1.u(n)) + ||65(“(f))”ILw(o,T,[L?(Q)]@)
a=1

2
+ ”‘0(5)”2°°(0,T,L2(Q)) +3 ”68&0(6)”%2(0,7‘,L2(Q)) + llase(f)“%?(omm(m)
a=1

+ ||9(€)||i2(o,T,L2(rt)) <C [52 + €lleu(e) |l Lo, 1.2 )0)

+ CHCU(C)”Loo(O,T'[LZ(F:t)]S) + “0(5)”117(0,7‘,[,2(!“*))]

ou C est une constante positive indépendante de e.



Grace aux inégalités de Korn et de Poincaré, on obtient les estimations (46). Comme dans
le cas v¢ = €7, celle de €d(¢) se déduit de la coercivité de la forme bilinéaire A. n

Les estimations que nous venons d’établir sont plus pauvres que celles obtenues au lemme
2.1 dans le cas v* = ey, exceptées celles qui concernent 0(¢). Grace a elles, nous parvenons &
un résultat de majoration plus précis sur la température.

Théoréme 3.1 (convergence faible de la température)

Sous les hypothéses (17) et (19), il existe une suite extraite 6(c) telle que, quand ¢ tend vers

0,
f(e) — 0° = €° 4 z3€° faiblement dans L*(0,T, L*(R))
avec £° et €0 s’exprimant en fonction des données par
(47)
+ 4 p- . +_p-
€0=9 + 0 et§°=7(0 0-)
2 2(k + )

Démonstration :

Gréce aux résultats établis en (46) sur la température 6(¢) et a la relation

0(c)(21, 73, 73) = B(€) (21, 72, —1) + /_T 836(¢) (1, 22, 7)dz

valable pour presque tout (z,,z2,z3) € €, 0(€) est borné dans L2%(0,T(L*()) par une
constante indépendante de €, ce qui prouve I'existence d’une limite §° € L?(0,T, L*(f2)) pour
une sous-suite de §(¢) convergeant faiblement dans cet espace.

Considérons Z(z) € H dans Déquation (15), que nous multiplions par
e2p(t) avec ¢(t) € D(0,T) et intégrons sur [0, T).

Les estimations (46) et la convergence faible dans L2(0, T, L?(2)) de 6(¢) vers 6° permettent
d’écrire a la limite, quand ¢ tend vers 0 :

Ti‘o / " o)t / 0:6°05Zdz + / t)dt / —6%)Zdy = 0

donc, pour presque tout t € (0,7,

k / 856°0,Zdz + 4 /r (60— 6%)2dy =0
0

Cette équation, valable quel que soit Z € H, entraine ’équation
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0336° = 0 presque partout dans

ainsi que les relations aux bords :
kd30° + 4(0° = 0*) =0 sur 't
—k050° + 7(00 -07)=0 sur '~
Gréce & ces relations, on obtient la décomposition de 6° en

90 = 60 + 11:3{0

avec £° et £0 données en (47). |

Le théoreme 3.1 nous permet d’énoncer de nouveaux résultats d’estimations a priori qui
concernent ici les primitives par rapport au temps des champs qui intervenaient au lemme 2.1.

Lemme 3.2 (estimations a priori sur les termes intégrés)

Sous les hypothéses (17) et (19) ,
t
/ é(u(e))ds est borné dans L>=(0, T, [L%()]°)
0
t
/ u(e)ds est borné dans L=(0,7,H)
0

(48) uz(€) est borné dans L*°(0,T, L*(2))

€Uy (€) est borné dans L°°(0,T, L*(f2))

t
/0 G(e)ds  est borné dans L=(0, T, (L*()]°)

indépendamment de e.

Démonstration :

Intégrons par rapport a t ’équation du mouvement donnée en (9). Il vient

(49) Epiale)(t) = 0; [ oas(lds = [ fule)ds + pve, (e

(50) pis(e)(t) = 8; [ ousle)ds = [ 5 fo(e)ds + puay(e)
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On multiplie ces relations respectivement par us(€)(t) et uz(€)(t); on les additionne puis on
inteégre sur Q pour écrire :

(51)

50 [ 1ualO) P+ 3o [ 5 1ua(0) P ds
+, (/ as(€)ds ) eay(u())(t)da
w2 [ ([ oule)ds) oule)) (012
+ [ ([ ont0ds) exlu(e))(t)ez
- (L r0s) o ([ )i

[( g2 ()ds ) uale)(t) + ( /o L (e)ds) ug(e)(t)]

-f-/Q <c2pvoa(e)u(,(c)(t) + ona(e)us(e)(t)) da

Intégrons de méme par rapport a t la loi de comportement donnée en (8); les relations que
I'on obtient entralnent :

/0‘ oop(e)ds = é— teaﬂ(u(c))ds-i- a7 )Eél =% (/ Tré(u c))ds) o

— 1€C;U (/Ot 0(5)(13) ba s

t ¢
/ Fos(€)ds = —— | &4,(€)ds
0 0
t Ev
/(; F33 c)cl;:1 ——-/ €as(u(e))ds + A1) = 21/)/ Tré(u(e))ds
o [t
— 1—21//0 0(¢€)ds

En utilisant (52) et en remarquant que &;;(€)é;;(u(e)) = oij(€)es;(u(e)), (51) devient :
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206 [ S luale)O) P do+ 3 [ 5 Tus(e)(0) P do
v ([ ez-j<u<e>)ds) iy(u(0))(t)da
+(1+V 1_21/ /(/ Tré(u )716 (u(e))(t)dx
_ 11_32”/9(/0‘0(6)(13) Tré(u(e))(1)dz
+ / [/ fal€)ds)uy(e / — Ja(€)ds)ua(e)(t )]

N /Fi [(/Ot %gf(e)ds)u"(é)(t) + (/0 63.,/3 €)ds)ua(e ] dy

+ [ (@pvon(euale)(t) + puog(eJuste)(1))ds

On intégre alors cette relation sur [0,t] ot 0 < ¢ < T, afin d’écrire en (53) I’équation qui va
fournir les estimations cherchées.

:)Pf Z llua(€)()|72(0) + P||“3( )(t)”iz(n)
et] ds||L2(Q)
T3 1+V) ”/ Tré(u(e))(s)ds||Z2q)

) 1o 21// ds/ / NTre(u(0)(s)dz
s Lo (] 200) i

(/(; f3 )us ]dz+/ds/ri[</31§ > (e)(s)
+ ([ a@)ul@)] du+ [ s [ (Epma(uolells)

1 .
+ pvo,(€)us(e)(s)) dx + 2/’622 || 240, (€ ”L2(9 + P”UOa( ||i2(0)

a=1
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Il convient de majorer chaque terme du membre de droite, ce que permet de faire les hy-
pothéses (19) et le résultat établi en (47).

En effet, une intégration par parties par rapport au temps du premier terme entraine, pour
presque tout t € [0,77] :

| [ds [([oenTre@shds | < [ 10 @l [ Tretu(eNliads

1 [ o) dslluamy I [ Treue)silzzon

t
et / 6(€)(s)ds est borné dans L>(0,T, L*(?)) indépendamment de .
0

On traite de la méme maniére les autres termes. Si, pour simplifier, I’on adopte les nota-
tions :

fal€) IJ:( €)
F(C) = (F,(C)) = ( lfa(é) ) et G(C) = (Gt(e)) = 1 )
¢ ;,'yai(f)

t
les termes / Fi(e)(s)ds et / Gi(€)(s)ds sont bornés respectivement dans L>(0,T, L?(§)) et

L>(0,T, L2(F*)) indépendamment de € et u, (€), €vo, (€), vo,(€), sont bornés dans L%(§2), ce que
I’on déduit des hypotheses (19).

En regroupant toutes ces majorations et en utilisant 'inégalité de Korn, il existe une con-

stante positive C indépendante de ¢ telle que

p62 Z lua(€)(®)Z2(q) + P||u3( ) z2()

a2 [ () s)dslam

(54) + T f)j(ul o) I /ot Tré(u(c))(s)ds||iz(g)

< C{l + H/ u(e€))(s)dsl| L2y +/ 16(e)(s)l| 2

IR larae + 16 ] | [ el ds]
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t
Grace au lemme de Gronwall, on conclut que/ &(u(e))(s)ds est borné dans L>(0, T, [L*(Q)]°).
0

Les autres estimations sont des conséquences de (52) et (53). n

Corollaire 3.1 (convergence faible)

Si les hypotheses (17) et (19) sont vérifiées, il existe E° e L®0,T,[L*N)]),
U° € L*(0,T,H), u§ = U3 € L=(0,T,L*)) (la dérivée étant a lire au sens des distri-
butions), i:o € L>(0,T,[L?*(0)]°) et des sous-suites tels que, quand ¢ tend vers 0 :

/O'é(u(e))(s)ds 2 E°  faiblement dans L*(0, T, [L*(Q)]°)

t
/ u(e)(s)ds = U° faiblement dans L*=(0,T,H)
A |

(55) uz(¢€) = u3 faiblement dans L(0,T, L*(2))

€uq(€) = 0 faiblement dans L>=(0,T, L*(Q2))

/Ot&(c)(s)ds * 5°  faiblement dans L=(0, T, [L}()]°)

Démonstration :

Ces résultats sont des conséquences immédiates du lemme 3.2. |

Remarque 3.1

Les champs qui interviennent au corallaire 3.1 sont des primitives par rapport au temps de
ceux qui figurent en (22). En les dérivant au sens des distributions, nous pouvons énoncer le
probléme vérifié par la limite u® du champ u(e). Clest le propos du théoréme suivant qui est a
rapprocher du théoreéme 2.1 établi dans le cas 4¢ = €.

Un fait nouveau est ’apparition d’un terme de température dans I’équation vérifiée par ).
Cependant, le couplage est artificiel dans la mesure ol ce terme est connu explicitement en
fonction des données et non plus déterminé, comme au cas précédent, par une éguation aux
dérivées partielles.
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Théoréme 3.2 (énoncé du probléme limite)

Sous les hypothéses (17), (19) et (28), la limite u) de la suite extraite uz(e) est unique
solution dans L>(0,T, L*(w)) N W'2(0,T, H-*(w)) du probléme

2F 2aF

201 + 3—(1__—V2)A2ug + mafo =F% dans L2(0,T, H%(w))
ot FO est défini en (24)
(56) u3 =0 dans D'(0,T, H?*(dw))
O,ul =0 dans D'(0, T, H'/*(0w))
u§(0) = ug,
i3(0) = 578,

le champ uy(€) converge au sens des distributions vers ul = U2 qui admet la décomposilion

0 _.% o
Uy = ud — z30,u3

et ng est ['unique solution du probléme

300 € L*(0, T, [HY(w)]?) t.q. @0 = U®

) 2E - 2E
( 7) ageo,ﬁ(uo) + z
1+v

Outre(®) — 20k

1 -2 1-v

0a° + F2 = 0 dans D'((0,T) x w)

ou F? est défini en (26)

De plus, on a les relations

D ¢ 14+v 0 v =0
By = cap(U®) = o [ 0°(s)ds) bop + —57 3 5 = Fr oy

(58) E23 =0

~0

~ t v
EY =« /0 0°(s)ds — £t

et

o S
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Démonstration :

Notre démarche, tout d’abord, sera trés voisine de celle suivie dans le cas v¢ = ey pour
prouver le théoreme 2.1. Toutefois, ce sont ici les formes intégrées par rapport au temps de la
loi de comportement et de ’équation du mouvement que nous allons considérer. Nous en dé-
duirons les problemes vérifiés par les termes limites et pourrons étudier I'unicité de leur solution.

Premiére étape : calcul de ¥°5,

Soient W (z) € H et p(t) € D(0,T).
On multiplie (49) par ep(t)W,(z) et on intégre sur Q x (0,T).

Les convergences établies au corollaire 3.1 et les hypothéses sur les forces faites en (19)
entrainent la relation limite, quand € tend vers 0 :

Lot [ 5 a,W.dz = 0
/(;90() ‘/92033 o =

z3
Il suffit de choisir W, =/ Xo(y,2)dz avec x, variant arbitrairement dans D(§1) pour
0

obtenir
(60) 3 ,=0

Si 'on multiplie (50) par e?¢(t)W3(z), le méme raisonnement entraine

~.0

(61) =0

Deuxiéme étape : établissement des relations entre les tenseurs £° et 20

On intégre la loi de comportement (13), sur [0,t] ou ¢ € [0,T]. Alors, pour tout 1 élément
de Y,

A(/Ot &(€)(s)ds, ) :/Q(/O‘ &i3(u(€))(s)ds )i d:c-—/na(/olO(e)(s)ds)Tr o du

Si l'on fait tendre € vers 0, on obtient la relation limite, valable pour presque tout t € {0, T']
et quel que soit p € Y :

(62) A, ) = [ B3 ijde - [ /0 $0°(s)ds) T  da
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En identifiant les composantes de 9 et en tenant compte de £%, = 0, on obtient exactement
les relations (58).

Troisieme étape : décomposition des champs U° et u°

t
La convergence des composantes / éis(u(e))(s)ds entraine a fortiori
0

60,3(U0) = 633(U0) =0

donc U® € L*(0,T, V1), c’est & dire que U9 € L*°(0,T, H}(w)) et il existe
U2 € L>(0,T, H}(w)) tel que

On pose u® = U° et, avec des notations évidentes, u® = @2 — 3 931
u(€) converge au sens des distributions vers u® lorsque € tend vers 0.

Enfin, de la convergence uz(€) — uJ dans l’espace L=(0,T, L*(92)), on déduit
ul € L>°(0,T, L*(w)).

Quatriéme étape : établissement de I’équation et des conditions limites
vérifiées parj

On considere ¢(t) € D(0,T), W(z) € Vi et on multiplie (49) et (50) respectivement par
@(t)Wa(z) et o(t)Ws3(z). Puis on intégre sur Q x (0,T) et on additionne les deux équations.

Suivant notre démarche habituelle, les convergences établies en (55) nous permettent de
passer a la limite quand ¢ tend vers 0 et d’écrire I’équation

_p/:¢(t)dt/ug W3d:c+/T t)dt/ £0, 85 W, do
_ /T t)dt[//fO)W d:c+/ (/ FEOW, dy+/pv03‘/V3da,]

W; est élément de H2(w) et il existe (W,) dans [H}(w)]? tel que

(63)

WQZWa—ilfaaaW;;

Si I’on choisit W, = 0, (63) devient
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T T —
— Qp/ ¢(t)dt/ u§ W3 dy —/ cp(t)di/ 23X05 dup Wi dy
0 w 4] w

- /(JT¢(t)dtL(x3/()‘aafg+/0'00(g;'°—y;°)

+ [T+ [+ %)+ ol) Wa dy

W3 et () sont arbitraires dans HE(w) et D(0,T), donc

t — t s t s
20l = /0 300550 ds + 3 /0 ds /0 00 + /0 ds /0 Bu(9° — 92°)

t 8 ¢ s [
+/ds/ .f§’+/d3/(g£{°+g§°)+/pv83
0 0 0 4] 0

puis, en dérivant par rapport a t,

(64)

——— t t | J—

2013 = 23 Oup g + [ 7 00 J2ds + [ Bal92® — 9:°)ds + [ Tods
0 0

(65)

+ / °+g5° dS+Pv03

En éliminant dans (65) le terme 205 grace aux relations (58) et en dérivant de nouveau par
rapport a ¢, on obtient ’équation d’évolution vérifiée par ud pour presque tout t € [0,17]:

2aF

_eals _ o
3(1——1/)A€ =t

(66) 2013 + A+

3(1 —v?)
Cette relation est vérifiée dans L?(0,7, H*(w)).

La valeur des traces sur dw de ug et 9,u? est une conséquence immédiate de ul) = UJ et
3 3 3 3

U2 € L*(0, T, H3(w)).

Cinquiéme étape : obtention des conditions initiales de u

t
Puisque U = / u3 ds avec ud € L*(0,T, L*(w)), on a U € C°(0,T, Lz( )), de sorte qu'on
0

peut localiser en ¢ = 0 I’équation (65) et obtenir la valeur initiale u3(0) =

170
210

L’équation (65) entraine u3 € L>(0,T, H *(w)). Par conséquent uj est élément de
W1(0,T, H *(w)) et admet une trace dans H~?(w) en t = 0 que nous calculons.
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Soient W (z) € Vi , n(t) € C([0, s)).

On multiplic respectivement (49) et (50) par 5(t) W, (z) et n(t) Ws (z), on intégre sur
2 x (0,T) puis on additionne les deux relations. 1l vient alors

/Os 7)(t)di/np52u )W, dm-{-/ t)dt/ / 0op(€))IpWadz
+/(‘)’ dt/pu3 ngx—/ 7(t) dt[/ /fa ))W,dz

+// Sh(EWads + [ (/ ~gE(e)) Wady

+ / (/t Lo ))W3dy+/ Pl ()W, dz+/ . (e)nga:]
rt'Jo €3 * o' %

Si I'on se restreint dans cette relation a W, de la forme —z39,W5 avec W3 € HZ(w) et si I'on
fait tendre € vers 0, ’équation obtenue a la limite est

——/0 n(t)dt/w:vgigﬁ Oup W3 dy

- ’)/)/ dt/ ud Wi dy — 5( ‘)p/ “o Wy dy

= /Osr](t)dt [— L(/O‘(}}Ty g0 — g=9))8, Wi dy

t— ——
+ /(/0 (/S +93° + 95°))Ws dy+/pz)83 Ws (ly]

Par ailleurs, si 'on applique W3 dans la dualité <,>p-2(y) p2(0) @ (65), si PPon multiplic par
7n(t), qu’enfin I'on intégre sur (0, s}, on obtient

2p/ n(t) < u3, Wa >p-24z dl
0
_ /’n(t)dt [/ 23350, Bop Wa dy
0

(68) t
- /w(/o (?E;f—g + 93° = 95°))0x Wa dy

// S+ +g3_0))W3dy+/pv0 Ws dy]

En effectuant ’intégration par parties

38



/0 n(t) < i3, Wa >p—z pz dt = —/0 77('5)‘”/ ug Ws dy — (0) < u3(0), Ws >p-2 15z

il suffit de rapprocher (67) et (68), vraies pour toute fonction 7(t) dans C§°([0, s)), pour déduire
la relation < u3(0), W, >p-2, H2= / u83 W3 dy, vérifiée par toute fonction W3 de HE(w), d’on

’on obtient

(69) u3(0) = ul .

Sixiéme étape : établissement des équations vérifiées par (a2)

Revenons & I’équation (63) dans laquelle nous choisissons W3 = 0 et W, = W, quelconque
dans H}(w). Elle se simplifie en

/()Tcp(t)dt/nilgﬁag VVadm—/ [//f“W da:+/ /Ji" )WV, dv]

avec ¢(t) quelconque dans D(0,T), donc, pour presque tout ¢t € {0, 7],

_ t
0205 +/ Flds=0 presque partout dans §2 .
0

Grace aux relations (58), cette équation s’écrit encore

2F - vk

2aE
0
1+Vaﬁeaﬂ(U) -

atre(o o,{ do+/F0(la—0
v?

Il suffit de dériver par rapport a t pour obtenir 1’équation

2F WE o 2kE

(70) " tre(d) — 3 EC+F=0

———peap(@°) + —

valable dans ’espace des distributions D'((0,7T) x w).

Septiéme étape : résultat d’unicité pour le probléme vérifié par u

Il est la conséquence du

Lemme 3.3
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On suppose F élément de W'?(0, T, L*(w)) et u® élément de L*(w).
Alors le probleme

we WH0,T, H %(w)) N L*(0,T, L*(w))

t
/ u ds € L*(0, T, H}(w))
0

2 2 [t
(71) mA /(; uds—F dansw

u=0 dans D'(0,T, H**(0w))

O,u =0 dans D'(0,T, H*(0w))

u(0) = u°

admet au plus une solution.

Démonstration :
On suppose que u; et uy sont deux solutions de (71) et on appelle u leur différence.
Soit v la solution dans W12(0, T, H}(w)) de A%v = u.

On a alors, pour tout s appartenant a |0, T,

s . s . 1 s d
/0 <u,v >H"2,Hg dt =/(; dtLA'U Av dy = 5[) EZ ” A'U(t) ”Zz(w) dt

et

s 5 [ s 5 t 1 rsd t 2
/0<A /0“’”>H‘2,H§dt=/o <Av,/()u>H“7,Hgdt=§A EH/OUHLQ(Q,) dt

On applique v a (71); dans la dualité <, >p-2,42 €t on utilise les deux relations précédentes
pour obtenir 1’égalité

E s
1l 80(5) Iay = Il 80(0) [y 437 —ay I [ @ Mhar=0

or, u(0) =0
donc v(0) =0

40



Par suite, 1’égalité précédente entraine Awn(s) = 0 pour tout s appartenant a |0,7{, d’oi
P’on déduit que u est identiquement nulle, ce qui achéve la démonstration du lemme 3.3.

Huitiéme étape : résultat d’unicité pour le probléme vérifié par (i)

Il est la conséquence du
Lemme 3.4
On suppose (f,) élément de L%(0, T, {L*(w)]?)

Alors le probléme :

il existe U € L*=(0, T, [H}(w)]?) tel que u = U

(72) 2K Bpeas(u) + 2Fv
14y PP 1— 02

admet au plus une solution.

tr e(u) = fo dans w

Démonstration :

Soit S° I'opérateur qui, & tout élément v de [H}(w)]?, associe I’élément de [H~'(w)]? défini
par

2 2E
(S%%::TI;%eMQO+Tt%;&trdﬂ

On considere u; et u, deux solutions de (72) et U, et U, les éléments de L>*(0, T, [Ha(w)]?)
qui leur correspondent.

Pour chaque 7 = 1;2, S%; = f, donc il existe g; élément de [H~'(w)]? tel que

t
9m=/fa+%.
0

SP réalise une bijection entre [Hj(w)]? et [H™!(w)]? donc il existe w; élément de [H{(w)]? tel
que

Sowi = g

Par différence, il vient
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SO(U] - Ug) = So(wl — wg)

d’olt ’on obtient, puisque S° est bijective et en dérivant par rapport & ¢,

Uy = usg ,

ce qui acheve la démonstration du lemme 3.4.

Au cours des six premieres étapes, nous avons établi I’ensemble des relations (56) a (59)
et au cours des deux derniéres, grice aux lemmes 3.3 et 3.4, nous avons prouvé Punicité de la
solution des problémes vérifiés par les composantes du déplacement limite u®. Cela acheve la
démonstration du théoreme 3.2. |

Remarque 3.2

Il est intéressant de rapprocher la démonstration du théoreme 3.1 de celle du théoréme 2.
qui énongait des résultats de convergence faible dans le cas v¢ = ey. Nos démarches sont tre
voisines ; elles se distinguent essenticllement par ’intégration que nous effectuons au préalable

72 B

des loi de comportement et équation du mouvement lorsque v¢ = «/e.

Les équations qui gouvernent la limite u® du déplacement ne sont guére modifiées formelle-
ment (seul s’ajoute un terme de température dans celle de la composante verticale de u®) mais
elles ne sont plus établies dans les mémes espaces fonctionnels ; elles sont vérifiées dans un sens
plus faible. La différence principale concerne la température limite ° qui n’est plus la solution
d’une équation aux dérivées partielles mais se calcule algébriquement en fonction des donndes.

L’établissement de résultats de convergence forte parait délicat. Il serait naturel de les faire
porter sur les termes intégrés par rapport au temps qui apparaissent en (48). Si, pour ccla,
nous procédons ainsi qu’au théoreme 2.2, nous nous heurtons aux termes 0,0(€) et 1/¢ d3 0(c)
pour lesquels nous ne possédons aucun résultat de convergence faible. Un résultat préliminaire
de convergence forte portant sur 6(¢) parait nécessaire, de méme que pour la convergence faible,
nous avons prouvé celle de la température au théoreme 3.1 avant celle des autres termes.

En outre, une autre difficulté concerne la condition de compatibilité qui ne porterait plus
seulement sur les données et les valeurs initiales des termes limites mais leur mélerait des termes
couplant température et déplacements horizontaux ; il ne s’agirait donc plus d’une condition
de compatibilité.



4 Etude de la convergence dans le cas 7 = v

Comme nous ’avons vu, le cas v¢ = /¢ exigeait un examen particulier et nous a demandé
d’adapter notre démarche en conséquence. Celui que nous traitons maintenant lui est tout a
fait analogue, tant en ce qui concerne les résultats que la méthode utilisée pour les établir. Sans
les détailler, nous indiquons comment les étapes essentielles de notre raisonnement continuent

de se dérouler.

Nous maintenons dans la suite les hypotheses (17) et (19).
Nous énoncions au lemme 3.1 nos premiers résultats d’estimation a priori. Lorsque v¢ = =, ils
deviennent plus précis, comme le montre le

Lemme 4.1 (premiéres estimations a priori)

0
Ve 0(o)
Ve 2:0(c)
L 3:0(c)
(73) Ve &lu(c))

indépendamment de e.

Démonstration :

est borné dans L2(0, T, L2(T'*))
est borné dans L>°(0,T, L*(2))
est borné dans L%(0,T, L*())
est borné dans L2(0,T, L*(Q))
est borné dans L>(0,T,[L%(N)]°)
est borné dans L>(0,7,H)

est borné dans L*°(0,T, L*(2))
est borné dans L=(0, T, L3(12))

est borné dans L*=(0, T, [L%(0)]°)

Elle est analogue a celle des lemmes 2.1 et 3.1.

L’inégalité (21) s’écrit ici :
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2
Z ||C""a(f)“%w(o.?ym(m) + ||‘13(f)||i°°(0,7‘,1,2(n))
a=1
+ Hé(u(f))||2L°o(o,T,[L2(9)]9) + 107 (0.17.12(52))

2
1
+ 3 Haao(f)||%,2(0.T,1,2(n)) + “z 330(5)||22(0,T,L2(n))

a=1

1
+ =~ 10z orLaray < C [1+ ()l Loz

+ Jlu(e)llLeoqo, 7,220 £y2) + % lla(f)”L?(O,T.L?(Fi))]
avec C constante positive indépendante de e.
Il suffit de multiplier par ¢ pour obtenir les estimations (73). =
Comme au cas précédent, ces premieres estimations permettent d’énoncer un résultat de
convergence faible sur la température vers une limite que se détermine algébriquement.
C’est le propos du
Théoreme 4.1 (convergence faible de la température)

1l existe une suite extraite 0(¢) telle que, quand € tend vers 0,

0(e) — 0° = £° faiblement dans L*(0,T, L*(Q))
(74)

-’. —_—
avec £° = £EE-

Démonstration :

L’existence d’une sous-suite de 0(¢) faiblement convergente dans L?(0,T, L*(Q)) se dé-
montre ainsi qu’au théoreme 3.1. Pour déterminer I’expression de la limite 6%, on considere
Z(y) € H})(w) dans (15), que ’on multiplie par ep(t) avec ¢(t) € D(0,T) puis on intégre sur
(0,T].

Alors, quand ¢ tend vers 0 :
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/ dt/ £)Zdy = 0

donc, pour presque tout ¢ € [0,7],

/ (6° I+ +6° |p- —0* —07) Zdy = 0

Or, puisque —\1/(-630(6) est borné dans L%(0,T, L2(2)),0° est une fonction indépendante de
x3. La relation précédente, valable pour tout élément Z de H}(w), détermine 6°. |

Les estimations du lemme 4.1, nous ’avons vu, entrainent celles du lemme 3.1 et le théoreme
4.1 est analogue au théoreme 3.1, a la disparition prés de la partie linéaire en a3 de 0°. Clest
pourquoi les énoncés du lemme 3.2, corollaire 3.1 et théoreme 3.2, demeurent ici valables, a
condition d’égaler 4 0 le terme €° de (56).

conclusion

Cette étude de la convergence du probleme initial 3D vers un probleme limite 2D conforte
les résultats que nous avait fournis ’examen purement formel effectué dans Lebeltel [1989]. Ellc
confirme ’absence de couplage véritable, dans le modele limite, entre le déplacement vertical u3
et la température 6°. En effet, le seul terme de couplage intervenant dans I’équation d’évolution
de u$, dans le cas v = /¢, porte sur la limite de la température connue par ailleurs algébrigque-
ment en fonction des données. Ceci semble inhérent au modele élastique de thermoélasticité
linéarisée qui sert de point de départ a toute cette étude.

C’est la recherche d’un couplage qui a motivé les différents changements d’échelle effectucs

sur le parametre v¢. Si la difficulté s’en est trouvée accrue avec I’étude délicate des deux du niers
cas, I'intérét mathématique des problemes posés n’en a été que plus vif.
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