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Programme 5

ALGORITHME A PENALISATION SIMPLE
(Méthode quadratique séquentielle non réalisable 2 convergence globale)

J.C. DODU - P. HUARD

Résumé : Cette note décrit une famille d'algorithmes d'optimisation non linéaire qui utilise la
programmation quadratique successive. A chaque itération, la résolution d'un programme quadratique
fournit une direction de montée d'une fonction obtenue en ajoutant une pénalisation des contraintes au
critere 3 maximiser. Pour déterminer le successeur de 11tété courant, on peut alors effectuer une
recherche linéaire avec, comme fonction de recherche, le critere d'origine ainsi pénalisé. Cette
technique de pénalisation permet d'assurer la convergence globale de 1'algorithme. Le but de cette note
est de replacer dans un méme cadre théorique les méthodes quadratiques séquentielles de ce type, en
les ramenant 3 un algorithme trés général. Ce dernier peut étre considéré comme une extension de’
l'algorithmeclassique de Zangwill.

ALGORITHME WITH MERE PENALTY
(Sequential quadratic method, non - feasible and with global convergence)

J.C. DODU - P. HUARD

Abstract. This note describes a family of algorithms for nonlinear optimization, which use sequential
quadratic programming. At each iteration, solving a quadratic program yields a direction of
improvement of a function obtained by adding to the objective function a penalty for violating the
constraints. To obtain the next iterate, a line-search can then be made, based on the penalized
objective function thus obtained. This penalty technique allows global convergence of the algorithm.
The aim of this note is to give a unified theoretical framework to all these methods of the sequential
quadratic programming type, by viewing them as instances of a very general algorithm. The latter can
be considered as an extension of the classical Zangwill's algorithm.
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1 - INTRODUCTION

Cette note étudie, sur 1le plan théorique, la "convergence" globale des
méthodes quadratiques séquentielles (méthodes Q.S.), utilisées pour la
résolution des programmes & contraintes non linéaires. Le mot convergence
doit étre pris ici dans le sens affaibli habituel : on dit qu'un tel
algorithme converge si tout point d'accumulation de la suite des itérés
qu'il engendre est une solution réalisable de Kuhn-Tucker pour le probléme
posé. ' )
Rappelons que les méthodes Q.S. consistent A& résoudre une suite de

programmes & critére quadratique et A contraintes linéaires, ces derniéres
étant obtenues par linéarisation, & 1'itéré x¥, des contraintes du probléme
posé. L'itéré x* n'est pas forcément réalisable pour ce dernier, ni la
solution optimale z¥ du programme quadratique attaché a x*. Des méthodes a
convergence locale ont été proposées (cf. par exemple [Ha (1976)], [D-H

(1987)]), avec x**! = z¥ : la convergence est établie si x° est assez proche
de la solution cherchée. Mais pour la convergence globale, avec x°
quelconque, il n'est plus possible de prendre =x**! = 2z¥, Dans certaines
méthodes, dites réalisables, les itérés x* sont réalisables pour le probléme
posé. Le point associé z*¥ ne 1l'étant pas, du fait de la linéarisation des
contraintes, il est possible de déterminer, & partir de (x*, z*), un
successeur x**! réalisable meilleur que x* pour le critére, et ceci par un
processus fini (c¢f. [Hu (1981)a]). La convergence globale est alors assurée.
Mais il semble difficile, pour cette classe de méthodes, d'obtenir une
vitesse de convergence superlinéaire, et 1la liaison automatique de ces
méthodes avec des méthodes & convergence locale superlinéaire ne semble pas

résolue & 1'heure actuelle (cf. & ce sujet l'introduction de [D-H (1986)1) .

Actuellement, la littérature propose essentiellement, pour obtenir 1la

convergence globale, d'effectuer une recherche linéaire intermédiaire sur le
segment [x*, z¥ ], dont le résultat fournit le successeur x**!. La fonction
de recherche, qui doit avoir une dérivée directionnelle positive en x*, dans
la direction (z ¥ - x¥), est obtenue classiquement en ajoutant au critére

d'origine une pénalisation, définie a partir d'une fonction concave et d'un
coefficient multiplicateur positif assez grand. Précisons que l'intérét de
ces méthodes & convergence globale est qu'elles s'adaptent généralement a
une vitesse asymptotique de convergence superlinéaire, du moins dans le cas
de contraintes d'égalités.

Ce travail est le fruit d'une collaboration, dans le cadre d'unvcontrat
extra-muros EDF -~ INRIA



Le but de cette note, qui se limite au probléme de la convergence globale,
est de donner un cadre théorique synthétique de ces méthodes Q.S., en les
ramenant & un algorithme trés général, oi 1la relation de récurrence est
multivoque, et qui repose sur des hypothéses assez faibles. Il s'agit d'une
extension de l'algorithme de Zangwill [Z (1969)], ou la condition dite de

stricte monotonicité est fortement affaiblie : au lieu d'exiger l'existence
d'une fonction numérique h telle que h (x**!) > h (x*), on n'utilise ici
qu'une condition du type h (x**!, r¥) > h (x*, r¥), ol r est un paramétre
scalaire modifié a chaque itération.

Le modéle dit de "pénalisation simple" présenté ici pour les méthodes Q.S.
contient ainsi les méthodes classiques proposées par Pschenichny
[Py (1970)], Han [Ha (1977)], Mayne et Maratos [M-M (1979)], Mayne et Polak
[M-P (1982)], Bertsekas [B (1982)], Bonnans et Gabay [Bo-Ga (1984)].

Nous utilisons dans ce mnodéle les hypothéses classiques concernant le
critére et le domaine du probléme posé. La fonction de pénalisation est sim-
plement concave, et 1la recherche linéaire du type Armijo, peut étre

remplacée par une recherche linéaire "valable" plus général (cf.[Hu (1981)b].
Enfin, pour les contraintes du probléme posé, l'algorithme traite direc-

tement et indifféremment les inégalités et les égalités.

Cette note s'adresse & des non-spécialistes. Dans cette optique, de nombreux
rappels sont donnés, soit par des références, soit par des annexes.

Une autre note [D-H (1988), ] écrite conjointement avec celle-ci, étudie un
algorithme semblable, mais ou la fonction de recherche linéaire est la
fonction de Lagrange, sans pénalisation (algorithme du lagrangien simple).
I1 ne s'agit que d'une analyse des possibilités de convergence, car cette
derniére n'est pas garantie, du fait que les variables duales u¥, associées
aux xX, ne sont pas obligatoirement bornées. Les rédactions de ces deux notes

sont trés proches, certains passages sont identiques. Cette présentation
commune est volontaire, et destinée & mieux comparer 1l'algorithme de
pénalisation simple et celui du lagrangien simple.

Un troisiéme algorithme, dit du lagrangien pénalisé, combine les fonctions
de recherche linéaire des deux précédents.



Sa convergence est établie, mais dans le cas de contraintes en égalités
seulement. Cet algorithme du lagrangien pénalisé peut se ramener, dans le

cas des contraintes en égalités, 4 celui de pénalisation simple, étudié
ici : il suffit d'imposer aux variables auxiliaires u*, associées aux itérés
x* , une wvaleur nulle, Vk. Il est & noter que les hypothéses faites pour le

lagrangien pénalisé ne permettent plus d'assurer, comme ici, l'existence
d'un point d'accumulation pour les itérés x* . La note [D-H (1988)_ ] qui
1'étudie a également une présentation trés proche de celle-ci.

Remarque : Le lecteur ne s'étonnera pas des discontinuités pouvant
intervenir dans la numérotation des hypothéses et des annexes. En effet, une
méme numérotation a été adoptée pour la présente note et les deux notes

[D-H (1988) ,]1 et [D-H (1988) _]. Une hypothése (ou une annexe) peut alors
n'apparaitre que dans 1l'une ou deux des trois notes, une hypothése (ou une

annexe) ne figurant que dans les notes dans lesquelles elle intervient.
Ainsi 1'hypothése (H ,) n'existe que dans [D-H (1988),]1 et [D-H (1988)_1.
Elle ne figure pas (et donc n'intervient pas) dans la présente note.



NOTATIONS

Ensembles

R" espace euclidien & n dimensions

R, ensemble des nombres réels positifs ou nuls

N ensemble des entiers 0, 1, 2,...

ct ensemble des fonctions & valeurs réelles continuement différentia-
bles

IEI cardinal d'un ensemble E

-]

E intérieur d'un ensemble E

E fermeture d'un ensemble E

P(E) ensemble des parties d'un ensemble E

Vecteurs, matrices

X, composante d'indice i d'un vecteur colonne x
X, vecteur colonne de composantes X, Vi €1
X.y produit scalaire de deux vecteurs x et y

[x, y] segment fermé d'extrémités x et y
lx, y[  segment ouvert d'extrémités x et y

xl o norme l,, d'un vecteur x : lxly, = max Ix, |

h.1h . norme 12 d'un vecteur ou d'une matrice

Al colonne d'indice i d'une matrice A

A, ligne d'indice i d'une matrice A

Al sous-matrice d'une matrice A ayant pour colonnes Al, Vi € I
A, sous-matrice d'une matrice A ayant pour lignes A, Vi€l

TA transposée d'une matrice A



Fonctiqns. dérivées

s.c.i. semi-continue inférieurement (pour une fonction numérique)

s.c.s. - semi-continue supérieurement (pour une fonction numérique)

0(x) fonction qui tend vers zéro lorsque x tend vers une limite

cte- fonction constante sur l'ensemble de son domaine de définition

Vf (x) gradient en x d'une fonction f de R" dans R (vecteur colonne & n
dimensions)

Vg(x) gradient en x d'une fonction g de R" dans R" (matrice de
dimension m x n ayant pour lignes TVgi(x), i=1,..., m)

f'(x ; y) dérivée directionnelle d'une fonction f de R" dans R, au point x
et dans la direction y

*

f dérivée a droite d'une fonction numérique f

+

of (x) sous-différentiel en x d'une fonction convexe f

Suites, limites

{xk Ik € N'}

o) .

suite de points x*¥, Kk € N' ¢ N

la suite {xk Ik € N'} tend vers x

A— 0 le scalaire A tend vers zéro par valeurs positives



1 - PROBLEME POSE

On considére le programme & contraintes non linéaires suivant :

Maximiser f(x) sous les conditions
(P) : (1.1)
gi(x) 20,1i=1, 2,..., m

ou f, g : R" — R sont de classe C!.

On cherche a4 trouver une solution réalisable wvérifiant les conditions de
Kuhn-Tucker (K-T solution), en résolvant une suite de problémes approchés, a
critére quadratique et a contraintes linéaires.

2 - APPROXIMATION QUADRATIQUE - HYPOTHESES

Soit Q(x, H) le programme quadratique suivant, ou le point x et la matrice H
sont des paramétres fixés :

Co- 1
Maximiser f + Vf(x).(z-x) + = (z-x).H(z-
Q (x, H) : n (x) (x).(z=x) + 5 (z-x).H(z-x) (2.0)
s.l.c. g (x) + Vg, (x).(z-x) 20, i=1,..., m '
Son domaine polyédrique est désigné par P'(x). On fait les hypothéses
suivantes :

I1 existe un convexe compact B C R" tel que
(H,)

-9
B> P'(x) =g, VxEB

Remarque : Cette hypothése implique que P' est une fonction multivoque
.continue sur B (cf. démonstration annexe 7.1.).

() La matrice H est symétrique définie négative, appartenant & un
H
3

compact I.



Remarque : Cette hypothése implique que Q(x, H) est un programme strictement

"convexe" a contraintes linéaires. La solution optimale existe, car d'apres

(H,) le domaine est compact. Elle est unique, d'aprés (H3). Enfin elle
vérifie les conditions de Kuhn-Tucker, nécessaires et suffisantes, les

contraintes étant linéaires. Ces conditions s'écrivent ici :

v=20 : : (2.1)
Ty Vg(x) + TVF(x) + T(z-x) H =0 (2.2)

v . [g(x) + Vg(x) (z-x)] 0 (2.3)

On désignera dans ce qui suit par z la solution optimale et v le (vecteur)
multiplicateur de Kuhn-Tucker associé, de Q(x, H).

Soit

B'(Z) = {1 |g,(x) + Vg (x) . (2-x) = J¢

(H,)
On suppose qu'il existe une constante positive « telle que

y.Vg,. (x)TVg,. (x) y > & Iyl?, ¥(x, H) €B x I, Vy

Ces hypothéses permettent d'établir les résultats suivants :

Proposition (2.1)

Sous (H,) et (H,), z(x, H), solution unique de Q(x, H), est bornée et
continue sur B x 1.

Démonstration : Donnée annexe 7.2.

Proposition (2.2)

’

Sous (H,), (H3) et (H,) , 1le mulﬁiplicateur v(x, H) a 1'optimum de
Q(x, H) est unique, borné et continu sur B x I'. Sa valeur est donnée
par :

Voo = = (Vg (x) TVB. ()| V. (x) [VE(x) + H(zox)]

v- =0

oua E' a la définition de E'(z) donnée dans (H,)

et E' = {i i €E', i=1, 2,.., m}

Démonstration : Donnée annexe .7.3.
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Proposition (2.3)

Sous (H,), (H3) et (H,), on a, V(x, H) € B x I :
z(x, H) = x < x solution (réalisable) de K-T pour (P).

Démonstration : Donnée annexe 7.4.

Remarque : Dans tout ce qui suit, jusqu'a la section 6.3, on supposera
H =C'® et on omettra H systématiquement dans les formules. On écrira donc

Q(x), E(x)'et v(x). On posera d(x) = z(x) - x. Par abus.d'écriture, pour

alléger les formules, on écrira aussi plus simplement z . v et d, en
1'absence d'ambiguité.

Comme il est précisé en 6.bis, l'utilisation d'une matrice H différente &
chaque résolution du programme quadratique Q(x, H), et arbitrairement
choisie dans I', ne change rien quant a la nature théorique des résultats qui
suivent.

PENALISATIONS ET RECHERCHE LINEAIRE

3.1 - Critére pénalisé

On considére une fonction concave ¢ : R™ — R.

Etant donné un scalaire r > 0, on considére une fonction 0r : R" — R |
pénalisant le critére, définie par :

8,.(x) = f(x) + r ¢ [g(x)] (3.1.1)

La dérivée directionnelle de Or. pour un point x et une direction d,
est donnée par :

0, (x 3 d) =f'(x;d) +r®glx); Valx) d] (3.1.2)

r

(cf. justification annexe 7.10) b

Proposition (3.1.1)

Sous les hypothéses (H,), (H3). (H,), on a :

-~

VETr 3o [gx) + Vg(x) d] = 8. (x; d) > - d.Hd
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La direction d est alors'une direction de pente positive pour
e, sid=0.

Démonstration :

D'aprés (3.1.2) et (2.2), on peut écrire :

0.(x ; d) = Vf(x).d + r &' [g(x) ; Vg(x) d]

= -d.Hd + r 0" [g(x) ; Vg(x) d] - v.Vg(x) d

On sait par ailleurs (éventuellement aprés lecture de 1l'annexe
7.10) que :

Vy ER®, VA ER", 3 p € J d(y) tel que :
¢'(y ; d) = p.d S (3.1.3)
Par suite :
IpErdo [g(x)] tel que :
8. (x ; d) = - d.Hd + (p-v).Vg(x) & ' (3.1.4) °

Enfin, on a par définition des sous-gradients :

(o R

€r 3 ofg(x)] = p.Vg(x) d > r¢{g(x) + Vg(x) d] - r¥lg(x)]

<t

Er 3 ofg(x) + Vg(x) d] = -v.Vg(x) d > rg(x)] - rPg(x) + Vg(x) d]

ce qui entraine :

(p-v) .Vg(x) d > 0 - (3.1.5)
(3.1.4) et (3.1.5) achévent la démonstration. I
Remarque : Une question se pose : x étant donné, et par suite d et v

aussi, existe-t-il une valeur de r permettant de satisfaire la
condition :

VETr 3 olg(x) + Vg(x) d] (3.1.6)
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Cela dépend bien évidemment du choix de ¢. Pour 1l'application
classique :

m
o(y) = §1 o, (y,) ., ¢, (y,) = min {0, y,}

cette condition (3.1.6) s'écrit :

v, €Erd o, [g(x) + Vg (x).(z-x)] , Vi = 1,..., m.

Les scalaires entre crochets sont, selon i, positifs ou nuls, puisque

z est réalisable pour Q(x). En utilisant la notation E'(z), introduite
dans (H,) et représentant les indices des contraintes actives au point

z, on peut écrire (3.1.6) sous la forme :

v, € [0, r] , Vi €EE' (2)

(3.1.6")
v, =0 , Vi € E' (2)
(cf. figure 1). Compte tenu des propriétés de v, on voit que (3.1.6)
est satisfaite en prenant r > Vi,

{r}

y; <Oe=rdo (y,)

0erdo (y,) =[0, r]

J

<

<
"

y; > 0= r o0 (y,) = {0}

Figure 1

De méme, si les contraintes de (P) constituent un systéme d'égalités
du type g(x) = 0, on peut utiliser des fonctions ®, définies par :

¢1(y1) == ly,l ,Vi=1,..., m
En effet, on a alors, ¥i = 1,..., m (cf. figure 2)
;i sans conditions de signe ; 8 ¢,(0) = [- 1, + 1] ;

g; (x) + Vg, (x).(z=x) = 0
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La condition (3.1.6) est encore satisfaite avec r 2 nGn“,

¢1
15
g, <0 rdd(y) = {r)
0 — ¥, y1=00=vr8¢i(yi)=[-r.l‘]
y, >0e=rdo(y) ={-r}

Figure 2

3.2 - Critére pénalisé linéarisé

Entre x et z(x, H), la fonction ®, a une dérivée directionnelle
positive au point x, si r est choisi assez grand. Elle ne peut

malheureusement pas servir directement pour une recherche linéaire du
type Armijo, du fait qu'elle n'est pas continuement différentiable.
C'est pourquoi, au lieu de comparer cette fonction 4 une fonction

linéaire de référence, de pente o 6; (x ; 5), avec 0 € 10, 1[ , on la

compare a une fonction concave o §r (., x) paramétrée par X :
§ (z, x) = £(x) + VE(x).(z-x) + r 0[g(x) + Vg(x)(z=x)]

On vérifie que er est bien concave en z, X étant fixé. De plus :

£fr(x ; d) + r ¢'[g(x) + Vg(x)(z-x) ; Vg(x) d]

D
N
b
(o)
n

Lo 2]
®
b
e
"

6. (x ; d)

r



>t

8
- \ référence Armijo classique
ponhae'(l.ai { -
3
]
i
0, e —
o 174 172 1 A
référence Armijo modifis
e
Figure 3 ’
Proposition 3.2.1
Si vErdofg(x) + Vg(x)(z-x)] et si z = x, alors
§r(§, x) - §r(x. Xx) 2 - (E-x).H (z=x)
et par suite §_(z, x) > 6 (x, x) = 8, (x) si z =x
Démonstration
- En posant d = Z-x. on a :

6.(z, %) - 8, (x, x) = V£(x).d + r o[g(x) + Vg(x) d] - r o[g(x)] g

(2.2) = Vf(x).d = - d.Hd - v.Vg(x) &

VEra o[g(x) + Vg(x) d] = r o[g(x) + Vg(x) d] - r o[g(x)] = v.Vg(x) d

-~

. = é'r(‘z', x) - §r(x, x) > - d.Hd. I



3.3 - Recherche linéaire

Un point x, réalisable ou non pour (P), étant donné, on résout Q(x).

La recherche linéaire s'effectue sur le segment [x, z(x)]. Elle
consiste a résoudre le probléme P(x, r, d) suivant, en prenant

d = z-x :

Maximiser A sous les conditions
P(x, v, d) : [*€4 (3.3.1)

6_(x + xd) - 6_(x) > o6 _(x + A, x) - 8_(x, x)] (3.3.2)

ot A={0}U {X Il Xx=21% 1i€N}

et 0 € ]J0O, 1[ est une constante arbitrairement choisie.

On résout P(x, r, d) simplement en essayant successivment A = 1,
2-1, 272 ...

I1 s'agit d'une modification de la recherche linéaire d'Armijo, ou la
fonction linéaire de référence A 8 ;(x ; d) est remplacée par la

fonction concave en X, 6;(x + Ad, x) . Dans les deux cas, la dérivée
directionnelle en x est la méme pour la fonction de recherche 6 et
pour la fonction de référence. Rappellons qu'ici, cette dérivée

directionnelle n'est pas continue, mais seulement s.c.i., du fait de
la présence de la fonction concave ¢.

La solution X(x, r, d) de ce probléme est unique et existe toujours.
Elle est positive si 6; (x 7d) >0, car o€ ]0, 1[ et ®_ est

continue. C'est le cas si d = 0, c'est-a-dire si x n'est pas solution

réalisable de Kuhn-Tucker pour (P), d'aprés les propositions (3.1.1)
et (2.3).

Par ailleurs, il est facile de vérifier, par une application du

théoréme du maximum, et du fait de la continuité de 9r et de §r. que x
est une fonction semi-continue supérieurement du paramétre (x, r, d)

(cf. démonstration annexe 7.5).

Proposition (3.3.1)

SivEradolg(x)+ Vg(x) d] on a :

8 (x + Xd) - 8_(x) > - o X d.Hd (3.3.3)
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Autrement dit, le successeur de x, obtenu par la recherche linéaire,
est strictement meilleur que x pour 9r si z # x.

Démonstration

En posant x' = x + Xd, ona:
8.(x') -8_(x) 20 (e, (x', x) - 8_(x, x)] par définition de A
>0 X [§r(2, x) - §r(x. x)] car §r concave
> - o X d.Hd d'aprés la proposition (3.2.1)

Proposition (3.3.2) ] _______J

Sous (H;), (H;) et (H,), et si v(x) € r 3 0[g(x) + Vg(x) d], on
a : ‘

Xx+XxdE€ F, (x, r)

ou F, est une fonction multivoque sup-continue, définie en tout

point (x, r) € B x R, tel que z(x) # x. De plus, en de tels
points :

x' €F (x, r) ==06_(x") > 8 _(x)

Démonstration

Soit A'(x, r, d) la premiére racine positive en X, si elle
existe, de 1l'équation :

6, (x + Ad) - 8, (x) = o[6 (x + Ad, x) -8, (x, x)] (3.3.4)
Soit A"(x, r, d) cette racine "écrétée" a 1. C'est-a-dire que
l'on pose A" = A' si A' existe et 0 < A' ¢ 1, et A" = 1 sinon.

I1 est clair que A" est toujours définie. Cette fonction A" est
semi-continue inférieurement, comme il est montré annexe 7.6.

Par définition méme de A', quand elle existe, on a :
8. (x ;d) >0=10_(x+ xd) -90_(x)>

o[B8, (x+ A, x) -8_(x, x)], VXE J0, XA (x, r, d)[
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-~

Si A' 2 1, ou bien n'existe pas, la recherche linéaire donne A

= 1, Sinon, on vérifie aisément qu'elle donne X > /2, du
fait de la contrainte A € A,

Dans tous les cas, on a :
X>2a"/2 (3.3.5)
Posons :

N, (x, ¢, d) = {os,\ < 1|er(x + Ad) - 0_(x) >

o [6.(x + 2, x) - 8 (x, )] } (3.3.6)
N,(x, £, d) = (A|]x > x"(x, r, 4)/2} (3.3.7)
N (x, r,d :N=N NN,  (3.3.8)
En prenant :

F.(x, r) =N (x, r, d(x))

la proposition est vérifiée. La sup-continuité découle de celle
de N, (6, et,§r_ sont continues), de celle de N, (A" est
semi-continue inférieurement) et de la continuité de 5. dont
les valeurs sont bornées (d'aprés la proposition (2.1)).

L'inégalité Or(x‘),> Or(x) provient du fait que :

x' EF (x, r) = x' = x + A, avec 1 > XA > A"/2 > 0 et d'aprés

la proposition (3.2.1), compte tenu de la concavité de §r(., x)
et de F, CN,.

o _
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4 - ALGORITHME GENERAL MULTIVOQUE (G)

Proposition (4)

Soient E C R® compact, PCE ; TCR, ; €° € T fermé.
h : Ex T — R continue telle que 3 V (¢"), 3m >0 :
Ih(x, €') - h(x, €)| <m le'-€l, Ve, €' €EV(e"), Vx EE (o)
G : E — ®#(T) sup-continue.
F: ExT— PE) telle que :

V(x, €) EExT, x€P, ¢ € G(x), on a
F sup-continue au point (x, €") (4.1.)

x' € F(x, €) = h(x', €) > h (x, €) (4.2.)

k k
Soit {(x, €) €EE x T}N une suite telle que :

e N e, ekt > ek, WEN (4.3.)
x¢*1 € F (x¢, €¥) si x* € P et €* &€ G (x*) . (4.4.)
xk*1 = x¥ ginon ' (4.5.)

Dans ces conditions, si x' est un point d'accumulation des x*, on a :

€€ G (x°) =>x" €EP

La démonstration est donnée Annexe 7.7.

Remarque : Il s'agit d'une extension de 1l'algorithme classique de
Zangwill [Z (1969)]. En particulier, l'introduction d'un paramétre € dans
la fonction d'itération F permet d'affaiblir la condition classique dite

de "stricte monotonicité", sous la forme (4.2.). On n'a donc plus
obligatoirement h (x**!, €**!) > h (x*, €*), Yk € N.

5 - ALGORITHME A PENALISATION SIMPLE (PS)

On choisit dans cet algorithme une fonction ® concave particuliére définie
par m fonctions concaves ¢,
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m
oly) = 2 o, (y,) | (v € R")
i=1
avec ¢, (y,) = min {0, y,} : (5.1.)

L'algorithme (PS) se définit alors comme suit :

Itération k

On dispose de 5 (réalisable ou non.pour (P)) et de r*'i € R,.
z¢ = Z (xX), vk = v (xf), d% = d (x*) = zK - x*

. Si z¥ = x*, STOP : x*¥ est solution de Kuhn-Tucker pour (P).

. Sinon, prendre :

max {r“' t, ll.vk lloo}

x
+

[
i

= xKk + )k dk' avec ¥ = x (xk. rk. dk)'

On a, Yk €N, z¢ € B compact convexe, et x¥*! € [x*, z*] . Donc x* € B
compact, Vk € N, les v* sont bornés et par suite les r* aussi. De plus
r* > %! Donc Ir" €R, : o BN,

PN

La mise & jour des r* montre que l'on a, Vk € N
vk € r* 3 & [g(x*) + Vg(x*) (z* - x)] (5.2.)

ce qui assure des pentes G'k (x* ; d*) positives, et permet la recherche
r
linéaire. En posant :

cm)=@

8, (x ; dx)) <0} (5.3.)
ou, plus explicitement :

G(x) = {r | VE(x).d(x) + &' [g(x) ; Vg(x) d(x)] < o}

on a bien évidemment pour 1'algorithme (PS)

o & G(x*) , VK E N | (5.4.)
La fonction multivoque G est sup-continue, du fait de la semi-continuité

inférieure de ¢' (¢ étant concave), de la continuité des autres fonctions
utilisées dans la définition de G, et du sens de 1'inégalité.



Par ailleurs, pour toute suite {(x*, rk)}m engendrée par l'algorithme, et
admettant un point d'accumulation (x*, r°), on a, d'aprés la sup-continuité de
rd ¢ [g(x) + Vg(x) d(x)] :

vz v(x") €Er° 80 [g(x") + Vg(x") d(x")] (5.5.)

CONVERGENCE DE L'ALGORITHME (PS)

La suite des x* engendrée par l'algorithme (PS) est bornée par B : son
adhérence n'est pas vide. Soit x° un tel point d'adhérence. Pour montrer que
x" est une solution de Kuhn-Tuker pour (P), nous allons vérifier que (PS) est

une application de l'algorithme général (G). Il suffit de prendre dans (G) :

. E = B (B compact et x*€ B, Vk € N)

. P = {? €B | z(x) = x}

.T=R, ;€ =r ;€ =r" (défini en 5.1.)
.h(x, r) =6 (x).

r

On a bien h(x, r') - h(x, r) = (r' - r) ¢ [g(x)]
€ r' - rl max {¢ [g(x')] | x' € B}

Vx €EB, Vr, r' €T

. G(x) définie par (5.3.) (G est sup-continue)
. F = F_ définie Proposition (3.3.2.).

Si x & P, c'est-a-dire si z(x) = x, et si r & G(x) et donc 9;(x : d) >0, on
a d'aprés la Proposition (3.3.2.)

. F, sup-continue au point (x, r).
. x' €F (x, r) =80 _(x') > 8 _(x).

Le déroulement de 1l'algorithme conduit, si 1'éventualité x*¥ € P ne se
produit jamais, & une suite infinie telle que :

x* & P, v & G(x¥), Vk E N

La condition sur les r* découle de la régle de mise & jour de ces derniers,
cette régle impliquant successivement :

vk €k 30 [g(x¥) + Vg(x¥) a<] ; 8', (x* ; @) > 0 ; r©* & G(x*)
r
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Si r* & G(x"), alors d'aprés la proposition (4) : x" € P.

Sinon r° € G(x"), donc ', (x'; d°) < 0. Mais d'aprés la proposition (3.1.1.)
r
et la propriété (5.5.)

0, (x*;d")=>-4a.H 20

T

ce qui implique d° = O, et donc x" € P. Dans les deux cas, x* € P.

6.bis - UTILISATION D'UNE MATRICE H VARIABLE

A la fin de la section 2, une simplification a été introduite, en supposant

la matrice H constante. On vérifie aisément, en reprenant les sections 3.3.,
5 et 6, que l'utilisation d'une matrice variable H* € I' dans 1'algorithme

(PS) ne change rien sur le plan théorique. En particulier, les propriétés de

continuité nécessaires pour 1l'utilisation du schéma général (G) sont
conservées. Simplement, un. triplet ( x*, H*X, r*) est considéré au lieu de
(x*, r*) . De méme des fonctions multivoques F, (x, H, r) et G (x, H) sont &
prendre en considération au lieu de F, (x, r) et de G(x). On a :

F (x, H, r) =N (x, r, d(x, H))

X

G(x, H) = {r [0; (x ; d(x, H)) < oy

Pour 1le programme P(x, r, “d), ainsi que pour sa solution X(x, r, d), la
matrice H n'intervient pas comme paramétre (ne pas confondre avec
P(x, r, d(x, H)).

L'application de l'algorithme général ne pose aucun probléme en prenant :

oiu I est une fonction multivoque, dont 1'image constante est le compact I
défini section 2, hypothése (H 3 ). La suite des (x*, H*) engendrée par
1'algorithme est bornée par B x ' et admet toujours au moins un point
d'accumulation (x*, H* ). Et quel que soit H" , on a x" solution de

Kuhn-Tucker de‘(P).



7 - ANNEXES

7.1 - Continuité de P'(x)

La continuité de 1la fonction multivoque P' : B — P(B) découle d'une
proposition classique plus générale sur les systémes d'inégalités
paramétrées.

Proposition

Soient X CR", x° € X, Z C R?, Z fermé.
§ : X x Z — R®" continue
I :X — P(Z) et I, : X — P(Z) définies par

1

T (x)

{? €Z] E(x, z) 2 0}

T, (x) {z e€Z| §(x, z) > 0}

On suppose :

x €EX==T,(x) # g (et donc I, (x) = 2)
(h) L
y € r;(x°) => y adhérent & [, (x°)

Dans ces conditions, I, est continue au point x° (pour la

démonstration, voir par exemple [Hu (1972)] proposition 5.8.6.).

On peut appliquer cette proposition en prenant X = Z = B,

g(x, z) = g{x) + Vg(x) (z-x) et I (x) = P'(x). Les hypothéses (h)
sont satisfaites du fait de (H;), et parce que P'(x) est un
convexe fermé d'intérieur non vide, Vx € B.

7.2 - Continuité de z (x, H)

La solution z (x, H) du programme quadratique strictement convexe
Q(x, H) existe et est unique, VYx € B. Le domaine de ce programme est
1'image de x par une fonction multivoque P' continue sur B (cf. 7.1.).
Le critére est une fonction continue du triplet (z, x, H). Le théoréme
du maximum (cf. [Hu (1972)] § 6.10.1.1) s'applique donc et garantit la
sup-continuité de 1'ensemble des solutions optimales. Cet ensemble
étant réduit au point z (x, H), qui demeure. dans le compact B, la
fonction (univoque) z est continue.



7.3 - Unicité et continuité de v (x, H)

A 1'optimum de Q(x, H), la condition (2.2.) donne V(x, H) € B x I :

Vg . (x) vp. = - [Vf(x) + H(z-x)]

car 51 =0, Vi € E'. Par suite, par multiplication :
[Ve,. (x) TVg,. (x)] V. = - V. (x) [VF(x) + H(z-x)]

D'aprés (H,), la matrice multipliant ;E. est réguliére. D'ol la valeur

' de v, impliquant l'unicité de v :

Vo= = [VEs (x) TVB;. ()] U, (x) [9F(x) + H(z-x)] |
- (1)

v- =0

En posant M = Vg, (x) Vg, . (x), ou M dépend de x et de H, on vérifie
aisément, avec (H,) et la compacité de B, qu'il existe o' > o tel que
V(x, HH €B x I :

0<alyl2 €y.My <ea' llyl2, Vy

et que par suite :

o o' .
0 < —lyl2 £y.M! y<—lyl?, vy

a12 a2
En définitive, IM !l est bornée, VY(x, H) € B x I', ce qui implique que
v est, comme z, borné sur B x I.

Le systéme formé de 1la contrainte g(x) + Vg(x) (2z-x) 2 0 et des
conditions d'optimalité (2.1.) a (2.3.) est défini par des fonctions
continues de (x, H) : l'ensemble de ses solutions (z, v) est donc une
fonction multivoque sup-continue.

L'unicité de (E, ;) implique, avec ses bornes, que cette fonction de
(x, H) est continue sur B x I'. g



7.4 -Si (x, H €BxT, alors z {(x, H = x & x solution (réalisable) de
K-T pour (P) (Démonstration de la Proposition (2.3.))

(1) Implication =

z vérifiant avec v les relations de Kuhn-Tucker (2.1.) a (2.3.),
1'hypothése z = x implique que x vérifie les conditions de
Kuhn-Tucker pour (P). De plus, Z(x) € P'(x) par définition, et
par suite g;(x) 20, i =1,..., m.

(ii) Implication =
Soient x et v tels que :
v 20, TvWg(x) + "Vf(x) = 0, v.g(x) = O et g(x) >0 (1)

D'aprés les Propositions (2.1.) et (2.2.), il existe un couple
(z, v), solution unique en (z, v) de :

v 20, Tv Vg(x) + "VUf(x) + T(z-x) H=0
: (2).
v.[g(x) + Vg(x)(z-x)] = 0, g(x) + Vg(x) (z-x) >0

car les conditions de Kuhn-Tucker sont nécessaires et suffisantes
pour Q(x, H). Or z = x est une solution de ce systéme (2), du

fait de (1). Par suite z = x et v = v.

Concernant les hypothéses, (i) n'utilise que (H3). mais pas
x € B. Mais (ii) utilise les hypothéses des Propositions (2.1.)
et (2.2.), c'est-a-dire :

XEB, (Hl)’ (H3)‘ (Hb).

7.5 - A (x, r, d) semi-continue supérieurement

Dans 1le programme P(x,r,d), A € R! est la variable et (x, r, 4d) le
parametre. Le domaine est 1l'intersection d'un ensemble A et d'une
partie Il de R' (contraintes (3.3.1.) et (3.3.2.)). A étant un fermé

constant peut étre considéré comme 1l'image du paramétre par une

fonction multivoque (constante) sup-continue. Les fonctions BP et §P
étant continues, Il est aussi sup-continue.
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L'intersection conservant la sup-continuité, le domaine est 1l'image de
(x, v, d) par une fonction multivoque sup-continue. Cette image
demeure dans le compact A et le critére étant une fonction continue,
1'application du théoréme classique dit "du maximum" (cf. [Hu (1972)]
§ 6.10.1.1) est possible. Elle implique la semi-continuité supérieure

de la valeur optimale X(x, r, d).

Semi-continuité inférieure de \", premiére racine positive écrétée a 1

Le paramétre (x, r, d), utilisé dans la section 3, est remplacé
simplement par x, ce qui ne changera riep pour les applications de la
proposition qui suit.

Proposition
Soient X C R" et h : R, x X — R telle que
h continue

h(0, x) = 0, Vx € X

En posant h_ (X, x) : dérivée a droite relative & X, x étant fixeé,
on suppose que :

h, existe et est s.c.i. sur R, x X

On pose A'(x) : premiére racine positive en A, si elle existe, de
1'équation

h (A, x) = 0 (x fixé)

et A" (x) AN (x) si A\' existe et s1 0 < A' < 1,

1 sinon

Soit x° € X tel que h, (0, x°) > 0. Alors

A" est s.c.i. au point x°
On remarquera que A" est bien définie sur X.

Démonstration

Tout d'abord un lemme :
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Lemme : Soit r : R, —— R continue et A € R,, A > 0, tels que :

r (A >0, VAE JO, A[

r(i)ao .

r. existe en tout point de ]0, A[

Dans ces conditions, il existe une suite {\* € ]O, R[}N convergeant

vers i. et telle que :

r (X) €0, Vk EN

En effet, si la conclusion du lemme n'était pas vraie, il existerait
une valeur p de ]0, A[ telle que :

r. (A) >0, VXE[p, X[

La fonction continue r serait alors croissante de w a X, et donc :
r(X) >r (1) >0

en contradiction avec 1l'hypothése r(X) = 0.

Démontrons a préseht la Proposition.

Soit {x* € X}y —— x°. Posons A* = A" (x¥).

Deux cas exhaustifs sont possibles :

1. 3N, €N, N, infini, tel que 0 < A* ¢ 1, Vk € N,

2. Ik EN: A =1, Wk > k.

Cas 1 :

Alors h (A, xX) = 0, Wk € N,, et \* est la premiére racine positive
de 1l'équation. De plus A € ]0, 1[, Yk € N,. Donc 3 N, C N, tel que

N - -
A —25 X € [0, 1]. Montrons que l'on a A > O.
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Si X = 0, on peut écrire :

h. (0, x°) >0
| = 3k :h (0, x*) >.O, Wk > k

"h, s.c.i. (% x) h (X%, x*) =0, Vk € N,

.=h (A, x) >0, k EN_, k >k, VAE ]J0, AF[

1 ’

On en tire avec le lemme, et puisque h' est s.c.i. (% M)

h, (A%, x*) €0, Vk >k, k €N,

+*

ce qui implique & la limite, avec k € N,, et puisque h' est s.c.1i. (%
(A, x)) : ‘

h. (0, x°) €0

en contradiction avec 1'hypothése h. (0, x°) > O . Donc P 0. Par
suite :

= h (A, x°) =0
h continue : =3 X' (x°) = A" (x°) <€ X
x>0

A" est bien, daﬁs ces conditions, s.c.i. au point x°.
Cas 2
On a ici A" (x*) = 1, Vk > k, et donc
an (xk) Mg
Puisque A" (x°)'€ 10, 1] par cénstruction, én a bien

1= lim A" (x*) > A" (x°).
k€N

Convergence de l'algorithme général multivoque (G)

Etablissons tout d'abord un lemme.



Lemme

Soit ECR" fermé ; TCR, ; € €T,
h: Ex T — R continue telle que 3V (¢"), 3> 0 :

Ih(x, €) - hi(x, €')] <m le-€'l, Ve, €' € V(e"),
Vx € E (o)

On considére une suite {(x*, €*) € E x T}y telle que :
€'l >ek, kEN; e« N, ¢ : (8)

h (x**1!, €*) > h (x*, €%), Vk (v)

Dans ces conditions, h(., €") est constante sur 1'adhérence (si
elle existe) de {x“}m.

Démonstration

Soient x° et x°° deux points d'accumulation distincts. Il existe
deux sous-suites infinies (N,) et (N,), alternées, convergeant

respectivement vers x* et x

Par ailleurs, on peut écrire (& partir d'un certain rang)

h(xk*!, €**1)- h(x*, €¥) > h(x**!, €k*1)- h (x¥*!, €¥) d'aprés (7Y)

\%

- Ih(xk*!, e€**1)- h(x**1, €x)i

v

- m lek*l - ek| d'aprés (o)

-mn (ek*! - k) - d'aprés (B)

De proche en proche et par sommation :
hix¥', €%’) - h(x*, €*¥) > - n(e* - €*), Vk' > k.

Scoient k, k" € N,, k' €EN,, tels que k < k' < k".
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On a :
h(x*", €X") > h(x*', €k') - n(ek"- €k') > h(x*, €¥) - n(ek"~ €¥)
Si k — oo, la continuité de h donne &4 la limite :

h(x", €) > h(x"*, €") > h(x", €")

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Revenons a la proposition (4).

Par construction, la suite des x* est infinie et elle est bornée dans

le compact E : son adhérence n'est pas vide. La proposition est
vérifiée si 3k €N tel que x* € P, car alors x* = x*, Vk' >k, et
x N, ep.

Supposons donc x* € P, Vk € N. Soit x° un point d'accumulation tel que
(x*, €*) € P x G(x"). Il existe N' ¢ N, N' infini, tel que :

*
(xk, xk*1, €¥) — (x°, x°

»

, €), avec x"* € E.

Si Ik EN' : € € G(x¥), Vk' €EN', k' > k, alors, puisque G est
sup-continue, €° € G(x"), en contradiction avec l'hypothése faite.

Sinon, 3 N" € N', N" infini, tel que €* & G(x*), Vk € N".
On a alors :

(4.4.) = x¢*! € F(x*, €*), Yk € N"

x" €P = x"* € F(x*, €")
(4.1.) x'& P,e® & G(x"))= h(x"",e") > h(x",e")
(4.2.) -

en contradiction avec le lemme. Donc x" € P.
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7.10- Propriétés de ¢'(y ; d) et de & ®[g{x)] (cf. section 3.1.) o

Proposition
Soient ¢ : R™ — R concave
g : RPR —R", g€(!
h : R®™ — R définie par h = ¢og.
Alors, pour tout x € R", y € R*", d€ R, d =0, on a :

(i) 3 p€do(y) : ¢'(y; d) = p.d,

(ii) h'(x ; d) = ¢'[g(x) ; Vg(x) d]

Démonstration

(i) Propriété classique :
¢ étant concave, on sait que :

®'(y ; d) =min {p'.d | p' € 3 d(y)}
p'

3 ¢(y) étant compact, Vy, le minimum est atteint pour un
certain élément de 9 ¢(y).

(ii) [F (1987)]

On a par définition :

¢ [glx + 2d)] - ¢ [g(x)]
h'(x ; 4) = lim
A — 0, A

Par ailleurs, puisque g € C! :
g(x + Ad) = g(x) + X Vg(x) d + X 0())

En posant :

o [g(x) + A Vg(x) @ + X 0(x) ] -9 [g(x) + X Vg(x) d)]
8, () S . —

¢ [g(x) + X Vg(x) 4] - ¢ [g(x)]
A

§,(X)
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on peut écrire :

h' (x ; d) = lim [SI(A) + 82(A)]
A — 0,

¢ étant concave, elle admet une dérivée directionnelle. D'ou :

lim  §,(X) =0’ [g(x) ; Vg(x) d] (1)
A — 0, .

Reste a montrer que' lim &,(X) = O. Posons :
A — 0,

yH(X) = g(x) + X Vg(x) d

[ ¥2(A) = yH(X) + X O(N)

On sait, par définition méme du sous-différentiel de P, que :

vpl € 3¢ (y') , Vp? €3 ¢(y2), on a

P2L(y? -y S 0(yf) - O(y'r € prliyt -y
En appliquant ce résultat a y!(A) et y2(Xx) , on obtient,
YA >0 :

Vp! € 3 o(yl(N)), VYp? € 8 ®(y?(A)), on a
p2.0(A) < &, (A) € p'.O(A) : (2)

En faisant tendre X vers zéro, les points y!(XA) et y?(A)
tendent vers g(x).

Pour X assez proche de zéro, ils appartiennent tous les deux a
une boule de centre g(x). L'image d'un compact par un
sous-différentiel étant bornée, il existe un nombre n 2> 0 tel
que :

Ip*l <7m , Ip2h <7

Par suite, (2) implique gque 8§, (A) — 0 quand » — 0.
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