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Résumé

On trouve dans cet article une traduction possible de la notion de termes et
de substitution dans le Calcul des Constructions avec Types Inductifs et une
preuve constructive de ’'unification au premier ordre de laquelle on peut extraire
un algorithme (proche de celui de Robinson). Le logiciel utilisé pour le codage
et la vérification des preuves est le CoQ Proof Assistant version 5.6. L’article
est congu pour une lecture en paralléle du code en CoQ et de la transcription
qui en est faite en langage mathématique. Il a été écrit également dans le but
d’aider ceux qui le désirent & pénétrer rapidement dans le monde du Calcul des
Constructions.

Abstract

One finds in this paper a possible translation of the notion of terms and substitu-
tions in the Calculus of Constructions with Inductive Types and a constructive
proof of the first order unification form. This proof yields an algorithm which
turns out to be close to this of Robinson. The software used for the coding and
the verification of the proofs is the CoQ Proof Assistant version 5.6. The paper
is designed for a parallel reading of the CoQ code and of its transcription in
mathematical language. It can also be used used as an help for those who wish
to enter quickly the world of the Calculus of Constructions. {This report is in
French.)







Développement de 'algorithme d’unification
dans le Calcul des Constructions avec types
inductifs.

Joseph Rouyer

17 Septembre 1992

Abstract

On trouve dans l’'article qui suit une traduction possible de la notion
de termes et de substitution dans le Calcul des Constructions avec Types
Inductifs, une preuve constructive de 'unification au premier ordre de laquelle
on peut extraire un algorithme (proche de celui de Robinson). Le logiciel
utilisé pour le codage et la vérification des preuves est le Coq Proof Assistant
version 5.6. L’article est congu pour une lecture en paralléle du code et de la
transcription qui en est faite en langage mathématique. Il a été écrit également
dans le but d’aider ceux qui le désirent a pénétrer rapidement dans le monde
du Calcul des Constructions.

1 Introduction

Le premier objectif de cet article est de présenter une preuve de 'unification au
premier ordre dans un ensemble de termes, réalisée dans le Calcul des Constructions
avec types inductifs, en utilisant I'implantation de celui-ci faite dans le Coq Proof
Assistant version 5.6. Dans tout ce qui suit "C.C.” est une abréviation de Calcul des
Constructions. Le lecteur est supposé avoir a sa disposition le manuel de référence
[1].

Le C.C. avec types inductifs fournit un cadre formel dans lequel on peut faire des
démonstrations sans avoir nécessairement recours a une machine. A fortiori toute
démonstration utilisant le Coq Proof Assistant version 5.6 peut donc étre reprise et
formulée comme n’importe quelle preuve mathématique. Les démonstrations pré-
sentées ici ne sont pas toujours les plus rapides mais elles ont été controlées. Un
de nos problemes est de les rendre claires. Le point fort du Coq Proof Assistant
est qu'il permet de construire inductivement des objels puis de mettre en place
n’importe quel raisonnement par induction et méme d’en imbriquer plusieurs. En
cela. il peut étre une aide réelle au raisonnement. Ou peut aussi s’en servir pour



mieux poser donc mieux appréhender certains problemes. De plus, la possibilité de
faire appliquer des résultats de maniere automatique (commande ” Auto”) peut faire
apparaitre des possibilités auxquelles I'utilisateur n’avait pas pensé auparavant.

On peut donc voir dans tout ce qui suit une preuve de 'unification au premier
ordre dans un ensemble de termes dans la logique du C.C. avec types inductifs ou
bien le commentaire de la réalisation de cette preuve dans le Coq Proof Assistant
version 5.6. avec des remarques techniques sur 1’utilisation de ce logiciel.

Le deuxieme objectif de I'étude est d’extraire de la preuve un programme en
FML ou CAML. L’extraction en FML se fait selon la méthode basée sur la notion de
réalisabilité définie par Christine Paulin-Mohring dans le C.C. [3]. Cette méthode fut
implantée une premiere fois dans la version 4.10 du C.C.. Le mécanisme d’extraction
prévu dans le Coq Proof Assistant version 5.6 est toujours basé sur la méme notion
de réalisabilité.

Le type Prop est, dans le systeme, le type des propositions purement logiques
(dont on ne veut rien extraire), tandis que Set est le type des ensembles, des spé-
cifications, ainsi que, plus généralement, celui des propositions dont le contenu
constructif se retrouvera, au moins en partie, dans le programme extrait. C’est
pourquoi on trouvera des théoremes ou des lemmes de type Set aussi bien que de
type Prop.

1.1 Probléme posé par la notion de terme

A cause de restrictions dues au C.C., on utilisera dans la suite une notion inha-
bituelle et plus générale que la notion de termes, que nous apellerons les "quasi-
termes”. On démontrera que, ou bien deux quasitermes sont unifiables et il existe
un unificateur plus général au sens habituel, ou bien les deux quasitermes ne sont
pas unifiables (c’est a dire qu’aucune substitution ne les rend égaux). Les termes
seront définis comme des quasitermes particuliers et on démontrera que s’ils sont
unifiables comme quasitermes, leur unificateur principal est une substitution qui
produit des termes quand elle s’applique a des termes.

Un ensemble de termes est habituellement défini de maniere inductive. La défi-
nition fait alors intervenir un ensemble fini de symboles, noté ici £, une application,
notée ici arité, de ¥ dans 'ensemble nat des entiers naturels et un ensemble au plus
dénombrable de svmboles indexés ou non ne figurant pas dans ¥, noté ici var.

Définition 1 Les termes sur ¥ avec var comme ensemble de variables sont définis
inductivement par les assertions swivantes :

1. un €lément v de var est un terme (on dit que v est une variable),

2. st c est un €lément de ¥ tel que arité(c) = 0, alors ¢ est un terme (on dit que
c est une constante).

)



3. st f est un €lément de T tel que arité(f) > 0 et sil est une liste de termes de
longueur arité(f), alors f(I) est un terme.

Définition 2 (variante) Les termes sur & avec var comme ensemble de variables
sont définis inductivement par les assertions sutvantes:

1. un €lément v de var est un terme (on dit que v est une variable),

2. si f est un €lément de T telle que arité(f) = n et sil est une liste de termes
de longueur n, alors f(l) est un terme.

La traduction dans le C.C. avec types inductifs de chacune de ces définitions par
une définition d’un type inductif de type ensemble (Set) est impossible pour deux
raisons principales.

Tout d’abord, on ne dispose pas de la notion de sous-type pour définir les va-
riables et les constantes. '

Ensuite dans les assertions 3) de la premiere définition et 2) de la deuxiéme,
termes est dans une position dite non positive, (positive étant employé ici avec
le sens que lui donne Christine Paulin dans sa these [3]). Or dans le C.C. avec types
inductifs ou non, il n’est pas permis pour un objet A de le définir inductivement a
'aide d’un constructeur dans le profil duquel A n’apparait pas positivement, ce qui
serait le cas avec

Enracinement : ¥ —— liste(terme) — terme,

en utilisant la définition polymorphique de liste du C.C..

Enfin le contréle du respect des arités pose un probleme insoluble si on tient
a rester dans le type Set (il y a toutefois une possibilité passant par 1'utilisation des
types dépendants, mais qui exclut ’extraction). A cause de tout cela, on définira
une structure de donnée intermédiaire qui sera I’ensemble des quasitermes. Dans les
deux définitions précédentes on supprime tout ce qui est controle pour ne conserver
que les notions constructives. De plus on remplace la notion de listes de termes
par celle de listes non vides de quasitermes qui sont aussi des quasitermes. Plus
précisément, les constructeurs correspondent a l'injection des variables dans les
quasitermes, a celle des constantes, a ’enracinement des symboles fonctionnels et
a une fabrication de couples qui correspond a l’ajout en téte dans une liste et que
'on peut appeler combinaison.

Définition 3 Les quasitermes sur ¥ avec var comme ensemble de variables sont
définis inductivement par les assertions suivantes:

1. un €lément v de var est un quasiterme (on dit que v est une variable).

2. 51 ¢ est un €lément de . alors ¢ est un quasiterme. (on dit que v est une
constante),




3. 51 fest un élément de T et st t est un quasiterme, alors f(t) est un quasiterme.

4. st t et U’ sont deux quasitermes, alors (1,t°) est un quasiterme.

Pour justifier I'approche des termes par les quasitermes, on peut montrer que les
termes tels qu’on les congoit habituellement forment un sous ensemble de I'’ensemble
des quasitermes. On procede pour cela en deux temps en appelant terme et [ —terme
ce que Manna et Waldinger nomment ezpressions et | — expressions dans [2].

On se donne une fonction arité de £ dans ’ensemble des entiers naturels.

On définit une fonction longueur de I'ensemble des quasitermes vers celui des en-
tiers naturels de la maniére suivante: si t est une variable ou une constante ou un
quasiterme enraciné c’est a dire de la forme f(u), alors la longueur de t est 1, sinon
t est de la forme (u,u’) et sa longueur est la somme de celle de u et de celle de u'.
On dit qu’un quasiterme t est simple si t n’est pas de la forme (¢,t') autrement dit
si t est de longueur 1.

On définit ensuite la notion de liste-terme puis celle de terme.

Définition 4 On dit qu’un quasiterme t est un liste-terme dés qu’il vérifie une des
assertions suivantes:

1. t est une variable,
2. t est une constante,
3. t=f(1) ou l est un liste-terme dont la longueur est égale a l'arité de f,

4. t=(u,1’) ot u est un liste-terme simple et u’ un liste-terme quelconque.

Définition 5 On dit qu’un quasiterme t est un terme si t est un liste-terme simple.

1.2 Le probléme de unification

On définit habituellement une substitution s dans 'ensemble des termes comme un
couple (D,o) ou D est un sous-ensemble fini de var et o une application de D dans
I’ensemble des termes.

Définition 6 FEtant donnée une substitution (D,o) l'image dun terme par s est
définie inductivement par

1. si x est dans D, alors s(z)=0(x),
2. s1 z n'esl pas dans D, alors s(r)=xz,
3. si ¢ est un élément de U, s(c)=c,

1. st il est la liste vide, s(mil)=nil.




3. sil=cons(tg,ly). s(l)=cons(s(tg).s(lg)),
6. st fest un élément de © el si l est une liste de termes, s(f(1))=f(s(1)).

La définition précédente fait intervenir des controles. A cause de cela on lui préfércera
une autre démarche pour définir une substitution dans les quasitermes.

Définition 7 Si o est une application de var dans Uensemble des quasitermes, on
appelle substitution associ€e a o 'application s de l'ensemble des quasitermes dans
lui-méme inductivement définie par

1. s(e)=o(c).

2. s(c)=c.

3. s(f(1)=f(s(1))
4oos((tt)=(s(t).5(t)).

Le probleme de 'unification se posera alors dans I’ensemble des quasitermes dans
les termes suivants.

Définition 8 On dit que les quasitermes t et t’ sont unifiables sl existe une sub-
stitution s telle que s(t)=s(t’).

Définition 9 Resoudre le probleme de l'unification des quasitermes t et t’ ¢ 'est
ou bien trouver une subsitution s telle que s(t)=s(t’)
ou bien montrer que pour toute subsitution s, s(t)#s(t’).

Avant de terminer ce paragraphe, on peut faire deux remarques qui peuvent étre négligées en
premiere lecture.

La premiére est que la notion de quasitermes est assez loin de celle de termes et vient de choix
arbitraires. On aurait pu tout aussi bien poser comme definition :

Définition 10 (non retenue)

Les quasttermes sur T avec var comme ensemble de variables sont défints inductivement par les
asseriions swivantes:

1. un élément v de var est un quasiterme (on dit que v est une variable)

o

si ¢ est un ¢lément de S, alors ¢ est un quasilerme, (on dil que ¢ est une constante)

3. si fest un €lément de © et s1 1 est un quasiterme. alors f(1) est un quasiterme,

e

st test un quasilerme el v un élément de var, alors (v,1) est un quasiterme,

e

st { est un quasiterme el ¢ un élément de © alors (c,1) est un quasiferme,

6. st [est un {lément de T, 511 1 1" sont deur quasitermes alors (f(1).1°) est un quastterme.



Cette définition a I'avantage d’alléger le controle de bonne formation des listes d’arguments. Elle
interdit la formation d’objets comme (((v,¢), (f, f(v))),(v,c)) ol v est une variable, c et f deux
éléments de T. Elle a deux inconvénients. D’abord, les assertions 4), 5) et 6) renferment deux
actions habituellement bien séparées, qui sont I’ajout en téte d’un objet dans une liste et un
controle sur la forme de cet objet. Enfin, la traduction en C.C. de cette notion de quasitermes
par une définition inductive va comporter deux constructeurs de plus, dont le dernier (celui qui
correspond a I’assertion 6)) est assez complexe, ce qui, d’un point de vue pratique, se tracuira
par la multiplication de la longueur des preuves par un nombre voisin de deux, par le carré de ce
nombre, par son cube etc... , selon le nombre de quasitermes sur lesquels on fait un raisonnement
par induction. On peut rappeler ici que L.C. Paulson a choist pour définir sa notion de term dans
[4] une structure encore plus simple que celle des quasitermes retenue plus haut, puisqu’il n utilisc
que trois constructeurs qui sont CONST, VAR et COM B ou

¢ CONST : & — term,
e VAR : var — term et
e COMB : term — term — term.

Cette fagon de voir regroupe en une méme action I’ajout en téte dans une liste et I'cnracinement.
option qui n’'a pas été choisie ici mais qui le sera ultérieurement. Elle demande en eflet asscz peu
de transformations et le programme extrait sera sans doute plus court. La raison principale de ce
choix est qu’avec la structure de données utilisée par L.C. Paulson la notion de sous-terme ne se
conserve pas. Par exemple COAM B(f,t) admet f et t comme sous-termes, alors que le terme f({)
n’admet que { comme sous-terme, ce qui dans d’autres problémes que ’unification peut étre un
handicap.

La seconde remarque est que la notion de quasiterme est suffisamment loin de celle de terme pour
que la résolution du probléeme de F'unification dans les quasitermes n’implique pas sa résolution
dans ’ensemble des termes. 1l faut s’assurer qu’étant donné deux termes t et t’ ’existence d’une
substitution s telle que s(t) = s(1’), implique que s(t) donc s(¢') sont également des termes et que
s associe un terme a toute variable de son domaine.

1.3 Plan suivi

Le plan suivi est celui du programme, avec plusieurs petits paragraphes sur le (".C.
ou sur son implantation, intercalés et nettement détachés. Ce sont des remarques sur
les méthodes suivies et le fonctionnement du Coq Proof Assistant version 5.6. Toute
définition ou tout théoreme énoncé correspond a une définition ou & un théoreme
dans le script auquel le lecteur est invité a se reporter. Une lecture parallele du
script et du texte est fortement recommandée.

La vérification du fait que la résolution du probleme de I'unification dans les
quasitermes implique sa résolution dans I’ensemble des termes n’apparait pas dans
le texte qui suit mais elle apparait tout au long du script encadrée par
" (*——————— Verifications on the terms begin *)” et par
————— Verifications on the terms end *)"

La section 8 contiendra un résumé et des remarques sur ces vérifications.




La section 2 est consacrée a la définition des quasitermes puis a des considéra-
tions plus générales sur 'égalité dans le C.C. ainsi que sur les définitions inductives
et récursives.

Dans la section 3, on étudie les variables des quasitermes. Apres avoir traduit
la notion simple "étre dans un terme” pour une variable, on revient sur le fonction-
nement du syvstéme pour montrer au moins sur un exemple comment fonctionne
la commande "Elim” qui correspond a I’élimination en C.C.. On essaie ensuite de
traduire dans le C.C. la notion de substitution.

La section 4 est consacrée aux listes de variables et a I'introduction de prédicats
correspondant a des notions simples mais qui sont plutot des notions ensemblistes :
nombre des différents éléments, suppression des occurences d'un élément donné.
inclusion large et inclusion stricte. Vient ensuite une comparaison des définitions
inductives avec les définitions récursives. La section se termine avec la définition
de la liste des variables d'un quasiterme et de prédicats liés aux variables sur les
quasitermes et les substitutions.

Dans la section 5 on étudie la relation sous-quasiterme strict et ses liens avec
les substitutions.

La section 6 est consacrée a I’étude de I'ildempotence dans I'ensemble des sub-
stitutions et a la composition des substitutions. C’est dans cette section qu’est
mis en évidence le fait que les substitutions idempotentes diminuent dans certaines
conditions le nombre des variables.

Dans la section 7, on traduit la notion d’unificateur minimal idempotent et on
spécifie le probleme de 'unification. Les cas d’échec par le symbole de téte sont
étudiés rapidement ainsi que le cas ou un des quasitermes est une variable, celui
ou c’est une constante, celui ou les deux quasitermes ont le méme constructeur de
téte. Avant le théoreme final, on énonce les derniers résultats sur les quasitermes
clos, le nombre des variables distinctes, la composition des unificateurs minimaux.
v compris dans le cas ou I'un d’eux est la subsitution de domaine vide.

2 Définition des quasitermes dans le C.C. avec
types inductifs
T est remplacé par un ensemble fun au plus dénombrable.

Définition 11 Soient var et fun deuxr ensembles au plus dénombrables. Les quasi-
termes sur var et fun sont définis inductivement par les assertions suivantes :

1. a tout €lément r de var correspond un quasiterme V(z).

w

a tout €lément fde fun correspond un quasiterme C(f),

3. st f est un €lément de fun et si t est un quasiterme. alors Root(f.t) est un

quasilerme.

-1



4. st ty et ty sont deux quasitermes, alors ConsArg(t,.ty) est un quasiterme.

On peut voir dans V' et dans C une maniere d'indexer (V(n) pour 1}, et C(n)
pour C,,). On choisira donc nat comme ensembles var et fun, qui n’ont pas a étre
distincts, puisque 1" et C permettent de différencier les quasitermes variables des
quasitermes constantes.

On notera QT I'ensemble des quasitermes. ¢ étant un élément de QT, on a donc:

t == V()| C(f)| Root(f.t)| ConsArg(l.t).

2.1 Egalités, définitions inductives et récursives

L’égalité utilisée dans les objets de type ensemble ( Set) du C.C. avec types inductifs
est définie par un type dépendant d’un parametre a valeur dans Set. Plus préci-
sément, pour un A de type Set et un a dans A donnés, c’est 1'égalité a a qui est
définie (relation unaire sur A). Elle I’est inductivement a ’aide d’un seul construc-
teur refl_equal(A,a) de type « = a. La réflexivité de 1'égalité dans A (relation
binaire sur A) est donc immeédiate.

De plus, le schéma de récursion de ’égalité a a appliqué a un prédicat P sur Aet a
un élément b de A se réduit en P(a) = P(b). Donc, dans la pratique si on élimine
une hypothése h de type a = b sur un but P(b), on obtient P(«¢) comme nouveau
but.

L’égalité dans A est donc I’égalité au sens de Leibniz: a et b sont égaux dans
’ensemble A signifie que pour tout prédicat P sur A, P(a¢) = P(b). On peut aussi
remarquer que si R est une relation réflexive dans A, a = b => R(a,b), puisque
’élimination de I’hypothése de type a = b remplace le but R(a,b) par le but R(a,a).

Cela prouve que ’égalité dans A est la plus petite relation binaire réflexive dans A.

Le Coq Proof Assistant version 5.6, dans laquelle on a développé la preuve,
contient dans son environnement un certain nombre de résultats concernant cette
égalité (il s’agit de la réflexivité, de la symétrie et de la transitivité) ainsi que des
outils, appelés tactiques dans le systeme, permettant de les utiliser facilement ( Re-
flexivity, Symmetry, Transitivity et Replace). Enfin, ’environnement permet 1'ap-
plication automatique de la réflexivité et, dans le cas ou cela permet de conclure en
un seul pas, de la symétrie.

Si un type A de type Set a été défini (on peut dire aussi construit) inductive-
ment i} suffit d’utiliser la commande Elim t pour t dans A pour faire apparaitre
les buts correspondant au raisonnement par induction sur la structure de t. Par
exemple. pour P : QT — Prop, si on élimine { sur P(t) il apparait quatre sous-
buts:

e sous-butl: quel que soit v dans var. P(V (v)).

e sous-but2: quel que soit f dans fun. P(C(f)).

S




e sous-but3: quels que soient f dans fun et t dans QT', P(t) implique P(Root(f.t)).
e sous-butd: quels que solent t et t' dans QT si P(t) et si P(t'), alors P(ConsArg(t,t')).

Enfin si un type T de type Set a été construit inductivement, on dispose de
I'opération match qui permet de définir des applications de T vers Prop ou vers
n‘importe quel type de type Prop ou de type Set en associant a chaque élément ¢
de T des termes du C.C. par une définition récursive sur t.

Supposons que N = Prop ou K : Prop ou K : Set, et, que «, b, g et h sont des
applications dont les profils respectifs sont :

a :var - N, b:fun—-> N g : fun->QT - K —- K,

eth : QI - K - QT - KN - K.

Si on veut définir une application [ : QT — K telle que

o F(V(x)) se simplifie en () pour tout variable z,
o [(C(f))en b(f) pour tout f dans fun,
o F(Root(f.t)) en ¢g(f,t,F(t)) pour tout f dans fun et tout quasiterme . et,

o F(ConsArg(t,t')) en h(t, F(t),t', F(t')), pour tout quasiterme t et tout qua-
siterme t',

on doit définir F comme le filtrage sur t ((< N > Match t with...) dans le systeme)
avec

* «,

o b,

o Af:fun QT Ak:K.g(f,t k) et

o M QT AR QT K.h(t, k1, k).

Cette possibilité sera utilisée des les premieres définitions pour définir des prédicats
structuraux et des destructeurs. Dans la suite 'opération "match” sera appelée
filtrage et toute définition la faisant intervenir sera appelée définition récursive. Le
mot "récursive” ne sera pas employé en dehors de ce cas.

Eremple: Si on veut définir une fonction qui, appliquée a ConsArg(ty,t;) , donne
{1, on la définit comme effectuant un filtrage sur t avec

e 1V ou n'importe quelle fonction de var dans QT.
¢ (' ou n'importe quelle fonction de fun dans QT,

o A :fun At:QT.Au:QT.t ou toute autre fonction de profil
fun - QT — QT — QT

o M QT AN:QT N":QT Au':QT1.
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2.2 Traitement de I’égalité dans le type des quasitermes

Pour pouvoir manipuler les égalités dans I'ensemble QT des quasitermes, on a res-
pecté 'ordre suivant :

1. définition inductive du type QT de type Set,
2. construction des prédicats portant sur la nature du constructeur de téte,
3. construction récursive des destructeurs associés aux constructeurs de QT ,

4. lemmes de destruction démontrés a 1’aide de ces destructeurs et permettant
par la suite de ne plus les utiliser,

5. énoncés et démonstrations des lemmes de non-égalité,
6. décidabilité (aux niveaux Set et Prop) de ’égalité dans QT.

Par lemmes de destruction, on entend des résultats de la forme:
"si Clary ey @iyernytn) =C(by,..., b,y .0, by), alors ¢; = b; pour 1 <7< n”.
Par lemmes de non-égalité, on entend des résultats de la forme:
"s’ll existe 1 tel que ¢; # b;”, alors C(ay,....ai...,an) # C(byy. .., biy. .., bn).

Les lemmes de destruction permettent dans bien des cas d’appliquer les hypo-
theses de récurrence dans les raisonnements par induction.
Les lemmes de non-égalité sont utiles dans les raisonnements par 'absurde. dans
les preuves de décidabilité et lors de 'utilisation des définitions ou figurent des né-
gations.
Enfin, les résultats sur la décidabilité de I’égalité permettent les raisonnements par
cas.

Les lemmes de destruction sont les suivants:

Lemme 1
Quels que soient les éléments vy et vy de var, si V(x,}=V(z,), alors z,=x,.

Quels que sotent les éléments fy et f, de fun, si C(f1)=C(f,), alors fi=f,.

Quels que sotent les symboles fi et f; et les quasitermes ty et ty, st Root(fy,t1)=Root(f1.t2),

alors fi=f,.

Quels que soient les symboles fy et f, et les quasitermesty et t,, si Root(f,,t;)=Root(f2.12).

alors t; =t,.
Quels que soient les quasitermes ty, ty. uy et uy. st ConsArg(ty,uy )=ConsArg(ts,uz),
alors ty =t,.
Quels que sotent les quasitermes ty. t. wy el uz. si ConsArg(tyuy )=ConsArg(ta.uz).

alors u, =u,.

Des lemmes de destruction, on déduit les lemmes de non-égalité, qui eux-memes
seront utilisés pour démontrer la décidabilité de 1'égalité dans QT.
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Théoreme 1 Quels que soient les quasitermes ty €l ty. la proposition “t;=t;” est
décidable.

La démonstration de ce théoreme est stucturée par une induction sur t; et une
induction sur t,. Elle utilise en plus la décidabilité de 'égalité dans var et dans
fun.

3 Variables dans un quasiterme et substitutions

Les définitions et les résultats qui suivent, méme s'ils sont évidents ou implicites,
sont rappelés sous la forme qui permet leur traduction facile et fidele en C.C. avec
types inductifs.

Définition 12 (définition inductive)
Soient z une variable et t un quasiterme. La rclation “r est dans”™ définie sur QT
est la plus petite relation sur QT vérifiant

1. z est dans V(z),

2. st z est dans t', alors z est dans Root(f,t’),

3. st z est dans ty, alors z est dans ConsArg(t,.t5),
4. st x est dans ty, alors z est dans ConsArg(t),t;).

Définition 13 (variante récursive)
Soit x une variable. Le prédicat qui a tout quasiterme t associe "z est dans t” est
le prédicat défini par filtrage sur t qui se simplifie en

1. x = xg, sit = V(zg),

2. False, sit = C(f).

3. 7z est dans t'”, sit = Root(f,t),

4. 7z est dans ty ou x est dans t,”, sit = ConsArg(t) 15).
Lemme 2

1. Les deux définitions précédentes sont équivalcntes.
("r est dans t” seva nolé is-in(x.t) lorsqu on utiscra la définition inductive, et
IS-IN(z,t) lorsqu on utilisera la définition récursive).

2. Quels que soient la variable x et le quasitcrme 1. la proposition “r est dans t”’
est décidable.

Les démontrations se font par induction sur t et utilicent la décidabilité de 1'égalité
dans var.
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3.1 Elimination des hypothéses dont le type est inductif

Soit un prédicat P sur un type T défini inductivement. Si on utilise " Elim h” sur
le but BUT(t) avec h : P(t), le schéma de récursion de P est appliqué a BUT(t).
Que se passe-t-il alors?

P est le plus petit prédicat sur T vérifiant un certain nombre d’assertions Ay, ..., A,.
Cela signifie que pour tout autre prédicat Q sur T, si A4[Q/P),..., A.[Q/P] et si
P(t) sont vrais, alors Q(t) est vrai. Mais si P(t) est vrai, Q(t) est vrai si et seulement
st P(t) A Q(t) est vrai. Donc si P(t) est vrai, pour que Q(t) soit vrai il suffit que
AL[ALP) AQ))/P),. ... A(M.P(t) A Q(t))/P] le soient.

Par ailleurs, compte tenu de la syntaxe des contructeurs de types inductifs, chaque
A; est soit de la forme P(cy) ol ¢ est un constructeur de T, soit de la forme
Xy — - = X, — P(t;) ou ¢t; est une expression de type T.

Lors de I'élimination d’une hypothese h : P(t), 'opérateur de récursion de P noté
P_ndest appliqué at,et a BUT. Le but BUT(t) est alors remplacé par n sous-buts
B; pour 1 allant de 1 a n.

B, est de la forme BUT (¢q) si A, était de la forme P(cp). Comme P(cg) est vrai,
BUT(co) équivaut alors a P(cy) A BUT (¢o).

Sinon B; est obtenu en remplagant dans A,[(At.P(t) A BUT(t))/P] le terme
P(t;) A BUT(t;) qui termine la chaine par BUT(t;), P(t;) étant nécessairement
prouvé. En effet. les prémisses des B; sont les mémes que ceux des A;[(At.P(t) A
Q(t))/ P}, ils contiennent donc de quoi reconstituer, par élimination des "A”, les
prémisses des A, , c’est a dire les hypotheses qui prouvent P(t;).

Ceci est clair dans I'exemple qui suit. Soit P = At.is-in(z,t) , si on élimine h :is-
in(z,t) sur BUT(t), on obtient 4 sous-buts (autant que de constructeurs de At.
1s-in(z,t)):

e sous-butl: BUT(V (a)).

e sous-but2: quels que soient f dans fun et le quasiterme to, si is-in(r.tp) et si

BUT(to) alors BUT(Root(f,1e)).

e sous-but3: quels que soient les quasitermes t; et t, si is-in(z,t, ), et BUT(t,),
alors BUT(ConsArg(t,.t3)).

e sous-butd: quels que. soient les quasitermes 1, et t,. si is-in(z,t5) et BUT(1,),
alors BUT (ConsArg(1,.t3)).

Cela revient a prouver que le prédicat sur 'ensemble des quasitermes At. BUT(t)
est plus grand que M. is-in(r,/) en montrant qu’il vérifie les quatre assertions que
At. is-in(r,t) est le plus petit prédicat a vérifier. Autrement dit, si on prouve les
quatre sous-buts. on a prouvé que ts-in(r.dy) imphque BUT(t).




3.2 Substitutions

Définition 14 On appelle quasisubstitutions les applications de var vers QT .

Ensuite, on définit récursivement sur la structure de ¢ I'timage d’un quasiterme ¢ par
la substitution associée a une quasisubstitution s.

Définition 15 Soit s une quasisubstitution. On appelle substitution associ€c a =
lapplication Subst(s) de QT dans QT qui a tout quasiterme t associe le quasiterme
Subst(s,t) défini par filtrage sur t qui se simplifie en

. s(x) sit = V),

. Clf) sit = C(f),

3. Root(f,Subst(s,to)) si t = Root(fto),
4

~

o

. ConsArg(Subst(s.t;),Subst(sty)) si t = ConsArg(ty.t2)).

Dans le lemme qui suit, les démonstrations se font par induction sur ¢, par sim-
plification de Subst(s,t) et de 1S — IN(z,t), et par application des lemmes de
destruction.

Lemme 3 Soient t un quasiterme, s et s’ deux substitutions.

1. Une variable r est dans Subst(s,t) si et seulement s’il existe y dans t tel que x
soit dans s(y).

2. Les quasisubstitutions s et s’ vérifient s(z) = s’(z), pour toute variable z de t.
s1 et seulement si Subst(s,t) = Subst(s’t).

4 Listes de variables

L’étude des listes est facile dans le C.C. avec types inductifs. Pour éviter un type
dépendant, on définit directement les listes de variables en construisant le type
inductif qui traduit cette notion sans utiliser de polymorphisme.

Définition 16 Les listes d’éléments de var sont définies inductivement avec les
deuz constructeurs Nilv et Consv par:

1. Nilv est une hste d’éléments de var (Nilv est la liste vide).

2. si | est une liste déléements de var et si r est un €lément de var. alors
Consv(z,l) est une liste d’éléments de var.

On définit récursivement par filtrage sur la histe [ les prédicats BConsv et BNilv
portant sur le svmbole de téte de /. les fonctions Headr donnant la téte et Tailr
donnant la queue de [, ains) que la concaténation Appr de deux listes [ et I'.
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Définition 17

1. BNilo(l) se simplifie en True si I=Nilv et en False si I=Consv(z.lp).
BConsuv(l) se simplifie en False si I=Nilv et en True si lI=Consv(zl,).

2. Headv(xo.l) se simplifie en xq si I=Nilv et en z si I=Consv(z,ly).

3. Tailv(l) se simplifie en Nile si [=Nilv et en ly st I=Consv(x,l).

4. Appu(Ll’) se simplific en 1" st I=Nilv et en Consv(x,Appr(lp,l’)) st lI=Consv(z.ly).
L’appartenance a une liste est définie de deux manieres.

Définition 18 (définition inductive)
Sotent listv l'ensemble des listes d’éléments de var et x un élément de var. "z est
dans” est la plus petite relation définie sur listv qui vérifie

1. x est dans Consv(xly).

2. z est dans Consu(ro,lp) st v est dans ly. On note is-in-lv(z,l) "z est dans ™.

Définition 19 (version récursive)
"z est dans 1”, not€ IS-IN-LV(x,1), est le terme défini par filtrage sur | qui se simplifie

1. en False si I=Nilv,
2. en ((x=x0) ou IS-IN-LV(x.ly)) si I=Consv(x.lo).
Lemme 4 Soient x et vo deuxr éléments de var, I et I’ deux lListes.

1. Les propositions is-in-le(x.l) et IS-IN-LV(z,1) sont é€quivalentes.

(35

. St a# xo ef sixest dans Consvlvy.l) alors x est dans L.
3. Si x est dans Consv(vg.nil). alors r=xy.
4. "z est dans |7 est décidable.

5. z est dans Appr(ll’) si et seulement si v est dans | ou r est dans [,

On démontre 1), 2) et 5) en raisonnant par induction sur /.
3) est une conséquence de la définition récursive.
4) utilise en plus la décidabilité de I'égalité dans var.
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4.1 Compter les éléments distincts dans une liste

Pour compter une fois et une seule les différents éléments qui figurent dans une liste /.
on définit un prédicat sur liste x nat. La encore, on le code de deux manieres.

Définition 20 (définition inductive)
Le comptage des €léments différents d’une liste est la plus petite velation définie sur
listv x nat notée diffelnb qui vérifie

. diffelnb(Nilv.O),
. diffelnb(Consv(z,l),n) si diffelnb(ln) et si x est dans I,
3. diffelnb(Consv(z,),n+1) si diffelnb(ln) et si x n’est pas dans I.

—

o

On peut écrire une version récursive de cette définition.

Définition 21 (définition récursive)
Soient | une liste d’éléments de A et n un entier.
DIFFELNB(ln) est le terme du C.C. avec types inductifs défini par fillrage sur |

qui se simplifie
1. en True si l=Nilv,

2. si I=Consv(zg,lo) en un terme défini par filtrage sur n qui lui-méme se sim-
plifie en False si n=0 et en ({(xo est dans ly) et DIFFELNB(ly.q+1)) ou ((xy
n’est pas dans ly) et DIFFELNB(ly,q))) st n=q+1.

Pour démontrer tout ce qui suit on utilise toujours des raisonnements par induction
sur les listes et la décidabilité de ”x est dans 1”.

Lemme 5 Soient n un entier naturel, x une variable et | une liste de variables.

1. Les deux propositions diffelnb(ln) et DIFFELNB(l,n) sont €quivalentes.

2. Pour toute liste 1, il eriste un entier n tel que DIFFELNB(I,n).
3. St DIFFELNB(1,0), alors I=Nilv.
4. Si DIFFELNB(Consv(z.l),n), alors n est non nul.

4.2 Inclusion stricte au sens ensembliste

Dans les chapitres suivants on aura besoin d’une relation binaire dans liste qui
correspond a l'inclusion stricte dans les ensembles. On note in f1 cette relation.

Définition 22 (définition inductive)
On dit que la liste | est strictement incluse dans la liste " et on note infl(l1’) dés
que toule rariable dans | figure aussi dans 1™ et quil existe dans 1" une variable qui
n'est pas dans 1.




Une définition récursive de cette relation n'a pas d’intérét car complexe et trop
difficile a simplifier par application du schéma de récursion. On pourrait dans un
premier temps définir I'inclusion au sens large, ce qui est immédiat.

Lemme 6 Aducune liste n'est strictement incluse dans Nilv.

4.3 Suppression de toutes les occurences d’une variable
dans une liste

Bien que lui aussi soit bien loin de la structure de liste, le prédicat qui suit peut
avantageusement sc définir des deux manieres. 1l s’agit d’exprimer que deux listes
se déduisent l'une de ['autre par suppression des occurences d’une variable.

Définition 23 (définition inductive)
La velation ternaire notée remove est la plus petite relation définie sur var x listv »
Listv qui verifie

1. Pour tout x dans var, remouve(x,Nilv, Nilv),

2. Pour toul x dans var. toute liste | et toute liste I’ remove(z.ll’) entraine re-

move(r.Consv(rd).l).
3. Pour tout r et tout xo dans var, pour tout l et tout I’ dans listv . si & # 2y €l

st remove(r.Ll'). alors remove(x,Consv(xo,l),Consv(xo,l’)).

remove(x,l,l') peut se lire “supprimer les occurences de r dans ! donne ["". On
retrouve la la maniere "Prolog™ des définition des fonctions.

Définition 24 (définition récursive)
Soient L et [ dewx listes, v et vy deur {Iéments de var. REMOVE(2,1.l°) est le terme
du C.C. avec types inductifs défini par fillrage sur | qui se simplifie

1. en (I'=Nilv) si =Nl

2. sil=Consu(rg.lo). en (((r=2y) et REMOVE(2,lp,l’)) ou ({25 x0) ¢t R’)) ou
R’ est le terme defini par filtrage avec 1 qui se simplifie
2.1) en False si I'=Nr,
2.2) en ((vo=2;) et REMOVE(xly,l1)) si I'=Consv(xy,ly)).

On démontre en utilisant des raisonnements par induction sur les listes les résultats
sulvants.

Lemme 7

1. 50 v est une varviable et sl ot " sont dewr listes, les dewr propositions re-

move (v 1) ¢t REMOVE(r 1) sont €quiralentes.
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(3

Six n'est pas dans et st REMOVE(2,l.l"), alors I=I".
3. S5t REMOVE(x.Consv(x,1).l), alors REMOVE(x.1,l".).

. St el vy sont des variables distinctes, alors REMOVE(z, Consv(xg.l),Consv(xg.lp))
entraine REMOVE(x.L1y).

~ .

Pour toute variable r et toute liste |, il existe une liste lg telle que REMOVE(x,1.1y).

Ut

6. St x et vy sont des variables distinctes, alors, quelles que soient les listes | ¢t
lo. st REMOVE(x.Consr(xo.l).ly) alors Iy n’est pas la liste vide et admet z,
comme fele.

4.4 Liens entre les IS-IN-LV, inflv, DIFFELNB et RE-
MOVE

Le but du travail fait sur les listes est de pouvoir faire par la suite un raisonnement
par récurrence portant sur le nombre des éléments distincts d’une liste de variables.
On sera méme amené a appliquer ’axiome de Peano généralisé: si un prédicat P
sur nat est vrai pour 0 et est vrai pour n (n > 1) des qu’il I'est pour tous les entiers
strictement inférieurs a 2. alors P est vrai pour tout entier.

Lemme 8

1. St REMOVE(x.1ly) et si xo est dans ly, alors z¢ est €galement dans I.

2. 51 vy est une varrable de la liste [ distincte de x et st REMOVE(x.11ly) alors
xo €8t aussi une variable de la liste ly.

Les démonstrations de ces deux résultats se font en utilisant I’élimination des hyv-
potheses de type remove(x, !, ly) version inductive de REMOV E(x. 1. ).

Les quatre théoremes suivants sont longs et assez difhiciles a démontrer, méme
s'ils énoncent des résultats facilement admis. Les deuxieme et troisieme théoremes
sont des conséquences du premier. Le dernier utilise le second théoreme et I’axiome
de Peano généralise.

Théoreme 2 Etant données deuwr listes | et lg, s1 1 contient n €l€ments distincts
(i.e. DIFFELNB(I.n)). si x est dans | et st REMOVE(x.1ly). alors ly contient n-1

€lcments distinets.

Théoreme 3 Etant donnes deur listes | et ly et deur entiers nalurcls n et ng,
st | contient n cléments distincts, si ly contient ng €léments distincts el si | est
strictement incluse dans ly. alors n < ny.

Plus généralement.

Théoreme 4 [tant donnés deur listes | et Iy et deur entiers naturels n ef ny. sl
contient n €ldments distincts. st ly contient ng €léments distincts et si | est incluse
dans 1y, alors ng < ny.
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4.5 Définitions inductives et définitions récursives: une
cohabitation fructueuse.

Plusieurs prédicats ont a la fois une définition inductive et une définition équiva-
lente récursive. Chaque fois que cela est le cas, on note avec des lettres minuscules
la définition inductive et avec des lettres majuscules la définition récursive. On peut
faire a propos de ces deux formes de définitions deux remarques.

Tout d’abord, une définition récursive n’est intéressante que si la notion qu’elle veut
traduire fait intervenir les constructeurs des types inductifs des objets auxquels elle
s’applique, ce qui exclut en particulier la plupart des prédicats vrais s’il existe un
objet d'un certain tyvpe vérifiant une certaine propriété.

D’autre part, pour éliminer une hypothese h de type DEFREC(t) ou DEFREC
est une définition récursive, il faut d’abord éliminer ¢ de fagon a pouvoir simpli-
fier DEFREC(t), alors que I'élimination d’une hypothese h de type defind(t) ou
de find est une définition inductive de la méme notion est immédiate et peut donner
lieu a moins de sous-buts.

Il faudra, par contre, éliminer t pour démontrer aussi bien le but DEFREC(t) que
le but defind(t). Cependant, les simplifications de DEF REC(t) que 'on peut alors
effectuer vont permettre 'application des hypotheses de récurrence, alors que pour
démontrer defind(t). il est nécessaire de faire appel aux constructeurs de de find.

En conclusion, il est bon, pour la plupart des notions simples et d’utilisations fré-
quentes, de faire coexister les deux traductions de ces notions et de prouver leur
équivalence.

Pour les démonstrations des deux théoremes ci-dessus, on a remplacé I’hypothese
de type DIFFELN B(l,n) par son équivalent inductif de type dif felnb(l,n) de

maniere a mieux l’éliminer.
4.6 Relations dans QT liées aux variables

Pour commencer voici deux prédicats, respectivement sur var x QT . et sur QT .

Définition 25 On dit que le quasiterme t est infeérieur par ses vartables au qua-
siterme t’ et on note infu(t,t’) si et seulement s1 toute variable de t est aussi une
variable de 1" et sl eviste dans t” une variable qui n’est pas dans t.

Définition 26 On dit que le quasiterme t est clos s'il ne contient aucune variable.

Pour manipuler les variables d’un quasiterme, on va “oublier” les constructeurs du
quasiterme pour ne regarder que ses variables. Pour cela on se sert du schéma de
récursion des quasitermes et on procede par filtrage sur t pour définir la liste des

variables du quasiterme t.
Définition 27 Ou définil récursivement Uapplication list-var de QT vers listv par

1. list-var(V(r)) se simplific en Conse(x.ni).
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2. list-var(C(f)) se simplifie en Nile.
3. list-var(Root(f.1)) se simplifie en list-var(t).
4. list-var(ConsArg(t,.t2)) se simplifie en Appv(list-var(t, ), list-var(t,)).

On démontre ensuite les lemmes suivants.
Lemme 9

1. Quels que soient le quasiterme t €l la variable x, T est dans t si et seulement
st x est dans la liste list-var(t).

o

Si list-var(t) contient 0 €lément, alors t cst clos.

ConsArg(t).t;) est clos si et seulement si ty et t; sont clos.

>

Si t est clos, alors list-var(t) contient 0 €lément.

G

t est inférieur par ses variables a t’si et seulement si list-var(t) est sirictement
incluse dans list-var(t’) au sens ensembliste.

6. Sit est clos, alors aucun quasiterme n’est inférieur par ses variables a t.

4.7 Prédicats sur les substitutions liés aux variables

Tout d’abord, quelques résultats sur les quasisubstitutions extensivement égales

aV.
Lemme 10

1. Si s est une quasisubstitution telle que pour toule rariable x. s(x)=\V(x). alors
pour tout quasiterme t, Subst(s.t)=t. Cest en particulicr le cas si s=\v.V'(v).

2. Si t est clos, alors quelle que soit la quasisubstitulion s, Subst(s.t)=t.

On sait que dans la pratique les substitutions n’affectent qu'un nombre fini de
variables. On va désigner par domaine de la quasisubstitution s les variables affectées
par Subst(s). On appelle image de s I'ensemble des variables des termes s(y) lorsque
y parcourt le domaine de s. On appelle support de s tout quasiterme t contenant les
variables du domaine de s. On appelle couverture de s tout quasiterme ¢ contenant
les variables de I'image de s. Comme les sous-ensembles de E sont traduits dans le
C.C. avec types inductifs par des prédicats sur £ on pose les définitions suivantes.

Définition 28 Soit s une quasisubstitution.

1. On dit que la variable @ est dans le domaine de <. si s(x)#£V(r). On note
dom(s,x) “x est dans le domaine de 5.
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2. On dit que la variable x est dans l'image de s, s7il existe y dans le domaine de
s tel v soit dans s(y). On note range(s,x) “x est dans l'image de s”.

3. On dit que s est supportée par le quasiterme t si aucune variable n'appartenant
pas a t n'est affectée par s. On note over(s,t) “s est supportée part’”.

4. On dit que s est couverte part si toute variable de l'image de s est dans t. On
note under(s,t) s est couverte part”.

On obtient alors les résultats suivants concernant le domaine.
Lemme 11 Soient s une quasisubstitution et x une variable.

1. 81 z n'est pas dans le domaine de s, alors s(x)=V(z).

2. La proposition "z est dans le domaine de s est décidable.

Le premier résultat n’est la que pour éviter une double négation et le second pour
pouvolr raisonner par cas.
Sur I'image, on démontre facilement les lemmes suivants.

Lemme 12

1. Quelles que soit la variable x et la quasisubstitution s, si z n’est pas dans
“limage de s, alors pour tout y dans le domaine de s, x n’est pas dans s(y).
2. St x n'est pas dans l'image de s €t si x est dans s(y), alors z=y.

3. Si x est dans Subst(s,t) et si x w'est pas dans l'image de s, alors r est dans (.

Les lemmes qui suivent sont techniques, ils ont pour but d’utiliser au mieux les
hypotheses de la forme “x est dans Subst(s.t)”.

Lemme 13 Sorent s une quasisubstitution et t un quasiterme.
1. St z est dans Subst(s,t). alors il existe y. tel que y soit dans t et x dans s(y).

2. Stz est dans Subst(s.1) et s1 s est courcrte part. alors r est dans 1.

5 Ordre sous-quasiterme dans QT

La notion de sous-terme strict est traduite par une relation binaire dans QT dont
on construira deux définitions (inductive ot récursive).

Définition 29 On définit inductivement la relation sous-quasiterme strict comme
Clant la plus petite rvelation binaive dans QT vévifiant quels que soient les quasi-

termes t. u. ¢t r




1. u est un sous-quasiterme strict de ConsArg(u.t),
q

o

u est un sous-quasiterme strict de ConsArg(t,u),

3. pour towt f dans fun, u est un sous-quasiterme strict de Root(f,u),

4. s1 v est un sous-quasiterme strict de t, alors v est un sous-quasiterme strict
de ConsArg(t,u),
5. st v est un sous-quasiterme strict de t, alors v est un sous-quasiterme strict

de ConsArg(u,t),

6. pour tout symbole f dans fun, si u est un sous-quasiterme strict de t, alors u est
un sous-quasiterme strict de Root(f.t). On note sub(t,u) "t est un sous-terme
strict de u’.

La version récursive s’obtient en deux temps.

Définition 30 On définit récursivement le prédicat SUP sur QTx QT : SUP(t.u)
est le terme défini par filtrage sur t tel que

—

. SUP(z.u) se simplifie en False,

o

. SUP(c,u) se simplifie en False,
3. SUP(Root(f,t),u) se simplifie en ((t=u) ou SUP(t,u)),

4. SUP(ConsArg(t,t’),u) se simplifie en ((t=u) ou (t’=u) ou SUP(t,u) ou SUP(t’,u)).

La version récursive de “est un sous-quasiterme strict” est notée SUB.

Définition 31 Quels que soient les quasitermes t et u, SUB(t.u) est par définition
le type SUP(u,t).

Le passage par SUP est motivé par le fait qu’une définition est plus simple si on fait
le filtrage sur le premier argument. On prouve en faisant une induction sur u que
les propositions sub(t,u) et SUB(t,u) sont équivalentes. Les résultats importants
sont les théoremes suivants.

Théoreme 5 La relation sous-quasiterme strict dans QT est transitive.

Démonstration. Il s’agit de prouver que pour trois quasitermes i, ¢, et t, quel-
conques, (SU B(to,t;) et SUB(1;.1;)) implique SU B(tg,t,). Pour cela on fait une
induction sur t. puis sur t,, en utilisant tantot la définition inductive de la relation
sous-quasiterme, tantot la definition récursive.

Théoréme 6 Quels que soient les quasitermes u el r. si u est un sous-quasiterme
strict de v, alors u # v.



Théoréeme 7 Quels que soient la quasisubstitution s et les quasitermes u et v, si
u est un sous-quasiterme strict de v, alors Subst(s,u) est un sous-quasiterme strict
de Subst(s,v). Autrement dit, SUB est stable par substitution.

Théoreme 8 Quels que soient la quasisubstitution s, la variable z et le quasitermet.
si r est dans t et si t n’est pas égal a V(x), alors s(z) est un sous-quasiterme strict
de Subst(s,t).

6 Idempotence et composition de substitutions

Définition 32 Soit s une quasisubstitution. On dit que s est idempotente si quelle
que soit la variable z, s(x) = Subst(s,s(z)).

L’idempotence d’une quasisubstitution s est liée a son image et a son domaine.
Lemme 14 Soit une quasisubstitution s.

1. Si aucune variable de [image de s n'est dans son domaine, alors s est idem-
potente.

2. Réciproquement, si s est idempotente, alors aucune variable du domaine de s
n’est dans son image.

3. Autrement dit, st s est idempotente, alors pour aucune variable * du domaine
de s, il n’existe de variable y telle que z soit dans s(y).

Démonstration de 1) Pour prouver que s est idempotente, il faut montrer que
quelle que soit la variable x, s(x) = Subst(s, s(z)).
Deux cas possibles: ou bien x est dans le domaine de s, ou bien elle ne ’est pas.

a) Si x n’est pas dans le domaine de s, V(2) = s(x), donc Subst(s,s(z)) =
Subst(s, V(z)) qui se simplifie en s(x).

b) Supposons que z soit dans le domaine de s. On sait (lemme 10) que, quel que soit
le quasiterme t, Subs(V,t) = t. 1l suffit donc de prouver que Subst(s,s(z)) =
Subst(V, s(z)). Toute variable v de s(2) est par définition dans I'image de s,
donc, par hypothese, n'est pas dans son domaine, et vérifie par suite s(v) =
V(v). Comme les variables de s(z) ont méme image par s et par V, on en
déduit (voir lemme 3) que Subst(s, s(x)) = Subst(V, s(x)).

Démonstration de 2) 1l faut démontrer que, si s est idempotente et si x est dans
I'tmage de s, alors a n’est pas dans le domaine de s, c’est a dire V{(z) = s(x).

s étant idempotente. pour toute variable y, s(y) = Subst(s, s(y)).

De plus Subst(V, ¢(y)) se simplifieen s(y). on a donc Subst(V. s(J)) Subst(s, s(y)).
On déduit alors (Iemme 3). que pour tonte variable @ de <(u) () = s(x). Aucune
variable de s(y) n'est donc dans le domaine de s et par suite aucune variable de

ty
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I'image de s n'est dans son domaine.
Démonstration de 3) Se déduit de la démonstration précédente.

De ces lemmes on va déduire un théoreme qui va jouer un role fondamental par la
suite. Il exprime la stabilité de 'idempotence par composition.

Théoreme 9 Soicnt s et r dewr quasisubstitutions idempotentes et t un quasiterme.
St rest supportée el couverte par Subst(s,t). alors Uapplication Ax.Subst(r, s(z)) est
une quasisubstitution idempotente.

Démonstration. Il faut démontrer que, si ¢ est la quasisubstitution Az.Subst(r, s(z)).
alors ¢ est idempotente.
D’apres le 1) du lemme il suffit donc de prouver que si x est dans I'image de ¢, alors
il n’est pas dans son domaine. Soit x dans I'image de ¢. Par définition de I'image.
il existe y dans le domaine de ¢ tel que x soit dans ¢(y) donc tel que x soit dans
Subst(r. s(y)).
a) Supposons que @ soit dans le domaine de r. Comme r est idempotente, d’apres
le 3) du lemme précédent, il n’existe pas de variable y telle que a soit dans »(y). =
n’est donc pas non plus dans Subst(r, s(y)), donc pas dans 'image de ¢, ce qui est
contradictoire. On a par conséquent r(z) = V(z).
b) Supposons que x soit dans le domaine de s. s étant idempotente, 2 ne peut étre
dans aucun s{zo) en vertu de 3) du lemme précédent. On va montrer que x est
nécessairement dans s(y) d’ou la contradiction. D’apres le lemme (voir lemme 12),
x étant dans Subst(r, s(y)), pour montrer que x est dans s(y) il suffit de montrer
que z n’est pas dans l'image de r.
Supposons que x soit dans 'image de r. On a alors x dans Subst(s,t) puisque
Subst(s,t) couvre r. Ceci implique que z est dans un s(yo) ou yo est une variable
de t, ce qui est contradictoire. x n’est donc pas dans I'image de r. 2 n’est par suite
pas dans le domaine de s et on a s(x) = V(x).
On peut alors conclure que ¢(x) = Subst(r, s(z)) = Subst(r, V(2)) qui se simplifie
en V'(2). Cela prouve que x n’est pas dans le domaine de ¢. Donc aucune variable
de I'image de ¢ n’est dans son domaine. ¢ est donc idempotente.

En utilisant un raisonnement par induction sur ¢, on prouve sans difficulté le
résultat technique suivant.

Lemme 15 Quelles que soient les quasisubstitutions s et r,

Subst(r.Subst(s.1))=Subst(Ax.Subst(r.s(x)),t).

Le théoreme final nécessite les deux théoremes suivants qui lient ConsArg a la
composition des substitutions et aux notions de support et de couverture.

Théoréme 10 Soient quatre quasitcrmes ty. t,, t3 et {4 et deur quasisubstitutions
sl rosios st supportdc et couverte par Consdrg(ty, t;) et si r est supportce par
ConsArg(Subst(s.y) Subst(s.t()). alors Aa .Subst(r.s(x)) est supportee par

ConsArg(ConsArg(ty 13). Consdry(ia1,)).
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Théoreme 11 Soient quatre quasitermes 1, ty, t3 et t, et deur quasisubstitutions
s el r. st s est supportée et couverte par ConsArg(ty, tz) et si r est suportée el
couverte par ConsArg(Subst(s,t3), Subst(sty)), alors Ax.Subst(r.s(zx)) est couverte
par ConsArg(ConsArg(ty.t3),ConsArg(ta,ty)).

Démonstration du support. Pour démontrer ce résultat on s’appuie sur le lemme
précédemment énoncé (voir lemme 12) qui affirme que si la variable @ n’est pas dans
I'image de s mais est dans Subst(s,t) alors x est dans t.

Il faut prouver que si a n’est pas dans ConsArg(ConsArg(ty,t3),Consdrg(ta,ty)),
alors V(x) = Subst(r, s(z)).

Soit x non dans ConsArg(ConsArg(ty,t3),ConsArg(ta,ty)). On peut montrer que z
n'est pas non plus dans ConsArg(t;, t;) qui supporte s, et par conséquent que
V(a) = s(z).

La démonstration sera terminée si on peut montrer que V(2) = r(2).

Si x est dans le domaine de r, x est dans ConsArg(Subst(s,t3),Subst(s,ty)) qui sup-
porte r. x est donc par simplification dans Subst(s,ConsArg(ts,t,)). Par ailleurs x
n’est pas dans ConsArg(t,, t2) qui couvre s et par conséquent n’est pas dans I'image
de s.

On peut donc appliquer le lemme 12, ce qui prouve que = est dans ConsArg(ts, t4)
et est en contradiction avec I’hypothese

x n’est pas dans ConsArg(ConsArg(t,,t3),ConsArg(t,,ty)). x n’est donc pas dans le
domaine de r et V(z) = r(z).

Démonstration de la couverture. Pour démontrer ce résultat on s’appuie sur le
lemme 13.2 qui affirme que pour que la variable z soit dans le quasiterme ¢ il suffit
que z soit dans Subst(s,t) et que la quasisubstitution s soit couverte par ¢t. On note
¢ la quasisubstitution Az.Subst(r, s(z)).

Il s’agit de démontrer que si z est dans l'image de la quasisubstitution ¢ , alors
v est dans Consdrg(ConsArg(t; t3).ConsArg(ts,t,)).

Comme ¢(y) se réduit en Subst(r, s(y)) cela revient a prouver que tout x,
pour lequel il existe y dans le domaine de ¢ tel que  soit dans Subst(r, s{y)),
est dans ConsArg(ConsArg(ty,t3),ConsArg(is,ty)).

L’utilisation du lemme 13.2 réduit ce but a deux sous buts :

a) r est couverte par ConsArg(ConsArg(t,.t3),ConsArg(ta,t,)) et
b) x est dans Subst(r,ConsArg(ConsArg(ty,t3).ConsArg(ts.ty))).

Démonstration de a) Soit u dans 'image de r. v est dans ConsArg(Subst(s,t3).
Subst(s,ty)) qui couvre r, donc aussi dans Subst(s, ConsArg(ts. ty)). Il existe donc
v dans ConsArg(ts, ty). tel que u soit dans s(v).

Si v n'est pas dans le domaine de s, s(v) = V(v) et par conséquent u = v, donc
u est dans ConsArg(ts, ty), donc dans ConsArg(ConsArg(t;,t3). ConsArg(ta, ty)).

Si v est dans le domaine de s, u est dans dans I'image de s donc dans ConsArg(1,.1;)

qui couvre s, donc dans ConsArg(ConsArg(ty,t3), Cons Arg(ty, ty)).
Démonstration de b) On sait que x est dans r(v) avec v dans s(y). 1l est
impossible que y ne soit ni dans le domaine de s m dans celui de r car dans ce
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cas, contrairement aux hvpotheses, il ne serait pas non plus dans celui de ¢ =
Ar.Subst(r, s(a)).

Siy n'est pas dans le domaine de s, il est nécessairement dans celui de ». On alors
s(y) = V(y) et y dans Subst(s,ConsArg(ts, ts)) qui couvre r. On en déduit que
y est dans Subst(s,ConsArg(ConsArg(ty,t3),ConsArg(t,,t4))). Or s est couverte par
ConsArg(ty t;) donc par ConsArg(ConsArg(t,,ts),ConsArg(ty.ty)) et 'application
du lemme 13.2 permet d’affirmer que y est dans ConsArg(Consdrg(ty.t3).ConsArg(ty.t,)).
On en déduit que, dans ce cas, z qui est dans (y)
est dans Subst(r,ConsArg(ConsArg(ty,t3),ConsArg(ty,tys)))

Siy est dans le domaine de s, y est dans ConsArg(t,,t;) qui supporte s et & qui est
dans r(y) est dans Subst(r,ConsArg(t,,t,)) donc dans Subst(r,Consdrg(Consdry(t, .t3).
ConsArg(ty.ty))).

La démonstration du théoreme qui suit montre la nécessité du support.

Théoréeme 12 Si une quasisubstitution est supportée par un quasiterme t. ou bien
il existe une variable x telle que V(z) # s(x), ou bien pour toute variable x, V(a) =

s(x).

Démonstration. On commence par démontrer le résultat dans le cas ou on peut
mettre toutes les variables du domaine de s dans une liste. On fait pour cela un
raisonnement par induction sur cette liste. On applique ensuite ce résultat a la liste
des variables de t (list-var(t)).

Tout comme les autres résultats de décidabilité, ce théoreme servira dans des
raisonnements par cas.

6.1 Idempotence et diminution du nombre de variables
distinctes

Le théoreme qui suit va jouer un role primordial dans la preuve de terminaison de
'algorithme d unification.

Théoréme 13 Soient quatre quasitermes ty, t,. t3 €t ty, s une quasisubstitution. n

et ng deur entiers naturels. St

a) s est idempotente,

b) la liste des variables du quasiterme ConsArg(ConsdArg(ty.ty).ConsArg(tsdy)) contirnt
n variables distinctes,

c) s est supportée et couverte par ConsArg(ty,ts3),

d) le domaine de s contient au moins la variable x.

¢) la liste des variables de ConsArg(Subst(s.ty),Subst(s.1y)) contient ng varviables
distinctes,
alorsng < n.

(R
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Démonstration. 1l suffit de démontrer que la liste des variables de
ConsArg(Subst(s,t;),Subst(s,t;)) est strictement incluse dans la liste des variables
de ConsArg(ConsArg(ty,tz),ConsArg(ts.ty)) (voir DIFFELN B.anfle le S).
Soit & une variable du domaine de s.  apparait dans la seconde liste et pas dans la
premicre. En effet on a démontré (voir lemme 14.3) que si s est idempotente aucune
variable de son domaine n’apparait dans un quasiterme de la forme s(y), donc si @
était dans la premiere liste, x serait également dans ConsArg(Subst(s.t2).Subst(s.t,))
et 1] existerait g telle que s(xg) contienne x, ce qui est impossible.
Si une variable y est dans la premiere liste, elle est aussi dans la seconde. Si y est
dans la premiere liste, y est dans ConsArg(Subst(s,t;),Subst(s,t;)) et il existe une
variable u dans ConsArg(ty,t4) tel que y soit dans s(u).

Si u est dans le domaine de s, y est dans I'image de s qui est couverte par
ConsArg(ty, 13), y est donc aussi dans ConsArg(ConsArg(ty,t,),ConsArg(tz.ty)).

Si un’est pas dans le domaine de s, V(u) = s(u) et y = w puisque y est dans s(u).
y est dans ConsArg(ty,ty), donc y est dans ConsArg(ConsArg(ty,tz). ConsdArg(ts.ts)).

6.2 Construction itérative de substitutions

On a choisi nat comme ensemble de variables. On va explicitement se servir de ce
choix pour construire des quasisubstitutions de maniere itérative. En effet, pour mo-
difier une quasisubstitution en une variable z, 1l faut pouvoir définir itérativement
la nouvelle quasisubstitution.

Théoreme 14 Modification ponctuelle d’une quasisubstitution.
Si var = nat, alors étant donnés une quasisubstitution s, un quasiterme t et une
variable x, il existe une quasisubstitution r qui verifie

1. r(z) =t,
2. s1y est une variable distincte de z, alors r(y) = s(y).

Démonstration. On fait ici un raisonnement par induction sur I'entier r.

Pour x = 0, on construit ro récursivement en définissant ro(n) par filtrage sur n.
ro(0) se simplifiant en t et r9(n + 1) en s(n + 1).

Pour r = n + 1. on applique ’hypothese de récurrence a Ap.s(p + 1). Cela prouve
qu'il existe une quasisubstitution ¢, valant t en n et s(p+ 1) en p pour p# n . ro4
est défini récursivement, 1,4, (0) se simplifiant en 5(0) et r 41 (p + 1) en ¢,(p) donc
en s(p+1).

On en déduit le théoreme suivant.

Théoreme 15 Quasisubstitution identité sauf en un point. Llant donné un
quasiterme el une variable x. il eriste une quasisubstitution r qui vérific

1. r{r)=1.




2. sty est une variable distincte de x, alors r(y)=V(y).

On dira alors que r est une quasisubstitution élémentaire et on notera elem —
subst(w,t,r) cette proposition.
Line telle quasisubstitution vérifie bien entendu le théoreme suivant.

Théoréme 16 Sile domaine de la quasisubstitution s est réduit a x et si la variable
r n'est pas dans le quasiterme t, alors Subst(s,t)=t.

Démonstration. s et IV ont méme restriction sur ’ensemble des variables de t,
on en déduit que Subst(s,t) = Subst(V,t). Or Subst(V,t) se simplifie en t donc
Subst(s.t) = 1.

7 Unification

7.1 Unificateur minimal

On commence par définir inductivement dans 1’ensemble des quasisubstitutions une
relation notée less — subst. less — subst(s,r) se lira ”s est inférieure a r”.

Définition 33 La relation less-subst est la plus petite relation binaire sur l'en-
semble des quasisubstitutions vérifiant l'assertion suivante :

quclles que soient les quasisubstitutions s et r, s’il existe une quasisubstitution q
telle que. pour toute variable x, Subst(q,s(x))=r(z), alors less-subst(s,r).

Définition 34 Etant donnés deux quasitermes t et u et une quasisubstitution s, on
dit que s unifie t et u, si Subst(s,t)=Subst(s,u).

Définition 35 Ftant donnés deux quasitermes t et u et une quasisubstitution s, on
dit que s est minimal par rapport a t et u, st s est inférieur a tout unificateur de t
ol u.

Si s unifie t et u et est minimal par rapport a t et u, on dit que s est un unificateur
minimal de ¢ et u. On peut remarquer que si ¢ et u n’admettent pas d’unificateur,
toute quasisubstitution est minimale par rapport a t et u, mais cela n’a aucune
importance.

7.2 Spécification du probléme de Punification

Définition 36 On définit inductivement la résolution du probléme de l'unification
comme la plus petite spécification vérifiant, quels que soient les deur quasitermes t
of u. les deur assertions suivantes :

1. .57l existe une quasisubstitution s idempotente. unificaleur minimal de t et u,
supportee et courcrie par ConsAvg(t.u). alovs le probléme de 'unification de
1 et uest résolu. (On dit que 'unification réussit)

[S)
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2. 81, quelle que soit la quasisubstitution s, Subst(s,t) # Subst(s,w). alors Ic
probléme de l'unification de t et u est résolu.(On dit que lunification cchouc)

7.3 Cas d’échec a cause du constructeur de téte

Définition 37 On définit inductivement il y a échec par la téte pour deur quasi-
termes comme la plus petite relation sur QTx QT vérifiant les assertions suivanites :

1. il y a échec par la téte pour C(f) et Root(ft),
2.4l y a échec par la téte pour Root(f'.t) et C(f),

3. il y a échec par la téte pour C(f) et ConsArg(t,u).

~

. il y a échec parla téte pour ConsArg(t.u) et C(f),

il y a échec par la téte pour Root(f',t) et ConsArg(t.u),

S

6. il y a €chec par la téte pour ConsArg(t,u) et Rool(f’.t).

On obtient alors le premier résultat sur I'unification.

Théoreme 17 S'il y a échec par la téte pour les deur quasitermes t et u. alors Ir
probléme de 'unification de t et u est résolu.

Démonstration. S’il y a échec par la téte pour t et u, pour toute quasisubstitution
s, Subst(s,t) et t s’écrivent avec le méme symbole de téte dans le C.C". avec types
inductifs ainsi que Subst(s,u) et u. Subst(s,t) et Subst(s,u) sont donc toujours
distincts et I'unification échoue.

La symétrie de 'égalité permet de démontrer le lemme suivant.

Lemme 16 Quels que soient les deux quasitermes t et u, si le probléme de 'unifi-
cation de t el u est résolu, alors le probleme de I'unification de u ¢t t est résolu.

7.4 Cas ou Pun des quasitermes est une variable

Théoreme 18 Quels que soient le quasiterme t et la variable x. le probléme de
l'unification de t et de V{(xr) et celui de V{z) et de t sont résolus.

Démonstration. On va faire un raisonnement par cas.
1. On suppose que x est dans (.

(a) On suppose que V'(x) = t. Dans ce cas 'unification réussit avec la quasi-
substitution V7 puisque Swubsf(V. V() se simplifie en Vi) qui est doal
at.
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(b) On suppose que V(z) # t. Comme on l'a démontré antérieurement
pour toute quasisubstitution s, si x est dans ¢, Subst(s.r}) est un sous-
quasitermestrict de Subst(s,t) et on sait qu'alors Subst(s. ) et Subst(s.t)
sont différents. Il y dans ce cas échec a 'unification.

2. On suppose que a n’est pas dans t. On sait qu'il existe une quasisubstitution
élémentaire r qui vérifie r(z) = ¢ et pour toute variable y telle que y #
r(y) = V(y). Comme x n'est pas dans t, Subst(r.t) = { et. comme par
définition de r. Subst(r, V(2)) se simplifie en ¢, r unifie t et 17(x).
Pour montrer que r est idempotente, 1l faut montrer que pour toute variable
xo. Subst(r,r(xp)) = r(20). On a soit xg = x, soit ay # x.

Si xg = a, r(2g) = t et Subst(r,r(xe)) = Subst(r.t) = t. puisque la seule
variable du domaine de r est @ qui n’est pas dans {.

St ag # x, r(xo) = V(xo) et Subst(r,r(xg)) = Subst{r,V(xy)) qui se simplifie
en (o) qui est égal par définition a V(zo).

Le domaine de r ne contient que 2, r est supportée par Consrg(V'(x).1).
Les variables de I'image de r sont les variables de ¢,  est donc couverte par
ConsArg(V(x).t).

Si ¢ unifie V(z) et t, on a Subst(q,V(z2)) = Subst(q,t). On a donc. comme
Subst(q,V(z)) se sxmpllﬁe en ¢(z) et commet = r(x), ¢(z) = Subst(q.r(x)).
D’autre part si xg # z, Subst(q,r(zo)) = Subst(q.V(x0)), qui se simplifie en
¢(2o). On a donc Subst(q, (z0)) = g(z0). T est donc inférieur a ¢. r est donc
minimal.

On a ainsi prouvé la résolution du probleme de l'unification de t et de V'(x). Par
symeétrie, on en déduit la résolution du probleme de I'unification de V' (x) et de t.

7.5 Cas ou un des quasitermes est une constante

Théoreme 19 Quels que soient le quasiterme t €t la constante [. le probléme dc
Punification de t et C(f) ainsi que celui de C(f) et t sont résolus.

Démonstration. On fait un raisonnement par induction sur {. Les théoréemes pré-
cédents permettent de conclure quand t est un quasiterme variable. et quand ¢
admet Root ou ConsArg comme constructeur de téte. Il reste le cas ou t est un
terme constant C'(fo). Il v a alors deux possibilités: ou bien fo = f, ou bien fy # f.

Si fo = f. l'unification réussit avec V. V est idempotente. le domaine de 1"
étant vide, |/ est supportée et couverte par ConsArg(C(fo).C(f)) et comme pour
toute quasisubstitution s, Subst(s, V(x)) se simplifie en s(a). V7 est un unificateur
minimal de C( fg) et C(f).

Si fo # [, quelle que soit la quasisubstitution s. Subst(s.('(fp)) se simplific en

C(fo) et Subst(C(f)) en C(f). I'unification échoue donc.



7.6 Le constructeur de téte des deux quasitermes est Root

Théoréme 20 Soient fo et fy deux éléments de fun et deux quasitermes to et {,.
Si le probléme de unification est résolu pour iy et ty, alors il Uest pour Root(fo.to)
et Root(f,t1).

Démonstration. Si f, = f; et si 'unification de 1, et ¢, réussit avec s comme uni-
ficateur minimal on vérifie que s convient encore pour Root(fo.to) et Root(fy,ty).
Le seul probleme qui se pose est que s soit minimal. On remarque que tout unifi-
cateur r de Root( fo,to) et de Root(f1,t1) en est encore un pour {g et t; et est donc
supérieur a s. Cela se fait en utilisant un lemme de projection.

Si 'unification de tg et t; échoue, quelle que soit la quasisubstitution s,
Subst(s, Root( fo,10)) se simplifie en Root( fo, Subst(s,to)), et
Subst(s, Root(f1,t1)) en Root(f,Subst(s,t;)). On conclut en utilisant un lemme
de non-égalité.

Si fo # fi, on remarque en que quelle que soit la quasisubstitution s,
Subst(s, Root( fo, o)) se simplifie en Root( fo, Subst(s,to)) et
Subst(s, Root( f1,15)) en Root( f1, Subst(s,to)), 1l v a donc échec de 'unification. On
utilise la encore un lemme de non-égalité.

7.7 Le constructeur de téte des deux quasitermes est ConsArg

Lemme 17 Soient t,, t,, t3 et ty quatre quasitermes. Si Uunification de t; avec t3
échoue, alors il en est de méme pour celle de ConsArg(t, t;) avec ConsArg(ts.ty).

Démonstration. C’est un résultat évident qui d’ailleurs ne sera utilisé qu’avec
I’échec de l'unification de t; avec t3. On le déemontre en utilisant des lemmes de
projection. Le cas ou 'unification de t, et de t3 réussit constitue le coeur du probleme
de I'unification et est étudié plus lom.

7.8 Les deux quasitermes sont clos

Lemme 18 Soientt; et t; deuzr quasitermes. Sila liste des variables de ConsArg(t,.t;)
contient 0 variable, le probléme de l’'unification de ty avec t; est résolu.

Démonstration. Si ¢, = 1,, on montre que 'unification réussit avec V. Sinon
elle échoue. En effet, si la liste des variables de ConsArg(t,,t2) contient 0 va-
riable, ConsArg(t;,1;) donc t; et t; sont clos, donc pour toute quasisubstitution s.
Subst(s,ty) = t; et Subst(s,ty) = t,. donc Subst(s.ty) # Subst(s,tz).

7.9 Lemmes techniques sur le nombre de variables dis-
tinctes

Lemme 19 Soient ty. 1y, vy, uy quatre quasitermes et n et p deur enticrs.
Si Consdrg(ConsArg(to.ly). Consdrg(ug.uy)) contient n variables distinctes et si
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ConsArg(to.ug) contient p variables distinctes, alors p < n ou bien p = n.
St ConsArg(Consdrg(ty.ty),ConsArg(ug,uy)) contient n variables distinctes of si
ConsArg(ty.uy ) contient p variables distinctes, alors p < n ou bien p = n.

Démonstration. La démonstration utilise le fait déja démontré que si une liste [,
est incluse dans une liste [, [ contient au moins autant de variables distinctes que

lo.

7.10 Composition et unificateur minimal

Lemme 20 Soient tg, t;, uo, uy quatre quasitermes et s et r dewx quasisubstitutions.
Si s unifie to et up et si r unifie Subst(s,t;) et Subst(s,uy), alors Av.Subst(r.~(x))
unifie ConsArg(ty,ty) et ConsArg(ug,u, ).

Démonstration. On utilise le fait que Subst(r, Subst(s,t)) = Subst(Ar.Subst(r.s(x)).1).

Lemme 21 Soient tg, ty, ug. uy quatre quasitermes et s et r deux quasisubstitutions.
St s est minimal par rapport @ to et ug et v est minimal par rapport @ Subsi(s.1y)
et Subst(s,uy ), alors Av.Subst(r,s(z)) est minimal par rapport @ ConsArg(ly.ty) €f
ConsArg(ug,u,y ).

Démonstration. Si sg unifie ConsArg(to, t)) et ConsArg(ug. uy). alors s unifie ¢,
et ug, ainsi que t; et u,.

Il existe donc une quasisubstitution ¢ telle que, pour toute variable r. so(r) =
Subst(q, s(x)).

De I'égalité Subst(so,t;) = Subst(se, 1),

on déduit que Subst(Ax.Subst(q,s(z)),t1) = Subst(Azx.Subst(g,s(x)).uy)

donc que Subst(q, Subst(s,t,)) = Subst(q, Subst(s,u;)) ce qui prouve que ¢ unifie
Subst(s,t,) et Subst(s,u;). On en déduit que r est inférieure a ¢. il existe donc une
quasisubstitution ¢ telle que pour toute variable z, ¢(z) = Subst(qo. r(2)).

Pour toute variable x, so(v) = Subst(q¢, s(x)) par définition de g,

donc sg(x) = Subst(Ax.Subst(qo, r(z)), s(x)) par définition de gy,

donc so(2) = Subst(qo, Subst(r, s(x))), donc so(z) = Subst(qo, Ax.Subst(r.s(x)). v).
La quasisubstitution Ax.Subst(r, s(x)), z) est donc inférieur & so. Ax.Subst(r, s(r)).r)
est donc minimale par rapprt a ConsArg(to,t;) et ConsArg(ug.1y).

Lemme 22 Soient to. t. uo, uy quatre quasitermes et s et r deur quasisubstitu-
tions. Si s est un unificateur minimal de tg et ug idempotent supporte et courvert par
ConsArg(to.ug) el si r est un unificateur minimal de Subst(s,ty) et Subst(s.uy) idem-
potent supporté et couvert par ConsArg(Subst(s,ty),Subst(s,uy)). alors 'unification
de ConsArg(to.ty) et de ConsArg(ug.uy) réussit.

Démonstration. La seule chose qui n’est pas une conséquence des lemmes pré-
cédents est I'idempotence de \r.Subst(r. s(2)) qui a été démontrée dans un des
paragraphe préccdent.
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Lemme 23 Sowent to, ty, wp, uy quatre quasitermes el une quasisubstilution s.
Si s est un unificetenr minimal de to et ug idempotent support€ et couvert par
Cons-Arg(ty,ug) et si unification de Subst(s,ty) et Subst(s.w,) €échoue, alors il en
est de méme pour celle de ConsArg(to,uo) et ConsArgl(ty,uy).

Démonstration. S'il en était autrement Subst(s,t;) et Subst(s,u;) seraient uni-
fiables a cause de la minimalité de s.

7.11 Unification de ConsArg(t,u) et de ConsArg(t,v)

Il faut traiter ce cas a part, car l'unificateur minimal de ¢, idempotent, est V et
c'est le seul cas ou il n'y a pas diminution du nombre de variables distinctes dans
I'image. Cependant, ce cas apparait dans la démonstration du théoreme final sous
la forme s est un unificateur ¢, et uo tel que pour toute variable x, V'(z) = s(2).

Lemme 24 Soient tg, 1y, uo, uy quatre quasitermes et s un unificaleur de to et up.
Si, pour toute variable z, V(x)=s(x) et si lunification de t; et de u; réussit, alors
celle de ConsArg(to, t1) et ConsArg(up,uy) réussit également et si unification de
ty et de uy €choue 1l en est de méme pour celle de ConsArg(to,ty) et ConsArg(ug, ).

Démonstration. Il suffit de vérifier qu’un unificateur minimal idempotent de t;
et u; couvert et supporté par ConsArg(t;,u,) a les mémes propriétés vis a vis de
ConsArg(to,t,) et ConsArg(ug,u,).

7.12 Théoréme final

Théoréme 21 Quels que soient les deuz quasitermes t et u, le probléme de 'uni-
fication de t et de u est résolu.

Démonstration. Soit n un entier tel que liste var(ConsArg(t,u)) contienne n
variables distinctes. La démonstration repose en premier lieu sur un raisonnement
par induction sur n.

Si n = 0, le probleme a été résolu (unification des quasitermes clos). 1l reste a
démontrer que si le probleme est résolu au rang p pour tout entier p tel que p < n,
il est résolu au rang n+ 1. On raisonne alors par induction sur ¢, puis par induction
sur u.

Compte-tenu des théoremes précédents il ne reste plus a étudier que le cas ou ¢ est
de la forme ConsArg(to,t;) et u de la forme ConsArg(ug.;). On dispose parmi
les hypotheses, en outre, de trois hypotheses d’induction qui sont :

(Hy) : Quels que soient les quasitermes po et py, si liste_var(Cons Arg(po, p1)) contient
¢ variables distinctes avec ¢ < n, alors le probleme de I'unmification de pgo et py
est résolu.

(I15): Quel que soit le quasiterme w. st liste var(ConsArgltye)) contient n + 1
variables distinctes, alors le probleme de 'unification de #; et w est résolu.
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(H3): Quel que soit le quasiterme w. si liste_var(ConsArg(t,.w)) contient n + 1
variables distinctes, alors le probleme de 'unification de ¢, et w est résolu.

(Hy) vient de 'induction sur n. les deux autres de I'induction sur .
Si liste_var(ConsArg(to. ug)) contient ng variables distinctes, on soit ng < n + 1
soit ng=n + 1.

1. Supposons que ng < n + 1. Le probleme de 'untfication de ¢y et ug est résolu
d’apres (H,).
Si 'unification de ({j et uy échoue, on sait qu'il en est de méme pour celle de
ConsArg(ty.ty) et ConsArg(ug.uy).
Si I'unification de 1y et de wugy réussit avec s comme unificateur, alors deux cas
peuvent se présenter. ou bien le domaine de s est vide ou bien il ne 'est pas.

(a) Siledomaine de s n’est pas vide, liste—var(ConsArg(Subst(s,t;), Subst(s,u;)))
contient m variables distinctes. avec m < n+1 en vertu du théoreme 13.
Le probleme de 'unification de Subst(s,t,) et Subst(s,u;) est résolu en
appliquant (H,).

Si l'unification de Subst(s, ;) et Subst(s,u;) réussit avec so comme uni-
ficateur, on sait que celle de ConsArg(tg, t;) et ConsArg(ug,u;) réussit
avec Ax.Subst(sy, s(2)) comme untficateur (lemme 22).

SiPunification de Subst(s,t)) et Subst(s,w;) échoue, on sait que celle de
ConsArg(to,1)) et ConsArg(ug.uy) échoue également (lemme 23).

(b) Sile domaine de s est vide, on a alors Subst(s,t;) = t) et Subst(s,uy) =
wy. 1l suffit donc de prouver que le probleme de 1'unification de t; et wu,
est résolu.

Si listevar(ConsArg(ty,uy)) contient mg variables distinctes, on sait
alors que mg < n + 1 ou bien my =n + 1.
1. S mg < n + 1. on peut appliquer ’hypothese de récurrence (H,) a
t; et a u; et conclure.
1. St mg = n 4+ 1. c’est 'hypothese de récurrence (Hj) qu’il faut appli-
quer a uy pour pouvoir conclure.

2. Supposons que ng = n + 1. 1l faut montrer que le probleme de 'unification de
ConsArg(ty.t)) et ConsArg(ug,uy) est résolu. C'est ’hypothese de récurrence
(H2) qui permet d'affirmer que le probleme de 'unification de 1y et up est
résolu.

La suite de la démonstration est rigoureusement la méme que dans a).

8 Conservation du résultat pour les termes

La fonction arity est définie de fun vers nat. Comme fun et nat sont en fait le
méme type, arily est aussi une fonction de nat vers nat. En général, les symboles
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fonctionnels c’est a dire les éléments de fun dont l'arité n’est pas nulle sont en
nombre fini. arity(f) est donc nul pour f "assez grand”. On peut donc associer a
arity une liste d’entiers telle que arity(f) ait pour valeur le (f + 1)-ieme élément
de la liste (I'ordre étant celui d’entrée). En pratique dans le C.C., cela se traduit
par la donnée d’une liste d’éléments de nat nommeée list-arity, de sa transformation
en file par 'application d’un opérateur nommé List-queue-nat, puis de I'application
a List-queue-nat(arity) de 'opérateur Constr-nat dont le résultat est une fonction
de fun vers nat. List-queue-fun et Constr-nat sont définis récursivement et leurs
définitions sont vérifiées. Plus précisément on pose d’abord :

Définition 38 On définit récursivement Uapplication At-last de nat x list-nat vers
list-nat par

1. At-last(n,Nil-nat) se simplifie en Cons-nat{n,Nil-nat),

2. At-last(n,Cons-nat(p,l)) se simplific Cons-nat(p,At-last(n,l)).

Définition 39 On définit récursivement Uapplication List-queue-nat de list-nat vers
list-nat par

1. List-queue-nat(Nil-nat) se simplifie en Nil-nat,
2. List-queue-nat(Cons-nat(p,l)) se simplifie At-last(p.List-queue-nat(l)).

Définition 40 On définit récursivement Uapplication Constr-f de list-nat vers (nat
— nat) par

1. Constr-f(Nil-nat) se simplifie en Az :nat.O,

2. Constr-f(Cons-nat(p,l)) se simplifie en la fonction f définie récursivement par
(a) f(O) se simplifie en p et
(b) f(z+1) en Constr-f(l)(z).

Pour traduire les notions de liste-termes et de termes on suit la présentation donnée
dans 'introduction. C’est a dire que 'on définit la longueur d'un quasiterme et que
I'on traduit les prédicats simple, liste-terme et terme. Cela se fait de la maniere
suivante:

Définition 41 On définit récursivement le prédicat SINIPLE sur QT par
1. SIMPLE(V(x)) se simplifie en True.
2. SIMPLE(C(f)) se simplifie en True,
3. SIMPLE(Roolt(f.t)) se simplifie en True.

~—

. SIMPLE(ConsArg(t.u)) se simplifie en Fulse.
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Définition 42 On définit récursivement la fonction LENGTH de QT vers nat par
1. LENGTH(V(z)) se simplifie en 1 (noté S(0)),
2. LENGTH(C(f)) se simplifie en 1,
3. LENGTH(Root(f,t)) se simplifie en 1,
4. LENGTH(ConsArg(t,u)) se simplifie en LENGTH(t)+LENGTH(u) (l'addi-

tion étant redéfinie a cette occasion).
Définition 43 On définit récursivement le prédicat L-TERM sur QT par
1. L-TERM(V(z)) se simplifie en True,
2. L-TERM(C(f)) se simplifie en (arity(f)=0),
3. L-TERM(Root(f,t)) se simplific en (L-TERM(t) et arity(f)=LENGTH(t)),
4. L-TERM(ConsArg(t,u)) se simplific en (SIMPLE(t) et L-TERM(t) et L-TERM(u)).

Définition 44 On définit inductivement le prédicat term sur QT par
term(t) est vrai si et seulement si (SIMPLE(t) et L-TERM(t)).

On définit la version inductive [ —term de L — T ERM, puis on prouve 'équivalence
des deux définitions, bien que dans ce cas la version récursive soit tres claire. Les
décidabilités de SIMPLE, L — TERM et term sont faciles a établir.

Viennent ensuite un certain nombre de lemmes qui seront importants par la
suite.

Lemme 25
1. Quel que soit t, il existe un entier r tel que LENGTH(t) = 2 + 1.
2. Quel que soit t et v, LENGTH(ConsArg(t,u)) #1.
3. Quel que soit t, SIMPLE(t) implique LENGTH(t) = 1.
4. Quel que soit t, si L-TERM(t) et LENGTH(t) = 1, alors term(t).
5. Quel que soit t, si term(t) alors L-TERM(t) et LENGTH(t) = 1.

En fait, les prédicats L — TERM et term dépendent de la donnée de list — arity.
Dans la suite, on a fait une abstraction sur cette liste et a cause de cela L—TERM
et term dépendront non plus de un mais de deux parametres, un de type list — nat
et l'autre de tyvpe QT.

On se préoccupe a nouveau des qualités term et L — TERM lors de I'étude des
substitutions. On montre en particulier que L — TERA/[ et term sont des proprié-
tés conservées par la famille des substitutions ui n'ont que des termes dans leur
ensemble image.



Définition 45 On dit qu’une quasisubstitution f est compatible avec les termes
définis par la liste | si quelle que soil la variable x, f(x) est un terme. On notc
term-subst(l.t) celte propriété.

On a alors

Lemme 26 quels que soient la liste | dans list-nat, la quasisubstitution f et le qua-
siterme t.

1. si term-subst(l.f), alors Length(Subst(f,t))=Length(t),

2. si term-subst(l.f) et SIMPLE(t), alors SIMPLE(Subst(f,t)),

3. s1 L-TERM(l1) et term-subst(l.f), alors L-TERM(I,Subst(f,t)).
4. siterm(l;t) et term-subst(l,f), alors term(l Subst(f.t)).

Enfin, c’est au moment de la spécification du probleme de 'unification que se pose
le probleme de la conservation. Il faut modifier la définition méme du probleme de
P'unification (nommé simplement Unification dans le listing) en imposant a I’unifi-
cateur de t; et de t, d’étre une quasisubstitution compatible avec les termes chaque
fois que t; et t; sont des liste-termes de méme longueur. Au passage, il est intéressant
de constater qu'imposer a l'unificateur de t, et de t, d’étre une quasisubstitution
compatible avec les termes chaque fois que t; ef t; sont des termes, ne permet pas
d’aboutir. Cela vient du fait que tous les raisonnements ou presque sont des rai-
sonnements par induction ou les quasitermes interviennent en tant que listes. Le
probléeme de la conservation ne se pose évidemment qu’en cas de succes. Lorsque
I'un des termes est une variable ou une constante, il suffit d’appliquer les défini-
tions et les lemmes ci-dessus. Le seul résultat un peu compliqué a poser plutot qu’a
démontrer est le suivant.

Lemme 27 Soient | quasitermes Uy, ta, t3 €t ty. 2 quasisubstitutions f et g et | une
liste d’entiers. Si, pour la liste | d’arités,

1. ConsArg(ty,ty) et ConsArg(is,ty) sont des liste-termes de méme longueur,

2. le fait que ty et t3 soient des liste-termes de méme longueur implique que f
est compatible avec les fermes,

3. le fait que Subst(fly) et Subst(f.1,) soient des liste-termes de méme longquenr
implique que g est compatible avece les termes.

alors la substitution composce de [ par g. Av :nat. Subst{g.f(r)) €est compalible avec
les termes.
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Pour démontrer que Ax :nat.Subst(g.f(x)) est compatible avec les termes il faut prou-
ver que pour toute variable x, Subst(g.f(x)) est un terme.
Supposons que f soit compatible avec les termes. On sait alors que f(x) est un
terme. Pour que Subst(g, f(z)) en soit un aussi il suffit que ¢ soit compatible avec
les termes d’apres 'assertion 4) du lemme précédent.
Pour cela, il suffit que Subst(f,t;) et Subst(f,t;) soient des liste-termes de meéme
longueur, ce qui revient a prouver, compte-tenu de I’hypothese faite sur f. que 4,
et ty sont des liste-termes de méme longueur.
Or, on sait que ConsArg(t;,tz) et ConsArg(ts,t,) sont des liste-termes de meme
longueur, ce qui entraine
1) que t; et i3 sont des liste-termes simples donc de longueur 1,
2) que t; et ty sont des liste-termes.
On a Length(ConsArg(ty,t2)) = Length(ty) + 1 et Length(ConsArg(ts.ty)) =
Length(ty) + 1,
or Length(ConsArg(ty,t2)) = Length(ConsArg(ts, ty)). donc Length(ty) = Length(ty).
g est donc bien compatible avec les termes.
Il reste a prouver que f l'est, ce qui se déduit du fait que ¢, et t3 sont des liste-termes
de méme longueur, puisque tous les deux de longueur 1.

Le lemme ci-dessus est bien sar utilisé dans la preuve de 'unification de C'onsArg(f,. ;)
et ConsArg(ts,ty) lorsque I'on sait que l'unification de t; et de t3 réussit avec [ et
que celle de Subst(f,t;) et Subst(f,t4) réussit avec g.

9 Quelques legons tirées de ’expérience

La preuve qui précede a d’abord été faite en utilisant I'implantation du Calcul
des Constructions (sans types inductifs) version 4.10. Le mécanisme d’extraction
programmé dans le Coq Proof Assistant version 5.6 et celui de la version 4.10 sont
basés sur la méme notion de réalisabilité. Il y a deux différences essentielles entre les
deux versions. La premiere est que I'on gagne de nouvelles possibilités de construc-
tion d’objets en remplagant le type Data par le type Set (au niveau des types
dépendants), la seconde est que la version 5.6 fabrique automatiquement lors de la
déclaration d’un type inductif des opérateurs de récursion et les axiomes d’mduc-
tion associés au type créé. Il fallait dans la version .10 définir les constructeurs des
types apres les tvpes ainsi que les opérateurs de récursion et les axiomes d’induction
associés. C'était un travail long et un peu trop répétitif, mais non dénué d’intérét
didactique. La commande Inductive De finition permettait toutefois d'obtenir en
posant une seule définition un type dans Dale ou dans Prop. ses constructeurs et
un opérateur de récursion, respectivement dans Dafa a Faide du produit cartésien
et dans Prop a 'aide du "et”. 1l restait alors a poser les axiomes d'induction puis
a faire les preuves sur les constructeurs permettant la simplification des termes du
C.C. ou ils apparaissent avec l'opérateur de récursion.

Le passage d'une version i lautre ne s’est pas fait aussi facilement qn’on pouvait
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I'espérer. Dans la nouvelle version les "axiomes d’induction™ associés a un type in-
ductif sont internalisés (avec les réserves que 'on peut faire sur I'emploi de ce mot)
et la commande "Elim” les applique de la meilleure fagon possible. Les commandes
associées a l'égalité permettent des substitutions dont certaines demandaient un
trésor d’imagination dans la premiere version (il y a cependant encore quelques
améliorations a apporter). D’autre part, dans les deux versions, la démarche est
invariablement constituée de retours en arriere pour démontrer des lemmes néces-
saires a la peuve du théoreme sur lequel on travaille. La traduction point par point
dans la nouvelle version de la preuve faite dans la premiere a donc comporté dans
un premier temps un nombre important de lemmes inutiles, et il a fallu faire le
ménage. A ce sujet, on peut dire que la nouvelle version n’oblige pas a se poser au-
tant de questions pour savoir comment on va écrire les choses de facon a les rendre
effectivement utilisables, ni a redire de fagon différente plusieurs fois la méme chose.
Ceci dit, 1l est important d’ajouter que la preuve, méme si elle est beaucoup plus
courte, a gardé Ja méme structure.

On peut se demander s’il n’est pas plus intéressant de faire certaines preuves dans

un cadre plus général que celui du probleme que l'on traite, c’est a dire d’utiliser
svstematiquement le polymorphisme permis par le C.C. Cette remarque concerne
en particulier les résultats obtenus sur les listes de variables.
Dans un premier temps, on travaille dans une section ou on déclare certains types
comme variables. ou on fait des hypotheses et ou on pose des axiomes. Quand on
sort de la section. a ces tvpes, hvpotheses et axiomes correspondent des variables
a instancier. En d’autres termes, des types non dépendants dans la section sont
des tyvpes dépendants en dehors de celle-ci. Dans un second temps, on utilise ces
tvpes dépendants en instanciant les premieres variables avec des types inductifs et
éventuellement des théoremes. L'inconvénient de cette facon de faire est que 'on
a alors & manipuler des termes tres longs (et partiellement instanciés toujours de
la méme maniecre). Pour ne pas avoir de problémes de lisibilité, on peut renommer
ces termes. c’est a dire renommer apres les avoir partiellement instanciés, toutes
les définitions et les théoremes de la section dépendant des types déclarés variables.
des hypothescs et des axiomes. Cela augmente la longueur du programme, et en
diminuc la clarté. C'est pourquoi, on a préféré ici, travailler directement sur les
listes de variables. Les facilités quoffre n'importe quel éditeur de texte permettent
de passer rapidement au cas général. Il faut moins d’un quart d’heure pour écrire
une traduction polymorphique des résultats obtenus sur les listes de variables dans
la preuve consideree ici.

La structure de la preuve doit étre rigoureuse. La premiere difficulté est bien
entendu le choix des structures de données. Dans 1'absolu, on peut dire qu’il faut
construire des tvpes inductifs les plus simples possibles et définir les prédicats sur ces
types faisant apparaitre comme des sous-ensembles de ces types les objets que on
veut representer. Il faut se donner un maximum d’outils pour manipuler les égalités
et antres prédicats. ne pas hésiter a avoir une version inductive et une version
recursive des mémes prédicats. 11 faut également, des qu’une notion est représentée,
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résoudre les problemes de décidabilité qu'on peut lui associer. On passe alors a la
preuve proprement dite, apres en avoir déterminé les grandes lignes. Il se peut alors
que des points délicats se résolvent tres facilement grace a la facilité avec laquelle on
peut mener en C.C. les raisonnements inductifs. A 'opposé, des notions simples en
dehors du C.C., mais éloignées des constructeurs des types de base, peuvent poser
de grandes difficultés et forcer 'utilisateur a des détours parfois inattendus (voir les
prédicats Remove et Diffelnd). Enfin, dans certains cas, la preuve étant faite dans
les types de base, on doit prouver lors d'un "second passage” la conservation du
résultat dans les sous-ensembles qui représentent réellement les objets sur lesquels
doit porter le résultat.

Il reste a parler de la difficulté a communiquer les preuves ou a les reprendre
apres un certain laps de temps. Les preuves doivent étre "lisibles”, méme par des per-
sonnes ayant peu d’expérience du logiciel mais connaissant le role des commandes.
On doit pouvoir en tirer facilement une preuve mathématique. Le choix des iden-
tificateurs et la qualité des commentaires sont comme toujours en iformatique
fondamentaux. Il est méme préférable dans certains cas de faire passer une certaine
sémantique avant la rigueur. Si des identificateurs ne sont pas assez explicites ou ont
été définis beaucoup plus haut, il est bon de rappeler leur signification au moment
de leur utilisation. Contrairement a ce qui se passe en général dans 'écriture des
programmes l'indentation présente peu d’avantages sauf dans les définitions. L'in-
dentation ne ferait que mettre en évidence la complexité de certains raisonnements
par induction, alors que le systeme offre justement ’avantage de guider pas a pas
I'utilisateur qui n’a pas a se demander ou il en est dans sa preuve. Il est préférable
d’insérer, une fois la preuve faite, des commentaires. ’
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(nc,-~----::ncuwttc:ttttctt#tn::tttttctcvnnux::cvattt:#tttt##untnur)
(****** Projet Formel — Calculus of Inductives Constructions V5.6 *******)
("0”“.""”“#’l&'#*“"#'#i##**'#*I"#O"l""““""**‘t’l#"*‘)
(""‘"""t*“‘iﬁ# uses Prelude‘v’ Specif.v and A;’a,.v tttt‘#'*#*i#**##“#*}
(0"“#‘ttt##"‘l##"*“‘i'##"*‘?"'*#l"##’#"““‘i"’#*#t"t*t"t‘)

(ttl#tl#tt‘l##*#‘ttt X2 RS EE 222 RS R R R 2 R SRR RS2 2R

naf_complements.v

(rrrrrseesrsrany New theorems and lemmas on nafurals. ******¥ssssssizss)
AR )

("#"I"‘l**"‘#"#*"*‘3#t*##t##’***‘**'t#"‘*“"#"“‘*“’#'****‘*} 10
#4433820033%4 [ emmas on naturals proved in Nat.v and ¥***#*¥¥#sss3ssuxs)
(Fresvssssesrsneranns yoof with the command "aufo”. ***4¥¥F#ssssRREIRR)
(*‘#ﬁ‘i“l#‘#"""“'*'*#**"***"*“‘*#i?*""*"##‘t*“‘*“l‘*#**##}

(*0.S :(n:mat)("<nat>0=(S n))*)

(*eq S :(nomat}(minat)(<nat>n=m)—->(<nat>(S n}=(S m))*)

(*eq_add S :(n:nat)(m:nat)(<nat>(S n)=(S m))—>(<net>n=m)*)

(*le_pred_n:(n:nat)(le (pred n) n)*)

(*len_Sn :(nmat)(le n (S n))*)

(*le.Sn  :(nmat)(mmat)(le (S n) (S m))—>(le n m)*)

(*e Sn_O :(umat}{ (le (S n) O})*) 20
(*le_n :(n:mat)(le n n}*)

(*len S :(nmat)(mmat){le n m)—>(le (S n} (S m))*)

('#"#‘l'#’tl!****#t"#*I#*##4*&i#’#!#'#lll#l‘##*i‘#tlt'#’##t'tt‘tl#vl)

(####t#ttt#*##l#t###ﬁt#"#l*tl*#t###tttt‘&####‘*“*tttt*##*t*t*tt#'*t#}

(*re2¥2222% Logic tools : To translate P:Prop into Q:Set : *¥**#»»¥xssrxxss)
(t#t##tiltt'#####ttt##t*t#lt##t*tIt&ttt*tt#t##t'ttttlt#tltt#ttrtaﬁtttli}

Definition P_S:(A:Set)(P:A—>Prop)A—>Set=
[A:Set][P:A—>Prop][x:A]{a:A|(<A>a=x)&(P a)}. 30

Goal {(A:Set)(a:A)(P:A—>Prop){(P a)->(P.S A P a).
Intros;Unfold P_S;Exists a;Auto.
Save P_S proofl.

Goal (A:Set)(a:A){(P:A—>Prop)(P.S A P a)—>(P a).
Unfold P S;Intros A a P h;Elim h;Intros x h0;Elim h0;Auto.
Save P_S proof2.

(tct*t#t#ttttttttlttttt#t#t#ttttt*m&t##&**t#tt#ttt#tt*t*‘tltt##ttttttt) 4

(rreeeeveersnnrsnr [o0ic tools To negate an equality : uutunannnn)
(unuuun:unurnnuNutuutnnu:tttn#uu:n:unnnutt)

Goal (A:Set)(f:A—>Prop)(a,b:A)(f a)—>("(f b))~>"<A>a=b.
Unfold not:Intros A f a b H HO H1;Elim HO;Elim Hl;Auto.
Save Diff.

(*** Replace "Apply h:Auto” by "auto” when the Type of h is False : **¥)

Goal "False. 50
Unfold not;Auto.
Save n_False.

Hint n_False.
(’*4“"".‘#3*""***‘"*‘t‘***‘*‘***"'#*##‘*"**‘*#ﬁ*#t#*tt'**#**t&)

(i*&iti*ttlt#t*"i’#t‘t**lt*‘t*t#&'&#&t*#’t#i“*l#*t#t‘#*&t&t#lé#xttti}
(uvi:lcvuytv’tlt#ttllav) Section complemem nat. (**i*ll*la!a!l!txa.‘aranj

("0‘#’#“"##*‘##"84#’ttt88"*'*t*#ttt##t##*‘*#*###i!i*i#t#l#i*ﬁ#!?i)

(nnnrmnnu:nt:t:tuwuwnuuuru:urnmvtttttttuwt:ttt:t:n*uurn_nuu) a0
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(rrreveerrsensisr Decidability of the equality m the Set nat : #*¥¥*ssrasser)
(FEOIROR R I R EA A A RN NI ARA R KRN RN RS AERSLR AR RIREI RS A A A2 Y )

Goal (x,y:nat){<nat>x=y}+{ <nat>x=y}.

Induction x.

(*case =0%)

Induction y:Auto.

(*... case y=O0*)(*Apply refl_equal*)

(*... case y=(S z)*)(*Apply O_S5*)

(*case z=(S y)*) 70
Induction ¥0.

(*... case y0=0%)

Right;Unfold not;Intros;

Absurd <nat>0=(S y);Auto.(*4Apply O_S and sym_equal*)

(*... case y0=(5 y1)*)

Intros yl h;Elim (H y1);Intros.

(*.. .. case y=yl*)

Auto.(*Apply eq S*)

(*case not y=yl*)

Right;Unfold not;Intros;Absurd <nat>y=yl: 80
Auto.(*Apply eq S*)(*Apply eq_add S*)

Save nat_eq_decS.

Goal (x,y:nat)(<nat>x=y)\/("<nat>x=y).
Intros x y;Elim (nat_eq decS x v);Auto.
Save nat_eq_decP.

(O‘ll‘####'####‘t*tl#t#t##tt**#*###t##***4!***‘****#‘1*&'###l#*t*t##*l}
(*38’##8‘###‘#* GCTICTGI induCilOn (.w,th le) L2 2222222 2 22222222 22 R 222 2 24

(tt##t#tttl#ttt&&*tt##*#**##i#t#t*t#*#***tttt###O#*ttt*##t’*##tt&t*ttt} 20

Goal (n:nat)(P:nat—>Set)(P O)—>((p:nat)({q:nat)(le q p)—>(P q))
—>(P (S p)))=>(P n).

Intros n P;Cut ((m:nat)(le m n)->(P m))->(P n).
2:Auto.(*Apply len?)

Intros h h0 hl;Apply h.

Elim n.

(*case n=07%)

(*... case m=0%)

Induction m. 100
Intros;Auto.

(*... case m=(S y0)*)

Intros;Absurd (le (S y) O);Auto.{*le.Sn_0*)

(*case n=(S y)*)

Induction m.

(*... case m=0%)

Auto.

(*... case m=(S y0)?)

Intros;Apply (hl y0).

Intros;Apply H. 110
Apply le_trans with v0;Auto.(*le.S n*)

Save nd_leS.

Goal (n:nat)(P:nat—>Prop)(P O)—>((p:nat){(g:nat)(le g p)->(P q))

=>(P (S p)))=>(P n).

Intros;Apply P_S_proof2 with nat.

Apply ind_leS;Intros;Apply P_S _proofl;Auto.

Apply HO;Intros;Elim (H1 q);Intros:Auto.

Elim p0;Auto.

Save ind_leP. 190
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(###t'*#t“*#‘tt#ttt#tt#t#’t'ttt't*#‘#*#l"##4#“&"#“#'&#*“‘0“"‘t

(*H**¥242*** Reasoning by cases with the natural consiructors : *******#3332)

(ttttt#t*i#t’i#‘#*l*#*tt*#*##tt*tt**‘#t*’###*t#tt**#*##4"'#833#“*3‘#}

Goal (m:mat)(<nat>0=m)\/(<nat>m=(S (pred m))).
Intro:Elim m:Auto.
Save pred_or.

Goal (x:nat)(Pmat—>Set)(P O)—>((n:nat)(P (S n)))->(P x). 130
Intros;Elin x;:Auto.
Save nat_caseS.

#ttlt*‘#t#*t*i*#tt#t#***#i*(‘l‘"t‘i*‘****'***#t###‘#t****#*I*#tt*#**}
("'tl#'&v*lt*i chzdabﬂﬂy Of k R tt’##‘tl‘#*t*lt##*#l*l&‘&###t*t##*t#)
(‘ttllt‘i!##t&****t*tt***##I#l*##*#l!*##tlt#I#l#4#**‘###“#‘#*‘*3&3#*i)

Goal (n,pmat){(le n p)}+{ (le n p)}.

Induction n;Auto. (*case n=0%)

Induction p;Auto. (*case n=(S y)*)(*Apply le_Sn_0*) 140
Intros;Eliin (H v0);Intros;Auto. (*Apply le_n_S*)

Right;Unfold not;Intros;Elim b;Auto. (*Apply le_S n*)

Save le decS.

Goal (n.p:nat)(le n p)\/("(le n p)).
Intros;Elim (le_decS n p);Intros;Auto.

Save le_decP.

Goal (n,p:nat)(le n p)->{(le (S n) p)}+{<nat>n=p}.

Induction n. 150
Induction p;Auto.

Induction p.

Intros;Absurd (le (S y) O);Auto.

Intros;Elim (H y0);Auto.(*le_n_5*)

Save le_S_eqS.

Goal (n,p:nat)(le n p)—->((le (S n) p)\/(<nat>n=p)).
Intros;Elim (le.S_eqS n p);Intros;Auto.

Save le S_eqP.
150

End complement nat.
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(tttuttlttdtttttlt"0'0ttttv&tc:aavttatt:atcttatttt:nct:co:ttttucttvtcac
(******* Projet Formel — Calculus of Inductives Constructions V5.6 *¥¥*+44%)
(tvcl'ttttt‘ttttttltt’ltttttattttt:’ttttltt:ttatt’tl‘ttttltt#ttttttttttl}
(reeerervessernens o5 Prelude.v, Specif.v. Nat.v ttttntlttttttt&tttttttttt)
(a:ounaa:auwaantuaaa and nat_complements.v aa:t:ctttttct::ttttttcta:ctt)

(“3"‘3"“‘3..t‘i"tt’ltt"‘tt'tl”#‘tl“tttt’t’t’t“"‘t‘“ﬁt’l’&tttt

(‘ﬂ*"«‘tttl"’*’#l’tt‘t' nat_(er‘m_eq_quasiterm. » *ltttltltl"’t'ttt"”‘tt#t)

(“““““‘3"“““““"‘rttttttt“t"“‘t“‘“t“““".““t’t““tl“)

Section nat_sequence.

Inductive Definition list_nat:Set=
nil_nat:list_nat
|cons_nat:nat—>list_nat—>list_nat.

Definition At_last:nat—>list_ nat—>list_nat
=[x:nat]{l:list nat]((<nat—>list_nat>Match |
with [x:nat](cons_nat x nil_nat)
{c:nat]{q:list_nat][f:nat— > list_nat}
[x:nat](cons_nat ¢ (f x))) x).

Definition List_queue_nat:list_nat—>list_nat
=[l:list_nat](<list_nat>Match !
with nil_nat
[x:nat][tail:list_nat]
[tail file:list_nat](At_last x tail file)).

Definition Constr f:list nat—>nat—>nat=
(I:list_nat](<nat—>nat>Match | with
[x:nat]O
[m:nat]{tail:list_nat}(f tail:nat—>nat]
[n:nat}(<nat>Match n with m [p:nat]{q:nat](ftail p))).

(t"‘l'#l#"“‘t"’It"t""3?“"l’ttt"“#"‘#ll‘8"8"#“’3““'#"’##"
(tt‘t"‘ltlt.tt#t##"l’ Proper“‘es Of Consir_f ’&‘3&#"'#'#*3"‘##"‘ttttt)
("'l"‘8‘3‘83'#“#‘I'#t#ll#tltt*t#tt'lll#tttttt"tlttt"ﬁtt’tttttttl‘ttttl}

Inductive Definition OK_Constr_{[{:list_nat—>nat—>nat}:Prop=
OK_Constr_f_init:((x:nat)<nat>O=(f nil nat x))
—>((val:nat)(l:list_nat)<nat>val=(f (cons_nat val 1) O))
—>((x.val:nat)(L:list nat)<nat>(f | x)=({ (cons_nat val 1) (S x)))
—>{OK_Constr_f f).

Goal (OK_Constr_{ Constr_f).
Apply OK_Constr_{ init:Simpl:Auto:Induction x:Simpl:Auto.
Save Constr_f OK.

Inductive Definition

OK_At_last[f:nat—>list_nat—>list_nat]:Prop=

ON_At_last_mit:

{(x:nat)<list_nat>(cons_nat x nil_nat)=(f x mi_nar))

—>((x.v:nat)<list_nar>(cons_nat v (cons_nat x nil_nat})
=(I' x (' v nil_nat)))

~>(OKR_At Jast f).

Goal (OKR_At_last At_last).
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Apply OK_At last_init;Simpl;Auto.
Save At_last OK.

Inductive Definition )
OK_List_queue_nat[f:list nat—>list_nat):Prop=

. OK_List_queue_nat_init:(<list_nat>nil_nat=(f nil_nat))
—>((x:mat)(l:list_nat)<list_nat>(At_last x {f 1))=(f (cons_nat x I)))
—>(OK_List_queue_nat f).

Goal (OK_List_queue_nat List_queue_nat). =0
Apply OK_List_queue_nat_init;Simpl;Auto.
Save List_queue_nat OK.

End nat_sequence.

(tItt#ttttl#ttttttttttltttt“t’tl’t"tit‘tttt‘"tt"t‘tttl#lt#'lt'&#‘tl
(""ti‘t'.l##"tttl# Spcciﬁcations Of terms LSS R 2222 2P 22 22 22222222 222
(83“‘I‘t"‘"‘ti“t"“tt‘i.‘8'!‘llt““’lt&“3“‘0“‘&"3##&&3"#"#“#}

Section terms. 80
Definition fun:Set=nat.
Definition var:Set=nat.

Goal (x,x0:var)(<var>x=x0)\/("<var>x=x0).
Intros;Elim (nat_eq decP x x0);Auto.
Save var_eq decP.

Goal (x,x0:var){<var>x=x0}+{"<var>x=x0}. 00
Intros;Elim (nat_eq decS x x0);Auto.
Save var_eq decS.

Goal (x,x0:fun)(<fun>x=x0)\/(" <fun>x=x0).
Intros;Elim (nat_eq decP x x0);Auto.
Save fun_eq decP.

Goal (x,x0:fun){<fun>x=x0}+{"<fun>x=x0}.

Intros;Elim (nat_eq decS x x0);Auto.
Save fun_eq decS. 100

Inductive Definition quasiterm:Set=

V:var—>quasiterm (*variable quasiterm*)
|C:fun—>quasiterm (*constani quasiterm?*)
|Root : fun—>quasiterm—>quasiterm (*rooting*)

{ConsArg : quasiterm—>quasiterm—>quasiterm.

(*building the pairs of quasiferms*)
(“““"“t“‘"“““““""““““'“““"l“"““'““““l“““) iin
("'““"‘.""““"'8‘ The anty f“nC“'on ."““"““"“'"“‘”"’")

(‘3"#“‘3‘7"#"t.O“"l‘t.llttt.‘t".‘tt"l’“l'..#"I"‘lt"'t¢0‘¢¢.t)

Hypothesis list_arity:list_nat.

Definition anty:fun—>nat=(Constr_{ (List_quene_nat list_arity)).

(acttrctcotltt&v'rctctaan-:nc-atvnnttnct::anatn-t-:-:aa::.cna.¢¢cnng:n;)
I EZ RS2 E 2R 2 2 22 224 LC"g’h Ofﬂ r]uastlerm vctncc.c.nu.&zz.vt:tc:ucgnc)

(0“""138‘.tttltt“ttla.ttlnltutuccntca.an-lzc.nnt-t:tn--tntt:-....-n) 170
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Definition Length :quasiterm—>nat=
[t:quasiterm](<nat>Match t with [x:ivarl(S O)
[f:fun)(S O)
[€:fun][u:quasiterm]{n:nat)(S O)
(tl:quasiterm]{m:nat][t2:quasiterm][{n:nat]
(<nat>Match m with n [x:nat]S)).

(&t‘tt"“’t“l’##tttt‘t#tt”"t8“#"38'#‘3!3#1!&#!1!'ttl‘#"’l“l‘#tl‘)

(#0'8""““"#“*3‘!‘ P’.cdl'cate S[MPLE *l*t&l“ttll‘tl’l‘tt"tl‘#l&ttl}

(****** Simple term is constant term or variable term or rooted term. ****#**)
("t““"‘l“’“’“"““""*"""#"#""I‘t'".*’liU‘ll’***“"*”"")

Definition SIMPLE:quasiterm—>Prop=
(t:quasiterm](<Prop>Match t with
[x:var]True
(:fun]True
(1:fun]{u:quasiterm]{p:Prop|True
[t1:quasiterm][p:Prop][t2:quasiterm][q:Prop]False).

(tt.'ﬁi’.l’#”&t*l#it*'tlttt‘t#**tt#l‘*lli**#t*l!iIll’tlll&’t#’*”t‘tttt#

('.t“t‘tt‘lt#ltll Predicates Iterm and L TER ‘I . 'ttltllt*t*tt‘ttt't’ttt}
(#‘ltlt""#"‘*&l‘ﬁ#tttt"4’*3#*"tl#**###ttﬁt**lt&tti*t&tt!lt*t’t‘#I"&tt)

Inductive Definition | term:quasiterm—>Prop=
I_term_initV:(x:var)(l term (V x))
[I_term_initC:(f:fun)(<nat>0O=(arity f))—>(l_term (C f))
{I_term_Root:{f:fun)(t:quasiterm)(1_term t)
—>{<nat>(arity f)=(Length t))—>(l_term (Root f t))

|l term_ConsArg:(t1,t2:quasiterm)(l_term t1)—>(l_term t2)
~>(SIMPLE t1)—>(l_term (ConsArg tl t2)).

Definition L_ TERM : quasiterm->Prop
=[t:quasiterm](<Prop>Match t
with [x:var]True
(c:fun](<nat>O=(arity c))
(I:fun][t:quasiterm][p:Prop]p/\(<nat>(arity 1)=(Length t))
[t1:quasiterm][pl:Prop][t2:quasiterm][p2:Prop]
(SIMPLE t1)/\p1/\p2).

{#""t“l#”'t""'#*##8#"#’#8*#lt##lltlttttttt"lvl,‘tlttttﬂttttt!t'tl’tl’

(t’*t"“'”"“l#"“# L TER‘{ is equ"vale"t to Iicm . *"t##ll't##ittt‘t#)
(i‘tttt"““"?”’*#’t’Ot‘lt’t#l*t’t"8‘#l&’tttttttllti’ttt‘t*lt‘!t’tttt}

Goal (t:quasiterm)(L_TERM t)—>(l_term t).
Intro;Elim t;Simpl;Intros.

Apply l_termanitV;Auto.

Apply I_term_initC;Auto.

Apply l_term_Root.

Apply H:Elim HO;Auto.

Elim H0O:Auto.

Apply |_term_ConsArg.

Apply H:Elim Hl;Intros H2 H3:Elimi H3:Intros:Auto.
Apply HO:Elim Hl;Intros H2 H3.Elim H3:Intros:Auto.
Elim Hi:Auto.

Save L I'ERM_|_term.

Goal (t:quasiterm)({l_termy t)—>(L_TERM t).
Intros:Elim H:Simpl;Auto.
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Save |_term_L_TERM.

(’l“"‘l"'tl.“"tltl‘t'tt"‘l80’0lttl"ttt“’t’8*""’3"&”0"0‘8.’#}

("‘lt’#l‘tl“l"“‘l PrﬂhCatC’Crn)' Jltl‘ttlt’ttllttit"t‘llt“(“l“t‘)

(#‘lt#""‘.‘t’l".ttttlttttl"‘*l""“#t“t“t.t‘l""tt‘*ttlt’l.'t“f}

Inductive Definition termt:quasiterm]:Prop=
term_init:(L_TERM t)—>(SIMPLE t)—>(term t).

("*““t‘t‘tttt*"lttlttt‘tt’tl*tl##’t#t"'l#'tlt#ttt‘#"“t’ttt&'#’ttt)

(rerervesessr Decidability of L TERM and decidability of term : ***#**#xsxsx)

(0‘&#‘#’*"“‘!“‘#ttttttit"“’&t‘ttttttt‘.’t‘tt"tltt"’t#tt"tt‘*l‘tt)

Goal (t:quasiterm){(SIMPLE t)}+{ (SIMPLE t)}.
Intros;Elim t;Simpl;Auto.
Save SIMPLE decS.

Goal (t:quasiterm){(L_ TERM t)}+{ (L_TERM t)}.
Induction t;Simpl;Auto.

Intros f;Elim (nat_eq decS O (arity f));Intros;Simpl;Auto.
Intros f y hO;Elim (nat_eq decS (arity f) (Length y));Intros h.
Elim h;Elim hO;Intros;Auto.

Right;Unfold not;Intros hi;Elim hl;Intros;Elim b;Auto.
Right;Unfold not;Intros hl;Elim hl;Intros;Elim h;Auto.
Intros y h y0 h0;Elim h;Intros.

Elim hQ;Intros.

Elim (SIMPLE_decS y);Intros hl.

Auto.

Right;Unfold not;Intros h2;Elim h2;Intros.

Elim hi;Unfold not;Intros;Auto.

Right;Unfold not;Intros h2;Elim h2;Intros.

Elim b;Elim HO;Intros:;Auto.

Right;Unfold not;Intros h2;Elim h2;Intros.

Elim b;Elim HO;Intros;Auto.

Save L_TERM decS.

Goal (t:quasiterm){(term t)}+{ (term t)}.

Intro,Elim (L_TERM _decS t);Intros hl;Elim (SIMPLE_decS t);Intros h2.
Left;Apply term_nit;Auto.

Right;Unfold not;Intros h3;Elim h2;Elim h3;Intros;Auto.
Right:Unfold not;Intros h3;Elim hl;Elim h3;Intros:Auto.
Right;Unfold not;Intros h3:Elim hl:Elim h3;Intros;Auto.

Save term_decS.

(‘I‘#t.l.tt‘t"“‘“t”‘#'t*tltlt'##‘ltt“'#t'#‘*t'*t“*‘t’#““‘#""tl)
("‘t“t#ttt‘lt“tlt Propcr“cs of Lcng’h #tttttttlttt'#"t#‘tttttt"‘t'ﬁ)

('*.‘tt"t‘t“‘#"*t“‘ttttttit’I‘It#ttltl#‘ttltlttlttt*tt’tlt“’t"tttt)

Goal (t:quasiterm){x:nat{<nat>{Length t)=(S x)}.
Induction t.

Exists O:Simpl:Auto.

Exists O:Simpl:Auto.

Exists O:Simpl:Auto.

Intros.

Elim H:Elim HO:Intros.

Simpl:Replace (Length v) with (§ xt):
Replace (Length v0) with (S x).

Exists (<nat>Match x0 with (S x) [x:nat]S);Auto
Save Length n_O.

190

200

240
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(nat_term_eq_quasiterm.v)

Goal (t.t0:quasiterm) ™ <nat>(S O)=(Length (ConsArg t t0)).
Intros;Elim (Length_n_O t);Elim {Length_n_O t0):Intros;Simpl.
Replace (Length t) with (S x0);

Replace (Length t0) with (S x).

Elim x0;Simpl.

Unfold not:Intros;Absurd <nat>0=(S x);Auto.

Intros;Unfold not;Intros;

Absurd <nat>O0=(S (<nat>Match y with (S x) [x:nat]S));Auto.
Save n_SO_Length_ConsArg.

Goal (t:quasiterm)(SIMPLE t)—><nat>(S O)=(Length t).
Induction t;Simpl;Intros;Auto.

Absurd False;Auto.

Save SIMPLE SO.

Goal (t:quasiterm)(L_TERM t)

—>(<nat>(S O)=(Length t))->(term t).

Induction t;Intros;Apply term init;Simpl;Auto.

Absurd <nat>(S O)=(Length (ConsArg v y0));Auto; 250
Apply n_ SO _Length_ConsArg;Auto.

Save Length SO _term.

Goal (t:quasiterm)

(term t)=->((L_TERM t)/\(<nat>(S O)=(Length t))).
Induction t.

Intros;Simpl;Auto.

Intros;Simpl.

Split;Auto.

Elim H;Simpl;Intros h.Elim h;Auto. 270
Simpl;Intros.

Split;Auto.

Elim HO0;Simpl;Intros h;Elim h;Intros:Split;Auto.
Simpl;Intros.

Split.

Elim HI1;Simpl;Intros;Auto.

Elim H1;Simpl;Intros.

Absurd False;Auto.

Save term_L_TERM Length.

230
End terms.

Section eq_quasiterm.

(“ttlt“'tlllttl#llt‘t‘tt"l’#l##ll‘ltltt‘t"‘t‘1"0#“’“‘*‘#&‘#"‘#‘3"tl

(‘Oll’t“l“tllttl’tt”t" Sfruciuml prcdicafes tlt’ttl'l“tttl#’I"##"t'l}
(Ot‘t#‘t#tttt‘it##«'t‘*lt&‘#tl"tl#’tlttl’tttt‘.‘t'tlt'ttttt"ttlttlttttt)

Definition BC:quasiterm—>Prop=[t:quasiterm](<Prop>Match t

with [x:var]False 200
[x:fun}True [I:funj[p:quasiterm][P:Prop]False
(t1:quasiterm}[P1:Prop](t2:quasiterm][P2:Prop]False).

Definition BV:quasiterm—>Prop={t:quasiterm](<Prop>Match
with (x:var]True
[x:fun]False [V:fun][p:quasiterm][P:Prop]jFalse
[t1:quasiterm]{P1:Prop]{t2:quasiterm][P2:Prop]False).

Definition BRoot:quasiterm—>Prop={t:quasiterm}{<Prop>Match t
with [x:var]False 100

1003 Qct 17 1992 Puge
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(nat_ term_eq_quasiterm.v)

[x:fun]False [l:fun]{p:quasiterm][P:Prop)True
(tl:quasiterm]{P1:Prop][t2:quasiterm](P2:Prop]False).

Definition BConsArg:quasiterm—>Prop=[t:quasiterm](<Prop>Match t
with [x:varJFalse
[x:fun]False (l:fun}{p:quasiterm](P:Prop]False
(t1:quasiterm][P1:Prop][t2:quasiterm][P2:Prop|True).

(tuttttttt'tllt#"t&ttttt"'tl‘ttt*#t‘t’tt'l"t’t‘lttitttt‘tltttl’ltttttlt
("&“‘#O#tttttt‘*t‘ttt Destroyc’.s (Dcstmctors)' 2222222 22 2R 2R 2 S22 R R 2R 0 X 2]
(ttltl#l“‘t“’""ttt’t‘l“l#8‘3‘ttt#ttt“""’#'t"‘tt"'#’tl&"l'#ltt“)

Definition Destrl=[t:quasiterm](<quasiterm>Match t
with V

C

(I:fun][p,q:quasiterm]p

[p1.p2.q1,q2:quasiterm]p1).

Definition Destr2=[t:quasiterm](<quasiterm>Match t
with V

C

[I:fun][p.q:quasiterm]p

[p1.p2,q1,92:quasitermjql).

Definition Destrvar=[X:var][t:quasiterm](<var>Match t
with [x:var]x
(I:fun)X
(I:fun][p:quasiterm][x:var]X
[pl:quasiterm][x1:var}{p2:quasiterm][x2:var]X).

Definition Destrfun=[F:fun][t:quasiterm](<fun>Match t
with [x:var]F
(I:fun]!
(1:fun](p:quasiterm][x:fun]l
[pl:quasiterm][x1:fun]{p2:quasiterm}{x2:fun]F).

(att::tttttt#tttttt#ttttt:tttttttttttt#lttttttttt##tttttt:tt#tctttttttt)
(tt:ttttttttttttttttt Equal in the Set Of quasiterms . tctt:ttt&ttttttttct)
(lnltttt#t"tttttt‘t'ttttttt#t“tt'&t#‘#tt#tttttrt‘#ttltttttttt.ttt't#ﬁ)

Goal (11.12:fun)(<quasiterm>(C 11}=(C 12))->(<fun>I1=12).
Intros;Replace |1 with (Destrfun 11 (C 11));Auto.
Replace 12 with (Destrfun 11 (C 12));Auto.

Elim H:Auto.

Save proj C.

Goal (xl.x2:var)(<quasiterm>(V x1)=(V x2))—->(<var>xl=x2).
Intros:Replace x1 with (Destrvar x1 (V x1)):Auto.

Replace x2 with (Destrvar x1 (V x2));Auto.

Elim H:Auto.

Save proj_ V.

Goal (1l.t2:quasiterm)(11.12:fun)

(<quasiterm>(Root 11 tl)=(Root 12 t2))—>(<fun>11=12).
Intros:Replace 11 with (Destrfun 11 (Root 11 tl}).Auto.
Replace 12 with (Destrfun 11 (Root 12 12)):Anto.

Elim H:Auto.

Save proj_Rootl.

Goal (11.t2:quasiterm)(11.12:fun)

1205 Ot 17 (02 Paye
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(nat_term eq_quasiterm.v)

(<quasiterm>(Root 11 tl)=(Root 12 t2))—>(<quasiterm>tl=t2).
Intros:Replace t1 with (Destrl (Root 11 t1));Auto.

Replace t2 with (Destr2 (Root 12 t2));Auto.

Elim H:Auto.

Save proj_Root2.

Goal (t1.t2,t3,td:quasiterm)

(<quasiterm>(ConsArg tl t2)=(ConsArg 3 td))—>(<quasiterm>tl=t3).

Intros:Replace t1 with (Destrl (ConsArg t1 t2));Auto.

Replace t3 with (Destrl (ConsArg t3 t4));Auto. 3o
Elim H;Auto.

Save proj_ConsArgl.

Goal (t1,12,t3,t4:quasiterm)

(<quasiterm>{ConsArg t1 t2)=(ConsArg t3 td))—>(<quasiterm>12=t4).
Intros;Replace t2 with (Destr2 (ConsArg tl t2));Auto.

Replace t4 with (Destr2 (ConsArg t3 t4));Auto.

Elim H;Auto.

Save proj_ConsArg?2.

380
(’#’*t"‘*#’#““#*‘#'*"**'#‘***#lt‘t’t!tt*‘tttttttl*‘t‘#**’*‘*#"l‘?’)
("'ﬁ“"""l*‘l“' Not equal ln the Set of the quas"ernzs . l"“"‘l’*““**}
(atttt:c::attcttcctt*ttt*ttnt::nctt:::*t:ur:n:aut:tut:"cuwauuntttt:)
Goal (1.10:fun)("<fun>I=10)->("(<quasiterm>(C 1)=(C 10))).
Unfold not;Intros;Elim H;Apply proj C,Auto.
Save C_diff C.
Goal (x,y:var)("(<var>x=y))->("(<quasiterm>(V x)=(V v)}).
Unfold not;Intros:Elim H;Apply proj V,Auto.
Save V_diff V. 390

Goal (t,t0,t1,t2:quasiterm){("{<quasiterm>t=t1))\/("(<quasiterm >t0=t2)))
—>("{<quasiterm>(ConsArg t t0)=(ConsArg t1 t2)}).

Unfold not;Intros;Elim H;Intros;Elim Hl.

Apply proj_ConsArgl with t0 t2;Auto.

Apply proj_ConsArg2 with t tl;Auto.

Save ConsArg_diff ConsArg.

Goal (1,10:fun)(t,t0:quasiterm)((~(<fun>1=10))\ /(" { <quasiterm>t=10)))

—>("{<quasiterm>(Root | t)=(Root 10 t0)})). 400
Unfold not;Intros:Elim H;Intros:Elim HI1.

Apply proj_Rootl with t t0;Auto.

Apply proj_Root2 with | 10:Auto.

Save Root_diff_ Root.

('tt‘#’tt‘“‘t‘#“*‘*t‘tt&*tl"i#‘#**t’*#ltttttltﬂtttﬂ‘*’?’tt*t‘ttltﬁtt)

(***2¥2e222% Decidability of the equality in the Sel of quastlerms . *******%%)
(l“‘“‘#‘3“““"’““““#"*‘l‘t“t‘ltt##l*tt#tlll'!i‘tltttt"ll"“*}
Goal (t.t0:quasiterm){<quasiterm>t=t0}+{ (<quasiterm>t=t0)}.

Induction t. a0
Induction t0.

(1=(V ...)*)

Intros :Elim (var_eq_decS v v0):Intros H.

Elim H:Auto.

Right:Apply V_diff_ V:Auto.

Intros:Right:Apply (Diff quasiterm BV\1:Simpl:Auto.

Intros:Right:Apply (Diff quasiterm BV):Simpl:Auto.

Intros:Right;Apply (Diff quasiterm BV ):Simpl:Anto.

(*t=(C ...)*)

Induction t0. 420
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Intros;Right;Apply (Diff quasiterm BC);Simpl:Auto.
Intros:Elim {fun_eq_decS f f0):Intros H.

Elim H;Auto.

Right;Apply C_diff C:Auto.

Intros:Right:Apply (Diff quasiterm BC);Simpl:Auto.
Intros;Right;Apply (Diff quasiterm BC);Simpl:Auto.
(*1=(Rootl...)*)

Induction t0.

Intros;Right;Apply (Diff quasiterm BRoot);Simpl;Auto.
Intros;Right;Apply (lef quasiterm BRoot);Simpl;Auto.
Intros.

Elim (H y0);Intros.

Elim a:Elim (fun_eq_decS f f0);Intros.

Elim a0:Auto.

Right;Apply Root diff Root;Auto.

Right;Apply Root_diffl_ Root:Auto.

Intros;Right;Apply (Diff quasiterm BRoot):Simpl;Auto.
(*t=(ConsArg ...)*)

Induction t0.

Intros;Right;Apply (Diff quasiterm BConsArg);Simpl:Auto.
Intros;Right:Apply (Difl quasiterm BConsArg);Simpl;Auto.
Intros;Right:Apply (Diff quasiterm BConsArg);Simpl.Auto.
Intros.

Elim (H vl);Intros.

Elim (HO y2);Intros.

Elim a;Elim a0;Auto.

Right;Apply ConsArg_diff ConsArg;Auto.

Right;Apply ConsArg_diff ConsArg;Auto.

Save quasiterm_eq_decS.

Goal (t,t0:quasiterm)(<quasiterm>t=t0)\/( <quasiterm>t=10).
Intros;Elim (quasiterm_eq decS t t0);Intros;Auto.
Save quasiterm_eq_decP.

(“#"“’tt&‘t&‘t*ttlttt*‘ttlt3‘&#*ttlttl##*ll#ttt‘tt‘#tltltllzllttttlt)
(tttttttttttt:tttntttt End Of equality n quasiterrn ttttltttt::rt::n::at*:j
(ttttttttttttttlttlt‘l&t*tttitttt*#&*l#***l‘l"ttltkttttltltt&tltlltttt}

(ttt’#t”tlklttt'ttttﬁtlt#ttlltﬂtnuutt#"ttvtttlllttttl!ll!lt!ttnltcttlrt)
(tttttttttttltttttt't!ttt) End eq quasiterm (t‘#tt*tllttt#tlttttlltttt‘t}

(”t’l’lltltttltttt!##l*l‘&tttlll‘*ll#t‘*tlt#tlltti’tlltit‘*t*!lltilil’l)
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(is_in_quasiterm_term subst.v)

/”“‘l"“"""’l"“""l“""""l“."“t"’"‘.l""‘"“t““"'t"
1

(******* Projet Formel — Calculus of Inductives Construcirons Vi 6 *****2+%)
("“.U““""tl"’""3”"“"”#&”"”lt“".‘3"‘.“"‘(‘3.“""!‘")

(8‘!"33‘1#"*‘#!# uses Pr(/ude.l’, Spt‘th.ll. .‘v(lt.('. ‘ll‘.l"tttl’&&’lt".lt't}

(ereresannest ot complements.v and nat_term_eq quasiterm.y **7*¥rEvesusavas)
(""‘*.“‘4“'.““"‘#’ﬂ"t"‘“"“"""“”.’ll""”"“‘“’".""‘

L 2 L LR R SR EF *s N .
(08’ L2 * LR ls_l'l_quﬂsltem_ternl_bllbsl.v tttt"ttlttlltt’*t#t‘ttl)
(3“'*“"‘#’."*3##’&1’"l’ttttitttt”*tt’"'tt*ttv.’"’"?‘t‘#*‘#””‘ttl&)

(t"'"’##ttttltttt‘t‘ti#“”l’*lt"’“lll#‘ttt‘tlt#l’t’*ttlltit#tlt‘#’lt&ttt

((ll‘l‘lll#"t‘tlllt ‘/.4RIABLE IN 4 QU.ASITER.‘,! *lt‘ltll‘#ltl#tl“t#‘)

("l'lt'#’ttlt#&’t*t‘#tl’#llt‘i#ttt‘l"t’lt’llltttt*lt‘#t#&‘ttt’t’ttltl‘)

Inductive Definition is_in [x:var]:quasiterm—>Prop
=is_in_init : (isan x (V x))
lis.in_Root : (I:fun)(t:quasiterm){is_in x t)—>{is_in x (Root | t))
lisin_ConsArgl : (t1,t2:quasiterm)(is_in x tl)—>(is_in x (ConsArg tl t2))
lis_in_ConsArg2 : (t1,t2:quasiterm)(isin x t2)

—>(is_in x (ConsArg tl t2)).

Definition IS_IN : var—>quasiterm—>Prop
= [x:var]{t:quasiterm]
(<Prop>Match t with
{y:varj(<var>x=y)
(I:fun]False
[I:fun][t:quasiterm][p:Prop]p
[t1:quasiterm][pl:Prop](t2:quasiterm](p2:Prop](pl\/p2)).

Goal (x:var)(t:quasiterm)(IS_IN x t)->(is.in x t).
Induction t.

Intros.

Elim H;Apply is_in_init.

Intros;Elim H.

Intros;Apply is_in_Root;Auto.

Intros;Elim Hl;Intros.

Apply is_in_ConsArgl;Auto.

Apply is_in_ ConsArg2;Auto.

Save IS_IN_is_in.

Goal (x:var)(t:quasiterm)(is_in x t)}—=>(IS_IN x t).
Intros;Elim H:Simpl:Auto.
Save is_in_IS_IN.

(tttrct:ttta:tau:&&tra:t:vt:ti:tt:tt::zututau:::t:::a:t*t:t#t:ttttt:tt:t
r : 0 * ERRERERE RS
(t:tttt:n:tttttnﬁt:t*a:tr [5_/;\1 dcculabzllly RRERE R AR RN RL RS AR E R SRR RGN

(‘«*“I‘tl"*#lIt#*t'ﬂtrt#(‘l“*t“ltilxttltt!tttt‘ttlit‘t#t'!"t"’#’l‘t‘)

Goal (x:var)(t:quasiterm){(ISIN x t)}+{ (ISJIN x t)}.
Induction t.

Intro:Elim (var_eq_decS x v):Intros:Simpl:Auto.
Intros;Right:Auto.

Intros { ¥ h:Elim h:Intros:Simpl:Auto.

Intros v h ¥0 hO:Elim h:Elim h0:Intros:Simpl:Auto.
Right:Unfold not:Intros hi:Elim hl:Intros h2.

Elim b0:Auto.

Elim b:Auto.

Save I15_1N_dech.

Goal (x:var)(t:quasiterm)(ISIN x ¢)\/((ISJIN x 1))
Intros:Elim (IS_IN _decS x t).Intros:Auto
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(is_in_quasiterm_term subst.v)
Save IS_IN_decP.

(U"OIUO0..“#'#‘#““‘"’3““"l.ltl(lllt‘lt’t'&‘“l"l‘.t’l#l”"“l‘«‘)
(‘0ttl&’lt&t’t’t’#'t"ttttt End Of [S ]A,' ttlttll‘tttilttttt’tttl“'lttt"*}

(0"”"00"#."3U‘t‘l’t‘#’t'lt“ttttt&llt'#“ltt‘#t’t‘lt‘lt‘tt'U(”*ttﬁ“)

("’?‘tCi“t‘!Ul‘!&t'ttttttit('tltlt#tt'tll’#l""#"'“"“ttt”“""tt‘*t

(t“tt‘#&‘t“"t&ttt't# Q(J’4SIS[J'BST]TL,T[01\,S t’tt’3&8""‘&!""**38#")
(‘U't‘tlt“#tiilt&"ltttlttt#t’t#"‘!’I"t#l’l“til’ltl"'ltt"‘."'“.lt)

0
Definition quasisubst=var—>quasiterm.
Definition Subst:quasisubst—>quasiterm—>quasiterm
=[f:quasisubst][t:quasiterm}(<quasiterm>Match t
with f
C
(I:fun][t:quasiterm][u:quasiterm](Root | u)
[t1,ul,t2,u2:quasiterm}(ConsArg ul u2)).
(- ————— e *) 80
(F——— e ——— Verifications on the terms:begin ——— —————————— *)
(l _____________________________________________ l)
Inductive Definition term subst[l:list_nat;f:quasisubst]:Prop=
term _subst_imt:((x:var)(term 1 (f x)))—>(term_subst | f).
("‘t’t‘lt#t"‘l“t‘l"t’l"‘l"l‘t“’l*“l“‘t3"‘U“‘““#“I“l‘t’t"t#'tt)
(8“3“'#"““""‘1‘8. If (tem—subst If)’ #tl‘"“"’#ll"#’lI’#tl"‘t"’t‘)
(******+** then Length, SIMPLE, (L_TERM ) and (term [) **¥*##ssss3x22as)
(t"#l‘t‘t“tt’lt‘tt are St(lble by (Subst f) "'#33"‘#‘#‘3‘33‘3‘U‘*“"‘“') a0
(tlt‘""."l’.“’3'"#l*#"“’"#“"“‘#"t“"l“"""“*"’t“'"‘#ttl#}
Goal (l:list_nat)(f:quasisubst)(t:quasiterm)
(term_subst 1 f)—><nat>(Length t)=(Length (Subst f t)).
Induction t;Intros;Elim H;Simpl:Auto.
Intros h;Elim (h v).
Elim (f v);Simpl;Auto.
Intros.
Absurd False;Auto.
Intros. 100

Elim H:Elim HO0:Auto.
Save term_subst_eq Length.

Goal (l:list_nat)(f:quasisubst)(term_subst | f)
—>(t:quasiterm)(SIMPLE t)—->(SIMPLE (Subst f t)).
Induction t:Simpl;Auto.

Intros:Elim H:Intros h;Elim (h v);Intros:Auto.
Save SIMPLE term subst.

Goal (l:list_nat)(t:quasiterm)(L_TERM 1 t) 110
—>(f:quasisubst)(term_subst | )

—>(L_TERM | (Subst f t)).

Intros | t {;:Cut (l_term | t).

2:Try Apply L_TERM | term:Auto.

Intros h:Elim h:Simpl:Auto.

Intros x  W):Elim h0).
Intros h1:Elim (Il x):Auto.
Intros. |

Split:Auto.

Replace (arity | 1) with (Length t0) 120

M) 115 N T MUK Doy :/_/ st qmaseler b rnl_wr/l\/ !




(is_in_quasiterm_termsubst.v)

Apply term subst_eq Length with [;Auto.
Intros.

Split;Auto.

Apply SIMPLE term subst with l;Auto.
Save L_TERM termi_subst.

Goal (l:list_nat){t:quasiterm)(term | t)
—>(f:quasisubst)(term_subst | f)

—>(term 1 (Subst f t)).

Intros;Apply term_init.

Elim H;Intros;Apply,. L_TERM_term_subst;Auto.

Elim H;Intros:Apply SIMPLE term subst with [;Auto.
Save term_term subst.

(’t#tltl“'l""tl#‘t&""#ﬁtltlt#tltt##lll*##lttltttt&tltt*lttl*tlt‘ltt)

(tt"’ltl"’l" Properhts aned to [S hv and Subsi t#tllttt#tl"’tlt‘t*&'#}

(t"t’*tt”’l"“"‘#l*'Itttt###‘#*tlt*'ttlt‘ttttt#tttttttlttltltlttlttl)

Goal (f:quasisubst)(t:quasiterm)(x:var)({y:var){ "(ISIN x (I ¥))))
—>7(IS_IN x (Subst f t)).

Induction t;Simpl;Auto.

Intros;Unfold not;Intros h;Elim h:;Intros.

Elim (H x);Auto.

Elim (HO x);Auto.

Save n_IS_IN_Subst.

Goal (f:quasisubst)(t:quasiterm)(x.x0:var)(ISIN x (f x0})
->(IS_IN x0 t)~>(IS_IN x (Subst f t)).

Induction t;Simpl;Auto.

Intros.

Elim HQ;Auto.

Intros.

Elim H2:Intros.

Left;Apply (H x x0);Auto.

Right:Apply (HO x x0);Auto.

Save IS _IN Subst_IS_IN.

(‘t#t"““’#‘#‘l“‘tt’I‘tl*’&*'t#&’tt*tttt’*ttttttt#'#*lt’t‘l#l*&#t#“t)

(**** If two quasisubstitutions have the same restriction *******#ssasisssizss)
(“"“““‘#“ on the sct thhc vanabks of L L2222 2222222 22222 2 22 20 2 24

(*rresersrersrst then they transform t in the same quasiterm. *¥*#2srdsssxes)
el A L Sl

Goal (t:quasiterm)(f.g:quasisubst)
((x:var)(ISIN x t)—><quasiterm>(f x)=(g x))
~><quasiterm>(Subst f t)=(Subst g t).
Induction t:Simpl;Auto.

Intros.

Elim {(H f0 g);Auto.

Intros.

Elim (H f g);Elim (HO { g):Auto.

Save eq_restriction s_t.

(ttctttttttttt’tt’ttnatttcttvctccnt#c:m--ctxvrr-r--tnnnnttnotlcr-cat:tt:nt)

(****#2%* [f two quasisubstitutions fransform t m the same quasiterm. *****#77*)
(***** then they have the same restriction on the <ct of the rariables of t.%***)
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(is_in_quasiterm_term subst.v)

(t“’#"“l’ltvtll’l#“"l’ll“’tt"‘"'tt.t‘tt’&*‘l‘tv‘lt.”"’"O.’t‘."tcl}

Goal (t:quasiterin)(f.g:quasisubst)

(<quasiterm>(Subst [ t)=(Subst g t))

=>((x:var)(ISLIN x t)=><quasiterm>(f x)=(g x)).
Induction t;Simpl;Intros.

Replace x with v:Auto.

Absurd False;Auto.

Apply H;Auto.

Apply proj_Root2 with fAuto. 190
Elim H2;Intros. .

Apply H;Auto.

Apply proj_ConsArgl with (Subst { y0) (Subst g y0);Auto.
Apply HO:Auto.

Apply proj_ ConsArg2 with (Subst f y) (Subst g v);Auto.
Save eq restriction_t s

(“.‘ltﬁ""l’l'l#t'l‘t#l’t#t‘l’#"‘t'tll‘"3&#“*Uttt*’&tt"ttttll##*ltt)

('Otl""l’lt‘#t‘lt‘t‘ End of quasisubsti!utions “t‘#tl#'tttt#’l.tt&#"t#")

(t‘t*“#“3"#’l"‘tt'#lll#tt‘tl"'*tttt‘#tt-‘t“l“ttt*lt&tt*l‘&t*tt‘tttl} 200

05 Sop 2N A Page J of is_tn_quasiborm_term_subst v




(“I.““""“"Q‘l"“"..“l‘U“""""’“"“"""*““"“““""
(******* Projet Formel — Calculus of Inductives Constructions V5.6 ********)
(’.‘“’.'."'""""""”."""""'"””’3"“""""“"““”"‘")
(”“”"""’.".’ uses Prcludev' 5'pccva' .)V(lt.l’, ”"""*““"“"""")
("""“""‘

(v’tl"&“‘t#lt.tt‘l IS X2 222222 222222 222 22 2 224

and is_in_quasiterm_term_subst.v
(‘"I“".."‘“‘#"*“’"“'.'Ullt“‘"l.t’""*O0“""'“""“*“"“3)
(t."""“"‘t"‘“."“" Ilstv ,s ‘n lv v IZ R X R RSS2SR 2 SRR R R 2R 22 2222222 2

(tlttttt‘.t#‘ﬁlit‘#O‘lﬁ‘tl.tttl0ttt&tll‘t'tl#‘#‘ttt""‘t#”"t‘#‘tl’t‘lj

(#l"#”tlt*#"'ttt’*l&y"l‘ltt‘l""tl‘t’#l‘t’l""Ilt#*’t‘tt‘t#’ttt’#lt)
(t’t"ltlt"t‘t‘ttllt“’# Lisfs Of variab/es . #’tttt#t’ttt‘ltl#t’t'titt’lt*)
(#Uttitt""t‘tti‘it&&lttlt’#'l‘#lt'tt"ttt’#tl"tl‘tt#t'ltﬂt'&“’lt’l*"}

Inductive Set listv = Nilv : listv | Consv : var —> listv —> listv.

Definition BNilv:iistv—>Prop={l:listv](<Prop>Match |
with True
(x:var]{l:listv][b:Prop]False).

Definition BConsv:listv—>Prop=[l:listv](<Prop>Match 1|
with False
[x:var][L:listv][b:Prop] True).

Definition Appv:listv—>listv—>listv=[10,11:listv](<listv>Match 10
with 11
[x:var]{12:listv](Consv x)).

Definition Headv:var—>listv—>var=[x:varj[l:listv](<var>Match |
with x
{x:var][11:distv]{y:var]x).

Definition Tailv:listv—>listv=[}:listv]( <listv>Match 1
with Nilv
[x:var][11:listv][12:listv]11).

(#tttl‘t”tt#'tttll#’tl#"‘l"#t#ltl#ttttl‘#'tt"t#"tltl‘lt"#ti#ltttttt)

IR E At 2222 222 22 22 P‘r‘edicatc ”tO bC member Of a liSt" R t‘tt#"lt’lt‘l’t#"“l)

(#‘tt*’tt#t#i""t‘tttti"‘tlttttt#l#‘ttl’"tt’ttI"!tttit'lt‘l*’ttlttlt‘*'t)

Inductive Definition is_in_lv[x:var]:listv—>Prop=
is_in_lv_intt:(1:listv)(isin_lv x (Consv x 1))
lis_tin_lv_Consv:(l:listv)(x0:var)(isin_iv x 1)
—>(is_in_lv x (Consv x0 1)).

Definition IS IN_LV:var—>listv—>Prop

=[x:var][l:listv](<Prop>Match |

with False
[y:var][lL:listv][p:Prop]p\/<var>x=y).

Goal (L:distv)(x:var)(isin v x )=>(IS_IN_LV x 1).
Intros:Elim H:Stmpl:Auto.
Save is_in Jv_IS_IN_V

Goal (L:listv)(x:var)(ISIN_LV x D)~->(is_in v x 1).
Induction I:Simpl:Intros.

Elim .

Elim HO:Intros.

Apply is.in v_Consv:Auto.

Elim Hl:Apply is_in_lv_init: Anto.

Q002 Nep 28 pual

nal_complements.v. naf_term_cq_quasilerm.p *******r2sssssansys)

(listv_is_in_lv.v)
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Save IS_IN_LV_ is_in_lv.

{“."l""“"""““'*"”""""‘"“"‘""‘.“‘l"""'"”ﬂ"‘.”‘.
(rreesversnss Properties 1) if z belongs to | and is not the head, *=*********)
(“'l."'"”"”’lU“"“’ ’/'en r bclongs ta the ’all “'*-""”"'l"’l".}

(ltt“tl’ivtl""*#l#t"#il"l‘."‘t'lt’t“"I’ﬁl."’l“"t."’l’l‘“"’l‘)

Goal (x.x0:var)(Llistv)(ISIN_LV x (Consv x0 I))—>("<var>x=x0)
—>(IS_IN_LV x ).

Induction |;Sunpl;Intros.

Elim H:;Intros;Auto;Elim HO;Auto.

Elim HO:Intros:Auto.

Save IS_IN_LV_ n_eq.

(tt:tc:ttcttta:ttttatnltttt#cttvttittt&ttttttttvtltttttc:#tttttttntn::tt}
(t!:ttt’ttttttttt'ttlt' i)) [xoj contains only 1:0 ttttti#llt‘t“t‘tl‘.'llt)
(aa:::n::ut-:tettvtéattttt&ctt:tcctt:tittttttttautttttttttatctttvuuatttu}

Goal {x,x0:var)(ISIN_LV x (Consv x0 Nilv))~><var>x=x0.
Intros:Elim H:Intros h;Elim h;Auto.
Save IS_IN_LV_Consv_Nilv_eq.

(tltl“'“.“.l#lttltttll"lttltll’t"#ltl"*!l#'“"l#ttttt‘tt*’#ttttllt")

("l.t"'”#ttl&“’ttﬂ#l }) DCCldabllity of IS IN LV . “‘""#I*t#ll‘t‘t'tlt)
(tttllt*‘l*ttrdt#t’tl'll#‘&"‘t*‘Uﬁtltt"”;’t:t#‘.‘l&"tt"lt"‘t:tttt"’)

Goal (x:var)(L:listv){(ISIN_LV x D}+{ (IS.IN_LV x h}.
Induction l:Simpl:Intros.

(*1=Nilv*)

Auto.

(*I=(Consv v y}*)

Elim H:Intros.

Auto.

Elim (var_eq decS x v);Intros.

{* ... <var>z=v *)

Auto.

(*.. <rvar>z=v*)

Right;Unfold not;Intros h;Elim h;Intros.
Eliin b;Auto.

Elim b0:Auto.

Save [S_IN_LV _decS.

Goal {(x:var)(l:histv)(ISIN_LV x H\/7(ISIN_LV x ).
Intros:Elim (1S_IN_LV_decS x 1);Intros;Auto.
Save IS_IN_LV_decP.

‘/tlt‘i’llt‘3‘lxt‘tt#tlt‘t&""t‘#3'3#3l*“"’*“’"“#tt‘ltt'l*ltt"‘ttttt#t)

(ilt:l.lt"t.‘t*“t&ltt‘ [S’ 1‘,V LV and 4ppv “'"‘"’l“t‘#ttlttt‘l“.&’l“t’)

{‘tll“"’tl“lttt‘t"l’"l"t’*'t"“t"ll##ttl#t"tltttlt”ll&t#.’l"tiltﬁ*}

Goal (L10:listv)(x:van)(ISIN LV x 1)=>(IS_IN_LV x (Appv 1 10)).
Induction 1:'Simpl:Intros.

Elm H:Auto.

Elim HO:Intros:Auto.

Save IS_IN_LV Appvl.

Goal (L10:hisev)(xovar)(ISIN_LV x 10)=>(IS_IN_LV x (Appy 1 10))

Intros LELm [Simpl:Auto.
Save IS_IN_LV_Appv2.

LN IRERY I RN KV

(listv_is_in_lv.v)
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(listv_is_in_lv.v)

Goal (110:listv)(x:var)(IS_IN_LV x (Appv | 10))
~>{(IS_IN_LV x D\/(ISIN_LV x 10)).

Induction l:Simpl;Intros;Auto.

Elim HO:Intros:Auto.

Elim (H 10 x);Auto.

Save IS_IN LV _Appv IS_IN_LV.

{tttllt‘tt#.tlttt"ttt'it‘tlllll'ttt‘3#’#‘3"‘tl#‘tit“'#t*l*#*t#tt#ttt“)
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(#"‘Ot.t#"‘ll"l"llttitt“"“l"‘Ot’t&llt#tltl0#8"""’#.3“3”"’#

(******* Projet Formel — Calculus of Inductives Constructions V5.6 ********)
("““""'.‘t"""'”""“"U"""""“‘t"*tlt.“‘U"“"“."““‘

(‘l""lt’tt*lt"“ uses Prclude.v’ Spccif.v, Nat.v, IZEL SR 22222 2 S22 2 R 2222 22 2 4

(rerrsere22222 nat complements.v, nat_term_eq_quasilerm.y ****#*4%sssssssssssy)

(*FEREREERR s in_quasiterm_term_subst.v and listy_isin_ly.y **3*4¥24esessssntes)
{**"”‘U‘t"“"‘tlt‘t“""”’l."l‘ﬁ"’V‘t‘"#""‘U‘-ﬁ“'*"““"*‘.

(‘8’.8‘#“8“'#tt#t‘tl#t#tt term un,’fv tt&#t't‘ttttt“t““t“‘#lt"‘ttt“‘)
(‘t’t#t‘l’t‘"t’#t'&&"##tl"tltttlttOt'tttO“'t"*tt#t’l‘#"ttt"‘tt’&ﬂl#}

(tt#&t‘tt‘&t#tttttOlt"ttt‘ttl#"ttltttltt3"‘#8““"#"8(&#*##&l#l#ttttl#l}

(** Predicates that count the different elements of a list: **#**¢**ss2xsstunsars)

(**** diffelnd is an inductive definition *¥FEFErFCERLLIILIRL LR SSRSSS SRS SS)
("" The dcﬁnition Of D[FFEL[VB 1s recursive. *"“‘*""‘*“"""‘*“"')

(#tlt‘tt.l#‘t’tl&*3##"&#!#4’4&‘!#l’l‘"tttt"""l&'&t"ll’l#t"#“l‘t“'*"lt)

Inductive Definition diffelnb:listv—>nat—>Prop=
diffelnb_init:(diffeinb Nilv Q)
|diffelnb_Consv_in:(l:listv)(n:nat)(x:var)

(diffelnb 1 n)—>(IS_IN_LV x 1)->(diffelnb (Consv x 1) n)
|diffelnb_Consv_n_in:(l:listv)(n:nat)(x:var)

(diffelnb 1 n)=>("(IS_IN_LV x 1}))->(diffelnb (Consv x 1) (S n)).

Definition DIFFELNB:listv—>nat—>Prop={l:listv](<nat~>Prop>Match |
with {x:nat]<nat>O=x
[y:var][11:listv][f:nat—>Prop]
[n:nat}(<Prop>Match n
with False
[p:nat]{q:Prop)
(ASINIV v INAC (S pIN(CUSINIV y YA p)))-

(ttttttttttctc:ttt R RN E SRR AR R U U R SR AR AR ERER N R RGN GRS RS S ER AR R SRR R

("‘tt“t"‘lt“"# DIFFELIVB is cq‘uivalcni to d'ﬁelnb l"‘l#t##ltt‘tttt’t'l}
(‘8"“‘#‘#‘#’3‘#&“"'lttt‘ttttt‘tt"l‘ltl’ttI"t'ttt‘lt*#ltitt*’tttt#'t)

Goal (l:listv)(n:nat)(diffelnb } n)—~>(DIFFELNB 1 n).
Intros;Elim H;Simpl;Auto.

Induction n0;Simpl;Auto.

Simpl;Auto.

Elim 10;Simpl;Auto.

Save diffelnb_ DIFFELNB.

Goal (l:distv)(n:nat)(DIFFELNB | n)—>(diffelnb | n).
Induction 1.

Induction n;Simpl;Intros.

Exact diffelnb_init.

Absurd <nat>0=(S y);Auto. (*Apply O_S*)
Induction n;Intros.
Elim HO. (*(DIFFELNB (Consv v y) O):False*)

Elim Hl;Intros h:Elim h;Intros.
Apply diffelnb_Consv_in;Auto.
Apply diffelnb_Consv_n_in:Auto.
Save DIFFELNB _diffelnb.

(I‘l‘.'ttl‘l'lti'*3‘3‘18#’##’31‘&ltt‘lt‘i’"tt#lt*"lt‘tlllt‘l‘ttt‘*l"“t)
(tltt“tttl‘l’tltl#l F?l\’f"('( ('f an Ill'(’](r ’ha’ counts I’ltl't'ttlltttl’ttll

(""."“""‘l“"lll!.l"tllll"‘tl'ltlltll’l’ltltl’l’tt"l'lllt‘lll"‘lx)

Goal (l:listv){count:nat{{ DIFFELNB | count)}.
Induction |

16545 Oct 17 1902
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(term_unif.v)

Exists O;Simpl;Auto. (*case I=Nilv*)

Intros. (*case I=(Consv v y)*)

Elim H;Iutros.

Elim (IS_IN_LV_decS v v):Intros.

Exists x. (*case v in y(ISIN LV v y)*)

Cut (DIFFELNB v x);Auto.

Elim x;Simpl;Auto. (*case r=(S p)*)

Cut (ISIN_LV v y);Auto. (*case t=0%)

Elim y;Simpl;Auto. (*case v not in y:"(IS INLV v y)*)
Exists (S x);Simpl;Auto. -0
Save DIFFELNBor.

(t"tl#‘t"‘t‘tt‘l’tt#ttt###t‘ttl‘&’t*‘t&&tt‘t"t"""#‘tt‘#"”t‘#ltttt

(******** The empty list 1s the only list that contains ( element. *******++432)
(“'“"UO""#"‘#&""*’ﬁt‘#‘#""#"-'3‘"#'*"t"’t““"“tl"‘t"&"tt)

Goal (l:listv)(DIFFELNB | O)—><listv>Nilv=l.

Induction l;Simpl;Auto.

Intros;Absurd False,Auto.

Save DIFFELNB_O. 80

Goal (I:istv)(n:nat)(x:var)(DIFFELNB (Consv x 1) n)—>("<nat>QO=n).
Induction n.

Simpl;Intros;Absurd False;Auto.

Intros;Unfold not;Intros h;Absurd <nat>0=(S y);Auto.(*Apply 0_5*)
Save DIFFELNB_Consv_n_O.

(&l#l’tlttltt’ltt'ttttt#t#t‘*tt#l#‘tti&lt8‘!""3"‘l#"”l!#'tltttl#}

(****#**** [nclusion and strict inclusion for the lists as sets. ***¥**33224)

(’tltlttttttttttt"ltl’It#l"l‘tt‘l#‘#‘#‘t‘lttttl’l#tttttttttl#’#ttttt) 90

Inductive Definition inclv{l1,12:listv]:Prop=
inclv_init:((y:var)(ISIN_LV y 11)~>(IS_IN_LV y 12))=>(inclv 11 12).

Inductive Definition st_inclv[l1,12:listv]:Prop=
st_inclv_init:(x:var)("(ISIN_LV x 11))—>(IS_IN_LV x 12)
—>((v:var}(IS_IN_LV ¥ 11)=>(IS_IN_LV y 12))—>(st_inclv 11 12).

Goal (I:listv) ™ (st_inclv 1 Nilv).
Intros {;Unfold not;Intros h;Elim h;Auto. 100
Save n_st_inclv_l_Nilv.

(#l’#‘#""t-"l"*"#‘**t#"“#"l"’t«"#*’l#tl###t‘#&#‘#‘#‘l*t#'ttt#tltl)
(ll'&‘#&t#t."t”&tlt‘**##"l Remove . ’#t#llt'ltltl"tt#l#tt‘lt#tttl)
(tttt'ltlttlttttt remove is "nducu'vcly deﬁncd' t#’ltttt't’#tlltt‘ttttl)

("tttt'&tttt‘t't RE“[O‘,'E l‘s rCCurSivCIy deﬁ”ed ‘3#!8"”38##‘#!"3‘:')
(t‘l""’ttct"t!t‘ttltI‘t#I*t“*"*“"‘ltt"l“‘I#*“‘"l*’#“l*t#tttui}

Inductive Definition remove[x:var]:listv—>listv—>Prop=

remove_init:{remove X Nilv Nilv) 110
|[remove_eq:(1.10:listv)(remove x | 10)—>(remove x (Consv x 1) 10)

{remove_n_eq:(1.10:listv)(x0:var){remove x | 10)—>("<var>x=x0)

—>(remove x (Consv x0 1) (Consv x0 10)):

Definition RENMOVE:var—>listv—>listv—>Prop=
[x:var]{l:listvli < listv—=> Prop>Match |
with [IL:histv]<listv> Nilv=l11
[v:var][H:listv][f:listv = >Prop)
2:distvj((<var>x=v)/\(f 12))
V(T <var>x=v)/\(<Prop>Match |2 120
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with False
[w:var](13:listv][p:Prop}(<var>v=w)/\(f 13)))).

(tlttti“tttttl&’tt‘#ll‘l&tttt#tllttt‘O‘ttltt*3‘&1"*#3‘&"‘3#3&3!3#

(tttttlt‘t"t‘t REJVOVE "s Cquivalent io remove "‘tt"#”'ﬁll““’ttt)
(t’#t&t"‘illtll’lt3"‘tt‘t#tt"’.l‘*“”’lt'*l”*"t‘t"‘tlt‘t'ttt‘i')

Goal (1,10:listv)(x:var)(remove x | 10)->(REMOVE «x | 10).
Intros;Elim H;Intros;Simpl;Auto.
Save remove REMOVE,

Goal (1,10:listv)(x:var)(REMOVE x | 10)—>(remove x 1 10).
Induction |.

Intros;Elim H;Apply remove_init.

Induction 10.

Simpl;Intros.

Elim HO;Intros hl;Elim hl;Intros.

Elim Hl;Apply remove eq;Auto.

Absurd False;Auto.

Intros.:

Elim Hl;Intros.

Elim H2:Intros h hO;Elim h;

Apply remove_eq;Auto.

Elim H2Intros h h0O;Elim h0;Intros hl h2;Elim hl;
Apply remove n_eq;Auto.

Save REMOVE remove.

(tl’&ttl’t#t‘3"’3#‘3#‘#t“tl‘tl‘8‘#‘#"‘##3“#‘#3"#‘#’3tttl"t‘##‘tll}

(ttl“##t'#t’tt‘tt’tt REAIOVE and not IS_[N.LV l"l##lttt‘ltl#“l‘*l)

(lt“tttt#ttttt#tttlttl’l’tlttt*’l##ttt#t##*ttl’ttttt‘lt*t###"t"t")

Goal (1,10:listv)(x:var)(REMOVE x 1 10)=>("(IS_IN_LV x 1))
—><listv>1=10.

Intros | 10 x h;Cut (remove x | 10).

2:Apply REMOVE remove;Auto.

Intros hO;Elim hQ;Auto.

Intros;Elim H1;Simpl;Auto.

Simpl;Intros.

Elim HO;Auto:Unfold not:Intros;Elim H2:Auto.

Save REMOVE n_ IS IN LV eq.

("”8“*«"““"8“‘#“"l“"83"‘."“"3#."““tl'tt‘““8"““")
(’tltlltttl‘tl"l."t'l RE“IO‘/E‘ and COnSU tll"ltttt”'t‘t'lt’tt't)
("tt#t'#‘#ttt&#“t#t‘#“t‘&tt#“'t‘tt"llt#tt#tt&“‘tttt‘ttt‘tttttt}

Goal (1,10:5istv)(x:var)(REMOVE x (Consv x 1) 10)—>(REMOVE x 1 10).
Intros until x;Simpl:Intros.

Elim H;Intros h:Elin h:Intros;Auto.

Absurd <var>x=x:Auto.

Save REMOVE_Consv_eq.

Goal (110:Listv)(x.x0:var)(REMOVE x (Consv x0 1) (Consv x0 10))
—=>("<var>x0=x)->(REMOVE x | 10).

Intros | 11} x x0:Simpl:Intros:Auto.

Elim {I:Intros h:Elim h:Intros.

Absurd <var>xti=x:Auto.

Elim H2:Auto.

Save REMOVE Consv_n g

115 Ot 17 jua?
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(t0tntnttatttttt#tttt!#tttttttt#trttttttatt:ttttc#ttt#ttttt:t:tttt:t}

(seousvsnssssasr Fristence of an 0 such that (REMOVE | 1) ****#+#243x)

(’l"tl*““ltl“t‘t""’#t'tl#tl"ttttt#l#’ttttltttt’tttttt'ttl’tlt#)

Goal (l:listv)(x:var){i0:listv[(REMOVE x 1 10)}.
Induction |;Intros.

Exists Nilv;Simpl;Auto.

Elim (H x);Intros 10 h.

Elim (var_eq decS x v);Intros h0.

Elim hO0;Exists 10;Simpl.

Left;Split;Auto.

Exists (Consv v 10);Simpl.

Right;Split;Auto.

Save sig REMOVE.

Goal (l:listv)(x:var)<listv>Ex([l0:listv](REMOVE x | 10)).
Intros;Elim (sig REMOVE 1 x);Intros 10 h;Exists 10;Auto.
Save exi REMOVE.

('t‘tl‘tt‘lttttlt#It‘t*lt*l‘3###3*#1#3#'#***#*3!‘#3#t*t'l’l#‘lﬁ*‘l*l#}

(t‘*ttt‘l't“'t‘*ll*##lll Properh’es Of REMOVE "#l“"‘#'*’#t'l‘l‘t}
(*ll*ttllttlttttt'l“‘##tl‘*t’*##ttt#l#"'#tt#l*t*#t*ttl”ttl"'#ltt)

Goal (1,10:listv)(x,x0:var) REMOVE x (Consv x0 1) 10)
~>("<var>x=x0)—>("<listv>Nilv=I0).

Induction 10;Intros.

Elim H;Intros h;Elim h;Intros.

Absurd <var>x=x0;Auto.

Absurd False;Auto.

Apply Diff with BNilv;Auto;Simpl;Auto.

Save Headv_REMOVE_Consv Nilv.

Goal (1,10:listv){x,x0:var)(REMOVE x (Consv x0 1) 10)~>("<var>x=x0)
—>(("<listv>Nilv=10)/\<var>x0=(Headv x 10)).

Intros;Split.

Apply Headv_. REMOVE _Consv_Nilv with | x x0;Auto.

Cut (REMOVE x (Consv x0 1) 10).

2:Auto.

Elim 10.

Simpl;Intros h;Elim h.

Intros hQ:Elim h0:Auto.

Intros hO;Elimm hQ;Intros;Absurd False;Auto.

Intros:Simpl.

Elim H2;Intros.

Elim H3:Intros.

Absurd <var>x=x0;Auto.

Elim H3:Intros hl h2:Elim h2;Auto.

Save REMOVE _Consv_n_eq Headv.

(’&8’-‘"‘80“’&’l’ll""l*‘l‘ltltttt“t“t’t*&t#tttt“)’*tlttttttttt"tlt)

(*e¥¥wevssss Dronerties linked to REMOVE and IS IN LV *=#*#exssxvexss)

l’tttttttttttt’tttt’tlttttl."#tttt‘tttltt&tttt#ﬁtttcttttlz::tvcl:ulci}

Goal (L.10:bstv)(x.x0:var}(REMOVE x 1 10)->(IS_IN_LV x0 10)—=>(I1S_IN_LV x0 I).

Intros | 10 x x0 h:Cut (remove x | 10).
2:Apply REMOVE_remove;Auto.
Intro:Elim H:Simpl;Auto.

Intros.

Elim H3:Intros:Auto.
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Save REMOVE_IS_IN_LV IS_IN_LV.

Goal (1,10:listv)(x:var)(REMOVE x | 10)=>(x0:var)(~<var>x=x0)
—>(IS_IN_LV x0 I)=>(IS_IN_LV x0 10).

Intros | 10 x H;Cut (remove x 1 10).

- 2:Apply REMOVE remove;Auto.

" Intro;Elim HO;Simpl;Auto.

Intros.

Elim H4;Auto.

Intros;Absurd <var>x=x0;Auto. 250
Intros. .

Elim H5;Auto.
Save REMOVE_n_eq IS IN_ LV IS IN_LV.

""‘“I'.ttt.l‘#‘ﬁ"t#"’""#'*tl’l"l#?‘ﬁ""‘"""'t#"#"ll*“ﬁ‘#‘#"l*‘)
(at:tttna:tttt:ttattttt::t REMOVE and st_inclv - lttt#ttltt'ttttttttttl)
(""‘"‘"‘t‘l’t"i*""‘ lfx docs not belong to [ L2 S22 222 222 R 222 R 222 222 2 24
(******* and z belongs to 10 and ! st_incly 10, and (REMOVE z 10 1) ******)
("‘""“3""33"8‘3#“lt then lst_inC[U l] ‘l"tt"t&‘l#l"ﬂ“"'lt""l‘)
(“’““"'8“"“"#“‘*“t“"‘*#*tl"lt#"‘ltt‘ﬁ'll"’l‘*“"&"*"t'*’t) 250
Goal (1,10,11:listv)(x:var)(st_inclv (Consv x 1) 10)

~>(REMOVE x 10 11}=>("(ISIN_LV x 1)}—=>(st_inclv 1 [1}.
Intros 1 10 11 x h;Elim h.
Simpl;Intros.
Apply st_inclv_init with x0.
Unfold not;Intros;Apply H;Auto.
Cut “<var>x0=x.
Intros;Apply (REMOVE n_eq IS IN_LV_ISIN LV 10 Il x);Auto.
Unfold not;Intros;Elim H4;Auto. 270
Unfold not;Intros;Apply H;Auto.
Intros;Cut “<var>x=y.
Intros;Apply (REMOVE n_eq IS IN_LV_ISINLV 10 11 x);Auto.
Unfold not;Intros;Apply H3;Replace x with y;Auto.
Save st_inclv_Consv_ REMOVE_n_IS IN_LV st inclv.

(8#‘38“‘#‘(“###‘"‘tl’t“&t“#"tl*tttttt#t#‘*t*#t“lt##&t####t‘&‘l#‘*}

LL LR L2222 222 2222 2 2 22 2 2 2 4 RE,‘{OVE a’ld D[FFELI\I'B lt‘#l#l#&#’t#t’#t#t#t‘)
(‘#"‘I”"“’l“t‘ltt‘lltttttttlttttttttttlt”‘lltttl*‘#t&t‘*#l‘tl’tt#t)

230
Goal (l:listv)(n:nat)(DIFFELNB | n)
—>{10:listv)(x:var)}( REMOVE x | 10)—>(IS_IN_LV x 1)—>(DIFFELNB 10 (pred n)).
Intros | n h;Cut (diffelnb ! n).
2:Apply DIFFELNB_diffelnb:Auto.
Intros H;Elim H.
(* Casel : I=Nily *)
Simpl;Intros;Absurd False;Auto.
(* Case2 I=(Consv z 10) and (IS IN LV r 10) *)
Intros until x0;Elim (var_eq_decP x x0):Intro.
(* Case2 ... H3:<var>z=z10") 2o
Elim H3;Intros.
Apply Hl with x:Auto.
Apply REMOVE _Consv_eq:Auto.
(* Case? ... H3: <var>r=z10%)
Elim 100.
(* Case? ... H3: <var>r=ri:100=N1lp ")
Simpl;Intros.
Elim H4:Intros hO:Elim hO:Inctros.
Elim H3:Auto.
Elm HT. 300
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(* Case2 ... H3:"<var>:r=10;100=(Consv v y)}*)
Intros v v h0 hl;Elim hl:Intros.

Elim H4;Intros;Absurd <var>x=x0;Auto.

Elim H4;Intros h2 h3;Elim h3;Intros h4 h5;Elim h4.
Apply diffeinb_DIFFELNB;Apply diffelnb_Consv_in.
Apply DIFFELNB diffelnb;Apply (H1 ¥ x0);Auto.
Elim H5;Intros;Auto;Absurd <var>x=x0;Auto.
Apply REMOVE _n_eq ISIN_LV_ IS IN_LV with 10 x0;Auto.
(* Cased l=(Consv z 10) and (IS INLV z 10) *)
Induction 100. ,

(* Cased ...100=Nilv*) .-

Intros.

Elim H3;Intros hO:Elim h0;Intros.

Cut “(ISIN_LV x 10).

2:Auto.

Elim H5:Intros;Cut <listv>10=Nilv.

2:Apply REMOVE n IS IN_LV_ eq with x0;Auto.
Intros;Cut (DIFFELNB 10 n0).

2:Apply diffeinb_DIFFELNB;Auto;

Replace 10 with Nilv;Simpl;Auto.

Elim H8;Simpl;Auto.

Elim HS6.

(*Case3 ...100=(Consv v y)*)

Intros.

Change (DIFFELNB (Consv v y) n0).

Elim H4;Intros.

(*Case3 ...100=(Consv v y))and (<var>z0=z) *)

(* ond (REMOVE z0 10 (Consv v y))*)
Elim H6;Intros.

Cut (DIFFELNB 10 n0).

2:Apply diffelnb_DIFFELNB;Auto.

Cut “(IS_IN_LV x 10).

2:Auto.

Elim HT7;Intros;Replace (Consv v y) with 10;

Try Apply REMOVE n IS IN_LV eq with x0;Auto.
(*Case3 ...100=(Consv v y))and “<var>z0=z*)

(* and <var>z=v) and (REMOVE 10 10 y) *)
Elim H6:Intros h0 hl;Elim hl;Intros.

Elim HS5:Intros.

Cut (DIFFELNB y (pred n0)).

2:Apply (H1 v x0);Auto.

Cut (DIFFELNB 10 n0).

2:Apply diffeinb_DIFFELNB;Auto.

Pattern n0:Apply (nat_case n0).
Simpl;Intros;Absurd (IS_IN_LV x0 10);Auto.
Replace 10 with Nilv;Try Apply DIFFELNB_O;Auto.
Simpl;Intros.

Elim H7:Right;Split;Auto.

Unfold not;Intros:Elim H2;Apply (REMOVE IS IN LV ISIN LV 10 v x0).Auto.

Absurd <var>x0=x;Auto.
Save REMOVE_n IS IN LV_DIFFELNB _pred.

(#Ot“lt.tttl’tttl".t&ttl‘l*'tﬁ“""‘t#tt"t’i“'ll‘b‘llttt‘t#tl'#'t!l“#)

. 4
RIZFPSENEIRARRIENRERERERE st_mclv and DIFFELNB tttttttttlttltt#ntttlr}
(tttt‘tt#tttttt’tt##ttnt#tt#ttt‘ttlttttttt#tttttl‘tttatttlltt’tlcttltt&)

Goal (l:listv)(n:nat)(DIFFELNB 1 n)—>(10:istv)(nU:nat)( DIFFELNB 10 uv)
=>(st_inclv 1 10)=>(le (S n) n0).

Intros [ n hyp:Cut (diffelnb | n).

2:Apply DIFFELNB_diffelnb:Auto.
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Intros h;Elim h.

(* Casel : I=Niv *)

Intros 10 nO;Pattern n0:Apply (nat_case n0).

Simpl;Intros.

Elim HO:Intros;Cut (DIFFELNB 10 O):Auto.

Intros;Absurd (IS_IN_LV x 10);Auto.

Cut <listv>Nilv=I0.

Intros H5;Elim H5;Simpl:Auto.

Apply DIFFELNB_O;Auto.

Intros;Auto.(* Apply len S ; Apply le_ O n *) 170
(* Case? I=(Consv z 18) and (IS IN_LV z 10) *)

Intros until n00;Pattern n00;Apply (nat_case n00).

Intros h0 h1;Elim hl;Intros.

Absurd (IS_IN_LV x0 100);Auto.

Cut <listv>Nilv=100.

Intros H3;Elim H5:Simpl;Auto.

Apply DIFFELNB_O;Auto.

Intros;Apply (HO 100 (S m));Auto.

Elim H3;Intros.

Apply st_inclv_init with x0;Auto. 380
Unfold not;Intros;Elim H4;Simpl,Auto.

Intros;Apply H6;Simpl;Auto.

(* Case3 I=(Consv z 10) and “(ISINLV z 10) *)

Intros until n00;Pattern n00;Apply (nat_case n00).

Intros hO hl:Elim hl;Intros.

Absurd (IS_IN_LV x0 100);Auto.

Cut <listv>Nilv=I00.

Intros H5Elim H5;Simpl;Auto.

Apply DIFFELNB_O;Auto.

Intros;Apply le nS. 390
Elim (exi REMOVE 100 x);Intros 11 HS5.

Apply (HO I1).

Replace m with (pred (S m));

Try Apply REMOVE n_ IS IN_LV_DIFFELNB_pred with 100 x;Auto.
Elim H3;Intros.

Apply (H7 x);Simpl;Auto.

Apply st_inclv_.Consv_ REMOVE n_IS_IN_LV st_inclv with 100 x;Auto.
Save DIFFELNB st _inclvle S.

(“t"““"‘"’t“‘#"“""*’*""““‘3’*8#1"#""’“’3‘#'#C"’#t"*"l”!’) 400
("’l’l“"“"’""""“"‘# inclv and D[FFEL[VB "“t"“**“‘*“*"t‘*'?}
("'I"‘U““""3""“""““““'t“"‘#33'"‘*8"!'38#*"'#“"'!'*)
Goal (l:listv)(n:nat)(DIFFELNB | n)—>(10:listv)(n0:nat)(DIFFELNB 10 nv)
—>(inclv 1 10)—>(le n n0).
Intros | n hyp;Cut (diffelnb | n).
2:Apply DIFFELNB _diffelnb;Auto.
Intros h:Elim h.
(* Casel : I=Nilv *)
Auto.(*Apply le_.O_n*) 410
(* Case2 I=(Consv z 10) and (ISIN_LV z 10) *)
Intros.

Apply HO with 100:Auto.

Apply inclv_init:Intros:Elim H3;Simpl:Auto.

(* Case3 I=(Consv z 10) and “(IS_IN_ LV z 10} *)

Intros until no0:Pattern n00:Apply (nat_case n0)0).

Intros:Absurd (IS_IN_LV x 100).

Cut <listv>Nilv=100.

2:Apply DIFFELNB_O:Auto.

Intros H4:Elim H4:Simpl:Auto. 420
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Elim H3:;Simpl;Auto.

Intros;Elim (exi REMOVE 100 x):Intros.

Apply len S;Apply HO with x0.

Replace m with (pred (S m));Auto.

Apply REMOVE n IS IN LV _DIFFELNB pred with 100 x;Auto.
Elim H3;Simpl;Auto.

Apply inclv_init;Intros.

Apply REMOVE_ n_eq IS IN_LV_ IS IN_LV with 100 x;Auto.

Unfold not;Intros h0;Absurd (IS_IN_LV y 10);Auto;Elim h0;Auto.
Elim H3;Simpl;Auto. 430
Save inclv_le. o

(t’l"ttt’t”tlltttlltlt*"l’tt#(‘lttltt*tttttl#t‘tttl#tttl#t#*tt*&.
("&38""’!"3‘3‘#"‘ ﬁhfb t “) “ true #‘Il’*tltl*’#tl*#l#tl##lttt{)

(******2** if every variable of t is a varwable of u and **EF¥EAERARLLIRR)
(***** if there exists a variable of u which is not a variable of t. ********)

(Frrr*222222% One reads 1 s less than u by ils variables. *******+ssxxs3x)
(’.t*'31""“’1*1‘#8#’3*’*.3"*3‘l*t‘l#'l?*‘t“““tt‘*"*t’*"“lt)

Inductive Definition infv{tl,t2:quasiterm]:Prop= 440
infv_init:(x:var)(T(ISIN x t1))—>(IS_IN x t2)
~>((y:var)(IS_IN v t1)=>(IS_IN ¥ t2))—>(infv t1 t2}.

(‘l”"l‘&”‘lt‘ttttl‘t‘*l*t#d!t!#¥tt’:lﬁlt'tt#lt#tl*tt’ttt*l#l’lttt

(amnmnaur A closed quasiterm has no variable ttt#a#*tt:tttttttttt#tt)
(:tt:::ttuunmnrt::uru::::::::nt:uru:ntzunu:v:turuw:mnt:utt:t:)

Inductive Definition clos{t:quasiterm]:Prop=
clos_init:{(x:var){"(ISJIN x t)))—>(clos t).

450
(“Itltl'tl#t'Iit&t#t*lﬁ*tl*"#ﬂ#tttlt##'3#3#1#’tlttlt‘lt##*#ll”‘tt)

(rrrevxe2vss The list of the variables that occur in a quasiterm **¥*****¥)
el R e !

Definition list_var:quasiterm—>listv={t:quasiterm](<listv>Match t
with [x:var](Consv x Nilv)
[I:fun]Nilv
[1:fun]{t0:quasiterm]fi:listv}}
[t1:quasiterm][l1:listv][t2:quasiterm][12:listv](Appv 11 12)).

460
(ttttt:ttt:tt*tn:t:nt::x:r:tttt:t:::.:z:;:tt:z::tc:::::u*t:t:ct:nnrt

(rreeurerrs (IS N z 1) and (ISIN_LV z (list_var 1)) are equivalent. *****)

(“‘l“‘*i‘*"*t‘**#tt’tt&*t***lttlvlt!l*ttttt‘l#tt’t‘tt*tti#*i&*‘tf}

Goal (t:quasiterm)(x:var)(ISIN x t)—>(IS_IN_LV x (list_var t)).

Induction t:Simpl;Intros:Auto.

(*Case t=(V v) : Apply or_is_inror . Assumplion

Case t=(C c) : Assumption

Case t=(Root f y) : Apply H . Assumption ~)

(*Case t=(ConsArg y y0) *) 470
Elim Hl:Intros.

Apply IS IN_LV Appvl:Auto.

Apply IS IN_LV_Appv2:Auto.

Save [S_IN_IS_IN_LV.

Goal (t:quasiterm)(x:varM IS IN LV x slist var t1N=>(IS IN x ).

Induction t:Simpl:Intros:Auto.

(*Case 1=(C ¢) : Assumplion

Cuse t=(Root f y) : Apply H . Assumption 7)

(*Case t=(V v}*) 480
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Elim H;Intros;Auto;Absurd False;Auto.

(*Ezact n_False; Assumption; Assumption *)

(*Case t={ConsArg y y0} *)

Elim (IS_IN_LV_Appv ISIN_LV (list_var v} (list_var ¥0) x H1);Intros;Auto.
Save IS_IN_LV_IS_ IN.

("‘3"8”#&&#‘&"#'3#&“'"ltlt«"ttlt*l'"tt8!ttt#t«t*ltltltlt*"'l*tt'l‘“

(**2rr*2*2* To count the different variables of a quasiterm ******¥#ss32x3322)
.("Itttt‘ltt#lt”&lttt’lttt&'tltltttt*ttttt&tt#tttt’tltttttt#ttttlltl't)

Goal (t:quasiterm)(DIFFELNB (list_var t) O)—>(clos t). 490
Intros;Apply clos_init. -

Unfold not;Intros x h;Absurd (IS_IN_LV x (list_var t)).

Replace (list_var t) with Nilv;

Try Apply (DIFFELNB_O (list_var t));:Auto.

Apply IS_IN_IS_IN_LV;Auto.

Save DIFFELNB_O_clos.

8‘#*‘3"‘&3#'3‘3*lttttttl‘*’Cttt#‘tl#tt«tttttll*‘tt“ttt#lt’l#’#lttl"‘)
(‘l‘t"’t‘t“t“‘lt’lttt CIOS and COnSArg. '#1#“ltttttll"t#t'#tt3&*#&“')
(##‘#ttt‘lt"““lt'tt‘t“‘litltt#t‘tt#l3‘ltt‘!'lllttttll#**tl#lttttlt#‘)

500
Goal (t1,t2:quasiterm)(clos (ConsArg t1 t2))—>(clos tl).

Intros;Elim H;Intros;Apply clos_init.

Intros x;Unfold not;Intros;Elim (H0 x):Simpl;Auto.

Save closConsArgl.

Goal (t1,t2:quasiterm)(clos (ConsArg tl 12))—>(clos t2).

Intros:Elim H;Intros;Apply clos_init.

Intros x;Unfold not;Intros;Elim (HO x);Simpl;Auto.

Save closConsArg2. 510
Goal (t1,t2:quasiterm)(clos (ConsArg t1 t2))—>((clos t1)/\(clos t2)).

Intros;Elim H;Intros;Split;Apply clos_init.

Intros x;Unfold not;Intros;Elim (H0 x);Simpl;Auto.

Intros x;Unfold not;Intros;Elim (H0 x):Simpl;Auto.

Save closConsArg.

Goal (t:quasiterm)(clos t)=>(DIFFELNB (list_var t) O).

Induction t.

(*Case t=(V v} *) 520
Intros:Elim H.

Simpl:Intros;Absurd <var>v=v:Auto.

(*Case t=(C ¢) *)

Intros;Simpl:Auto.

(*Case t=(Root f y) *)

Intros;Simpl:Auto.

(*Case t=(ConsArg y y0) *)

Simpl:Intros.

Elim (closConsArg v y0 Hl):Intros.

Replace (list_var v) with Nilv:Try Apply DIFFELNB_O:Auto. 330
Save clos DIFFELNBO.

Goal ;10.tl:quasiterm){iniv t0 t1)—>

(st_incly (list_var t0) (hst_var t1}).

Intros:Elim H:Intros.

Apply st_inchvomt with x

Unfold not:Intros:Elimy HO:Apply [S_IN_LV_IS_IN:Auto.

Apply ISIN_ISIN_LV:Auto.

Intros:Apply IS_IN IS IN_LV:Apply HZ:Apply ISIN_LV_[S_IN:Auto.

Save intv_st_inclv. 240
05 et 17 Jaa! Page 4 of term_nmfo

]



(term_unif.v)

Goal (t0,tl:quasiterm)(st_inclv (list_var t0) (list_var tl1))
=>(infv t0 t1).
Intros;Elim H;Intros.
Apply infv_imit with x.
Unfold not:Intros;Elim HO;Apply IS_IN_IS_IN_LV:Auto.
Apply IS_IN_LV_ISIN;Auto.
Intros;Apply IS_IN_LV_IS_IN;Apply H2;Apply IS_INIS IN_LV:Auto.
Save st_inciv_infv.
. 550
Goal (t:quasiterm)(clos' t)—>(t0:quasiterm)”(infv t0 t).
Unfold not:Intros.
Elim H:Intros.
Elim HO:Intros.
Elim (H1 x);Auto.
Save n_infv_t_clos.

(ttt*l"’lttl’l"#t*tt‘#t‘t’l‘t’l*t'**"’tl’#4"l""’#ttlt*’l“lOltlttltt

(*erersssnensasr Ouasisubstitution eztensively equal to V tn\wturnutmn:ttt)

(*’tlttt’tt&#tt’l&"tll#t#tt'#lt*t‘lttt‘t#’I’t‘#l‘&l’*"’*'*8##*8“#"“') 560

Goal (f:quasisubst){t:quasiterm)((x:var)<quasiterm>(V x)=(f x))
—><quasiterm>t=(Subst f t).

Induction t;Simpl;Auto;Intros.

Elim H;Auto.

Elim H;Elim HQ;Auto.

Save eq_V _stab.

Goal (t:quasiterm)<quasiterm>t=(Subst V t).
Intros;Apply eq V stab;Auto. 570
Save V_stab.

Goal (t:quasiterm)(f:quasisubst)(clos t)—>(<quasiterm>t=(Subst f t)).
Intros;Elim H;Intros.

Apply trans_equal with (Subst V t);

Try Apply V_stab.

Apply eq restriction_s_t;Intros;Absurd (IS_IN x t);Auto.

Save clossubst.

(#"#ﬂtt‘3"3l#'t"#t#lt‘#‘.t#‘tt‘lt‘tt"l‘t#‘tt't‘t'*"tltt”tllt&tltlt
(#‘tl’#“tl‘tl&’l’ Prcdicatc dom . (dom fz) x's true ““3‘&#“'&"'!&‘1#')

(“##3####3"'“““’" ,f f(z) 's not Cqual to V(z). ‘l&tttlttt#lt‘it’#‘tt’t}
(#tt't't’tl*#‘tltltltt#tl#“t“‘t'ttl‘t“'#t#lt#’ll#t##t#lll‘t*ttlttttt}

580

Definition dom:quasisubst—>var—>Prop=
[f:quasisubst][x:var] < quasiterm>(V x)=(f x).

Goal (f:quasisubst)(x:var)( (dom { x))-><quasiterm>(V x)=(f x).

Intros f x:Elim {quasiterm_eq decP (V x) (f x));Intros;Auto.

Elim HO:Auto. 590
Save n_dom.

Goal (f:quasisubst)(x:var}{dom { x)\/("(dom f x)).

Intros { x:Elim (quasiterm_eq decP (V x) (f x)):Intros:Auto.
Right:Unfold not:Intros:Absurd <quasiterm>(V x)=(f x);Auto.
Save dom _decP.

(!llt'!t':tt!tttctOttttlttttt‘t'#rl#tl'tt’*‘t’ttll:&ctttttntt*t!tttl:vl,
/

(”l"".""”'t‘ Pred‘cate ra’lge R (r“nge f I) s true l””‘""’l't‘tl'llt}
(revennrannnsnsnns f (he varable r 15 1n the tmage **=tE¥vetemT =Nt antnnn) 500
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(‘U‘OO"""““'I Of an othe’. vanable undcr f LR R RS2 22222 SRR R R XX 2R ERS
(0‘3"0“8‘83#3“tl""#‘#l*‘#t"'3’#ll"’t#l‘l"‘l"'ﬁt“lt’ltttltttttt)

Inductive Definition range[s:quasisubst;x:var]:Prop=
range_init:(yv:var)(dom s y)—>(IS_IN x (s y))—>(range s x).

Goal (f:quasisubst)(x:var)("(range { x))
—>(y:var)(dom f y)—>"(IS_IN x (f v)).
Unfold not;Intros.
Elim H;Apply range_init with y;Auto. 610
Save n_range_n_IS_IN.

Goal (f:quasisubst)(x,y:var)("(range f x))—>(IS_IN x (f y))—><var>x=y.

Intros.

Elim {dom_decP f y);Intros h.

(*Case (dom f y) *)

Absurd (IS_IN x (f y));Auto.

Unfold not;Intros;Elim H;Intros.

Apply range_init with v;Auto.

(*Case “(dom f y) *) 620
Change (IS_IN x (V y)).
Replace {V y) with (f y);Auto.
Elim {n_dom f y);Auto.

Save n_range_IS_IN eq.

Goal (f:quasisubst)(t:quasiterm)(x:var)( (range { x))
~>(IS_IN x (Subst f t))->(IS_IN x t).
Induction t;Simpl;Intros;Auto.
Simpl;Intros;Apply n_range_ IS IN eq with f;Auto.
Elim H2;Intros;Auto. 630
Save n_range_IS_IN_Subst.

(##ttctt:ttt:ttttttttlttttttt#t#ttttttctt*tt#’tt:*ttttttttattt:rttc::ct)
(tttttttttcttttttt Predicaie over : (overf i) 1s irue tttt:tattatttttttttlt)
(ttcattctttt:t:ttt lff does not modify the variables tttttttctt:tctttttt:t}
(ttttttttttttntatt which are not in . ttttt:tttt:tttttnttcttttttttt:t::t)

(“t#8“'U"'#tltI‘l"ttl"l#“t‘tltt"ttttttttl‘tttttttttl‘tlttt*tttt“tt)

Definition over : quasisubst-—->quasiterm—>Prop=
(f:quasisubst][t:quasiterm](x:var)("(ISIN x t)) 640
-><quasiterm>(V x)=(f x).

(3883tItl‘ttltt“"’#“’t“““l'ttl"t‘l’“I&l&"‘t"&‘tltt"&t!tttttttttltlt)

(“3"‘“3#““’#“ Pndicatc under : (undcr f t} s true .‘38"3‘4‘#!"##‘#}
(t'lt“.“'"‘ttt‘t lf every variablc w’l!ch "s l‘n thc imagc Ct&ll“"’tltll’#}

N L X 4 *x
(t##“‘t""‘ltt" of an Other vanable undCr ]’ s in i L2 L2222 22 2 4 ey *)
(tttttttt‘tlt‘ttt.l"tt"'l‘l“lt#ttlt‘3#“’#&*"!#‘#"*‘*‘##‘ltt'tttttc’)

Definition under : quasisubst—>quasiterm—>Prop=
[s:quasisubst][t:quasiterm](x.y:var)(dom s ) 550
=>(IS_IN x (s ¥)}=>(IS_IN x t).

(’ll“""’.'l“‘ﬁ#‘”""..U'l.“ll"tt"tttttltl"lllltcttt‘lﬁltl.l‘.ll)
(#lll‘t‘l."tllﬁtl ], (u"dcrf t} s true ’he" #“"l*t’t“lt‘t"'.l"‘I‘Il")

(l‘tttttlttttltltl l#t’.ttvl:nzn:z::.:tttttl)

every variable which s in the

(rrEvERAmRAEREELET image of | under the quasisubstitutron [ “F=rmxE=mmzzmzsy)

(Ct'ct!cltlllnltrt l.ltllatllltictl.y.-zc::.--v.-.-tv-lx)

was before in I
(""‘l."""“"’""""".l”?"l""'““"“l’tl’l'l’llt‘l’l’l"l'#"lﬁ)

Goal (f:quasisubst){t:quasiterm}(x:var)(ISIN x (Subst { 1)) G
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—><var>Ex([y:var](ISJIN v t)/\(IS_IN x (f ¥))).
Induction t;Simpl;Intros;Auto.{*Case t=(Root f u) *)
(*Case t=(V v) *)

Exists v;Auto.

(*Case t=(C ¢} *)

Elim H.

(*Case t=(ConsArg y y0) *)
Elim Hl;Intros.

Elim H with x;Intros;Auto.
Elim H3;Intros;Exists x0;Auto.
Elim HO with x;Intros;Auto.
Elim H3;Intros;Exists x0;Auto.
Save IS_IN Subst_exi_IS_IN.

Goal (f:quasisubst)(t:quasiterm){under f t)
—>(x:var)(IS_IN x (Subst f t))
—>(IS_IN x t).

Unfold under;Intros.

Elim (IS_IN Subst_exi IS IN f t x HO);Intros x0 h;Elim h;Intros.

Elim (var_eq decP x0 x);Intros hO.

Elim h0;Auto.

Apply (H x x0);Auto.

Unfold dom;Unfold not;Intros.

Elim h0;Symmetry;Change (IS_IN x (V x0)).

Replace (V x0) with (f x0);Auto.

Save under_IS_IN Subst_IS_IN.

(tl‘tttttt‘tt'l"t8":#“3!I’l##ttt*tt’ttt‘ltttltitttt*lt'*"tl‘tttltll
(8&".#‘3‘(‘#“### Suﬁcz order sublcrnl AL 2 2R e 22 2222 22 22 R R 222 22 22 R 22 22 24
(tl*t"’&tt’l'*“l (uSualSCnSC). tI‘lt8*###3’3***‘413ltttl’t’l"‘#&8#"3)
(’lt'*‘l‘tt#”t'l*ll&&#“I#l’ttt*tttl3'*!*3#3&‘131‘#‘#‘#‘#"tlt#&‘l‘#?f}

Inductive Definition sub{u:quasiterm]:quasiterm—>Prop=
subConsArgl:(t:quasiterm)(sub u (ConsArg u t))
|subConsArgr:(t:quasiterm)(sub u (ConsArg t u))
{subRoot:(1:fun)(sub u (Root | u))
|subConsArgl2:(t,v:quasiterm)(sub u t)—>(sub u (ConsArg t v))
IsubConsArgr2:(t,v:quasiterm)(sub u t)—>(sub u (ConsArg v t))
|subRoot2:(t:quasiterm)(l:fun)(sub u t)=>{sub u (Root | t)).

(t'&"it#”*t&t#ll“l’t#’3&#’&#tt‘l‘t#'lttt*lttttttt#t‘ll"*l'*’t'l‘tl#
("l#tt“l“‘itt*# Rccurs"w deﬁnxhon : LSRR 222222222 2 22 22 R 2 X2 R 22 2 22 24
(3"#"“"*“l‘#l**tl’l“tttlt*l‘ttt#"’tl*#tt#l.ll#t‘ttl#ttl"t’l"ll)

Definition SUP:quasiterm—>quasiterm—>Prop=
[t:quasiterm]( <quasiterm—>Prop>Match t
with [x:var]){u:quasiterm]False
{I:fun][u:quasiterm]False
[l:fun]{ul:quasiterm][sup]:quasiterm—>Prop|[u:quasiterm]
{{<quasiterm>ul=u)\/(supl u))
ful:quasiterm]j[supl:quasiterm—>Prop]}
[u2:quasiterm]{sup2:quasiterm—>Prop)
[u:quasiterm]{{ <quasiterm>ul=u)\/(<quasiterm>u2=u)

\/(supl u)\/(sup2 u))).

Definition SUB:quasiterm—>quasiterm—>Prop=
[tl.t2:quasiterm}(SUP t2 tl).

(Otl"‘l"“"”‘.""t”‘.#l”tllt"t""t#"‘d’tl.tl.’8‘!'3**"”"‘*

(ttttttttcttctttmt S[,'B s t’l["ll‘nlf’"i fo sub -rtt!lt"a'.tttt:attttlttcvt:::)
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(term_unif.v)

(“’.tt‘."t"t3.'00##“0““‘.0'!“"‘*‘IU‘"‘O’*tttl‘ltt‘il’tl’l"tt""’)

Goal (t1,t2:quasiterm)(sub tl t2)—>(SUB tl t2).
Intros;Elim H;Unfold SUB;Simpl;Auto.
Save sub SUB.

Goal (t1.t2:quasiterm)(SUB t1 t2)—>(sub tl t2).
Induction t2;Intros.

(*Case t=(V v) *)

Elim H.

(*Case t=(C c) *)

Elim H.

(*Case t=(Root f y) *)

Elim HO;Intros.

Elim H1;Apply subRoot.

Apply subRoot2;Auto.

(*Case t=(ConsArg y y0) *)

Elim Hl;Intros.

Elim H2;Apply subConsArgl.

Elim H2;Intros. 740
Elim H3;Apply subConsArgr.

Elim H3;Intros.

Apply subConsArgl2;Auto.

Apply subConsArgr2;Auto.

Save SUB_ sub.

730

(t"'lt*l"###*l**t‘#l#I‘#’t"lt#‘ttttttttlt#l*tt#&ttttttl*##t#t#ttt*’tl}

("##8"!0“#"*"# Transitiuity of S(J’P and SUB . t#*”"l’tt"‘t't&&tl#l‘)
("‘l““ltt#lit“#‘tt##t“"l‘t#‘tt#*‘""""lt#l’#"‘*tl’ll#tt’tttttttt#llt}

Goal (v,u,w:quasiterm)(SUP v u)—>(SUP w v)—>(SUP w u).

Induction v.

Intros;Absurd False;Auto.(*Case v={V v0) *)

Intros;Absurd False;Auto.(*Case v=(C f) *)

(*Case v=(Root f y)*)

Induction w.

Intros;Absurd False;Auto.(*Case w=(V v0} *)

Intros;Absurd False;Auto.(*Case w=(C f0) *)

(*Case v=(Root f y);w=(Root f0 y0)*)

Intros. 760
Elim H2;Intros;Elim HlIntros:Simpl:Auto.

Elim H4;Replace v0 with (Root { v);Simpl;Auto.

Replace v0 with (Root f y);Simpl;Auto.

(*Case v=(Root f y);w=(ConsArg y0 yi)*)

Intros.

Elim H3:Intros.

Replace v0 with (Root f y);Simpl:Auto.

Elim H4:Intros.

Replace v!1 with (Root f v);Simpl:Auto.

Elim H5:Intros:Simpl:Auto. 770
{*Case v=(ConsArg y y0)*)

Induction w.

Intros:Absurd False:Auto./*Case w=(1" v0) ~)

Intros:Absurd False:Auto.(*Case w=(C f0} ~)

(*Case v=(ConsArg y y0):w=(Root f0 y0U)*)

Intros.

Elim H3:Intros.

Replace v1 with (ConsArg v v0):Simpl:Auto.

Simpl:Auto.

(*Cuase v=(ConsArg y y0):w=(ConsArg y yl)*) TRD
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Intros.

Elim H4;Intros.

Elim 113;Intros.

Elim H6;Intros;Replace y1 with (ConsArg y v0);Simpl;Auto.
Replace ¥1 with (ConsArg v y0);Simpl;Auto.

‘Elim H5;Intros.

Replace ¥2 with (ConsArg y y0);Simpl;Auto.

Elim HG;Intros;Simpl:Auto.

Save trans SUP.

Goal (v,u,w:quasiterm)(SUB u v)—>(SUB v w)—>(SUB u w).
Unfold SUB;Intros;Apply trans SUP with v;Auto.
Save trans SUB.

Goal (v,u:quasiterm)(SUB u v)—>"<quasiterm>u=v.

Intros.

Unfold not;Intros h;Cut (SUB u v);Auto;Elim h.

Elim u;Simpl;Auto.(*Case v=(V v) or u=(C f}*)

{*Case u=(Root f y)*) '

Intros.

Elim Hl;Intros.

Apply HOPattern y;Replace y with (Root f y);Auto.
Apply HO;Apply trans SUB with (Root f y);Unfold SUB;Simpl;Auto.
(*Case u=(ConsArg y y0)*)

Intros.

Elim H2;Intros.

Apply HO;Pattern y;Replace y with {ConsArg v v0);Auto.
Elim H3:Intros. ’

Apply Hl;Pattern y0;Replace y0 with (ConsArg y v0);Auto.
Elim H4;Intros.

Apply HO;Apply trans SUB with (ConsArg y v0);Unfold SUB;Simpl:Auto.
Apply H1;Apply trans SUB with (ConsArg y y0);Unfold SUB;Simpl:Auto.

Save SUB _diff.

Goal (t1,t2:quasiterm)(f:quasisubst)(SUB t1 t2)
~>(SUB (Subst f t1) (Subst f t2)).

Unfold SUB;Induction t2;Simpl;Intros.

Elim H.

Elim H.

Elim HO;Intros h0.

Elim h0;Auto.

Auto.

Elim Hl;Intros hl.

Elim hl:Auto.

Elim hl;Intros h2:Elim h2;Auto.

Save SUB_subst.

Goal (x:var)(t:quasiterm)({f:quasisubst)(IS_IN x t)
->("<quasiterm>(V x)=t)—>(SUB {f x) (Subst { 1)).

Intros:Change (SUB (Subst { (V X)) (Subst f t)):Apply SUB _subst.

Unfold SUB:Cut ~<quasiterm>(V x)=t:Auto:

Cut (IS_IN x t):Try Apply IS IN_is_in:Auto.

Elim t.

(*Case t=(\" v}*)

Simpl:Intros:Absurd <quasiterm>(V x)=(V v):Auto.

Elim Hi:Auto.

("Cuse t=(C [)*)

Simpl:Intros:Absurd False:Auto.

(*Case t=(Root f0 y}*)

Intros:Elim (quasiterm_eq_decP (V' x) v):Intros.
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Elim H4;Simpl;Auto.

Cut (ISIN x (Root f0 v));Simpl;Auto.

(*Case t=(ConsArg y y0)*)

Simpl:Intros.

Elim (quasiterm_eq decP (V x) v);Intros;Auto.
Elim (quasiterm_eq decP (V x) v0);Intros;Auto.
Elim [3:Intros;Auto.

Save IS_IN_SUB.

(ttlt#l&'t"tl‘ti#t!i#‘#tl#“ltlttli‘#‘"‘ttiti“ttt###"“l‘##‘l"l)

(:acuuattaaactunnJd'cmpotcncc of a quasisubstiiulion ctctttlnta:tu)
(uu:‘nu::ntuauuaauau:::uun:annnuuuu:nutcnnn)

Definition idempotent:quasisubst—>Prop=
[s:quasisubst](x:var)<quasiterm>(s x)=(Subst s (s x)).

(‘tlt‘t"#"’#*ttl‘lt'tt#tl‘#U‘#"llt““l’litt‘tlt‘t#ttt8&“"#8"t)

(t“t‘tl"ltt [f for each var‘iable Of thC rangc "tt&t’tt“lt“’t’tt’ll}

(‘lt‘l"‘#‘!t‘tlt#'t# Of a quasisubstitution, 3'l“‘l#‘t‘lt“"’l'#*‘t}
(tlt‘ltt#tl‘t"# tlns s transformcd to :isclf t“*'tttttlt#t*ttt“tt#*tt)

(tt'tttt#"t# thc quasisubst"tution iS idempotc’lt. #"‘t’#tt*"tt#tt’ttt}
(ttl#tC‘ittttt‘t&tl*#l“ltl’#l#‘#‘#t"8##’###‘#“""‘"’"’“l‘ttti‘C'l)

Goal (f:quasisubst)({x:var)(range f x)—><quasiterm>(V x)=(f x))
—>(idempotent f).

Unfold idempotent;Intros.

Elim (quasiterm_eq decP (V x) (f x));Intros h.

(*Case <quasiterm>(V z)=(f z)*)

Elim h;Auto.

(*Case “<quasiterm>(V z)=(f t)*)

Apply trans_equal with (Subst V (f x)).

Apply V_stab.

Apply eq restriction_s_t.

Intros;Apply H;Apply range_init with x;Auto.

Save range_n_dom_idempotent.

(tltttttiitt&tt't'ttltt'ttl“ltl"tll“tl“‘##l.’#ttl‘t“’t’“t‘#*#*)

(***** Conversely if a quasisubstilution 1s idempotent, then ¥***¥vss3sx¥)

(***** the variables of the domain are not in the range. ******¥¥¥exsiy)
(“’“"’3"*"""‘“-“t"‘"’-“"tl“"l““#“'“““t"l’“"“‘3#"‘)

Goal (f:quasisubst)(idempotent {)—>(x:var)(dom { x)—>"(range f x).
Unfold not:Intros.

Elim HO:Elimm Hl;Intros.

Apply (eqrestriction_ts (f ¥v) V {);Auto.

Elim H:Elim V stab with (f v);Auto.

Save idempotent_n_range.

(""“““".'*“'"“‘¢"‘"U"".“3."’.’"““"“"."I"‘".""'3)

M . REEEEX
(rreererveerxy Vorsion withoul range of the same result. ******¥sestes)
(“"“U"t“““'.".“l"“""‘&“t“"‘ﬁ"‘""'“i"“""“"'}

Goal (f:quasisubst){idempotent f)
=>(xvarj(dom f xj=>(v:ivar) (IS_IN x (f v)).
Intros.
Elim (dom _decP [ vi:Intros
(*Case {dom f y)*)
Apply n_range_n_IS_IN:Auto
Apply idempotent_n_range:Anto.
(*Cuse “{dom f y)*)
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Elim (n_dom f y H1);Simpl.
Unfold not:Intros h;Absurd (dom f v);Auto:Elim h:Auto.
Save idempotent_dom_n_[S_IN.

(*C"‘lttt‘ll"tl‘tl"tt#lttt#l‘lI'*’i"tll”t#tt’tttit*‘tttlttlttl‘

(**** If the quasisubstitulions f et g are such that: *****#s*xsvssryveass)
(***** ])the quasisubstitutions f el g are idempotent. ******#¥*#rsszess)
(***** 2)the variables images under g are in f(1), T***sversessssrrrres)

(***** 3)the variables of the domain of g are in f(1), *****3¥sxsvssness)
("’t’ t’lcn g 0 f Cst idempotan ‘#t"’l#l“"”t*l*t8!#"8#'#3”"1“‘)
(‘tl‘#““‘"'t'-"#‘t‘.&"'ltllltt#lll‘O""‘l*‘#J#Itltt’*ltt###t't“)

Goal (t:quasiterm)(f,g:quasisubst)(idempotent f)—>(idempotent g)
—>(under g (Subst f t))—>(over g (Subst f t))
—>(idempotent [x:var](Subst g (f x))).

Unfold under;Unfold over;Intros;Apply range_n_dom_idempotent:Intros.

Elim H3:.Intros.

Elim (dom_decP g x);Intros.

(*Case (dom g z)*)

Absurd (IS_IN x (Subst g (f v))):Auto.

Apply n_IS_IN Subst.

Intros;Apply idempotent_ dom_n_IS_IN:Auto.

(*Case “(dom g z)*)

Elim (dom_decP { x);Intros.

(*Case “(dom g z);(dom f z)*)

Absurd (ISIN x (f v)).

Apply idempotent_dom n_IS IN;Auto.

Apply (n_range IS_IN Subst g (f v));Auto.

Unfold not;Intros H8:Elimm H3:Intros.

Absurd (IS_IN x (Subst f t)).

Apply n_IS_IN_Subst.

Intros;Apply idempotent_ dom n_IS_IN:Auto.

Apply (Hl x y0);Auto.

(*Case “(dom g z); (dom f z)*)

Elim (n_dom f x H7);Simpl;Elim (n_dom g x H6);Simpl;Auto.

Save idempotent_Fondamental.

("‘t"“t’tlt*‘tt#*t#’tt‘tl’ttttt*-tttl**t&*lt"l’t"*ltttt#"‘l‘#l’*t##

('lll”'ll##’t’ Two et:aluations Of g(f(t)) . tl’l‘**l#t**t*t#t*tl’ttll’)
(tt#tttaatlttttt*#tttttt#ttt::ttvt:tv**ttz#t*ttttttttttttt:#t#tttt}

Goal (f,g:quasisubst)(t:quasiterm)
<quasiterm>{Subst g (Subst f t))=(Subst [x:var](Subst g (f x)) t).
Induction t:Simpl:Intros:Auto.
Elim H;Auto.
Elim H:Elim HO:Auto.
Save comp_subst.

Goal (f.g:quasisubst)(t:quasiternt)

<quasiterm>(Subst [x:var}{Subst g (f x)) t)=({Subst g (Subst f t)).
Intros:Symmetryv:Apply comp subst.

Save exp_comp_subst.

("U“"‘ii,*"U".‘.‘l."l‘,‘."?'?'.'.'.U..Kc"*".U‘RF‘I’“'*“""“
[ravevme= First lemma of induction T¥¥=Itrsxsxsypgssasssarsansssnsnss)
{*¥*2*2 f the variables of the doman of [ and the ranne of f ****essaxs)
(*** are i (ConsArg pl p2) and of the rariables of the domam of g ***=)
(**22*% arc wn f(ConsArg pd pg) then the rariables of the domam ***%+*)
(***** of g o f are i (ConsArg (ConsArg pl p3) (Consdrg p2 pi})). **~)

(ttt"tv&lncrt.nttu.ttulcanru:n:::z:..unltn:t:.:t:;::..tt!ttttltcnat)
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Goal (pl,p2.p3,p4:quasiterm)(f,g:quasisubst)(over f (ConsArg pl p2))
~>(over g (ConsArg (Subst f p3) (Subst f p4)))
=>(under f (ConsArg pl p2))
—>(over [x:var|[(Subst g (f x))
{ConsArg (ConsArg pl p3) (ConsArg p2 p4))).
Unfold over under;Intros.
Cut “(IS_IN x (ConsArg pl p2)).
Intros h;Elim (H x h).
Simpl;Apply H0;Unfold not;Intros;Elim H2. 970

(*n_range_IS_IN_Subst:(f:quasisubst)(t:quasiterm )(z:var)
(“(range f z))—>(IS_IN z (Subst f t))}->(ISIN z t)*)

Apply n_range_IS_IN Subst with f.

Unfold not;Intros h0;Elim h0:Intros.

Elim h;Apply H! with y;Auto.

Simpl;Elim H3;Auto.

Simpl;Unfold not;Intros h;Elim H2;Simpl;Elim h;Intros;Auto.

Save over_comp. . 980

(t‘#*““3‘3‘#“"““"’**"I“*‘#“t""*l#*"lt#"&tlll&tt“tli!)
(t”‘&""‘ Second Iemma of induction ‘3#3"3‘3‘#"3““’“3’l'*t*ll“lt}
(******* [f the varigbles of the domain of f and the images under f ****)
(l“"” are in (CbnsAry p] p2) and if *““"tl*l"‘*““*""#"ll*}
(******* the variables of the domain of g and the images under g*******)
(******* are in f(ConsArg p3 p4) then the images under gof **********x)

(**#**4%% gre in (ConsArg (ConsArg pl p3) (ConsArg p2 pj)). ****#exess)
("'"“l“““"t‘""““"““‘""*'*‘I““'i"'**ﬁ‘*#’l*‘t‘#l“*t)

990
Goal (pl,p2,p3,p4:quasiterm)(f,g:quasisubst)
(under f (ConsArg pl p2))
—>(under g (ConsArg (Subst f p3) (Subst f pd)))
—>(over f (ConsArg pl p2))
—>(over g (ConsArg (Subst f p3) (Subst { p4)))
—>(under [x:var](Subst g (f x))
{ConsArg {ConsArg pl p3) (ConsArg p2 p4d))).
Unfold over dom under;Intros.
(*under IS_IN Subst_IS_IN:(f:quasisubst)(1:quassterm) 1000

(under f t)—>(z:var)(ISIN z (Subst f 1))—>(IS_IN 1 t)*)

Apply under IS IN Subst IS IN with g.

(*Goal (under...}*)

Unfold under over dom;Intros.

Cut (IS IN x0 (Subst f (ConsArg p3 p4))).

Intros H7:Elim (IS_IN Subst_exi_IS_IN { (ConsArg p3 pd) x0 H7);Intros.

Elim H8:Intros hl h2.

Apply under_I1S_IN Subst IS_IN with f.

Unfold under;Intros. 1010
Elim H with x2 y1:Simpl:Auto.

Elim (HO x0 v0):Simpl:Auto.

Elim (HO x0 v0):Simpl:Auto.

(*Goal (ISIN 1r...)%)

Elim (IS_IN Subst_exi_IS_IN g (f v¥) x H4):Intros.

Elim 115 Intros.

Apply IS_IN Subst_IS_IN with xU:Auto.

Elim (dom _decP | v):Intros.

(=)

Elima (H x0 v):Simpl:Auto. 1020
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Cut (ISIN x0 (f ¥));Auto;Elim {n_dom { y H8);Intros.

Elim (dom_decP g x0);Intros.

(**)

Elim {IS_IN _decP x0 (ConsArg (Subst f p3) (Subst f p4)));Intros h.
Elim (IS_[N Subst_exi_ ISIN f (ConsArg p3 pd) x0 h);Intros x1 hl;
Elim hl;Intros.

Elim (dom_decP f x1);Intros.

(**)

Elim H with x0 x1;Simpl;Auto.

(**)

Cut (IS_IN x0 (f x1));Auto;Elim (n_dom f x1 H13);Intros.

Cut (IS_IN x1 (ConsArg p3 p4));Auto;Elim Hl4.

Simpl;Intros h2;Elim h2;Intros;Auto.

Absurd <quasiterm>(V x0)=(g x0);Auto.

Absurd <quasiterm>(V y)=(Subst g (f v));Auto.

Elim (n_dom f y H8);Simpl;Elim H9;Elim {(n_dom g x0 H10);Auto.
Save under_comp.

(’ttttlltttll"’t‘tt#tlt#‘t#llt‘#'t*t't‘#ll"lt’#tltlt‘t’i“t‘t‘lt

(*** If the domain of the quasisubstitution f is finite, ****422s222v8322x)
(*** then either f is the injection V from var is_tno quasilerm, ******¥*)
(***42*%* or there ezists T {n var such that f(z) ts not V(z). *****sss22)

(*** In the second case f decreases the number of variables. **¥**¥*¥4%%)
(t”""‘#“‘t‘*#’"#"###3““’“3#“3"’l“l*’**‘#‘“‘*#"#‘#**‘)

Goal (t:quasiterm)(f:quasisubst)(over f t)
—>((<var>Ex([x:var]
("<quasiterm>(V x)=(f x))))\/((v:var)<quasiterm>(V v)=(f v))).
(*cut®)
Cut (L:listv)(f:quasisubst)
((x:var)(~<quasiterm>(V x)=(f x))=>(IS_IN_LV x 1))
—>((<var>Ex([x:var]("<quasiterm>(V x)=(f x))))\/
((v:var)<quasiterm>(V v)=(f v))).
Unfold over;Intros.
Apply H with (list_var t);Intros.
Apply IS IN IS IN_LV.
Elim (IS_IN_ decP x t);Intros;Auto.
Absurd <quasiterm>(V x)=(f x);Auto.
(*proof of the cut*)
Induction |:Simpl:Intros.
Right;Intros.
Elim (quasiterm_eq decP (V v) (f v));Intros:Auto.
Elim (H v HO0).
Elim (quasiterm_eq decP (V v) (f v));Intros.
Apply (H f);Intros.
Elim (HO x H2);Intros:Auto.
Absurd <quasiterm>(V v)=(f v);Auto;Elim H3:Auto.
Left:Exists v:Auto.
Save ident_or_not.

Goal (t:quasiterm)(f:quasisubst)(over f t)
—>{x:varj <quasiterm>(V x)=(f x)}+{(x:var)<quasiterm>(V x)=(f x}}.
Cat (l:hstv)(f:quasisubst)
((x:var)( " <quasiterm>{V x)=(f x))=>(IS_IN_LV x 1))
—>{x:var| <quasiterm>({\" x)=(f x)}+{(x:var)<quasiterm>(V x)=(f x)}.
Unfold over:Intros.
Apply H with (hsi_var t):Intros.
Apply ISINISIN_LV.
Elim (IS_IN _decP x t):Intros:Auto.
Absurd <quasiterm>(V x)=(f x):Auto.
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Induction |;Simpl:Intros.

Right;Intros.

Elim (quasiterm_eq_decP (V x) (f x));Intros;Auto.
Elim (H x HO).

Elim (quasiterm_eq decS (V v) (f v));Intros.
Apply (H f);Intros.

Elima (HO x H1);Intros;Auto.

Absurd <quasiterm>(V v)=({ v);Auto;Elim H2;Auto.
Left;Exists v;Auto.

Save ident_or_notS.

(l“‘ttt“ltl#ttt#‘lt&tt‘llt#t '#ttltt.lt‘ltt‘*‘l"#l’tl"#‘tﬂltl‘tt)

(******* [f f is idempotent and if the variables of the domain of f ****)
(******* and the images under f are in (ConsArg t1 t3) *+e¥ss*ss2s32)
('l"l“‘ and Xf the domain off is not Cmpty "'“““8“"“3“"“‘)
(***** then the number of different variables in ConsArg(f(12).f(14)) ***)
(***** is strictly less than in ConsArg(ConsArg(11,t2),ConsArg(13,t4)).**)

(‘#I#“tt‘ttlt'tttt#'t#tttt##i#llt&t"#tl""#t#t‘l"#l‘l’"‘l‘lll*‘O)

Goal (t1,t2,t3,t4:quasiterm)(n:nat)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg (ConsArg tl t2)(ConsArg t3 t4))) n)
—>(f:quasisubst)(idempotent f)
—>(over f (ConsArg tl t3))
—>(under { (ConsArg tl t3))
—><var>Ex([x:var](“<quasiterm>(V x)=(f x)))
~>(n0:nat)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg (Subst f t2) (Subst f t4))) n0)
—>(le (S n0) n).
Unfold over under;Intros.
Elim H3;Intros.
Apply DIFFELNB st_inclv_le S with
(list_var (ConsArg (Subst f t2) (Subst f t4)))
(list_var (ConsArg (ConsArg tl t2)(ConsArg t3 t4)));Auto.
Apply st_inclv_init with x.
Change “(IS_IN_LV x (list_var (Subst f (ConsArg t2 t4)))).
Unfold not;Intros;Cut (IS_IN x (Subst f (ConsArg t2 t4)));Intros.
2:Apply IS_IN_LV_IS_ IN;Auto.
Elim (IS_IN Subst_exi_IS_IN f (ConsArg 12 t4) x H7);Intros.
Elim H8;Intros.
Absurd (IS_IN x (f x0));Auto:Apply idempotent_dom_n_IS_IN;Auto.
Apply ISIN_IS_IN_LV;Elim (IS_IN_decP x (ConsArg tl t3));Intros.
Cut (ISIN x (ConsArg tl t3)).
2:Auto.
Simpl:Intros h;Elim h;Auto.
Absurd <quasiterm>(V x)=(f x);Auto.
Intros:Cut (IS_IN v (Subst f (ConsArg t2 t4))).
2:Apply ISIN_LV_ IS IN;Auto.
Intros:Apply IS_IN_IS_IN_LV;
Elim (IS_IN Subst exi IS IN f (ConsArg t2 t4) v H7);Intros.
Elim H8:Intros.
Elim (dom_decP { x0):Intros.
Cut (IS_IN v (ConsArg tl t3)).
2:Apply (H2 v x0);Auto.
Simpl:Intros h:Elimm h;Auto.
Cut <quasiterm>(V x0)=(f x0).
2:Apply n_dom:Auto.
Intros;Cnt <var>v=x4.
Intros h:Cut (IS_IN x0 (ConsArg 12 t4)).
2:Auto.
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Elin h;Simpl;Intros hl;Elim hl;Auto.
Cut (IS_IN y (I x0));Auto:Elim H12:Simpl:Auto.
Save f n_id_minus.

(t"t'I‘t"’t’tlt#‘tl#ttt‘l“t‘ttt”*#'t‘tl‘tltill&tlttliﬁtttltltltltti)

(rrErvessssrrsrn The ilerative construction of the unifiers, ********sxssrrsx)
(****** Here is a method which does not requires the artom of choice *****#*)

(ArosxenrRERLLILE byt yses an induction over the integers. **FrEANSrwrruzax)
("""""""“’"”"""“"‘*“"’."*""ll”"“‘l“"”""“‘I}

1150
Inductive Definition elem_subst[x:var;t:quasiterm;f:quasisubst]:Prop=

elem subst_init:((v:var)(~ <var>x=y)—><quasiterm>(V y)=(f v))
—>((y:var)}{<var>x=y)~><quasiterm>t=(f v))~>(elem subst x t f).

Goal (t:quasiterm)(n:var){f:quasisubst)
{g:quasisubst|(<quasiterm>t=(g n))
/\({p:nat)("<nat>n=p)-><quasiterm>(f p)=(g p))}.

Induction n.

Intros;Exists {m:nat}{<quasiterm>Match m

with t {p:nat]{b:quasiterm](f m));Split:Auto. 1160

Induction p;Auto.

Intros;Absurd <nat>0=0;Auto.

Intros.

Elim (H [x:nat](f (S x)));Intros g0 h0;Elim h0:Intros.

Exists [m:nat}{<quasiterm>Match m

with (f O) [p:nat}[b:quasiterm](g0 p)):Split;Auto.

Induction p;Auto.

Intros y0 hl h2;Apply Hl1:Unfold not;Intros;Elim h2;Auto.

Save sig_elem_subst0.

1170

Goal (x:var)(t:quasiterm){f:quasisubst|(elem subst x t f)}.

Intros;Elim (sig_elem subst0 t x V);Intros.

Exists x0;Elim p;Intros;Apply elem subst_init:Auto.

Intros y0 h;Elim h;Auto.

Save sig_elem subst.

Goal (t:quasiterm)(x:var)(f:quasisubst)((y:var)
({"(<var>x=y))~><quasiterm>(V v}=(f v}))
—>("(IS_IN x t))-><quasiterm>t=(Subst f t}.

Intros.

Replace (Subst f t) with (Subst V t);Try Apply V stab.

Apply eq restriction_s_t.

Intros;Elim (var_eq_decP x x0);Intros;Auto.

Absurd (IS_IN x0 t);Auto:Elim H2:Auto.

Save elem subst_conserve.

1180

(‘li“"ttl"t‘t“##ttll‘*it*‘*’lt'&ltttlItl****tt#t‘**‘#“#*tl":

(ttltl‘ttltlltl Orderln quaswubsl tltt-ttlt*tlttttit’l&'*tttt’*tt#)
(8".‘tl‘t‘l‘l*'#&‘*#t‘l"l‘l”"t"#l&l‘3t'tl‘t'#*tl"‘l*"*lt‘!t}

1190
Inductive Definition less subst[f.g:quasisubst]:Prop=
less_subst_init:(h:quasisubst)((x:var)(<quasiterm>(Subst h (f x})=(g x)))
~>(less_subst f g).

(‘ﬂ."""“l‘*&*’3*!‘3.."’#"’1""Illl*‘ilttttUlttlltt?tttlttlx)

{*Il’l’l’t.ll"l’tl’l’ll“ Deﬁnmon Of an ”"/ﬁ(.r: I Z 2R ER LSRR A

(tu'U’Ulltat'lutttt!U"ltltt‘tt’ludtltllvtut"lxdl'lll'kuﬂr’t.-au--xln

Definition unif:quasisubst—>quasiterm->quasiterm—>Prop
=[f:quasisubst]{t.u:quasitermj<quasiterm>(Snbst { t)=(Subst { u). 1200

g5 Oct 17 109
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(ttttl““0"8"”O't‘#tl""l‘tl'#‘8‘"#t‘tlllttt’t&t"’tlttltt‘t"#}

(‘tt’tt."i“"‘.' Deﬁnition 0/ a minimal u",‘ﬁer. tt“lll’t#"tt""’)
(‘8&"t“l-“*‘*"#lltttt’l“"‘i"Oittttttl”8#3‘."*"*3l'#lt.tt‘#l)

Definition min_unif:quasisubst—>quasiterm—>quasiterm—>Prop
=[l:quasisubst][t,u:quasiterm](g:quasisubst)(unif g t u)
—>(less_subst f g).

(“l&tt#tt‘l’**‘.lt#‘lt"""*#&‘tttt‘l"I’*“ll"tttt?t8"'#*34‘&3'&

(erereesensarsnssr Specification of the problem of the unification ***+**)
("."“"""’““"‘*’“U‘"“l““"“""‘"’"‘*"’*F“*'""“*"'

(lt"‘l’tt‘lt’l't*"#tt Un,f deﬁnes the minx'mal uniﬁcrs “tll*##t"*&t)
(‘C'#3""""‘""#"’ll‘tlt"ltll#t*tt'lt"tt#ltt‘tltltltt!ttt&lt**ttl)

Inductive Definition Unification|t],t2:quasiterm]:Set=
Unif_succeed:(f:quasisubst)
(unif f t1 t2)
—>(idempotent f)
—~>(over f (ConsArg tl t2)) 1220
—>(under f (ConsArg tl t2))
—>(min_unif f t1 t2)

(- —_——_————— Vertfications on the terms:begin —————— ——————~ *)
(**) —>((:list_nat)(L_TERM | t1)—=>(L_ TERM 1 t2)

(**) —>(<nat>(Length t1)=(Length t2))—>(term_subst | f))
(*————————— Verifications on the terms:end —————————————— *)

—>(Unification tl t2)
| Unif fail:((f:quasisubst)~ <quasiterm>(Subst f t1)=(Subst { ¢2))
—>{Unification t1 t2).

(#8"‘""“#‘tt#‘t###"#t’t#“’tltl*lt’tttl't"‘l*tlttltt*ttl*tttllt}

(*rexsssvsvesrs Dojlure tn the unification with the head symbol: ****¥*¥)
(FFER RS E RN RAR SRR RIS EAN R R R RS AN A RIS AN AARAN IR

Inductive Definition head_diff:quasiterm—>quasiterm—>Prop=

Fatl_hd1:(l:fun)(t1,t2:quasiterm)(head diff (C 1) (ConsArg tl t2))

|Fail_hd2:(}:fun)(t1,t2:quasiterm)(head diff (ConsArg t1 t2) (C 1))

{Fail hd3:(1,10:fun)(t:quasiterm)(head diff (C 1) (Root 10 t))

|Fail_hd4:(1,10:fun)(t:quasiterm)(head diff (Root 10 t) (C 1))

|Fail_hd5:(t1,12,t3:quasiterm)(i:fun) 1240
(head_diff (ConsArg t1 t2)(Root | t3))

|Fail_hd6:(t1,t2,t3:quasiterm)(l:fun)
(head_diff (Root | t3)(ConsArg tl t2)).

Goal (tl.t2:quasiterm)(head diff t1 t2)—>(Unification tl t2).

Intros;Apply Unif fail.Elim H;Intros.

Apply Diff with BC;Simpl;Auto.

Apply Diff with BConsArg:Simpl:Auto.

Apply Diff with BC;Simpl:Auto.

Apply Diff with BRoot:Simpl;Auto. 1250
Apply Diff with BConsArg:Simpl:Auto.

Apply Diff with BRoot:Simpl:Auto.

Save Decomp_fail.

Hint Fail hdl Fail_hd2 Fail hd3 Fail_hd4 Fail hd3 Fail_hd6 Decomp_fail.

{lcxza-;a_r,;;tlt*llll##z--_x:uc;y-‘llu‘l. rlnyz.:-x-.........-:.z.x.-.x)

(rreveensnessrexy Sumetry of the problem of the uwification - Z**=F===s=)
(ttll‘llttttttti.tll‘ttl’t‘ltttlllll“llltlntllt:'l-zz:c:rn:z-:vll-r)

1260

Ly 3 Ot 07 1902 Mage 21 of term_unif v




(term_unif.v)

Goal (t1,t2:quasiterm)(Unification t1 t2)—>{Unification t2 tl).
Intros;Elim H:Unfold idempotent over under min_unif unif,Intros.
Apply Unif succeed with f;

Unfold idempotent over under min_unif unif;Auto;Intros.

Apply o;Unfold not:Intros h;Elim HO0;Simpl;Eliin h;Auto.
SimplLLElim (u0 x y);Auto.

Apply Unif_fail;Intros.

Unfold not;Intros;Elim (n f);Auto.

Save sym_Unification.

L2 R R 2222 R 2222 2R R R L 22 2 R R 2R R R R 2 2 2 2R 22 R 2 R R 22 R R RS2 222222 2 2 R 2 22 )

(**rerre2*=* Unification when one of the terms is o variable : *****+++%)
(t#c#“tl‘ttttt#ttttltttt&l*ttttttttttll#t’lt#t#ttttlt't‘lt##ttt-tt)

Goal (n:var)(t:quasiterm)(Unification (V n) t).

Intros;Elim (IS_IN_decS n t);Intros.

Elim (quasiterm_eq_decS (V n) t);Intros.

(*Case (IS_IN n t) and <quasiterm>(V n)=t*)

Elim a0;Apply Unif succeed with [x:var{(V x);

Unfold unif idempotent over under;Simpl;Auto;Intros. 1280
Absurd <quasiterm>(V v)=(V y);Auto.

Unfold min_unif unif;Intros.

Apply less_subst_init with g;Auto.

———————————— Vertfications on the terms:begin —————————-——_*%)
Apply term_subst_init;Intros:Apply term_init;Simpl;Auto.
(= —————— e Vertfications on the terms:end —————————————— *)

(*Case (ISIN n 1) and “<quasiterm>(V n)=t*)

Apply Unif fail;Intros;Apply SUB_diff.

Simpl;Apply IS_IN SUB;Auto. ‘

(*Case (IS IN n t)*) 1290
Elim (sig_elem_subst n t);Intros.

Apply Unif succeed with x;

Unfold unif idempotent over under;Simpl;Elim p;Intros.

Replace (x n) with t;Auto.

Apply elem_subst_conserve with n;Auto.

Elim (var_eq decP n x0);Intros.

Elim (HO x0);Auto.

Apply elem_subst_conserve with n;Auto.

Elim (H x0);Simpl:Auto.

Elim (var_eq decP x0 n);Intros. 1300
Elim Hl;Auto.

Elim (H x0);Auto.

Unfold not;Intros;Elim H2:Auto.

Elim (var_eq decP n v);Intros.

Replace ¢ with (x v);Auto.

Symmetry;Auto.

Absurd <quasiterm>(V v)=(x v):Auto.

Unfold min_unif unif:Intros.

Apply less_subst_init with z.

Intros:Elim (var_eq_decP n x0);Intros. 1310
Elim H2:Elim (HO n):Auto.

Elim (H x0):Auto.

(e Verifications on the terms:begin ————————————~— *)

Apply term_subst_imt.

Intros:Elim (var_eq_decP x(0 n):Intros.

Elim (HO x0):Anto.

Apply Length SO_term:Auto.

Elimm (H x0).

Apply term_init:Simpl:Auto.

Unfold not:Intros:Elim H4 Anto. 1320
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Save UnifVl.

Goal (t:quasiterm)(x:var)(Unification t (V x)).
Intros;Apply sym_Unification:Apply UnifV1.
Save UnifVv2.

Hint UnifVl UnifV2.
(ﬂ"tl""""I’*#lt‘ﬁl“‘t*t#*#ll“”"l“#"“Itt‘l#"‘**"““‘

(*er*re¥*2® Unification. when one of the terms is a constant : ****##¥%+)
(tcattitcct:tt::tctttt::ttt:c#t:tc:v#utttttt:cttttvtttt#tatttttttt)

1330

Goal (t:quasiterm)(l:fun)(Unification (C 1) t).

Induction t:Auto.

Intros;Elim (fun_eq decS | f);Intros.

Elim a;Apply Unif succeed with V;

Unfold unif idempotent over under;Simpl;Auto.

Intros;Absurd <quasiterm>(V v)=(V y);Auto.

Unfold min_unif unif;Intros. 1340
Apply less_subst_init with g ;Auto.

———————————— Verifications on the terms:begin ——————-—-——e————*)

Intros;Apply term subst_init;Intros;Apply term_init;Simpl;Auto.

( ———————— Vertfications on the termsiend —————————————— *)

Apply Unif fail;Intros:Simpl.

Apply C_diff C;Auto.

Save UnifCl.

Goal (t:quasiterm){!:fun)(Unification t (C 1)).

Intros;Apply sym_Unification;Apply UnifCl.

Save UnifC2. 1350

Hint UnifCl UnifC2.

(tt‘t"&‘t‘ttt‘tt‘tt“t8ltt‘t’l’ttttlt"t#t#t#“l‘t‘t“'t#"“"lt

(rrer>eseer Link between the unification of tl and {2 *#****¥¥#ssssssnss)
(****** and the unification of (Root Il t1) and (Root (2 12) : ****svaxx)

(l#“"l‘tttt&t‘ttl"tl#l’t't“‘##ll#llltit**#’l##l"‘l3‘##’*3"'1}

Goal (tl.t2:quasiterm)(11.12:fun)
(Unification t1 t2) 1360
—>(Unification (Root 11 t1) (Root 12 t2)).

Intros;Elim (fun_eq_decS 11 12):Intros.

Elim a:Elim H;Unfold unif idempotent over under;Intros.

Apply Unif succeed with f:

Unfold unif idempotent over under;Simpl;Auto.

Elim u;Auto.

Unfold min_unif unif;Simpl:Intros.

Apply m:Unfold unif.

Apply proj_Root2 with |1 11:Auto.

Intros. 1370

Elim HO:Elim Hl:Intros:Apply t:Auto.

Elim H4:Auto.

Apply Unif fail.Intros.

Simpl:Apply Root_diff Root:Auto.

Apply Unif_fail:Intros.

Simpl:Apply Root ifl Root:Auto

Save UnifRoot.

Hint UmifRoot.

1380
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(t“l"““""“‘t“‘t’tl“"l‘tt‘ltt‘lttl"tltttttvl’tt#‘t&tll't’tt}

(*re222222% The failure of the unification of t1 and t3 implies *******+2¥x2)
(* the failure of the unification of (ConsArg t1 t2) and (ConsArg t3 t4) : **)

(‘l‘l'U’t"“l’t33‘tt“ttl*ll"tt‘tttl"tlttt‘l‘l‘tt!tt'l#ttltt’ttt")

Goal (t1,t2,t3,t4:quasiterm)
((f:quasisubst)(~ <quasiterm>(Subst { t1)=(Subst f t3)))
—>(Unification (ConsArg tl t2) (ConsArg t3 t4)).
Intros;Apply Unif fail;Intros.
Simpl;Apply ConsArg diff ConsArg;Auto.
Save UnifConsArgfaill.. -

1380

Hint UnifConsArgfaill.

(‘tlItl”#l'&ﬁ"&tt‘tlt‘#t”l#"*t#‘titlttt“tt'*ttlt’tl*'tl#t#l“

(‘ttt"‘t" T%c uniﬁcaﬁon thhe ground tﬂvns : “t‘l’l“tt'#"“"')
("‘##t‘l‘tt’#itll’l*t’t#“t#"lt‘l‘ttltttt&#tt’ttt#l*l’?t‘ltllll‘)

Goal (t1,12:quasiterm)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg tl t2)) O)
~>(Unification tl1 t2).
Intros;Elim (quasiterm_eq_decS tl t2);Intros.
Elim a.
Apply Unif succeed with V;
Unfold unif idempotent over under min_unif;Auto.
Intros.
Absurd <quasiterm>(V y)=(V y);Auto.
Intros;Apply less_subst_init with g;Auto.
Intros;Apply term subst_init;Intros;Apply term_init;Simpl;Auto.
Apply Unif fail;Intros. 1410
Elim (clossubst t1 f).
Elim (clossubst t2 f);Auto.
Apply closConsArg2 with t1;Apply DIFFELNB O clos;Auto.
Apply closConsArgl with t2;Apply DIFFELNB_O_clos:Auto.
Save Unif DIFFELNB_O.

1400

(tt’t‘t‘t"‘t#tt"33""##‘*tt‘**t"’tt'ttt’*ltlll‘ilt#l#tl!ll“t‘

(********* The number of variables of (ConsArg t1 13) ****#sssssrsss)
(rewensenrsrs gnd the one of the variables of (ConsArg 12 t]) *****%*2)
(rerareerr gre less or equal to the number of the variables of ****¥****) 1420
(rreeessssr (ConsArg (ConsArg t1 t2)(ConsArg 13 14)). *¥*r**¥resssxas)

(&ltt'l."‘&‘“ttt"“t'l“lt#tl#‘#ll##tll#‘#t'tltlttl*l*tttttt#t?}

Goal (t1,t2.t3.t4:quasiterm)(n:nat)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg (ConsArg tl t2)(ConsArg t3 t4)}) n)
—>(n0:nat)(DIFFELNB (list_var (ConsArg t2 t4)) n0)
—>({(le (S n0) n)}+{<nat>n0=n}).
Intros:Elim (le_decS n0 n);Intros.
Apply {leS_eqS nb n a).
Absurd (le n0 n);Auto. 1430
Apply inclv_le with (list_var (ConsArg t2 t4))
{list_var (ConsArg (ConsArg tl t2) (ConsArg t3 t4))):Auto.
Apply inclv_init:Intros:Apply IS IN_IS_IN_LV:Simpl.
Elimn (IS_IN_LV_IS_IN (ConsArg t2 td) v Hl):Auto.
Save DIFFELNB_ConsArg ConsArg24_le.

Goal (tl.t2.13.t4:quasiterm)(n:nat)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg (ConsArg t1 t2) (ConsArg 13 1)) n)
~>(n0:nat)(DIFFELNB (list_var (ConsArg tl t3)) no)
=>({(le (S n0) n)}+{<nat>n0=n}). 1440
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Intros;Elim (le_decS n0 n);Intros h.

Apply (le_S_eqS n0 n h).

Absurd (le n0 n);Auto.

Apply inclv_le with (list_var (ConsArg tl t3))

(list_var (ConsArg (ConsArg tl t2) (ConsArg t3 td)));Auto.
Apply inclv_init;Intros;Apply IS_IN_IS_IN_LV;Simpl.

Elim (IS_IN_LV_IS_IN (ConsArg t1 t3) v Hl);Auto.

Save DIFFELNB_ConsArg ConsArgl3_le.

Hint eq_V_stab.

(."‘&#t‘t‘tttlttt#itl’t#tltt‘tl#lt#l#"lt#tt**#‘ttll#tttt"lt'l*t

("‘3#!’#3"&“’4’#““' Iff uniﬁcs t] dﬂd u] KB REREEF TGRS ENERERS

(“t&*‘lttt and ,f g un,‘ﬁes (Subst f t?) (Subst f Ug), tttlltt*tt*'t#*l)
{‘8"#‘*‘3##### then [J.‘.'var](Subs! g (f z)) un‘ﬁes l'#tlﬂtltt*##tl"*ll’)

(‘ttl't""‘tt# (ConsArg t] tg) et (COnSArg u] u?) #t"lt‘#"tltt&tlt}
(."tlt*'###t‘#*‘t"t##t&t#t’#'l"#”t**rl"t*tt&ttttvl*tl*t“ttl*t)

Goal (t1,t2,ul,u2:quasiterm)(f,g:quasisubst)
(unif f t1 ul)
—>(unif g (Subst f t2) (Subst { u2))
—>(unif [x:var](Subst g (f x)) (ConsArg t1 t2) (ConsArg ul u2)).
Unfold unif;Simpl;Intros.
Elim (comp_subst f g t2);Elim (comp subst f g u2);
Elim (comp_subst f g t1);Elim (comp_subst f g ul).
Elim H;Elim HO;Auto.
Save unif_comp.

Hint unif comp.

("38#3#333‘33##‘#‘*8‘8#’#’*8"#‘!’lttttttttttlt*t#ttltltttt#’tltlt)

(“""“‘t“““ Iff s a mtntmal un‘ﬁcr of 21 and ul "'“"""’"'&I)
(**22*22%%% gnd if g is a one of (Subst f 12} (Subst f u2), then *******)

(*t’ti't‘l‘lll’#t#t'*t‘ [z:var/(Subst g (f Z)) ttllt&lttltttl'lt’tllrt)

(*Hrvrrvvvrrs s a one of (ConsArg 11 t2} and (ConsArg ul ul} : ****)
(""""’“"""l"’""‘*l"3#""“"‘""*3""“3#l""’)‘ll"’ltlt}

Goal (t},t2,ul,u2:quasiterm)(f,g:quasisubst)
(min_unif f t1 ul)
~>(min_unif g {Subst f t2) (Subst { u2))
—>(min_unif [x:varj(Subst g (f x)) (ConsArg tl t2) (ConsArg ul u2)).
Unfold min_unif unif;Simpl;Intros.
Elim (H g0);Intros.
Elim (HO h);Intros.
Apply less_subst_init with hO.
Intros:Elim (H2 x).
Elim (exp_comp_subst g h0 (f x)).
Apply eq_restriction_s_t:Auto.
Eliin (exp_comp_subst { h t2);Elim (exp_comp_subst f h u2).
Traunsitivity (Subst g0 t2).
Apply eq_restriction_s_t:Auto.
Transitivity (Subst g0 u2).
Apply proj_ConsArg2 with (Subst gl t1) (Subst g0 ul):Auto:Intros.
Apply eq_restriction_s_t:Auto.
Apply proj_ConsArgl with (Subst g0 t2) (Subst g0 u2):Auto:Intros.
Save mmn_unif_comp.

Hint min_nmf comp.

(e e Uerifications on the terms:beqm ——————————— —— )
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Goal (tl,t').,t.3.t.4:qua.siterm)(f.g:quasisubst)(l:Iist._nat)
(L.TERM ! (ConsArg tl t2))
=>(L_TERM | (ConsArg t3 td))
—>{<nat>(Length (ConsArg tl t2))=(Length (ConsArg t3 t4)))
=>((I:list_nat)(L_TERM | t1)=>(L_TERM | t3)
—>(<nat>(Length t1)=(Length t3))~>(term subst | f))
—>((Llist nat)(L_TERM 1 (Subst f 12))=>(L_.TERM | (Subst f t4))
—>(<nat>(Length (Subst f t2))=(Length (Subst f t4)))
—>{term_subst. | g))
=>(term subst | [x:var](Subst g (f x))).
Simpl;Intros.
Elim H;Elim HQ:Intros.
Elim H5,Elim HT7:Intros.
Cut (term_subst | f).
Intros hyp;Apply term subst _init.
Intros;Simpl;Apply term_term subst.
Elim hyp;Auto.
Apply H3;Try Apply L TERM_ term subst;Auto.
Elim (term_subst_eq Length | f t2):Elim (term_subst_eq Length 1 f t4);
Auto.
Cut <nat >(<nat>Match (Length t1) with (Length t2) (x:nat]S)
=(<nat>Match (Length t3) with (Length t4) [x:nat]S);Auto.
Replace (Length t1) with (S O);Try Apply SIMPLE_SO;Auto.
Replace (Length t3) with (S O);Try Apply SIMPLE SO:Auto.
Apply (H2 | H8 H10).
Replace (Length t1) with (S 0);Try Apply SIMPLE_SO;Auto.
Save term_subst_comp.
(*~——— Verifications on the terms:iend —————————___ *)

("'tlll”t"’t"ttt#ttt””ttlt“tt‘lCilt8#"‘##‘3###"##‘3“"1t‘

(““".“‘ ]ff is a m‘ntmal un'ﬁcr of tI and 13 LR L L L2222 222 2 2 2 21

(********** whose domain and image are in (ConsArg t1 t3) resrEERSL)
(“‘3"‘“"“"#‘ and lf g is a min,’mal un!‘ﬁer ‘-‘I“*‘l#“t““"it’)
(*"“""“"’#I of (Subst f 12) and (Subst f t‘) ‘#""”l"““‘t“)
(*****%*% then [z:var](Subst g (f z)) is also & minimal unifier rrvEEIEL)
("“’“l"“ of (ConsArg t] 12) and (ConsArg t3 14) : “"""‘l“'“l)

(t“tﬁ“ttt‘tt‘ltt’tttt-’"t‘l#l"###“l‘#'t##l#'l“ ##"#C"##‘Il"l)

Hint over_comp under_comp.

Goal (t.l,t.2,t3,t4:quasit.erm)(f,g:quasisubst)
(unif f t1 t3)
—>(idempotent f)
—>(over f (ConsArg tl t3))
—>{under f (ConsArg tl t3))
~>(min_unif { t1 t3)
—=>((l:list_nat)(L_TERM 1 t1)=->(L_TERM 1 t3)
—=>(<nat>(Length t1)=(Length t3))—>(term_subst | f))
=>(unif g (Subst f t2) (Subst f t4))
—>({idempotent g)
—>(over g (ConsArg (Subst f t2) (Subst f t4)))
—>(under g (ConsArg (Subst f t2) (Subst f t4)))
=>(min_unif g (Subst f 12) (Subst f t4))
=>((I:list_nat)(L_TERM ! (Subst [ t2))=>(L_TERM 1 (Subst { t4))
—>(<nat>(Length (Subst { t2))=(Length (Subst { t4)))
=>(term_subst | g))
=>(Unification (ConsArg t1 t2) (ConsArg t3 t4)).
Intros:Apply Unif succeed with [x:var](Subst g (f x)):Intros:Auto.
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(*Apply unif comp over_comp;under_comp;min_unif comp*)
Apply (idempotent_Fondamental (ConsArg t2 t4));Auto.

(P~ —————— Vertfications on the terms:begin ———=———————w——
Apply term _subst_comp with tl t2 t3 td:Auto.
e Verifications on the terms:end ———————— —— —— ——

Save two_succes.

(’#Itt’ttttll‘#tt"lt#tti#ttttl&ill#t#&tt#iltttl.l*t‘tttt*iltttt**)

(rrevevennersrr If fus a minimal unifier of t1 and t3 ***r¥rrerseveres)
(*e22ers222® whose domain and image are in (ConsArg t1 13) *****e+¥)
{"‘I"“""'“'"“"(QI and tf !/‘e tlniﬁcaiion I"l"""“""‘t"‘)
(l“‘t“l““'““‘ of (Subsz f ti)) and (Subst f t/l) fa,ls "““”#““}
(**** then the unification of (ConsArg t1 t2) and (ConsArg 13 t§) *****)

(tt‘tt'ttlll’lt"ltlt“ttl‘tl fails 0150 3‘3#‘#i"t"l"‘ttttt*t&t#‘)

(tt"t‘ttttl#il‘#‘ltttitttlttt”’&ttttlt’ltt#«ll#"“‘t‘t'l‘t#tl*‘#l}

Goal (t1,t2,t3,t4:quasiterm)(f:quasisubst)
(unif f t1 t3)
—>(idempotent f)
—>(min_unif f t1 t3)
—>((g:quasisubst)” <quasiterm>(Subst g {Subst f t2))
=(Subst g (Subst f t4)))(*1*)
—>(Unification (ConsArg tl t2) (ConsArg t3 t4)).
Unfold unif idempotent over under min_unif;Intros;Apply Unif fail;Intros.
Unfold not;Simpl;Intros.
Elim (H2 f0).
Elim (H!1 {0);Unfold unifIntros.
(**)
Elim (exp_compsubst f {0 t2);Elim (exp_comp _subst f f0 t4).
Replace (Subst [x:var](Subst f0 (f x)) t2) with (Subst {0 t2).
Replace (Subst [x:var](Subst f0 (f x)) t4) with (Subst f0 t4).
Apply proj_ConsArg2 with (Subst f0 t1) (Subst f0 t3);Auto.
(**)
Apply eq_restriction_s_t;Intros.
Elim (H4 x).
Replace (Subst h (f x))} with (Subst h (Subst { (f x))).
Elim (exp_compsubst { h (f x));Apply eq restriction_s_t;Auto.
Elim HO;Auto.
(**)
Apply eq_restriction_s_t;Intros.
Elim (H4 x).
Replace (Subst h (f x)) with (Subst h (Subst f (f x))).
Elim (exp_compsubst f h (f x));Apply eq_restriction_s_t;Auto.
Elim HO;Auto.
(**)
Apply proj_ConsArgl with (Subst f0 t2) (Subst {0 t4):Auto.
Save one_only_succes.

("U“"‘l““‘lt.tlll‘lU’83&"#‘"‘"ltt"““t‘tt'*llt”’l‘it#ll"“'}

(roveeveesss (4] and 13 can be unified by the idenlity, ****>rr¥¥rrrex)
(******** then (Consdrg t1 {2) and (ConsArg 13 14) can this also *****)

* . . *
(l"“’t.t"l"l lf a"({ Only lf ’3 nnd ’/' can ,hlb . LE LR 22 2 2 K24 )
(!cllttlatcvctltttvlltt'z.xtlttt3t“vU’ttt«t’ltlltltccattttlcttt*x&t)

Goal (t1,t2.t3.t4:quasiterm)(f:quasisubst)
((x:var)<quasiterm >\ x1=(f x1)
=>(umt t 1l t3)
—>(Unification 12 t4)
—>(Unification (ConsArg 11 12) {ConsAryg 13 11))
Unfold unif:Intros.
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(term_

Elim H1;Unfold unif over under tdempotent min_unif;Intros.
(*Success*®)

Apply two_succes with { f0;

Replace (Subst f t2) with t2;

Replace (Subst { t4) with t4;

Unfold unif over under idempotent dom;Simpl;Auto.
(*Apply eq_ V_stab*)

Intros;Absurd <quasiterm>(V y)=(f y);Auto.
Unfold min_unif;Intros.

Apply less_subst_init with g.

Intros;Elim (H x);Auto.

e Vertfications on the terms:begin ~———————————— *)
{**)Intros;Apply term_subst_init;Intros;Apply term_init:
(**)Elim H;Simpl;Auto.

(- ————— Verifications on the terms:end —————————————— *)
(*Fail*)

Apply Unif fail.

Simpl;Intros;Unfold not;Intros.

Elim (n f0);

Apply proj_ConsArg2 with (Subst f0 t1) (Subst 0 t3);Auto.
Save eq_V _stab3.

(#'*tt’t‘tl‘i"l*lttll##‘#lltl’tt#tt*'lt‘**l*t#ttt*llttI*tt'##tlll

(t"tttllt‘llt‘##*‘*ﬂ FOT any {erms ul and u2 #l’tt'#lllt!lt"ttt}

(***24422%% oither there erists a minimal unifier of ul and u2 ****¥***7%)
(Fr¥e¥322322% whose domain and image are in (ConsArg ul u2) ****¥*%)

(Fre22evv2x2EEE or ul and u2 do not admit any unifier. *F¥ErERERILIER)
("ll-"l-"#""‘*I“##“*’l’l"t'***"‘tttl’""*t***ll##l#“’ll’"“’"‘)

Goal (n:nat)(ul,u2:quasiterm)
(DIFFELNB (list_var (ConsArg ul u2)) n)
—>(Unification ul u2).

Intros n;Pattern n;Apply (ind_leS n).

(8‘#:#&Ot:tt:ttttltt:t:ttt#tttttttt#tttrcttttttttttttt3:##'::#3:
(’##‘t‘ltltttll'ﬁ#‘t*‘ CGSC wlthoui vaﬁable . tttt'*tt‘*’tl*ttl*tt)
(“'"’“‘l‘#'lt“t’##t3#**3t‘lltt"#tl*ttit”ll#‘ll”tl'#t'#tl"tl)

Intros;Apply Unif DIFFELNB_O;Auto.

(“”“3‘1“’"“““'“‘#‘#"lt‘ttﬂ‘&tl”"*t*t‘*#"*t#‘t'tt*l"‘l
(tllt""'“"l“ C'“sc mth p+1 diﬁerent Ua’.iablcs‘ "'3“!‘8#“"‘3".")
(t"“"“""‘"’ ;’nduct"on on ul. thcu on u? . IXZ RS2 22 2222 R 2 2 2 2 24
(’3""““’8.”#"#‘l*‘#“’*ti#'l’t‘8‘#"‘3‘3#3"'*#'#‘l'#“#‘l"'#}

Induction ul;Auto.(*Apply UnsfV1:UnifC1*)

(*Case ul = (Root ...) : *)

Induction u2:Auto.(*Apply UnifV2:inifC2: UnifRool: Decomp_fail:Fail hd6*)

(*Case ul = (ConsArg ...) : %)

Induction u2:Auto.(*Apply Unif V2:UnifC2:Decomp_faul: Fail hd5*)

Intros.
(** 1 subgoal *)
(** (Unification (ConsArg y y0) (ConsArg yf y2)) *)
(.‘ T T S T o S S T S S o T D s s o o === ')
(** number of different variables m (ConsArg y yl) : *)

Elim (DIFFELNBor (list_var (ConsArg v v1)))Intros po H5.

(8#0tttlutttttt"ltt*tttc:nttt*tttvvnru&liu:t-uri-.xtr- lx.ﬁly‘t..‘)

(**=***** (Comparison of this number named p¥ with p+{. "7"=¥rrrs)
[rrreeserer® one knows that p0 < p+1 or pl) = ps| ; TErEEEERATRRER)
(“.“'.““"“".”""’U"‘.U‘U‘"?.“I“ltl'l’lll“l“‘"‘l"’

Elim (DIFFELNB _CounsArg_ConsArgld le v vU v v2 (S p) 4 p0 H5):Intros.

unif.v)

1630

1640

1650

1660

1570

1580

(0:]3 Oct 17 1992 Page 28 of term_unifl v
! 9 i




(ttt‘t"Ott"’t‘ttltt’t‘lll“t‘#"“’““lt‘tt‘tt““l.""’l’""l‘.tt‘

(* DIFFELNB ConsArg_ConsArgl3 le:(11,12,3.1{:quasiterm)(n:nat) *)
(*(DIFFELNB (list_var (ConsArg (ConsArg t1 12) (ConsArg 18 14))) n) *)
(* ~>(n0:nat)(DIFFELNB (list_var (ConsArg t1 13)) n0 *)
(* =>({(le (S n0) n)}+{<nat>n0=n}) *

(’ttﬂtt"l‘t‘tttltlt&’lt“‘&.&‘l#’."#"Ct#l’#ttt’lt‘«i’"‘#t#“.‘l")

(tttdlt‘Utt!‘lltlll’ltlttt&t"tttlttltt‘#‘lt*l*ltt‘lt#t’lt"#*t*(
(l*t&tl*‘t‘l’tttt"l’“#‘tII#ll’“'t*ll.tt’t&*‘tt‘il‘*tl’lt'"‘l&")
(l"‘tttl’t‘t‘t‘ttt""t‘ Casc p0 < p+1' L2 X222 2222222 22 2 2 2 24
(’l'ltCtt‘tlttl“'tt’llt‘t'##t‘tt’“”'ll"‘#‘t’ttt't‘l#"“’“l“
(tttt.ttttt*ttttttttt’l”"t"tttt*ltttttt’tttttt*t’ttt#l*&lt’**t)

(ttt’l‘l”t""#tl*t‘#lt#‘lt*t&"’#ﬁ'#t#ltltt#lt*ttttttt*t‘tltttttt

(*****25*22%% one applies the recurrence hypothesis H : **#¥##sssnses)
(* (qg:nat)(le ¢ p)—>(ul u2:quasiterm) *)
(* (DIFFELNB (list var (ConsArg ul u2)) q)—>(Unification ul u2) *)
(‘4‘"“““““‘”"““""“‘l#"‘""‘“U""“‘**“t‘"“"’I")

Elim (H p0 (leSn p0 p a) y yl H5);Intros.

2 : Auto.

(*Apply UnifConsArgfaill*)

("‘4‘#‘3“““'“"tl’"""“"“‘3"‘!"“3"“3“‘*"’3#"'"l*t"tt&l
(******** the unifier f of f and yl is either the identity, ******++2¥2)

(tl’l‘tlttlt’t"ttt or diﬂ'erent Of thc idenhty : .'ll’t’tt‘l’“*itttt)
(ttt't""lt‘#'t*t"#"##tll‘t#t#’t"#‘*It*t“l###‘tﬁt'l"t#3*‘#3)

Elim (ident_or_notS (ConsArg v yl) f o);Intros.

(“‘&ti&ttl‘l‘t“‘ttl'ttl'l*tt&t‘ll“*#tt*t"‘ttl*t‘tt*"l#ttt"t
(’3‘tt“tt“‘#‘t‘tt‘tlt“ Case f non ldentlty IR SRR 2 22 2 2222 22 2 2 224
(t#tl#tt‘t""tt#’ttt"tt“tttt#tl‘lt’t“t't‘t“'#tt‘t#"*"’tl’!’t‘)

Elim a0;Intros x H6.

(t“"t"tt‘l*tltt‘l‘"t’t"&tl'*tt‘l‘tt#t‘tltl“tt‘&ttltttﬁt#’tt)

(****22%2* one supposes (Unification (Subst f y0) (Subst f y2)) ******)
(l#"t“lt““““’t.'#"l#"*l""““"""‘“‘-‘3'#3‘.‘*'#“3“}
Cut (Unification (Subst f y0) (Subst { y2)).
Intros H7;Elim H7:Intros.
Apply two_succes with { f0;Auto.
Apply one_only succes with f;Auto.

(.t"‘.“.tt“‘t‘“tt't“‘t"tl"‘lttt#‘#t"‘##‘tttt‘t#‘tt#tl‘*'}

(********* proof of (Untfication (Subst f y0) (Subst f y2)) : ***s»eess)
(**revessr [) (list_var (ConsArg (Subst f y0) (Subst f y2))) *******2¥)
(“‘.“.0""“"‘“8' counts I] dxﬁe"nt v“riables. ‘3“#"3""‘#3")
(**e¥***222 ) one applies the recurrence hypothesis H ******¥ssxses)
(rrexetrnss 2} for this. one uses the fact that the unifier f **#**%*%+2)
(****=***** makes the number of different variables decreasing. ******)
(“""‘3“3.‘““"“’t."“‘#t""'*"l“‘ttlt"““"'l#’t"ll‘)

Elim (DIFFELNBor (list_var {ConsArg (Subst f v0) (Subst f v2)))):

Intros pl H7.

Apply (H pl):Auto.

Apply leSn:

Apply (fn_id_mimus v v0 ¥1 ¥2 (S p)) with [:Auto.

(‘ﬂl““‘t"l’lltt'l*ll-'"t*t'#tt‘.""l‘tl"l"tt#lltl#tltt‘#lttt}

(¥ fonad mmus: (111203 0 quasiterm){n:nqt} =#rrwrsssstasanensxsx)
l. (/)IrFtL \B R PR E R AN R R A R N N N R G R R P F P NN A N F AN N B AR ARG R TN
(**% (hst_rar (ConsArg (Consdrg t1 12} (ConsArg 13 1]))) n) =¥****2#)
(* =>(f-quastsubst)(idempotent f)—>(over f (ConsArg t1 (3)) =*******)
‘

= -—>(H)H{f7‘ }' {(’O"Q“Y'g t ’3’) vu‘tlttt:ttantczv'-t.t'tdtu-ﬁttttt)
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(t —>(<var>Er([z:var](‘<quasxtcrm>(V z):([ I.‘)))) t‘tctttttttltttt)
(: —>(n0:nat)(D!FFELNB tvtttttataatattcttct:ttttttc&c:tnnaaat)

(*eesersenns (it var (ConsArg (Subst f t2) (Subst f t4))) nl) ******)

(t __>(7e LS no) n) ttt’lttt"##’l‘tt’ttltt&t#"t&l‘"’I“t‘tt.’t&)

(I.‘lt"“l‘ttt‘tOt"“Ot‘*lltllt"l‘ltl‘ltttIl"*l‘#tt‘tt*tttt&f}

Exists x;Auto.

(‘t“t“t‘l"‘l“‘t#!t‘l“t‘tti”’tt’t""#“t‘t#l’.‘t#tt“:#lt“)

[reveetesrrsverse Cose [ = identily erlentionnelly

(** 1) eq_V_stab3 reduces the problem to (Unification y0 y2), ****¥*#*s22)
(** 2) (list var (ConsArg y0 y2)) counts p0 different variables, *****#**)
(***** 3) si p0 < p+1. one applies the recurrence hypothesis H ***¥#+%)
(***** 4) si p0 = p+1, one applies the recurrence hypothesis H1. *****)
(‘U‘.“"““““3&‘&"&'*“*l‘8’"*"“‘t“#"""“"l"“t”")

Apply eq_V_stab3 with {;Auto.

Elimm (DIFFELNBor (list_var (ConsArg v0 ¥2)));Intros pl Hé.

Elim (DIFFELNB_ConsArg ConsArg24_le v y0O y1 y2 (S p) H4 pl H6);

Intros.
(""l""”"‘l"‘il‘""‘““C.l"l“‘t‘ll‘t“#“"8‘“““‘"#l“t)

(* DIFFELNB_ConsArg_ConsArg2{_le:(11.12,13,14:quasiterm)(n:nat} ****)
(" (D[FFELIVB t’lll""‘"‘l"“#“'l"’““““""‘t"l‘l"l"l)
(* ***(list_var (ConsArg (ConsArg t1 t2) (ConsArg 13 14))) n) ***4**)
(* —>(n0:nat)(DIFFELNB (list_var (ConsArg t2 14)) n) **3**#**ss2%)
(* =>({(le (S n0) n)}+{<nat>nli=n)) **rereeassessaseesesnssssers)
(""“"“8"&#‘"“l‘l‘l3"&#“““‘#‘““"‘#“."""‘""“)

Apply (H pl (leSn pl p a0) y0 y2);Auto.

Apply (H1 y2 );Elim b0;Auto.

‘l"“’*##""#l")

(‘ttt‘#‘t‘lt’tl‘tt’&""#’t‘ll&l&’ttl##lt#t“t“lt#"“3#""#"3}
(t3"#"’3‘#"I#t#'t’t#l‘t#l#’&l#l"t”'##l"’##lt‘tl#“"“t‘*l#l)
(t'tlt“t"t‘#lttltt’# CaSC po = p+1 ‘l#""’l‘#t“l“#tt’ltt‘33‘)
(#8“3“""“"C‘t“l#tl‘tt*ttltt“‘tt#tt“‘3"‘“‘#“‘#"““#“3

(‘3*3"“‘**""t#lt‘tt‘lt‘tt't‘ttt‘t#t‘ttt"ttl‘“‘tt“#”"‘#‘)

(#‘t"tl&ltt#tt&' #‘ttt“’3#t’l"tl*t#t'llC‘#“"t#""'t"”tlllt#}

(******** |) one applies the recurrence hypothesis HO *****r#svs2432)
(*‘3”““'# w’“ch proves (U’"'ﬁcation Y yj)’ "‘l"#l‘l‘t"‘l"“t“}
(*******#%9) one proceeds afier ezactly like above. *#*¥#**¥222s¥vuvsz)
IR R I 2R 2R R R 2R 2RSSR R R 22 2 R 2R R 222 22 23 RS 22322 R 2 222 22 2 22 2
( )

Elim (HO y1);Elim b;Auto;Intros.(*Apply UnifConsAryfaill*)

Elim (ident_or notS (ConsArg v v1) { o);Intros.

Elim a;Intros x H6.

(&tt"t‘llt‘l"’tt“'l“333‘l““#"“tl”“t"l#‘ll’l*’tlll" ll‘t’t)

(****2***% one supposes (Unification (Subst f y0) (Subst f y2))******)
("‘““““3"“#‘““'“'l""3‘ll‘lt‘“‘3"““’33““3‘#8“#333")
Cut (Unification (Subst [ ¥0) (Subst f ¥2)).
Intros H7;Elim H7;Intros.
Apply two succes with f {0;Auto.
Apply one only succes with f;Auto.

("t”t"“‘ttttl!t’t8"'"“0"t’t".l‘tt’#l‘t't'tt’l‘"t‘l"’t“)

Elimn (DIFFELNBor (list_var (ConsArg (Subst { v0) (Subst f v2))));
Intros pl HT.

Apply (Il pl):Auto.

Apply e S n:Apply (foid minus v ¥0 v v2 (S p)) with fAuto.
Exists x:Auto.

(""“U"‘.O"l“&tll“l’#‘tl'll#‘ltlltlt"l"llttl’t'tl&t‘ltlt)

Apply #q_V_stab3 with ["Auto.

To:]5 0t 17 190

(term_unif.v)
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(term_unif.v)

Elim (DIFFELNBor (list_var (ConsArg v0 y2)));Intros pl H6.

Elim (DIFFELNB_ConsArg_ConsArg24_le y v0 vl ¥2 (S p) H4 pl HG);
Intros.

Apply (H pl);Auto.(*Apply Apply le.Sn?)

Apply (H1 v2 );Elim bl;Auto.

Save proof_unif.

Goal (t,u:quasiterm){Unification t u).

Intros;Elim (DIFFELNBor (list_var (ConsArg t u)));Intros n0 p;

Apply proof_unif with n0;Auto. 1810
Save unif proof. .
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