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Résumsé

La résolution numérique de problemes d’ondes en régime transitoire dans un milieu de propa-
gation infini nécessite ’adjonction de conditions aux limites absorbantes (CLA) sur les bords
du domaine de calcul. Dans ce rapport, on présente et analyse les CLA dites d’ordre élevé
pour 1’équation des ondes 2D puis 3D, avec ou sans terme d’amortissement, dans des boites
de calcul rectangulaires. Concernant le probléeme continu, ’apport original consiste princi-
palement a établir puis discuter ’existence de conditions de coin nécessaires a la cohérence
mathématique du probleme. Quant a ’aspect discrétisation, des schémas numériques sont
présentés qui permettent I’utilisation des CLA d’un point de vue pratique. Leur stabilité au
sens de Kreiss est établie dans le cas du demi-espace. Des exemples numeériques montrent
I’efficacité de la méthode.

Abstract

The numerical solution of transient wave equation models in infinite domains of propaga-
tion requires the adjunction of artificial conditions on the boundaries of the computational
domain. In this report, the so-called high order absorbing boundary conditions for 2D and
then 3D, with or without damping, wave equations in rectangular computational boxes are
presented and analysed. The novel contribution for the continuous problem mainly consists
in the construction and the analysis of corner conditions. Their existences are necessary to
the mathematical setting of the problem. Discretization problems are studied and numerical
schemes allowing the practical use of the high order boundary conditions are presented. The
Kreiss’s stability of these scheme is proved in the half space case. Numerical simulations show
the efficiency of the method.

Mots clés
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sens de Kreiss - Schémas numériques
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Introduction

Le calcul de solutions d’équations d’ondes linéaires instationnaires en milieu non borné inté-
resse de nombreux domaines de la Physique, notamment ceux ou existent des phénomeénes
de diffraction.

La recherche de solutions approchées par des méthodes numériques de type différences
finies ou éléments finis impose 'introduction d’une frontiere artificielle entourant le domaine
d’'intérét et délimitant un domaine de calcul. Se pose alors le probléeme du choix de la
condition & la limite que 'on impose sur le bord fictif. Ce choix est guidé par un triple
impératif de qualité, de stabilité et de maniabilité. Le critére de qualité est ié a la mesure
de la modification sur la solution que provoque I’existence du bord artificiel, le critere de
stabilité demande a ce que le couplage entre I’équation modélisant I’onde & l'intérieur du
domaine et la condition a la limite conduise & un probléeme mathématique bien posé. Enfin,
la maniabilité est une exigence a caractére pratique: on veut que la solution numérique soit
“facile” a calculer et “peu onéreuse” en temps de calcul, une fois le probléme discrétisé.

Ce sujet a suscité une recherche importante ces vingt dernieres années. Nous renvoyons
a [13] et [17] pour un descriptif exhaustif des méthodes employées. De fagon générale,
ces conditions aux limites, dénommées conditions aux limites absorbantes ou C.L.A., sont
construites comme des approximations a l'aide d’opérateurs différentiels de la condition
transparente, ou condition exacte, qui est en général non locale en espace et en temps et
qui, par conséquent, répond trés mal au critére de maniabilite.

Cette démarche a été introduite par Engquist Majda, [12] (voir aussi Bayliss-Turkel,
{7], dans un contexte légérement différent) pour I’équation des ondes acoustiques:

0*u
(0.1) 5{2— —Au=0
Lorsque la frontiére artificielle est une droite z; = 0 (on se place ici dans R?), la

condition transparente s’écrit:

0 k2
Fl2= + twy/l— =2 Fu = 0 enzy =0
6232 w?

avec F(v)(k1,22,w) = //v(zl,zg,t) ezpi(kizy — wt)dzr,dt

(0.2)

Engquist et Majda proposent toute une famille de conditions absorbantes basées sur les
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approximations de Padé de la fonction z — /1 — 2 dont les deux plus simples sont:

Ou Ou
Fr + 5 = 0 (ordre 1)

0.3
(0-3) 0%u J%u 18%u

+ —_ -
ot Jtdz, 20z?
Comme nous le montrerons sur des essais numériques (section 1.1), ces conditions ne don-
nent pas toujours de solutions satisfaisantes et il convient d’augmenter 'ordre de 'apprexi-
mation. On parlera de conditions d’ordre élevé. La C.L.A. est alors construite & partir de
I’approximation:

=0 (ordre 2)

(0.4) f@- +'w1—-iﬂ—-——-l-c—12——f—06nm—0
’ 6.’1?2 : m=1 mwz—amkf = =

ou les 2L nombres positifs ., et B, sont choisis de telles sortes que 'on ait :

L
2
0.5 I—z~ (1= fn——o z€{0,1
( ) ‘ ( m—‘L,B l_amz> pour E[ ]

L’intérét d'une telle approximation est qu’elle correspond (comme on peut le voir en &p-
pliquant la transformée de Fourier inverse sur (0.4) ) & une équation locale en espace et
en temps sur le bord z, = 0 et que, sous certaines hypothéses portant sur les coefficients
Qm €t P, elle conduit & des problémes stables (cf. [27] et [17]). Un des points nouveau (7)
de notre travail est d’avoir choisi une formulation, directement inspirée du domaine ces
équations paraxiales, faisant appel a L fonctions auxiliaires définies sur la frontiére, et qui
se préte bien & un traitement numérique, a savoir

Ou Ou L oD
(67; + ’a_t')/(mo) =2 g =0

(06) o m=1 @
20 oy
Vi=1,.,L, =L - a:lg =0 avec %" = apl” + Uy (a,m0)

Un tel systeme apparait comme le couplage entre une équation de transport de vitesse 1
dans la direction z; avec L équations des ondes 1D le long de la frontiére et de vitesse de
propagation égale a ,/ay.

Un deuxieme point novateur (section 1.3) est de proposer une extension de ces C.L.A.
au cas de ’équation des ondes amorties (o > 0):

O%*u ou
(07) —67+0'-5;—Au:=0

en écrivant en 4, = 0:

Ou Ou L Bpl?
(-6_1:: + E) /(x2=0) - Z: ﬁm at =°

m=1

(0.8)
Pl P oty
otz "7 at 912

= 0 avec 1/’1(2) = a;sofl) + U/(z,=0)

Vi=1,..,L,

2
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Ces conditions se révélent maniables (elles sont locales en espace et en temps), de qualité
ajustable (on dispose de 2L degrés de liberté) et stables. Ce dernier point fera 'objet d’un
travail spécifique qui étend le résultat de Trefethen-Halpern, [27] au cas amorti.

Le chapitre 1 de ce rapport est consacré a une exposition détailiée des différents points
briévement exposés ici et traite donc du cas ou la frontiére artificielle borne un demi-
espace. Le deuxiéme chapitre traite le cas ot cette frontiére délimite un quart d’espace,
la situation étant compliquée par rapport au cas précédent par la présence d’un coin. Les
C.L.A. retenues consistent a imposer a la solution cherchée u de vérifier I’équation des
ondes (0.1) sur le domaine z, < 0, z, < 0, de satisfaire (0.6) sur la demi-droite frontiére
z; =0, ; < 0 et enfin (0.9) sur 'autre demi-droite z; = 0, 2, < 0, avec

Ou 3u> (1)
2T -yale
52 (1) 32¢
vi=1. 1L, 893 - axlg =0 avec %) = aupl! + u/(z,20)

(0.9)

Le probleme qui se pose alors est de déterminer les conditions de raccordement que doit
satisfaire au coin z; = 0, z; = 0 toute solution réguliere de notre systeme d’équation (cf
(19} pages 197-271) . Ces conditions sont cruciales pour toute implémentation numérique,
car il est impossible d’évaluer au coin les dérivées secondes des fonctions auxiliaires inter-
venant dans les C.L.A le long de chaque bord sans 'adjonction de conditions portant, par
exemple, sur les dérivées premiéres de ces fonctions.

Nous présenterons une démarche originale permettant de dériver trés simplement ces condi-
tions, celles-ci au nombre de 2L, s’écrivant:

(2) {2) L (1)
8‘1’1 (0 t)+ A &l’ ——0,t) = Y Cim - 81/’ (0,t) =0
(0.10) m=1
(1) (1) L (2)
61/)1 (0 t)+ A - 01/) (0,8)= > Cim - %b —2(0,t) =0
m=]
(0.11) avec A —1+XL:,3 ) 1-a, et C _ﬁﬂ. QOm
' b el ™m0 — ey hm = Am  Qym + ) — O

On abordera également ’analyse mathématique du systéme composé de (0.1),(0.9),(0.6)
et (0.10) en apportant des réponses partielles quant & ’existence et 'unicité des solutions.
Enfin, on proposera d’étendre ces conditions au cas conducteur et au cas 3D (section 2.2 et
2.3). Ces extensions se révélent étre non triviales (elles font intervenir de nouvelles fonctions
auxiliaires) et un peu lourde 4 mettre en ceuvre dans le cas 3D.

Le chapitre 3 aborde la discrétisation de ces problémes dans le demi-espace puis dans
le quart d’espace en dimension 2 avec ou sans amortissement. Ces discrétisations sont

- construites 4 ’aide de différences finies sur une grille de calcul réguliere. On montre la

stabilité de ces schémas a 1'aide du critére de Kreiss utilisé par Higdon ([16]). Des essais
numériques concluent ce rapport et démontrent la potentialité de la méthode.
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Ce travail a été réalisé dans le cadre d’un contrat de recherche avec le Centre d’Etudes de
iramat (DRET).



Chapitre 1

Conditions aux limites absorbantes

d’ordre élevé: cas du demi-espace

On commence par motiver l'utilisation des conditions aux limites absorbantes (C.L.A.)
d’ordre élevé en montrant leur efficacité sur un probléme de calcul d’ondes en milieu non
borné (section 1.1). Dans la section 1.2, on rappelle les définitions des C.L.A. ainsi que
leurs principales propriétés et on propose une formulation sous forme de systéme de ces
conditions. La section 1.3 est la plus onginale. On y trouve une généralisation des C.L.A.
aux milieux 3D et surtout aux équations d’ondes amorties 2D. Une démonstration de la
stabilité de ces nouvelles conditions en milieu conducteur est donnée.



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

1.1 Motivation de ’étude, présentation d’un probleme

type

Nous commengons par illustrer sur un exemple simple les difficultés Liées a la présence de
bords absorbants d’ordre insuffisant. Cet exemple nous sert de motivation pour développer
des conditions aux limites d’ordre élevé.

Nous considérons un domaine 2D homogéne non conducteur, de vitesse de propagation
égale 3 ¢ = 3.108m.s~?, dans lequel est située une source électromagnétique quasi ponctuelle
S. La propagation du champ électrique u est alors régie par I’équation des ondes:

(1 O%u 2
EE—EZ;—Au—O dans R

(P) u= E(t) sur 0S

U
u et —=0en t=0

ot

ou E(t) est une IEMN standart (Impulsion ElectroMagnétique d'origine Nucléaire) dont
I’expression fait intervenir deux fonctions exponentielles:

E(t) = 100.(e7®! — e FY)

(1.1)
a=4108s"! et B =476.1055"!

et dont nous donnons la forme temporelle ainsi que le spectre sur les figures (1.1) et (1.2).

Afin de borner le domaine de calcul, du moins dans un premier temps dans une directior,
on se propose d’approcher la solution de (P) en résolvant un probléme posé dans la bande:

D D
(0 = {($1,$2)€R2,“5S$2§‘2—}=]F+,I‘—[
(1.2) | It = {(xl, +—§');Il € R}
\ I = {(31,—§);11 € R}




1.1 Motivation de ’étude, présentation d’un probleme type

I.LE.M.N. standard

0 e g

0{8 ' 1{2
Time(us)

Figure 1.1 : Forme temporelle de 'TEMN standard

0.0 0.4 1.6

Spectre de I'l.E.M.N

T, LTy rr
-30 -20 -10 o 10 20

Freqg.(MegaH)

Figure 1.2 : Spectre de I'IEMN standard
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Ce probleme approché s’écrit:

(1 8%u
c? Ot2

u = E(t) sur 0S

— Au=0 dans Q2

(,PGPP)J
)
uet —=0en t=0

ot
+ C.L.A.sur Tt et T~

Nous avons choisi comme conditions aux limites absorbantes sur I't et '™ les conditions

MR Q: X
.

TS

D=10m=cx0.033 us

Figure 1.3 : Domaine de calcul de la solution approchée

classiques du second ordre d’Engquist Majda ([12]):

18% 1 6%u 10%u

—_—— - — - =0 Pi
c? Ot? 7 ¢ Otdzr, 20zx? sur

(1.3)

Nous avons représenté sur la figure 1.4 les variations des solutions de (P) et (P,pp) €n
fonction du temps et au point A situé a l'aplomb de la source sur T't (cf figure 1.3.
On notera que la présence du bord absorbant a considérablement modifié la forme de la
solution et son comportement asymptotique. Ceci est confirmé sur les figures 1.5 et 1.5
ou sont représentés des instantanés de la solution de chaque probléme au méme instant
t = 0.15u secondes. Les différences entre solution exacte et solution approchée apparaissent

clairement importantes:



1.1 Motivation de 1’étude, présentation d’un probléme type

Solutions au point A

40

....... wmm- ORDRE 2

REFERENCE

'o‘_.‘..
‘ﬂ ~~~"”~~4
0 L ¥ 1L LI

0.1 02 03 04 05 06 07 08 08

Time(us)

Figure 1.4 : Comparaison des solutions au point A

¢ Le pic du champ électrique au point source est passé de 56 Volts a 37 Volts.
o le front d’onde avant parait plus lisse pour la solution approchée.

e La condition transparente 'gondole’ le champ électrique.



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

Figure 1.5 : Instantané de la solution exacte en ¢t = 0.15us

Figure 1.6 : Instantané de la solution approché (ordre 2) au méme instant

10



40
H:
St ] sessescencrnnaacenns ORDRE 1
30
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107 REFERENCE
A

1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

Dans une seconde étape, nous avons reconsidéré le probleme (P,,,) en substituant a la
C.L.A. d’ordre 2 d’Engquist Majda les C.L.A d’ordre élevé. Ces conditions, que nous
présenterons dans la section suivante, sont notamment caractérisées par un nombre entier
L. La figure (1.7) montre que plus L augmente, meilleure est I’approximation. L’utilisation
des C.L.A. permettent ainsi de correctement évaluer le comportement asymptotique de la
solution pour les ¢ grands.

Solutions au point A

| AL N AN AN AN L B ML 4
01 02 03 04 05 06 0.7 08 09

Time(us)

Figure 1.7 : Comparaison des solutions au point A

Les C.L.A. d’ordre élevé permettent ainsi de traiter, dans ce cas, le probléeme difficile
des temps longs (i.e. le cas ol le temps de simulation est grand en regard a la taille de la
boite de calcul). Nous renvoyons aux travaux de Barruch H. et Hanouzet B. ([6]) qui ont
mentionné cette difficulté et proposé des explications quant a sa nature.

1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

L’objectif de cette section est de présenter les conditions aux limites absorbantes (C.L.A.)
qu seront au cceur de notre étude, ainsi que leurs principales propriétés. On commence
par rappeler trés succintement la fagcon de dériver la condition transparente. Celle-ci fait
intervenir un opérateur non local en espace et en temps. Les conditions absorbantes sont
alors construites en approchant cette condition a ’aide d’opérateurs qui sont, quant a eux,
différentiels. Une seconde partie sera consacrée a la description de ces conditions. Dans
une troisiéme partie, on rappellera les résultats mathématiques assurant la stabilité et le
caractere bien posé du probléme couplant 1’équation des ondes dans le domaine intérieur
et la C.L.A. sur le bord. Puis, on analysera ’erreur due au bord absorbant par le biais de

11



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

I’étude, classique, de la réflexion d’une onde plane incidente sur ce bord.

Remarque Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, nous travaillons
avec une vitesse de propagation égale a a 1.

1.2.1 Dérivation de la condition transparente

La dérivation de cette condition est maintenant bien connue ([12]). Elle est basée sur
I'utilisation de la transformée de Fourier en z, et t appliqué au probléme (P'):

(Pu 2

52 Au=0 dans R
u(t = 0) = uo € H! (R?)
(P') <

%?(t =0) = €L (R?)

| Support de up et de u; C {z; < 0}

utilisation loisible puisque ce probléme est invariant par translation en z,,t. Plus précisé-
ment, on définit:

+o0 +o0o
u(ky, z2,w) = /0 (/ u(zxy, T2, t) exp( zklzl)dxl) exp(—iwt)dt

—co

Les estimations d’énergie montrent (cf [11] par exemple) que la solution u de (P’) est telle
d . C s

que E?ti est L™ (0, T, Lz(dﬂ:],dmg)) et il est alors facile de montrer que w4 appartient a V,

ensemble des fonctions analytiques et bornées en w sur P~ = {w € C; Smw < 0} & valeurs

dans L?(dk;,dz;). En outre, on a ’équation:

d*a 2 2\ . .
22 + (w - kl) 4 = —Fp,(w1) — wFe, (uo)

Choisissons ¢ tel que
Supp (up) U Supp (u1) C {z2 < —6}

On a alors: 2
(1.4) Zx—‘;+ (W= k) a=0 Ve, 25
2

Etre élément de V implique notamment ne pas croitre exponentiellement en z,. L'unique
solution de (1.4) dans V est donc

(1.5) ks, T2, w) = @(k;, —6,w) exp (—i (w? - kf)‘” (6 + xz)) Yz, > —6

12



1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

. , .. ) , .. . 1/2
ou la détermination de la racine carrée est choisie de telle sorte que Sm (w2 — Lf) < 0.
En dérivant I'équation obtenue par rapport a w2, on a donc:

du

T2

Et en appliquant la transformation de Fourier inverse, on obtient:

g—u+T-u=0 Vi, > —6
(1.7) T2

e . 1/2
avec T-vzz(wz—kf) X

Les solutions de cette équation se propagent uniquement dans le sens des z; positifs et
modélisent la partie montante de la solution de l'équation des ondes compléte ([4]). La
condition transparente s’obtient en imposant la condition (1.7) reliant les traces de u et
de sa dérivée normale sur le bord artificiel o = 0. On obtient ainsi un probléme posé sur
R? = {(z1,22), 22 < 0}:

0%u 2
W—A’U—O dansR__
ﬂ-i—T-u=O en z,=20
6232

(PL) <
u(t = 0) = uo € H! (R?)

\

ou 2 (122
5 (t=0)=w eL?(R)
1l est alors facile de montrer que la solution de (P”) coincide avec la restriction & R? de la

solution de (P’): le bord artificiel n'induit aucune réflexion pour ce choix de condition sur
z2 = 0 et la condition est dite transparente.

1.2.2 Conditions approchées

Comme nous l’avons rappelé, la condition transparente fait intervenir un opérateur T non
local en espace et en temps (son symbole n’est ni un polynéme ni une fraction ration-
nelle en (ky,w)). Afin d’avoir un opérateur plus maniable numériquement, on est conduit
a approcher cet opérateur par un autre opérateur qui est, lui, différentiel. L’idée est ainsi
d’approcher le symbole de T par des polynémes ou des fractions rationnelles. L’approxima-
tion ne peut, bien siir, pas étre uniforme sur le plan (k;,w) et il convient de choisir la plage
de valeurs de ce couple pour laquelle on va exiger une bonne approximation. Ce choix est
conduit par ’argument heuristique suivant:
Supposons que |k;| > w, par exemple k; = w(1l + €), 'expression (1.5) montre que:

[a(ky, T2, w)| < C**® exp — (we(z, + 6))

13



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

et il y a décroissance exponentielle de la solution: on est en présence d'une onde évanescente.
On est donc naturellement conduit & négliger ces ondes et & ne considérer que la zone ces
(k1,w) tels que:

k1

— <

w

qui correspond aux ondes propagatives.

Cet argument mériterait d’étre étayé par des estimations plus précises. Nous ne le
ferons pas ici. Remarquons enfin que 'argument tombe pour w = 0: les approximations
considérées sont donc aussi des approximations “hautes fréquences”.

1.2.3 Zoologie des approximations

Nous décrivons ici les approximations qu’il est classique de considérer et nous écrivons les
C.L.A. qui leurs correspondent.
On part de I’équivalence, vraie sur Smw < 0:

2 1/2
2, 2\1/2 2 A2 ki
Sm (W= k)" <0 = (W -k) =w 1-=
ou la racine carrée entre crochets est définie via la détermination principale du logarithme.
Ainsi, on a pour les ondes propagatives :

1/2 k272
(wz-—kf) =w[1—-—l—] =wV1—z?

w?

avec T =— lz] < 1
w
On définit alors I’approximation d’ordre 1
Vi-z?=x1
qui correspond a la C.L.A. du premier ordre

Ou Ou
1.8 et — =0 en z7,=0
( ) 6232 Bt 2
Cette condition est transparente pour les ondes dont l'incidence est normale par rapport
au bord z; = 0 (i.e. indépendantes de z;).

L’approximation d’ordre 2 s’écrit
1
V13— 21— 51‘2

Elle est obtenue a ’aide d’un développement de Taylor et renvoie a la condition d’Engquis?
Majda:
0%u 0%u 1 9%

=0en z,=0

14



1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

Afin d’améliorer ces approximations, on pourrait penser utiliser un développement de Tay-
lor & un ordre supérieur, mais cela conduit & des problémes mal posés([12]). Une autre idée
consiste a construire des approximations par fractions rationnelles. Pour cela, on se donne
2L nombres réels o; et B, et on écrit:

2

(1.10) V1—zixl - ZB:

1 — az?

Le choix des coefficients ¢; et f§; a fait 'objet d’études antérieures (2] ,[3], [4], [10]). Citons,
par exemple, les approximants de Padé: ([3]) pour lesquels

2 . 2 lr
b= gpg1em <2L+1)

Q; = COS2 ( I’ﬂ' )
2L +1

et qui correspond & un développement de Padé de la fonction /1 — z? au voisinage de
z = 0. Pour cette approximation, on a:

(1.11)

(1.12) Vis - (1 —Z'Bll——a:ﬂ) = 0 ()

En d’autres termes, ces approximations sont trés précises au voisinage de &k, /w = 0.
On peut également choisir des coefficients qui minimisent 1'écart L? ou L* entre /1 — z?
et 'approximant (1.10). Nous reviendrons sur ce point ultérieurement.

Une fois 'approximation (1.10) retenue, il nous faut construire la C.L.A. correspon-
dante. Pour ce faire, plusieurs voies sont possibles. En partant de I’équation:

2
(1.13) j—u-i-zw(l—Zﬁl b )ﬁ=0 enzy =0

a;kz

On peut tout d’abord prémultiplier cette égalité par le symbole:
L
QL (w k2) II (w - o:lkz)
=1
On obtient ainsi une équation polyndmiale de la forme:

ot
2 12 .

(1.14) QL (w vk1)5“2‘+PL (w k)zwu—O

avec Pr, (1 homogénes de degrés L. Une premiere formulation de la C.L.A. peut étre

obtenue en appliquant la transformation de Fourier inverse sur (1.14). u vérifie alors une

équation aux dérivées partielles homogéne de degré 2L + 1 et de degré 1 par rapport & z,.
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

Cette formulation conduit a un probléme difficile & discrétiser.
Pour la seconde formulation, on part de la remarque que modulo 1’égalité:

d*i

d—ag—(kf—wz){l:O,

I’équation ci-dessus se factorise en:
2L+41 o
I +inw =0
=1 6 Z2

ot les v, sont des complexes, fonctions des «; et §;. Supposons que les 7; soient des réels
compris entre 0 et 1. La C.L.A. s’écrit alors:

2L41 6 6
g (3 2+‘)’16t> u=20

Elle apparait comme la composition d’opérateurs du premier ordre et est transparente pour
toute onde plane dont l'angle d’incidence § par rapport & la normale au bord est tel que
cos § = -, pour un certain /. C’est sur cette formulation que Higdon ([17],{16],{18]) travaille.
Pour notre part, nous avons opté pour une troisieme formulation qui est classique
dans I’étude des équations paraxiales et qui repose sur l'utilisation de fonctions auxiliaires
([22],[3]). On introduit pour chaque ! = 1,... L la fonction:
Y S
o1k, w) = el -k, 22 = 0,w)

L’équation (1.13) devient:

di )
-Z;—z; + wi — Z whgt =0

(w? = k) = ki = 0)

En appliquant la transformation de Fourier inverse, on aboutit a la C.L.A.

au u Zﬂl_aﬂ__o

(1.15) gz 5 -
031 T a:; - a;’(x"mz =0¢) I=1,...,L
1 1

Ce systéme se présente sous la forme d’un couplage entre une équation de transport dans
la direction perpendiculaire a la frontieére artificielle z; = 0 et L équations des ondes 11D
le long de cette méme frontiére et de vitesse de propagation égale a ,/a;. Par rapport a
la C.L.A. d’ordre 1, on voit que chaque fraction introduit un terme correctif qui prend en
compte la variation en z; de l'onde incidente sur le bord.
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1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

1.2.4 Analyse mathématique des C.L.A.: stabilité

Une fois la C.L.A. (1.15) construite, on doit s’assurer du caractére bien posé du systéme
formé de I’équation des ondes posée a 'intérieur du demi-plan inférieur et de la C.L.A. sur
la frontieére de ce méme domaine. Cette étude a été réalisée par Halpern L. et Trefethen
L.N. qui utilisent le critére de Kreiss ([27]) ainsi que par Ha-Duong T. et Joly P. ([11]) &
I'aide de techniques énergétiques. Le résultat obtenu peut s’exprimer sous la forme

Théoréme 1.1 (Halpern,L., Trefethen,L.N.)
Le probleme

¢ 62
8—;—Au=0 dans R?
(1.16) { + CL.A. (1.15) sur z2 =0
L + conditions initiales en temps

est fortement bien pos€ au sens de Kreiss si et seulement si les o et les B; sont choisis tels
que:

<oy €a<...<a <1
(1.17)

L
> B <1l; B=0

m=1 1- Qm

Ce théoréme nous impose de restreindre le choix des (ay, ;) & ceux vérifiant (1.17). No-
tons que les coefficients donnés par (1.11) satisfont (1.17): les C.L.A. correspondant au
développement de Padé conduisent & des problemes stables.

1.2.5 Analyse mathématique des C.L.A.: précision

Une fois la stabilité assurée, on s’intéresse dans un deuxiéme temps & ’analyse de l'erreur
induite par la présence du bord absorbant. Cette analyse repose sur I’étude du coefficient de
réflexion d’une onde plane incidente sur le bord absorbant. Plus précisément, on construit
une solution particuliere du probléme (1.16) sous la forme:

U(fL‘l, :L‘z,t) = expi(kw:l + kzxz — wt)
+Rexpi(kizy — kozo — wt)
avec
k2 + k2 = w?
(1.18) k1 = wcos @

ko =wsinf

17



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

Figure 1.8 : Onde plane incidente et réfléchie

R est le coefficient de réflexion, 8 I'angle d’incidence (cf figure ci-dessus).
La relation de dispersion (1.18) implique que I'équation des ondes est vérifiée dans R .
Il ne reste plus qu’a satisfaire la condition absorbante sur z; = 0. Un calcul simple montre
que cette condition est satisfaite si
(@ = k) — (@ — K

app

(= )T+ (= )L

app

R(kl,W) =
1/2 k?
avec ( —kz) =w 1—2,31 Ca——

ou de maniére équivalente:

L : 29

cosf — I—ZﬁzL(.)rz—

,1 1 —aysin“8
R(e)— - 29
cos 0 + 1—2,3 sin’(9)

1 — a;sin®6

Sur ces formules, on voit clairement que ce coefficient est directement lié au défaut d’appro-
ximation de la racine carrée par les fractions rationnelles dans la formule (1.10). L’objectif
est bien siir d’obtenir le coefficient de réflexdon le plus faible possible. Nous avons représenté
sur la figure 1.9 les coeflicients de réflexion correspondant aux C.L.A. d’ordre 1 et 2 ainsi
qu’a celles définies a 'aide des approximants de Padé avec L = 1,5,10. On remarquera
I'amélioration induite par le choix d’une approximation d’ordre élevé. Le coefficient de
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Coeftficient de reflexion
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Figure 1.9 : Comparaison des coefficients de réflexion pour différentes C.L.A.

réflexion a tendance & s'aplatir (cf le comportement (1.12)) au fur et & mesure que 'ordre
de I’approxaimation augmente et ainsi a induire un coefficient faible pour une plage d’angles
de plus en plus grande.

Une idée naturelle pour choisir les coefficients (o, 5;) est de retenir ceux qui minimisent

le coefficient de réflexion. C’est I’approche des coeflicients optimisés (cf [3],[10]) On pourra
prendre par exemple

(a1, B) = arg min ( /0 2RO : o, )P da)

Cette minimisation a été faite par Vezinet,R. qui a calculé une solution optimale pour L =
5. La figure 1.10 compare les coefficients de réflexion obtenus d’une part pour ces coefficients
optimaux et d’autre part pour les coefficients de Padé avec L = 5. On remarquera la
diminution du coefficient de réflexion pour les coefficients optirnisés. Curieusement, ce choix
de coeflicients optimisés ne donne pas de bons résultats sur le probleme modéle (P,,,) de
la section précédente. Il y a une nette détérioration par rapport aux coeflicients dérives
par Padé et cela, répétons le, alors que le coefficient de réflexion est bien meilleur.

Bien que nous n’ayons pas completement compris ce phénoméne nous proposons I’
explication suivante en nous basant sur un calcul analytique qui n’est pas présenté ici:
c’est la présence d’un pdle imaginaire pur, w = 2, de la transformée de Fourier de la
source “double exponentielle” (cf 1.1) qui engendre un terme parasite, exponentiellement
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“10° Coefficient de reflexion
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Figure 1.10 : Comparaison des coeflicients de réflexion pour 5 fractions rationelles

Solutions au point A
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Figure 1.11 : Comparaison des solutions au point A
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1.2 Rappels sur les conditions aux limites absorbantes

décroissant en temps, et qui est pondéré par le coefficient de réflexion R(k;,w = ia).
Pour I'approximant de Padé, ce coefficient est petit, au moins pour les faibles k;, car
'approximation de la racine carrée (1.10) est valide uniformément dans le plan complexe des
w situés dans la couronne |k;/w| < 1. Ce n’est évidemment pas le cas pour les coefficients
optimisés pour lesquels I'approximation n’est valide que pour les w réels. Le terme parasite
n'est plus négligeable: il y a détérioration du résultat.

1.2.6 Extension a 3D

Le passage de 2 & 3 dimensions d’espace ne pose pas de difficultés particulieres. A 3D, les
C.L.A. sont construites a partir d'un systéme couplé d’une équation de transport dans la
direction perpendiculaire au plan artificiel ou 1’on écrit la C.L.A. avec L équations des ondes
2D. On a donc simplement substitué L équations des ondes sur le plan aux L équations
des ondes 1D du cas précédent.

La construction des C.L.A. s’effectue de la maniére suivante. On commence par montrer
que la solution du probléme: (P’):

(v (& & &
52 \oz2 " 922 T 322

u(t = 0) = uo € H* (R®)

>u=0 dans R®

()
@(t =0) =, € L? (R?)
ot '
_ Support de uy et de u; C {z, < 0}
est telle que
(0
4 T-u=0 Vo, > =6
6232
(1.19) { avec T-v=1 (@2 - [/’<:|2)1/2 -
et |k’ = k2 + k2

ou 7 est la transformée de Fourier de v en z,,z3 et t. On approche cette équation de la
méme maniére que précédemment par:

di |k|?
20 o _ z . _
(1.20) 7 + tw (1 ﬂ1 R |k|2> =0 enzy =0

En introduisant les L fonctions auxiliaires

|k[*

Pl ke @) = O TR

. ’&(kl,l'g = 0, ]C3,(.u)
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

on aboutit aux C.L.A. sur le plan 2z =0

du  Ou & Oy
e, Tt 2P =0
(1.21) =
e 0%y N o1\ _ [0%u " 0%u -1 I
o7~ “'\8z7 T 823) T \0a7 " 843/, _, AR

C'est le résultat annoncé dans le préliminaire.

1.3 Extension des C.L..A. au cas conducteur ou amorti

Nous proposons dans cette section d’étendre les C.L.A. d’ordre élevé au cas 2D conductear
ou amorti (adjonction d’un terme odu/0t & 1'équation des ondes). Par rapport a ’extension
au cas 3D du paragraphe précédent, le cas conducteur est un peu plus ouvert dans le sens
ou il n'y a plus une seule maniére de faire. Par exemple, les C.L.A. que nous proposerons ne
sont pas identiques & celles qu’avaient proposées Joly P. et Vezinet R. ([20]) pour étendre
au cas conducteur les C.L.A. d’ordre 2 du cas non conducteur. Ces nouvelles conditions
consisteront a coupler une équation de transport dans la direction perpendiculaire a la
droite artificielle avec L équations des ondes amorties 1D le long de cette méme droite.
Concernant la stabilité de ces nouvelles conditions, on montrera un résultat de stabilizé
forte qui étend au cas conducteur les résultats du cas non amorti énoncés dans le théoréeme
1.1.

1.3.1 Counstruction des C.L.A.
Le probléeme est maintenant

( O%u Ou o? o 2
T?t_2+aﬁ_< +—-)u-—0 dansR

8z? " 9z}
u(t = 0) = ug € H' (Rz)
(P) ﬁ 5

B?(t =0)=u; €L? (Rz)

Support de ug et de u; C {z; < 0}

et on a, avec les mémes arguments que ce qui précéde:

(1.22) T2

- . . /2
avec T-v=z(w2—ww—k12) )
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

Comme nous l’avons dit, il y a plusieurs maniéres de faire pour approcher le symbole
intervenant dans (1.22). Dans ([20]), 'approximation est construite a partir de I'égalité:

- 1/2 k2 1/2
(wz—iaw—kf>l/2 = w(l—z—z) -<1———2—17——)
w w? — 0w

N k2 1/2
— . — ——‘—‘——1
= wly(w) (1 T iaw)

Dans une premiere étape, on commence par construire une approximation de la racine
carrée ou k; apparait et en conservant T,. On obtient:

(1.23)

di . . L k? X
(1.24) —— tiwl - {1=3_ 8 , @=0 en z; =0
2 -

w? —tow — apk?

(Joly et Vezinet choisissent L = 1, = 0,8, = 1/2, ce qui correspond a la condition du
second ordre). En introduisant les L fonctions auxiliaires

ki

w? —tow — ayk?

@1([‘71)""’) = ’ ﬁ(khx2 = O,U))

on obtient par les techniques qui nous sont maintenant familiéres,

du 0501)
—4+T,-

6112 ( ;ﬁl

62<p1 8(,91 3 ©i _ 32u _ _
52 T 7B TN aay " amhm =0 I=hool

T, est un opérateur de convolution en temps dont ’expression fait intervenir des fonctions
de Bessel de seconde espéce

(1.25)

10

7, =57 1= U]m =51+ 2 ((5) + h(5))

Cet opérateur étant non local en temps, on construit dans une seconde étape un opérateur
approché en utilisant une approximation de son symbole

M

~ OYm

To=1+ Y ———
+ T 06m W

M

(on a de nouveau utilisé V1 +z =~ 1 + Z YmZ /(1 + émz) avec z = —i0/w) Le nouvean
m=1

probléme s’écrit dans le domaine de Fourier:

e (1 £ 5 (- 1)
———+zw 1+ —_—] e u - ﬁ(gol =0
(wz-—iaw—a,kf)-@:kfﬁ
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

Ce systéme est un peu lourd 4 mettre en oeuvre lorsque L est grand car il conduit a définir
des fonctions auxiliaires de fonctions auxiliaires. C’est pourquoi nous avons préféré ne pas
faire la décomposition (1.23) mais de partir de:

: 2\ 71/2
(w2 — 0w — kf)l/z =w [1 - (Ez + %)]
w o w

: 2
10 . . .-

en supposant — + —12 petit, on peut faire I’approximation
w o ow

2 _ o a2\V B two + k?
(w tow — k ) (1 Zﬁl — oytow + ki)

ce qui conduit a I’équation approchée

(1.27) dzs
W2l — aq(iow + k)@ = (iow + k2)d

ce qui se réinterprete sous la forme

Gu 3(,91
E Bi— =
Bz, = ot

0%y, 8%y 3(,91 0%u Ou _
Eﬁ_“’(axl “ot) " \ozt " 7Bt),, f=L....L

On a bien L équations des ondes amorties 1D couplées avec une équation de transport
dans la direction z,. Les C.L.A. (1.28) sont des conditions nouvelles. Lorsque o est nul,
elles redonnent les C.L.A. d’ordre élevé pour I’équation des ondes étudiées dans la section
précédente. De plus, ces conditions généralisent au cas 2D les C.L.A. de Joly Vézinet pour
I’équation des ondes amorties 1D.

(1.28)
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

1.3.2 Etude de la stabilité

Nous analysons ici la stabilité des C.L.A.. Nous considérons le probleme:

2 2 2
0%u @_<6 9 )u—o dans R? = {(z1,22), 2 < 0}

o2 % "\ 62 T 52

aau Eﬂl—aﬁ =0 en Ty = 0

8%y 0%, Opr\ 0%*u du _
_6}-?_0(8:1:%_0(% - 3m'g’_g—6—t J22=0 f=1..,1L

(Po) | u(t = 0) = ug € W (R?)
a—z(t =0)=u €L? (R?)

Support de ug et de u; C {z, < —d}

Conditions initiales nulles pour les ¢; en t =0

Le résultat que I’on va obtenir s’écrit sous la forme d’un théoréme:

Théoreme 1.2
Si o >0, le probléme (P,) admet une solution unigue

u(t) e L'(0,T;H (R2)) nw* (0,T;L2 (R2))
Vi, i(t) € L'(0,TiH™Y?({zo = 0})) n W™ (0, T;H™*2 ({z = 0}))

avec lestimation

|%(f—)||) <176 T (|[Fuo| + lluall

[ (Jucn] +

(ol = o llcagge y)

dés que les ay, B satisfont les conditions:

(1.29) Lo
Z i < 1 ﬂl >0
ey 1 — an
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Preuve

La preuve s’effectue en plusieurs étapes et a des liens trés profonds avec I’analyse de Kreiss
([27]) dans le sens ou elle utilise également la transformation de Fourier et repose sur les
propriétés de l'erreur de 'approximation (1.10) considérée comme fonction d’une variable
complexe. Mais elle s’en distingue par le fait que la présence du terme en ogu /3t fait perdre
et le caractére strictement hyperbolique du probléme et I’argument d’homogénéité entre
variables d’espaces et de temps, arguments qui sont cruciaux dans la technique de Kreiss.
On commence tout d’abord par régulariser les conditions initiales de telle sorte que les
calculs suivants soient loisibles.

La solution est recherchée sous la forme

u=u; + ou

u; st 'onde incidente. C’est la restriction & R?de la solution du probléme posé dans R?
tout entier:

( 82u,~ 6'U.,' 82 62 _ 2
A T (axg * axg) ui=0 dans R
’U.,'(t = 0) = Up
('PI) <
6“’ S (=0 =u

Support de ug et de u; C {z2 < —d}

6u est 'onde réfléchie par le bord. Elle est solution du probléme:

( B;fzu 06;:‘ — (60:; + 889323) Su =0 dans RZ
_((3_55_ 35u Zﬂla&p, =_<g:. au, gﬁlacp,,) en 2,=0
_6%:2:! . (aa:gz B aag;,z) _ (?;;? _a%),z,ﬂ =1L
(Pr) | 8;(2201 o (a;ifl U@gctpz) _ (63276; —U%%)m_o =1, .1
fu(t=0)=0
?fi‘(t =0)=0
Conditions initiales nulles pour les 6¢;, iy en ¢ =0

du se détermine analytiquement par le biais de la transformation de Fourier. Si 'on pose

+oo

Stu(ky,z2,t) = / bu(zy, z2,t) expikyz1dz,

-
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

alors, apres élimination des fonctions auxiliaires, on montre que

1 +oo .
Sulky, z2,t) = 5 / R, (wr, k1 )is(k1, T2, wr) exp tw, tdw,

avec
R, (wr k) = lim R, (w, ky)
w — W,
Smw <0 ;
. w? — wo — —will-— -
R ) — ! = fo? — ai(iwo + k?)
o (w, 1) = (o — i k2)1/2 4 1 ZL:B wo + k%
w? — wo — wll-—
! = ' = ay(iwo + k2)
Sm (w? — two — k2)/? <0 pour Smw < 0
et

ts(k1, 2,w) = Gi(k1, —T2,w) = Gi(k1, 0,w) exp (—z' (w2 — wo — kf)l/z' 12)

~ +oo +oo . .
ti(k1, 2, w) = /(; (/ u;(z1, 2o, t) €Xp zlclmldxl) exp —iwtdt

—00

Ainsi, éu apparait comme la convolution en z;,t d’une fonction “coefficient de réflexion”
caractérisant la C.L.A. du bord absorbant avec la symétrisée (ou I’ image) par rapport a
ce bord de 'onde incidente u;

(1.31) U = u; + Ry %z, Sym ,,—o(wi)

On raméne ainsi le probleme a l'analyse des propriétés du noyau de convolution R,. Le
lemme suivant résume un certain nombre de ces propriétés:

Lemme 1.1 ;
Si o > 0 et st les o et By satisfont les conditions du théoréme 1.2, alors le coefficient de

réflezion défini en (1.30) vérifie:.

—

(1.32) R (w, k)| <1 Vk €R, Yw € C,Smw <0

De plus,
- 1 [+ —
t — R,(k1,t) = 57;/ R,(w,, k) exp tw, tdw,,

définit une fonction causale (i.e. nulle pourt < 0 ) et de carré intégrable.
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Admettons pour le moment ce lemme, et montrons comment l'estimation du théoréme en
découle.
Fixons n > 0 et calculons

[l ae= [T {/ dai [ d((a)+<§—)+(%))}dt

Utilisons Plancherel, on a

ch(:rl,t) eL? (R+ X Rx,) s

/Ooo e~ (/;oo xl,t)dml) dt = /oo B / dkl ]Lﬁ(kl,w - in)|2

et donc, en utilisant le fait que u est causale (i.e. & support dans R*) puisque u; et R, le

sont: Jk
—2nt 1 —
/0 flu]l? dt = / dxg/oo o /oo Py — A(ky, z2,w — 1i7)

da 2)
Utilisons la décomposition (1.31), il vient:

8z,
/c; o2t ”u“ dt < 2/ dzz/oo 5 /oo (;I::B(khw 32’77)

) 0u,

Or, d’aprés le lemme, |R, (ky,w)| est toujours plus petit que 1 et comme de plus u, est la
symétrique de u;, on a
2)

dk
e a2 [7 e [7 32 [ 2 ((W + o — inf?) [l +
0 oo 2T

soit, en réutilisant Plancherel,

= 0 +o0 00 ou;\*  [0u\?  [Ou\’

—2nt 2 < / ~2nt / / -t -t —_— df
/0 e [|ully, dt < 2 A e { i dz, _ood:zl e, + Bz, + Er

le terme entre accolades n’est autre que I’énergie dans R? de la solution u; du probléeme

P;. Cette énergie est décroissante si o est positif et conservée si o est nul. Dans tous les
cas, elle est minorée par sa valeur en ¢ = 0. D’ou:

[t s ([7eoma) (9l + o)

28

avec ((Ikxl2 +lw — inf?) [al® + |5~

~ |2
aus

+EL |5

avec B = (If* + o — inl?) (1l

0u;
9z,




1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

Soit P 1 2
L el de < o ([l + i)
0 Y

On en déduit facilement que Vn > 0

T ] . ot
[olullyat = [7 e 1ot lully dt

oo 1/2 T
—2nt 2 . 2nt
(/0 e Hullvdt> (/0 e dt)
— 2 1/2
(] 4 rear?) (em_1>1/2
< = T

4\ 1/2
(uﬁuo“ + llulll) <622I2 1) -T avecz =nT

1/2

IN

IA

On en déduit que,

Sty dt < (9ol + llall) 47

avec

25 _ 1\
~v = inf ( = ) = 1.757... < 1.76
z T

C’est 'estimation du théoréme.

Une fois cette estimation obtenue, on peut montrer, en travaillant sur les équations
des ondes satisfaites par chaque ¢; que @; est nécessairement bornée 3 valeurs dans H™1/2
du bord tandis que sa dérivée en temps est bornée i valeurs dans H™3/2. Les résultats
d’existence et d’unicité des solutions u,¢;,! = 1,..., L reposent alors sur les techniques
classiques d’analyse numérique (écriture du probléme sous forme d’un probléme d’évolu-
tion variationnel, construction d’une solution approchée et passage a la limite a 1’aide des
estimations). Il ne reste donc qu’a montrer le Lemme (1.1), on commence par la
Preuve de 'inégalité (1.32)

Oxn va tout d’abord choisir une détermination analytique de la racine carrée intervenant
dans (1.30). On prend

o . ]{I2 1/2
(o~ iwo — &2)" :w[l_ﬁaj_n]

w?

ou la racine carrée entre crochets est la racine carrée classique de partie réelle positive et
définie dans le plan complexe coupé des réels négatifs ou nuls. La racine n'est donc pas
définie pour:

wo + k?

I‘TGR_
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace
P

soit

w2

two + k?

€ [0, 1]

Pcur étre compatible avec la définition (1.30), il nous faut vérifier que cette racine est bien
définie dans le demi-plan des w de partie imaginaire négative et que sa partie imaginaize
est négative lorsque w est de partie imaginaire négative.

e On doit donc d’abord montrer que:

2

w
s1 ———— € [0, 1] alors Smw > 0
wo + k? 10, 1] -
w? k? 2?2 wo
of ———% = —( - — avec 2 = —-
wo + k¥ o 141z k?

et il suffit de montrer que si 22/(1 + iz) € R* nécessairement Smz > 0. Un calenl
simple montre que:

22 + . a=0etb>1
— cR", z2=a+ 1=
1+:2z (b—-1)2+a’=1(=b>0)

La coupure est donc située sur une portion de cercle ou une portion de demi-droite
verticale qui sont placées dans le demi-plan des complexes de parties imaginaires
positives ou nulles. Ces propriétés ne sont vraies que si o est non nul. Lorsque o
est nul, la coupure est facilement déterminée égale au segment [—|k;|, |k1|] qui est
également hors du demi-plan des complexes de partie imaginaire strictement négative.

e Reste a montrer que:

iwo + kf

F(w) = Sm (w [1 -

1/2
} )<05i5‘smw<0

On raisonne par 'absurde, on suppose qu’il existe un wo de partie imaginaire négative
tel que F'(wg) soit positive. Considérons ’application

[1,00] = R
A +— F(Awp)

Le chemin [wp,wp - 00] est situé dans le demi-plan P~ des complexes de partie ima-
ginaire négative. Il est en particulier et d’aprés ce qui précede, situé dans le domaine
d’analycité de la racine carrée. La fonction f est donc continue. Elle est positive ea
A =1et comme f(A) ~ Sm(we)A lorsque A tend vers l'infini, elle est négative a l'in-
fini. Il existe donc un A, et un w. situé dans P~ tel que F(w.) = F(A.wp) soit nul. En
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

élevant au carré, on en déduit que w? — iow, — k? est 1éel positif. Mais, (w. = a + 1b)

w? — fow. — k? € R*
= w?—iow, € RT
& a? — b+ 2iab—ica+ ob e R

a=0 et be[0,0]
b=o0/2 et a? > 02%/2

Dans les deux cas, la partie imaginaire de w. est positive ou nulle, ce qui est une
contradiction.

A l'aide de la racine carrée que ’on vient de définir, on peut écrire:
‘. (.4.)2
ow k) =F| —m0
Ro(w, k) (ww + kf)
1 1/2 L )
1-- —(1-
Fls) = [ s] ( ; s — o
avec F(s) = 17 L g
[1 - —] + (1 -3 )
L $ I=1 S—a

F(s) définit une fonction analytique sur C privé de la coupure [0, 1] et des zéros éventuels

- D(s)=[1—ﬂl/2+(1—i P )

{=1 S— &

(Remarquez que s = 0 et s = o; ne sont pas des singularités de F)

En fait, on va montrer que sous les hypotheses portant sur le choix des coefficients ¢y, 8,
D ne s’annule pas et que par voie de conséquence F est analytique sur C/ [0, 1].

On remarque d’abord que

Sm (\/E [1-— 1/3]1/2) est du signe de Sm/s

(cette propriété, vraie a l'infini, s’étend & tout le domaine de F par les mémes arguments
que ceux développés précédemment)
tandis que:

sm(ﬁ-[l-f: B D:csm\/;(uzﬁ’(“"*'s“)

=1 S — =1 |S -« 12

est également du signe de Sm+/s dés que a; et [ sont choisis positifs. Les zéros éventuels
de D ne peuvent donc qu’étre réels.
Supposons [; positifs et les a; compris entre 0 et 1. Lorsque s est réel et va de —o0 a 0,
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

a(s) =1—3 Bi/(s — ay) croit de 1 jusqu'a 1 + 3~ f;/c. Lorsque s croit de 1 & +o0, a(s)
varie de a(1l) = 1-Y 5;/(1— ;) & 1. Ainsi, la racine carrée [1 — 1/3]1/2 étant toujours réelle
positive, D ne peut s’annuler sur |—oc0,0{ U ]1, +00[ que si a(1) est négatif. Résumons: i,
pour tout [, les B; sont positifs et les a; compris entre 0O et 1 et sia(l)=1-3 8/(1 — o)
est positif, D ne peut s’annuler sur C/[0,1] et conséquemment F est analytique sur ce
domaine. On peut alors appliquer le principe du maximum ([25]) & F: le maximum de |/7]
ne peut étre atteint qu’a l'infini ou sur sa coupure [0, 1]. Or, & 'infini,

L
1-Y Bi—1/2

=1 .
F(s) ~ - == ls] ~ oo

et le maximum de F pris sur un grand cercle tend vers 0 lorsque le rayon du cercle tend
vers l'infini. Parallélement si so € [0,1], on a

lim |F(s)] = 1
(Remarquez que lorsque 1’on franchit la coupure, F' est changée en sa conjuguée, son modu'e
restant égal & 1) On a donc bien

— w2
o, )] = lF (m)

Preuve de la causalité

La causalité de t < R,(k;,t) est liée & I'analycité de w — E(kl,w) dans le demi-plan
P~ des complexes de partie imaginaire négative ainsi qu’au comportement asymptotique
a l'infini de cette derniére fonction. On a

< sup|F(s)] =1

- +R ____
2rR,(k1,t) = lim R,(k1,w, ) exp iw,tdw,

R—oco J_R

= lim FRR:(kl,w)expiwtdw

R—oo

— - - . t
Rh_r’r;o i R,(ky,w)exp iwtdw
ou TR est le chemin joignant —R i R juste en dessous de l’axe réel et ou CF est le demi-
cercle dans P~ de centre O et de rayon R (cf figure 1.12).
Or a 'infini,

—— ; k2

R,(ky,w) ~ C. (EZ + —12) |w] = oo

w  w

!’

— C
= [Ro(kr,)l < 1

et
|exp iwt| = exp —Rsin 8¢, w = Re"
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

Figure 1.12 : Représentation du contour dans le plan complexe (C est la coupure de la

fonction a intégrer)

!

it<O0
ZHR S1

=>f o(k1,w)| exp iwtdw < C'/ exp —Rsin 6tdf <
= |R.(k1,1) < lim /cf 1B (ky,w)| expiwtdw = 0 si t <0

et R, est bien causale.
Preuve de l'intégrabilité du carré
Il est facile de vérifier

e Sio=0w — ﬁ:(kl,w,) est continue sur R et tend vers zéro en 1/w?. Cette fonction
est donc de module intégrable et sa transformée de Fourier est continue.

o Si 0 # 0: Curieusement, le fait de mettre de I’absorption fait perdre le caractére L!
a la fonction w, — R,(k1,w:). Toutefois, cette fonction reste L? et il en est de méme
pour sa transformée de Fourier.

1.3.3 Compléments sur Popérateur ‘“coefficient de réflexion”

Pour conclure et compléter I'étude du coeflicient de réflexion, indiquons les deux propriétés

suivantes:

Proposition 1.1 Si les o et f§ satisfont les hypothéses du théoréme 1.2, la fonction
R, (k1,w) définie en 1.30 est la transformée de Fourier d’une distribution tempérée R,
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Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

a support dans le cone de lumiére C:
c= {(m,t), | <t t> o}

Proposition 1.2 Si o = 0, le noyaeu de convolution R,-o est donné par:

R(z,1) = Le(z,1) —9m [% <%)]

avec 1/2 L
1 B
— = =1 —{1-
’ [82 ] ( ; 52 — al>
T(S) = 1 172 2 ﬂl
—l==1 1—
' [52 ] * < ,25; s? az)

Preuve de la proposition 1.1

D’aprés Reed et Simon ([24]), pour que R,(z,t) soit & support dans le céne de lumiére il
faut et il suffit que sa transformée de Fourier se prolonge en une fonction analytique, &
“croissance polyndémiale”, sur {(w, k1) = (wy, kr) + ¢(w;, ki) € R* +iC*} o C* est le cone
dual: :

et = { (n k), i <0, [kifuil <1} (k)

: T analytique sur R? + iC*
SupportT C C <=
|| “polynémial” sur R? + :C"

Bo(w k)= F (—L)

iow + k¥

avec, si les ay, B satisfont (1.29), F analytique et de module inférieur & 'unité sur C/ [0, 1].
Il est donc suffisant de montrer que si, k; et w; sont deux réels vérifiant:

Or,

w; <0 et Iq,'l = |k,l/|w,l <1
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

alors, il ne peut exister k, et w, réels et s dans [0, 1] tels que:
(wr + ir.u,~)2 — 150 (wr + tw;) — s(k, + tk))? =0

soit,
(wf - w?) +sow; —s(kf—k}) = 0

2w,w; — sow, — 25k k; = 0

ou €encore
2

. —

2

2 _ ) 2
w — sk = w — sow; — sk;

w,(2w; — so) — 25k k; = 0
—

5 [ W2
r — .2 o ok2
sk; -1] = w}— sow; — sk}

sk?
Wy kg\/g
k.+/s . (wi — s0/2)

Auquel cas,
—sk? + (w? — sow;)

kis = (w; — 2)2.
ro = (wim s /2 o o oy

d’oti, (ki = qiw;):

25 = (w: — s0/2)2 - —sqi + (1~ 5/wi)
(1.33) brs = (Wi =80 /) o s o)

%

Or, cette équation n’a pas de solution si s est compris entre 0 et 1, w; de partie imaginaire
négative, ¢ positif et ¢; de module plus petit que 1 car k2s est alors toujours positif tandis
que le second membre de (1.33) est toujours négatif, puisque:

s¢2 < 1 < 1-o0s/w

s < 1 < (1-o0s/(2w))?

Preuve de la proposition 1.2
Si o = 0, d’aprés (1.30), on a:

Romo(by,w) =7 (ﬁ)

avec




Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

et
1/2 1/2
1 ) 1
Y A
82 s
S — 5,
Sms < 0

Cn a,

- 11/2

1 1 )
1———2 = 1—-’—2' s1 IS,-'Z].
82 s2
71/2
1 . J1 .

[1——2 = 41 —2~-—1 1 —1<s,<0

L sT_ sr

r 1'1/2 . 1 '

1——2 = — —5-—1 st 0<s, <0

L 7 Sr
On cherche a évaluer:

Ry=o(z,1) - /+°° /+°° ~ wt duw kyzdk
—olz = — r [ ]expiw exp —tk,z
q o\%> 47!'2 oo oo lkll Xp Xp 1 1
1

+o00 -
[ ikl R(lkst) exp ~iksz dky

4r?

avec

- +c0
R(n) =/ r(s,)expins,ds,

-0

D’apres le lemme précédent, on sait que R est a support dans R¥, il en est donc de méme
pour R,-¢(z,.). Maintenant, si ¢ est positif, on peut faire le changement de variable £ = tk;:

1 oo o ,
Romole:t) = gz [ 161RE]) exp —ig 2t
Soit,
1 +oo o
Roolz,t) = o575 | €R(E) (exp(—16z/1) + exp(+aga/t) de

ou, puisque R est causale,

Rumo(3,1) = s [ 4€R(E) (exp(~sta/t) + exp(+i€a/t)) de

i47r2t2 —o0

d’ou:

Roco(z, ) = 1 [dr dr

— (s, = z/t
127t? | ds, (s z/t) + ds.

(5 = =2/)
Deux cas sont a envisager:
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1.3 Extension des C.L.A. au cas conducteur ou amorti

e Siz > t, r est paire et sa dérivée est impaire d’ou

dr dr
ds, (sr =2/t) = T ds, (sr

= —z/t) = R,=0(z,t) =0

e Si z < t la partie réelle de r est paire tandis que la partie imaginaire est impaire:
d’ou

xt? ds,

Ryco(z,t) = — ( d S‘mr) (s, = z/t)

Ce qui est le résultat annoncé. En particulier, on retrouve bien que R,_g est & support dans
le cone de lumiére. Le point étonnant de ce résultat est que les valeurs du coefficient de
réflexion pour les ondes propagatives (i.e. correspondantes a |s.| > 1) qui nous ont servies
a caractériser la précision de la C.L.A. n’interviennent plus du tout dans I’expression du
noyau de convolution. C’est au contraire, les variations de ce méme coefficient pour les
ondes évanescentes qui apparaissent comme jouant un réle crucial!

37



Conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé: cas du demi-espace

38



Chapitre 2

Détermination et étude des

conditions de coins

2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

2.1.1 Position du probléme

On s’intéresse a la détermination de C.L.A. pour 1’équation d’onde 2D posée dans des
domaines possédant des coins droits. Le domaine typique est le quart d’espace:

Q= {(3:1,132);131 <0,z5 < 0}.

En utilisant le caractere local des C.L.A. dérivées dans le chapitre précédent pour le demi-
espace, on est naturellement conduit i imposer ces mémes conditions sur chacune des deux
demi-droites formant la frontiere de Q2

() = {(0,:1:2);3:2<0}

T o - {(:cl,O);x1<0}

N = rWyr@

\

(Comme le montre la figure (2.1), on a choisi de numéroter les bords par 'indice de leur
normale: la normale extérieure & ') est Z; ).

Le probléme qui se pose alors est de connaitre les équations de raccordement, si elles
existent, au point C ou se rencontrent les deux bords.

Ces conditions de raccordement sont cruciales pour toute implémentation numérique.
En effet, on a vu précédemment que les conditions aux limites absorbantes d’ordre élevé
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Détermination et étude des conditions de coins

o -

N
\
\\

-

\ |
\\\\

N
RMNR

Figure 2.1 : Géométrie du probleme

font intervenir L fonctions auxiliaires qui satisfont des équations des ondes 1D le long de
la frontiére. Ces équations sont donc d’ordre deux (i.e. font donc intervenir des dérivées
secondes) par rapport a la coordonnée du point frontiére. Dans le cas du quart d’espace,
cette ligne frontiére est interrompue au coin C et il est impossible d’évaluer numériquement
cette dérivée seconde sans ’adjonction d'une condition portant, par exemple, sur la dérivie
premiere en ce point. On verra que de telles conditions existent si on impose a la solution
du probleme d’étre suffisamment réguliére.

Précisons tout ceci en écrivant les équations du probléme. On considére une fonction
u(zy, zs,t) réguliere, par exemple C(Q x [0,T]), solution de:

0%*u 0%u 0*u
—6?_;(21,952,?5) ~ 3z (21,22, t) — m(ﬂil,l‘z,t) =0
1 2

(2.1)

| pour tout z; < 0,7, < 0 (i.e. (z1,z2) dans Q)

( 8 9 L 5ot
6—;‘1(0, z2,1) + %(O,mg,t) -3 ﬁm.-‘g;ﬂ-(xz,t) -0
=1
529951) 621/’1(1) B
(2.2) o ("0t T Ty (ent) =0

,(1)(11:2, t) = a,cpfl)(:z:g, t) + u(0, z2, 1)

| pour tout z2 < 0 (i.e. (0,z3) sur r'Yyet pour I =1,..,L
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

( Ju (2)
—(:1:1,0 1)+ —(x1,0 t) — Z Bm bidu (:rl,t) 0
m=1
32 (2) 6 (2)
(2.3) < 5 (u )~ (1) =0

P (z1,t) = achl‘”(xl,t) + u(z1,0,1)

| pour tout z; <0  (i.e. (71,0) sur I'®) et pour {=1,...,L

et on pose la question:

Est il nécessaire d’adjoindre a ce systéme des conditions auzr limites au point C pour
obtenir existence et unicité de solutions?

Sur ce sujet, mentionnons principalement les travaux de A. Bamberger, P. Joly et J.
Roberts ([5],{19]) qui ont traité de fagon trés détaillée le cas ol la condition aux limites
est la C.L.A. d’orde 2 d’Engquist Majda et qui ont explicité une condition pour le cas "45
degrés” ou L = 1,07 = 0.25,0; = 0.5. Dans les deux cas une partie de I’analyse repose
sur le fait que, si la solution est réguliére, il est loisible de combiner au coin l'équation
des ondes et les C.L.A. sur chacun des deux bords ainsi que toute expression obtenue par
dérivation soit dans {2 soit le long des frontiéres.

Par exemple, pour le cas de la C.L.A. d’ordre 2, on a:

0%u  %u  Bu

A+ — — =
1,2, <0 512 8:1212 61‘22 0 (A)

o%u 0%u 10%u
V<0 et ane  29m 0 (B)

O0%*u 0%u 10%u
Ve <0 FE Tt Emer  29m3 ©)

En faisant tendre z, et z; vers 0 et en utilisant I’hypothése de régularité, ces trois équations
sont vérifiées en (z1,z;) = (0,0). Formons la combinaison 1/2(A) — (B) — (C) pour faire
disparaitre les dérivées secondes en espace, on obtient:

307w O 0%u

292 T 392 T Hioa, 0 B (21, 22) = (0,0)

Intégrons en temps, en supposant les conditions initiales nulles au coin, il vient:
3 0u
28t

Cette condition est la condition de coin de Bamberger, Joly, Roberts; 'adjonction de (D)

au systéme composé de (A),(B), (C) est indispensable pour obtenir 'existence et I'unicité
de solutions réguliéres lorsque les conditions initiales en ¢t = 0 sont elles mémes régulieres.

u Ou
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Détermination et étude des conditions de coins

Par analogie, le systéme formé de 'équation des ondes (2.1) et des C.L.A. (2.2) et
(£.3) doit nécessiter également des conditions de compatibilité. De plus, en analysant de
plus prés la formulation des C.L.A., on voit que tant en ce qui concerne la construction
de schémas numériques que pour P’écriture d’une formulation variationnelle, les quantités
manquantes, au nombre de 2L, sont

A TN} P _
(2.4) { p (z1 = 0,t), - (z2=0,t) I=1,...,L

et ou on rappelle que 'on a:

z1[)1(1)(:1’.2’ t) = 013051)(1'2, t) + U(O, Zq, t)
(2.5)
2171(2)(3:1’ t) = 019952)(331, t) + u(:z:l, 0, t)

Ainsi, le probléme posé se rameéne a:

1. Construire 2L équations du premier ordre au coin permettant de déterminer les 2L
quantités (2.4). Il suffit par exemple de relier chacune de ces quantités aux valeurs

de u ou de cpf'),i = 1,2 ou encore aux valeurs de leurs dérivées en temps.

2. Montrer que le systéme formé de (2.1), (2.2) et (2.3) auquel on a adjoint les 2L
équations de coin admet une solution unique avec de plus un comportement régulier
pour des conditions initiales réguliéres.

Afin de répondre au premier point de ce programme, on peut par analogie au cas des
C.L.A. d’ordre 2 essayer de travailler par compatibilité entre les égquations. Cette générali-
sation est présentée comme "un probléme algébrique non trivial” dans [19] page 205. Daas
la section 2.1.2, on déterminera deux conditions par cette méthode de compatibilité. Ces
deux conditions sont bien sir insuffisantes lorsque L est supérieur & un.

Dans la section 2.1.3, sera présentée une démarche trés différente permettant de dériver
simplement les conditions recherchées. Elle consiste i construire une famille de solutions
particulieres satisfaisant I’équation des ondes et les conditions aux limites sur I'(V) et T'(?), 11
s’agira de superpositions de quatre ondes planes indexées par un cosinus directeur ou angle
d'incidence. Une fois cette famille construite, on cherchera i déterminer les conditions
aux coins qui sont vérifiées pour chaque élément de la famille. Le résultat obtenu pent
s’exprimer sous la forme:

Chaque élément de la famille de solutions particuliéres satisfait les 2L conditions de
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2.1 Cas de ’équation des ondes 2D

coIns: )
Vi=1,..,L
o 1(2) ) 1(2) L V)
bl . 0.1) — . ™ =
(2.6) 5z (08 + A —5-(0,1) 2_; Cim - —57(0,1) = 0
6“/)1(1) 6’(/)1(1) L 31/)(2)
0,t A - ——(0,t) — m+—=(0,t) =0
| azz ( ) )+ { 6t ( R ) 7’12:1 Cl, at ( )
avec
L L
A =1+ Z -ﬂ—m- - Z !E . il
(2.7) me1 @m g1 Om QO — anOy
Cim = B Om

*

Qm  Qm + Q) ~— QpQy

La question qui se pose alors est de savoir si toute solution réguliere satisfait ces condi-
tions. L'’espoir étant que la famille retenue soit suffisamment riche pour que par un argu-
ment de densité et de linéarité on puisse conclure par 'affirmative. Cette question reste
ouverte et n’a pas regu de réponse définitive.

Quoi qu'il en soit, si ces conditions existent au coin, ce ne peut étre que celles dérivées
ci-dessus (Par exemple, on montre dans la section 2.1.4 que ces conditions contiennent les
deux conditions obtenues par compatibilité). C’est en ce sens que ces conditions seront
retenues.

Notons enfin que, comme on le montrera dans le chapitre suivant, les conditions (2.6),
avec les coefficients (2.7), permettent de déterminer entiérement une solution numérique ap-
prochée du probléme du coin: une fois discrétisé, le systéme linéaire permettant de connaitre
les équivalents discrets des 2L quantités manquantes au coin est inversible. La encore, on
est conforté dans 1'idée d’avoir trouvé de "bonnes” conditions.

Dans la section 2.1.5, on présentera un cadre fonctionnel dans lequel le probléme (Equa-
tion des ondes dans ) + (Equations aux limites sur I'!) et T'?)) 4+ (Conditions de coin en
C) peut s’énoncer et pour lequel on sait montrer, sous des hypotheses sur les coefficients
o et [, un résultat d’unicité. Cette analyse répond partiellement au point 2 de notre
probléme puisque si la question de ’unicité est résolue, celle de 'existence de solutions et
de leur régularité reste encore ouverte.

2.1.2 Dérivation d’une condition de coin par compatibilité

On présente ici les deux conditions de coin obtenues par compatibilité entre les équations
satisfaites par u. Ces deux conditions ne sont évidemment pas suffisantes pour résoudre le
probléme du coin lorsque le nombre L de fonctions auxiliaires est supérieur & un (rappelons
que nous dériverons 2L conditions dans la section suivante). Toutefois, et bien que les
calculs soient un peu pénibles a suivre, il est intéressant de présenter cette démarche car
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Détermination et étude des conditions de coins

elle conduit a un résultat plus fort que celui qui sera montré par la suite. En effet, on
démontre ici que toute solution réguliere doit satisfaire les deux conditions de coin. Ce
n’est pas le cas pour les 2L autres conditions, pour lesquelles on ne sait vérifier qu'elles
sont vraies que pour une classe de solutions régulieres particuliéres. On vérifiera dans la
section 2.1.3 la consistance de ces deux résultats en montrant que les deux conditions
obtenues par compatibilité sont contenues dans les 2L conditions obtenues via la famiile
de solutions particuliéres.

Nous commencons par numéroter les équations de notre probléme. On rappelle que 'on a:

0%u 9* 0?
(EQLl) surQ 572 ——(z1,22,t) — u2 (21, z2,t) — 6a:u2 (z1,72,8) =0

(1)
(EQ2) sur I'™ ?—u—(O Ta,t) + %(0,$2,t) Z ﬁm L (xg,t) =0

=
(EQ3) sur I'® ﬁ(xl,o t) + %—?(ml,O,t) Z_lﬁm (xl,t)=0
puis, pour l=1,... L
(EQ4), sur T 626t;1)(:r3,t) a; (1)(:1:2,t) a (0,32,
(EQ5) sur T®) azafzz)(zl,t)—alaz (2)(:2:1, 0= 32 (0,

Pour trouver une condition de compatibilité au coin, on suppose que u est trés réguliere
et, par voie de conséquence, que les go( ) et go( ) e sont également. Il est alors loisible
d’ apphquer les regles suivantes. On peut

e Dériver autant de fois que nécessaire par rapport a z;,z; et t, I’'équation des ondes

(£Q1)
o Dériver les équations (E£Q2) et (EQ4);, 1=1,...,L par rapport a z; et t.
o Dériver les équations (EQ3) et (EQ5);, 1=1,...,L par rapport a z, et t.

o Former des combinaisons linéaires des expressions ainsi obtenues et écrites, par pas-
sage a la limite, au coin C.

Intégrer en temps les résultats obtenus. (On suppose que le support des conditiors
initiales en temps est strictement contenu dans §2)

Ces régles peuvent étre appliquées afin de construire des relations dans lesquelles n’appa-
raissent plus aucune dérivée en espace d’ordre supérieur ou égales a 2. Le but est donc de
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

combiner les relations afin de faire systématiquement disparaitre les dérivées en 3°/827 ou
d*/0z3.
Par exemple, on commence par effectuer
0 a
— (EQ3) -~ — (EQ2
55, (EQ3) 325 Q2)
On obtient

5%y (1) 5%u 5%u L @2901(2)
821025 atﬁzz Zﬂl(’)tamg 82:28$1+8t31:1—z=:ﬁ18t3x1

soit, aprés simplification et une intégration en temps.

L
— e+ 3 A
=1

L (1)

6:52 +2 Ez

=1

ou, en réutilisant (EQ2) et (EQ3)

) L 5 (9 (2) L (1) 6 (1)
(2.8) >4 (g’ “’) zﬁl(“’ .

(2)

Io

Cette relation est la premiére des deux conditions annoncées. On peut remarquer qu’elle a
été construite uniquement par compatibilité entre les deux équations de transport sur les
bords. En particulier le fait que u vérifie 'équation des ondes n'intervient pas ici.

Pour entrer dans le cadre du probléme que nous avons posé, on peut reformuler cette
condition & l’aide des fonctions auxiliaires ") et 1/)12) En utilisant (2.5) et de nouveaun
(EQ2) et (EQ3), on obtient:

L (1) @ (1) @)
Bi [0y Y Y oY\ _
§z(az2 Fru e T v B

(2.9)
avec =1+ Z Bm

m=1 Qm

L’obtention de la seconde condition est un peu plus difficile et utilise, quant a elle,
toutes les équations du probléme.
On commence par effectuer

8? 2
52t (EQ3) + 523 (EQ2)

On obtient

9 (0*u O%u 8Pu &u L 8 (0% 52
ot (8—17% + EE%’) + <6z18x§ t 61:26:16%) -mz 'B”"a'i ( Oz + Oz? ) =0

=1
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Détermination et étude des conditions de coins

scit, en utilisant 1’équation des ondes (£ Q1) dérivée une fois en temps ainsi qu’en sommant

les équations (£Q4); et (EQS5);:

&Pu 3Pu 3*u L Bm [P 5§ _
5 © (62:133:% * 32:231'%) - mZ___:lZ ( 5 | 9B &Au =0

D'ot (en réutilisant (EQ1))

Bom 83u
(l + Z _) o T (31162:2 + axzaﬁ)

a
(2.10) L as(P(l) 5302
m m Som —
3
Pour éliminer le terme génant ( 66 au s + a(’f"gﬁ) , on écrit I'identité remarquable:
z,073 z,07?
A Ju 4 Ou\ d%u + 3u 4 3%u 4 03u
0z, 0Oz,) 0z} Oz ' Oz,0z% ' O8z,0x
d’ou
211 Fu_ L Fu P (o ou)_ (o o
' O0z,0z% = Oz, 0z  0t2 \9z, Oz, 8z3  0z3

Bu  OPu

3—2::13 + (9—11::2’) . Pour cela, on fait

on est donc ramené a évaluer (

833 (EQ3) + (EQ2) on obtient

0 (Pu  Pu d*u 0*u 3Bl 3390(2))
ot (33:? + 3:1:3) * (316132:% + 3:326:51) Z Pm 5t ot ( dz3 * oz}

m=1

puis on effectue
L

Z Pm ( (EQ5)m + - (EQ4)m> , pour écrire

m=1

L L 1 2 53
3 [Pp) 532 Bm [ 0% (31 8o Pu  Bu
2::1 ﬂmgz < dz3 + oz3 B mz=:1 am |0t \ Bz, + oz, ) \08z3 + 823

Utilisons l'identité remarquable

dtu 8%u _ < 0%*u ) _ Ju
0

521023 T 92,053~ " \Bmbz;) = 01%02,07;
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2.1 Cas de ’équation des ondes 2D

Ainsi,

a 3u 4 Fu 4 d%u 4
ot \dz3  0z3 0t20z,0z

L 3 3 3 1 (2)
Bm\ 0 (0w B%u Bm @ ) Goof? B
+(n§1am> ot 53:_:1’—*-5_1:2* fopn 1Oz,,13t3 Oz, + Oz, =0
On intégre en temps et on facton'se,
Bm Pu  O%u 3u
( E am> (62:? + oz3 + 8zr,0z,0t
el Bpl2)

Bm O m
+m2:1 Ot D2 ( Oz, + Oz, )

posons ( z ﬁm)

=1 9m

(2.12)

il
o

en combinant ( 2.10), ( 2.11) et ( 2.12) on obtient donc

Pu B [ FPQ) 3Pl 9 [ du  Ou
7'573‘2 ( et o )t ae \om T om

m=1 Qm
1 &%u Bm 0 (908 9 _
I {axlamzat mz_:l o O ( Bz, | Bz = 0
Ou  Ou) _ (1) 4 2
De plus (3:51 + 3:1:2> = + Z ﬂm ( )

(obtenu par (EQ2) + (EQ3)), enfin
(i(EQ3) + -—(?—(EQ2)> donne
I .’L‘
0%u d (0u Ou Gt G2
2 62716.’132 - _6t (Bx ) Z ﬂm@t ( 8(1,‘2 t 61‘1 )
ou encore,
9%u 0%u L o2 3 [0 92
9. 0% _ 9.0 _ R VRS . o g
521075 gz~ 2P g (o eld) + Zﬁ at(ax2 * 5:1:1)

donc finalement

8°u B (0l el Fu | & Pl | Pl
T W—,;E,I'( TR "”%*Z«f’"'( 55 T Top
1 L Fel) | Fe L ¢ B\ 0 (98 8o
Sl @ (BT ) 2 ) m (B %)

=0
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Détermination et étude des conditions de coins

soit, aprés une double intégration en temps,

( 1 ou & 11 ) )
o = (132w (a-n) (G
L 1 2
ﬂm< 2) Ipld)  dpl?)
2.13) < om _ m
( ) +mz=1 2 1 O 0z, + 0z,
LB
avec 7 = (l—i—z—m)
m=1 &m

Cette équation, du premier ordre en espace et en temps, est la deuxiéme condition
de compatibilité que nous avions annoncée. On peut également I’ exprimer a l'aide des
fonctions auxiliaires d),(l) et 11)1(2). Le calcul quoiqu’un peu long est élémentaire. On montre
que (2.13) se réécrit:

L L
B 2\ [0y o Bom A YA C)
mzzla_m“(__>( + )+Z_'H”‘<at + at)

Cm oz oz —~ Qg
(2.14) \ 2 LIB m—lL ,
avec Hm=<1____> (1+ _ﬁ)+2 s
Qm E o :2:‘1 of

On notera pour finir que u n’intervient pas dans les deux conditions de coin expriméss
en 1/),(1) et ¢,(2 . On retrouvera cette propriété pour les 2L conditions obtenues dans la
section suivante.

2.1.3 Dérivation des conditions de coins a partir de solutions

particulieres

La famille de solutions que nous allons construire est inspirée du petit schéma ci-dessous.
Pour tout cosinus directeur ( = ((;,(2), avec

G+ ¢ =1
nous considérons une onde plane incidente de vecteur d’onde wf et de pulsation w
ur(zy,z2,t) = exp iw ({121 + (222 — t)
et nous raisonnons en supposant (; et {; positifs.
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

\

T
S\
N

Figure 2.2 : Présentation schématique d'une solution particuliere

Cette onde va, soit, d’abord rencontrer I'1) et se réfléchir en une onde de la forme:
up(zy1,22,t) = Ry expiw(—=(z) + (ozp — t)
puis, rencontrer I'®) en donnant naissance & une seconde onde réfléchie:
up(z1,22,t) = RoRy expiw(—(x — (oz9 — t)
soit, c'est I'inverse, c’est & dire l'onde va d'abord rencontrer I'*) et générer:
ul(zy,z2,t) = Ry expiw (Gizy — (222 — t)
puis redonner une seconde onde réfliéchie sur I'?), soit
ui(z1,22,t) = RyRy expiw(—(1zq — (ozo — 1)

Oz voit donc que quatre ondes planes suffisent & décrire le processus. Celui-ci fait intervenir
les coeflicients de réflexions R, et R, qui sont déterminés par la nature de la condition aux
limites absorbante que ’on impose sur ') et T,

Précisons tout ceci, on cherche donc une solution sous la forme

( u(zy,z2,t) = exp w ({121 + (ez2 — )

+ R; exp w(—=(121 + (222 — )
(2.15) :
+ R,  exp iw(+(z — (222 — )

+ R] Rg exp iw(—Clxl —_ 421'2 - t)
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Détermination et étude des conditions de coins

avec

(2.16) G+ G =1

Les fonctions auxiliaires sont recherchées proportionnelles a la trace de u sur la frontiere
de  correspondante:

pour [ =1,..., L
cpl(z)(:vl,t) = sz) u(xzq,z2 = 0,1)
(2.17) ¢ P 21,t) = B u(zy, 3, =0,0)

c,ofl)(:z:g,t) = @fl) cu(zy = 0,z2,1)

1/)1(1)(502,0 = ‘I’f]) ~u(z, = 0,z1,1)

\

avec, bien entendu (cf. (2.5)):

wal +1 = o
(2.18)
cd® +1 = ¥

D’aprés ’égalité (2.16), u vérifie évidemment 1’équation des ondes (EQ1). De plus, les
équations (EQ4) et (EQ5) fournissent immédiatement:

Cz
3 = i e
(2.19)
2
5 $
{ ~2

Restent donc i satisfaire les équations (EQ2) sur I'") et (EQ3) sur IT?. Par exemple sur
'™ on doit avoir:

tw( (1 — Ry)exp tw((ez2 —t) + tw( (R — R2Ry)exp iw((ezz —t) —

L
—1w(1+4 Ri1 + R: + R1R2) exp w((lozg — t) (1 _ 2/3‘@}1)) = 0

=1

équation qui sera satisfaite pour tout (z,,t) si et seulement si

Cl(l"‘Rl) _ L (1)
(2.20) TR - 1 — ;B@,
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

De méme I’équation relative & T'® fournit

GU-R) _ . &
(2.21) 0Tk — 1 l;ﬁ,@,

On retrouve pour K; et R, les coeflicients de réflexion associés aux conditions aux limites
absorbantes a L fractions rationnelles que nous avions dérivés dans le chapitre précédent.

R; et R, mesurent le défaut d’approximation de (; par /1 — (Z et de {; par /1 — (2.
Quoi qu’il en soit, nous avons accompli a ce stade la premiére étape de notre démarche
3 savoir construire une famille (indexée par w, (1, (2, (? + ¢ = 1) de solutions du probleme
posé dans le quart d’espace et constitué de (EQ1) - (EQ5).
La deuxiéme étape comsiste & calculer au coin C la dérivée par rapport a la variable
d’espace de chaque fonction auxiliaire puis de la relier aux dérivées en temps et en ce point
de u ou des fonctions auxiliaires. Par exemple, on a

8go(1) Ou
(22 =0t) = ¥ p-(s2=0,)
(2.22) ¢ = &Y (iw exp—iwt) 2 (1 + Ry — Ry — R1Ry)
1— R,
\ = Ql(l)1+R (2 {tw exp —iwt (1 + Ry) (1 + R2)}

Utilisons les relations

%?(0, 0,t) = —iwexp —iwt(l+ Ry)(1+ R2)

(1 — Ry) o 2

GU-Fa) _ )y g0

1+ R Z
i vient:

890(1) L Su
(2.23) ’ —(z2=0,t) = —gM 1—§lﬁm¢>£§) 57(0,0,1)
Remarquons que:
(2.24) a‘PI 2 (0,0,t) = 3. %(0,0,t)
On a donc
(1 O
(2.25) i (22 =0,) =~ 2P (2, = 0,1) + Z a3 %0 0.1)
Oz, ot = ot
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Détermination et étude des conditions de coins

Le second terme est non linéaire en les ‘I’l(i) . Pour le linéariser on va utiliser ’expression de
@,(1) . ®(2) en fonction de (? pour effectuer une décomposition en éléments simples. On a:

1. @ - 4
! ™ 1—01(1-—(12) 1 —ame
_ o —1 1-— Clz am —1 C12 +
ot am—qan 1l—o(1—=C}) ot am—qan 1—an?
1
\ o + oy — iy
d’ou
3. @ = —1 (1 — )3V + (1 - om)@? —1)

ap + Oy — QI

et (2.25) s'écrit, en réutilisant (2.24):

o (1) 9 (1)
a”’;’ (z; =0,t) + Dy “;; (z;=0,t) +
(2.26) :
+A6u( —O:E—Ot)-i-XL:C as’f)(x —Oi)'—O
I@t ) =V, T2 = Y, = Im Bt 1 =Y -
avec
f L l1-—o
D =1 m
: +mz_—_1ﬂ al+am_a1am
» l— o
. Cm = m -
(2.27) | L B poT————
L
P B
\ m=1 ap + am — aia,

C’est le résultat recherché. Lorsque ! varie de 1 & L (2.26) donne L conditions de coin, la
permutation des indices 1 et 2 permet d’en obtenir L autres. Ces 2L conditions portent
sur les fonctions auxiliaires gof') . On peut également donner les conditions portant sur les

z{z,('i). Celles-c1 sont obtenues, soit en travaillant de la méme maniére que précédemment
en calculant 9" /dz, au coin C, soit en substituant directement dans (2.26) v & o!"
suivant

o= 5 (=)
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

On obtient
1 ) (1) P (1)
g’l (@2=0,t) = —D ’gft (22 = 0,¢) +
L (2)
(2.28) + Z B Ot (z2 = 0,1)

P (5B )

L —1 Om  Qm + Q] — oy,
ainsi qu'une relation analogue pour 'd),(2).

La dérivée par rapport a z, de 1/)1(1) en C est donc uniquement couplée a sa dérivée en
temps et a la famille des fonctions auxiliaires associées a 'autre bord. En particulier, u
n’apparalt plus dans ces conditions !

Les relations (2.6) et (2.7) sont ainsi démontrées.

2.1.4 Consistance des deux méthodes

On vérifie la consistance des résultats obtenus précédemment en montrant que toute solu-
tion des 2L conditions de coin construites a partir de la famille de solutions particuliéres
satisfait également les deux conditions obtenues par compatibilité. Remarquons que ce ré-
sultat n’est pas immédiat dans la mesure ou les solutions particuliéres ne vérifient pas I'une
des hypothéses qui ont été utilisées pour dériver les conditions par compatibilité (elles ne
sont pas nulles a l'instant ¢ = 0). Cette vérification n’est donc pas uniquement destinée a
s’assurer de la validité des calculs algébriques.

On se donne 2L fonctions wl(l)(xg,t) et 1/),(2)(:1:1, t) telles que

(

Vi=1,..L
6 (2) a (2) L 6 (1)
(2.29) 4 1/)‘ —~(0,1) + A w 0,8) = 3 Cim - 5 d’ %m0 1y = 0
m=1
(1) (1)
8¢ (Ot)+A1 &b (0,) - Zsz-a¢m(0t)=o
N m=1
avec
L L
A =1+ Z —'B—m— — ﬂ_m . -,
(2.30) m=1 Om me=1 Om Oy + Q@ — QO
Clm = ﬂ_m ¥m

Om Oy + O] — Gy
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et on va successivement vérifier que 1&,(1) et 1,/),(2) vérifient les conditions (2.9) et (2.14)

Vérification de la condition (2.9)

Par combinaison linéaire, on a
B a¢(2) awl(l) L éﬁ 61/)1(1) 61/)(2)
Z ( oy om ) o\ e T o

CEEa (0 s

Imlmeol @ Cm + 0 — anoy ot ot
soit
58 [(azﬁ,‘?’ ~ azm‘”) L c (61/),“" _ &m‘”)} o
2 o 1\ By~ o 5t~ ot
avec L .
CI=A1+Z—ﬂ—"-- X =1+ZB—"

n=] &n  Qn + o — ayq

On retrouve bien la condition (2.9).

Vérification de la condition (2.14)

Par combinaison linéaire, on a

N v 0w L & B 2 op” | oY
; (1_ >(5x1 dzs ) T E’(“E)” ot T Tar |

=1

L L 1 2
B 2 opi) ey
- _'<1~E>,§lc""‘< ot "ot ) = °

{=1 ay

soit (2) o - "

L 1 1

Bi ( 2 ) oY, Bi O, oY _

; I ' 6331 * Oz * IX_: o7 G ot + at =0

avec .
G1=(1——2—)~A1— %%(1_1)
a m=1 ﬁl am Om

ou

E py- ppum—" GO

-1 @m Qm + ar — anoy
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

ou encore

soit, finalement

et on retrouve bien (2.14)

2.1.5 Aspects mathématiques du probleme

Dans cette partie, nous nous attachons & présenter un cadre fonctionnel bien adapté a notre
probléme. Pour ce faire, nous essayons de suivre la démarche de Bamberger, Joly, Roberts
([5],{19]). Dans un premier temps, on construit une formulation faible du probléme puis,
a P'aide de la transformée de Laplace, on démontre I'unicité de la solution (si elle existe!)
lorsque les coefficients oy, §;,{ = 1, ..., L satisfont une condition. Cette condition demande
la positivité d’une forme quadratique construite a partir de ces coefficients. On démontre
notamment que cette condition est vérifiée dés que la condition nécessaire au caractére
bien posé au sens de Kreiss pour le probléme du demi-plan est satisfaite (cf. théoréme 1.1
du chapitre précédent).

Construction d’une fermulation faible

On commence par réécrire le probleme du coin en ne faisant intervenir que les fonctions
auxiliaires d),(,}) et '(,b,(f) (donc en éliminant les fonctions cpﬁ,ll) et 2
On considére donc le systeme d’équations:

Trouver : u(zi,z,,1) (z1,22) €2 t>0
P1(0,z,) m=1,.,L e r® t>0

3 (z,,0) m=1,.,L er® t>0

telles que

2 2 2
'6—E(xlax2at) - —a'_%(xlax%t)— a e

8t2 6331 611322

(.’II], $2,t) =0

(2.31)
pour (z,z;) dans
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(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Avec

(2.38)

B L. B 9
(0 z2,t) + <1+ Z ) 5 20,22, t) — EIZ; L (2,) = 0
pour (0, z;) sur I'V
2,7,(1) 6 (1) 8%u
6a¢l (.’Z:z,t) ( T2, ) = ot2 (2:1 07 mZat)

pour (0, z») sur I‘(l) etpour {=1,...,L

L (2)
?i‘_(xl,o 1) <1+ E ﬂ"‘) ———(:1:1,0 t)— > g—"‘agg‘ (z1,t) =0

m=1 —m

pour (z;,0) sur I'®

522 52 5%u
%(xl,t)— l/) (:z:l,t) at?(ml,:cg 0,t)

pour (z;,0) sur I‘m etpour [ =1,...,L

k) (1) L 8
i (:z;>.=0,t)+z‘11(9 (z2 = 0,t) — Zsz 25 (z1 =0,t) =0
6.'132 3

pour/=1,..., L

(2) (2) L (1)
aawl ( 1—0t)+A[a¢ (a:l—Ot EC{mad) =O’t)~_—0
=1

pour!=1,...,L

L L
4 =143 S Bm o

=1 Om Oy + 0 — 0Qy

Cl.m. =

On adjoint a ce systéme les conditions aux limites au temps ¢ = 0:
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NN

RN \Q\\
nRnimai ~\
Nk

\\\

L

0

Support des
. conditions
N . initiales

X

Figure 2.3 : Présentation schématique du probléme

,

u(z1,z2,t =0) = uo(zy1,22)
(2.39) \ %(Il,.’tz,t =0) = u(z1,2z2)
Support ug et Support u; C Q2
(et =0) = ""gﬁ;‘”(xz,t =0)=0
(2.40) ¥ (1t = 0) = Q’?(zl,t =0)=0
vi=1,.,L

Supposons que le probléme (2.31)-(2.40) admette une solution

(u(xlam2at)a¢l(l)(m2’t)a¢l(2)(z11t))
telle que
1. u€ C? (T x [0,+00[) N C* (0 x [0, +00])
2. Vt > 0,u(.,t) est & support compact dans Q.
3. P € ¢ (T x [0, +c0])

4. 9V € ¢ (™ x [0, +00])
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Détermination et étude des conditions de coins

S. ¢1(2)(.,t) est a support compact sur r®
6. lbx(l)(-,t) est & support compact sur T™

On va écrire sous ces hypothéses une formulation faible en espace. Pour cela, on considére
2L + 1 fonctions tests, soient

(v(xl, T3), fl(l)(xz), 51(2)(1'1))

supposées réguliéres et s’annulant a I'infini. Puis on multiplie (2.31) par v, on intégre sur
§2 et on utilise (2.32) et (2.33) pour écrire, aprés intégration par parties:

d? 0 0
‘d—t3 (/;) u(a:l,:zzg,t) v(xl,:cg)dmldzg) + %(ml,zz,t)éxi(xl,xg)dzldxg +
/ 5 (231,12,75)6 (21, z2)dz1dzy, + — {(1-{- Z im /r(l) u(0, z2,t) v(0, z2)dzy —
m=1 —m

- Z /m) (22, 1) v(0,22)dz; + (2 +"§1 am)/r('«!) u(=1,0,t) v(zy, 0)dz;

= am
-
= am Jro
(2.41)

Dans une seconde étape, on multiplie (2.33) par 51(1) puis on intégre sur I'}). Aprés inté-
gration par parties, on utilise ’équation au coin (2.36) pour écrire:

WP (zy,1) v(zy, O)dxl} =0

o as“

& ( 2’t)

315—2( ) 1(1)($2’t)51(1)($2)dm2) + az/

($2)d$2 +

:L‘

L
(2.42) + % (A“/),(l)(OJt)fl(l)(o) — > CimyplP(0,1) 61(”(0)> =
m=1
d?
= 25 [, #0228 €7 (@2)des

En traitant de fagon similaire 1’autre bord, on obtient:

(2) (2)

a (2) 2) i
a ( v (z ut)f (ml)dm]> + al/r(?) 7 (z 1,t) Ers (z1)dz: +
(2.43)  + — (A »{2(0,t) £2(0) Z Crimp3(0,1) & 2’(0))
. m=1
- %/m) w(z1,0,1) € (1) das
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

Pour que cette formulation ait un sens, il nous suffit de travailler avec le cadre fonctionnel
suivant:

o(z,22) € HY(Q) = {vel(Q),Vve L?(0)}

(1) HU(TMW) = (1) L2 (r) afl(l) L2 (F(l))
§z) € H'(TW) = gV el (1), 3¢

@ ’ g™

Nz) € H'(T®) = {éf’eﬁ (P(2)>,8—22€L2 (rm)}

(La condition Vv € L?(f) implique notamment que v(z;,0) existe dans H'/? (I‘(z)) et
donc dans L2 (I‘(Z)), ce qui donne un sens a 'intégrale sur I'®, et de méme pour Pintégrale
sur ™. De plus si £ € H! (I‘(‘)) , €D est continue et donc £#)(0) a bien un sens.) On
pose alors:

Vo= BY(Q) x (8 (1)) x (B (1@))"
(240 H o= (@) x (22 (TW))F x (22 (1®))°

V est un espace de Hilbert muni de la norme

”(v, J(l),fl(z))” = L[]v]2+’6v,2] dz,dz,+

L (1)]2 aeM
(2.45) +2 /1:(1) k‘ ' dx2+_/r(1> Oz, dz3

)
|

L (2)
@2 9~
+3° (/1‘(9) & l d%‘l'*'/l:(z) dz,

=1 6.'1:1

De fagons analogue a (5] page 330, si H est un espace de Hilbert de norme ||.||; et si o est
un nombre positif, on définit 'espace:

+00
LL(R*,H) = {v(t):R+ — H; [T et u(n) di < +oo}
0
Sur cet espace, on peut définir la transformée de Laplace
+o0
&(p) =/ v(t)e P'dt pour Réelp > o
0

9(p) est alors analytique & valeurs dans H sur Reelp > o.
On donne alors la définition
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Détermination et étude des conditions de coins

Définition 2.1 Une fonction V(t) = (u(.,1), f,(l)(.,t) ffz)(.,t)) est une solution faible du
probleme (2.81)-(2.40) si et seulement si il existe un o > 0 tel que

() (LI € LIR*,V) x LI(RY, H)
(i) V(=0) = (u(zy,z2,t=0), (zs,t = 0), £ (z4,t = 0))

= (‘UO((L‘l,.'CQ, ), 0, ....,0, 0, ....)

oV o ¢y ¢
_O?(t =0) = (—61;—(:1:1,:32,,12 = 0), —6—;—(z2,t = 0), —%—-(zl,t = 0)

= (w(zi1,22,),0,....,0,0,....)
avec ug € H' () et u; € L*(Q)

(iti) ¥ (v(z1,72), & (32), &7(21)) € V

(2.41),(2.42) et (2.48) sont vraies dans D'(t € RY)
Remarques
o Dans (i) les dérivées sont & prendre au sens des distributions & valeur dans L.
e Si l'on choisit v dans D (), il est facile de montrer que (2.41) peut &étre interpré:é

comime

0%*v  O%*u 0%
6t2 6.’1312 83322

=0 dansD’ (R+ X Q)

2 2

ce qui montre, comme A = % + 9 est continu de H' i valeur dans H™?!, que
0z? ' Oz} .

42

d_tz: est élément de L1(R*, H™Y(Q2)) et donc u est élément de C* (0,+oo;H‘1(Q)) N

d
c° (O,+oo; LZ(Q)), ce qui permet de donner un sens & u(.,t = 0) et —d%(.,t = 0).

e De méme si 51(1)(:112) est choisi dans D (I‘(l)), on montre que 'on a

52 52) 52 }2) B <82u

Z 7 + (1)
572 oy B2 atz)z1=0 da.nsD'(R x T )

et un raisonnement analogue montre que

(1,[),(1) —u)e ! (0,+oo; H-1 (F(l)» N Co° (O,+oo; L2 ([‘(1)))
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2.1 Cas de ’équation des ondes 2D

(1)
et (1[),(1)—u)(t = 0) et Gt u)(t = 0) ont bien un sens dans H™! (F(l)) et L? (I‘(l )

Comme de plus les conditions initiales sont choisies a support compact dans €, il
est possible de montrer, en utilisant la propriété de propagation & vitesse finie des
solutions de I’équation des ondes, que u et T sont nulles pour ¢ suffisamment petit
(1)
au voisinage de 'V U T(?), Ainsi, 1/),(1)(t = 0) et g

H-! (1“0)) et L2 (r“)).

(t = 0) ont bien un sens dans

Analyse par la transformée de Laplace

Utilisons la transformée de Laplace dans L}(R™, V) pour écrire le systeme d’équations que

doit satisfaire o(p) dans V. La transformée de Laplace raméne formellement le probléme
(2.31)-(2.40) a:

trouver 4(z, z2; p), Y1 (22; p), B (21; p) telles que

i — Al = 4y + plo dans 2

~

pu-%-—u——pz CRpE) —a) =0 sur 'Y, (1 = 1,2)

Oz; O
27 ,') 6 d)l() { .
P’ — y=—— = p*i sur TV, (1 =1,2),(I=1,..,L)
dzr3_;
0, + pAp i Cim®C =0 pour (1 =1,2),(I=1,.,L)
8$3_ = T tm ? ) 1"

Ou plus exactement, en utilisant la formulation faible écrite précédemment:
Vv € HY(Q)

. Ot
p? (/;2 u(xy, z2; p) v(xl,zg)dzldm) + Bu (z:l,xg,p)a (z1,z2)dzdz, +

01 0 m ,
gi(xl,xz;p)gf—(xl,xg)dxldxg + p{(l + Z ﬁ—) 4(0, z2; p) v(0, z2)dz, —

Y

m=1 Qm r

- Z B /1:(2) 1/;7(3)(31;.”)7)(331,0)(1551} = (/Q (U1 +PU0($1,$2)) U($1,l‘2)d$1d$2)

m=1 am

W (22;p) v(0, z2)dzz + (1 + Z 'Bm /I‘_ 4(z1,0; p) v(z1,0)dzy —
m'—l

(2)
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Détermination et étude des conditions de coins

et
pour(I =1,...,L) et V") € H' (TM), ¢ e H' (T®)

. o9 7.(1) e (1)
pz( i [(1)(\7:2;})) 61(1)(:1:2)(11‘2) t o _/I“(l) 8$ ( THp )85 (zz)dxz t

L
+p (A,J,,(”(o;p) £1(0) - S Crmdh{P(0; p) &(1)(0)>

m=1

= pz/ (0, z2; p) £ (z2)dz
ra)

o 35(2>

) 61: ——(zy;p ) (11)d$1+

P ( ) 1/’1(2)(31:17) fz( )(x])dxl) + C!l/F

+p (Au&}”(o p)E7(0) Z CLm$(0; ) €7 (0 ))
= p’ /P(l)ﬁ(zl, 0; p) &) (21)dz,
On peut rassembler ces 2L + 1 relations sous la forme plus ramassée:
[ Trouver u(p) = (a(p), ¥{(2). ${” (1))
u(p) € V telle que

(P) {
Vw—(”fz a1 )GV

| A(p;u(p), w) = < L(p),w >

avec

< L(p),w > = /Q(pu0+u1)-6

et

Alpiu(p)w) = p* [0+ [ Vap)Vo+p [ alp)o+

w3 22 ([ (300) - i) (7 =)} +
> L[ (0) - a() T —v) ) +

mlam

L

+ 32 B (An((0,PERT(0) + B0, )T (0))-

=1
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2.1 Cas de I’équation des ondes 2D

L R
Y Cin(PP(0, p)ET(0) + 113“’(0,10)6‘”(0))> ;

=1

09 W(p) 0 092(p) 96X
+p n; B (/r:(‘) 0z, Oz, +/I:(2) Oz; Oz,

Nous avons alors le résultat smivant:

Lemme 2.1 Si la forme quadratique

Q(XlaX2: ")XL, Y17 }/2) aY'L) =

(2.46) L L L
= > BunAn (XL +Y2) = 33 BunCim(XmYm + Yo Xom)
m=1

m=1 =1
est définie positive alors A(p; u(p), w) est V-elliptique pour tout p réel positif.
Preuve

Stw= (v,ﬁ,(,}),gg),m =1,.., L), on peut écrire

. _ 2 2 = |2 2
Ap:ww)=p* [l + [[Go +p [l

w3 22 ([ e —of} +p 2 22 { [

=1 dm m=1 %m

3 —v|2}+

oW |* R @
+= Wgﬁm(/ﬁ,) o e | )+Q(£ ), €®)

A(p:w,w) 2 inf(p?1,p, )(”v“w(n))+ Z /()” I1* +

Bm i 2
(+ Zl Ol /r(-‘) lf’(") - v' + B /r(-‘)

(On a utilisé ici la positivité de Q). On a donc

3y

0T3-;

)

:il(l‘(‘)))
-]

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (P) admet une solution unique dans
V. En particulier, si ug et u; sont nulles, nous avons nécessairement 4 et 1/)( ) identiquement
nulles pour tout p réel supérieur a o. Ces fonctions étant analytiques en p, on en déduit
qu’elles ne peuvent étre que nulles sur leur domaine d’analycité. On a donc la

) 1 i
Alp:w,w) 2 inf (7, 2) - C(m, Bm) (!Iullfp(n)ﬁ > ew)
1=1,2
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Détermination et étude des conditions de coins

Proposition 2.1 La solution de (i) ,(i1), (i1i), si elle eziste, est unique dés que la forme
quadratique Q(Xi, X2, .. X, Y1,Y2,...YL) définie en (2.{6) est positive

Comme nous I'avons annoncé, nous pouvons montrer que cette condition d’injectivité pour
le probleme de coin est vérifiée dés que la condition qui assure le caractére bien posé au
sens de Kreiss ( cf. théoréme 1.1 de Halpern et Trefethen) est satisfaite. C’est 'objet du

théoréme suivant:

Théoréme 2.1 57 les conditions

I<ap<oem<..<ar<l

(2.47) L g
’fV:_jll_am <1; B>0

sont satisfaites, la matrice associée a la forme quadratique Q@ définie en (2.46) est une M-
matrice et la forme Q est positive. Dans ce cas, la solution de (i), (ii), (iii), st elle exisie,
est unique.

Preuve: Il suffit de constater que, les a; étant tous de module inférieur a l'unité, les
éléments extra-diagonaux de la matrice A associée & @ sont tous négatifs puisque:

DC

C D

A=

avec D diagonale et C vérifiant

Brm

Om + o — QiQm

Cl,m = “—,BI

De plus ’inégalité:
L
Z |Ciml < Dy VI
m=1
sera satisfaite des que

L Bm L ,Bm L ﬂm (87]
ﬂz(Z )<ﬂ’<l+z__‘,£a'am+m-alam')

me] @m o — aay,

soit,

L
' 1
) b <— Vi
oy Om + a1 — aa, aq

équation qui sera vérifiée en particulier si (les oq étant tous strictement positifs)

L
Brm 1
2l

m=1 01(1 - am)
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2.2 Généralisation a d’autres cas

Supposons les conditions du lemme remplies, la matrice A a ainsi la propriété d’avoir ses
éléments extra-diagonaux négatifs. De plus si I'on somme sur une méme ligne ces éléments
extra-diagonaux on obtient une quantité de module strictement inférieur a 1’élément diago-
nal de cette méme ligne. En d’autres termes, A est une M-matrice (cf [14] pour la définition
et les propriétés des M-matrices) ce qui assure la positivité de la forme quadratique associée
aQ.

Existence de solutions

Pour compléter 'analyse précédente, reste a établir ’existence d’une solution au probleme
(¢) ,(44), (#it). On pourrait bien siir essayer d’utiliser la transformation de Laplace en ten-
tant de montrer I'existence d’une solution au probléeme (P) lorsque p = p, + w, p, > 0
étant fixé et w variant sur R et d’obtenir des estimations sur ||[9(p, + iwl]; uniformes en
w, Malheureusement, ces estimations semblent difficiles & obtenir, notamment lorsque w
devient grand. Rappelons que pour le cas de 'ordre 2, Bamberger et al. avaient rencontré
la méme difficulté et qu’ils n’avaient réussi a obtenir 'existence d’une solutions que pour
des données initiales suffisamment réguliéres. Leur démonstration devrait se généraliser au
cas des C.L.A. d’ordre élevé. Nous avons commencé a aborder ce point difficile mais de-
vans la taille des développements demandés, nous avons choisi de le renvoyer a un rapport
spécifique ultérieur.

2.2 Généralisation a d’autres cas

2.2.1 Cas de I’équation des ondes amorties

Dans cette section, on présente les calculs qui permettent de déterminer les conditions de
coin pour le cas d’un modele d’onde 2D avec amortissement (ajout d’un terme de conduc-
tion o0u/0t,0 > 0 & I'équation des ondes). La démarche est toujours de construire une
famille de solutions particuliéres composées d’ondes planes puis de déterminer les conditions
que satisfont ces solutions au coin. La nouveauté par rapport au cas non conducteur(c = 0)
est que les 2L conditions de coin qui relient les dérivées premiéres en temps et en espace des
fonctions auxiliaires au coin C s’écrivent par le biais de L2 nouvelles fonctions auxiliaires,
uniquement définies au coin C et donc uniquement fonction du temps, et qui vérifient des
équations différentielles ordinaires du premier ordre en temps.

Détermination des conditions de coin

Nous commengons par reformuler le probléme du quart d’espace en présence d’un terme
de conduction o
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Détermination et étude des conditions de coins

On cherche u(z;, z2,t) réguliére satisfaisant les équations:

0%u du 0%u 9*u
(2.48) W(-’Chxz,t) + Ua(xl,xzat) - '6—:8'1;(21,3?2, t) — 51__22(3111:2>t) =0
pour tout z; < 0,22 < 0 (i.e. (z1,z2) dans Q)
 20en+ Zenn- Y 822w =
8:271 1 T2, ot y T2, m_)_ m I2,
82! (1) (1) 02 (1)
t) =
T R A LR SCLRL
Wi (zg, ) = aup( )(z2, t) + u(0, z,,t)
| pour tout z, < 0 (z.e. (0, z;) sur I'®) et pour {=1,...,L
( Ou Ou e
—"'(1‘1,0 t) a—(:z:l,O,t) Z ,Bm Pm (:El,t) =0
m=1
32(‘0(2) 7/’ 3211)(2)
(2.50) 4 pr (F0t) #0521 1) = S (1) = 0

‘/’1(2)(31,0 = aip; )(xl,t) + u(z,0,1)

| pour tout z; < 0 (z.e. (z1,0) sur I‘(z)) et pour [ =1,...,L

Pour trouver les conditions que doit satisfaire au coin la solution, on commence par
construire une famille de solutions particuliéres de (2.48)-(2.50) sous la forme:

' u(zy, z5,t) = exp w ((121 + (2z2 — 1)

+ R, exp w ("Clxl + (2x9 — t)
(2.51) 4
+ Ry expiw(+Gz; — Gz — t)

+ R R, expiw(—(z; — (z2—t)

Les fonctions auxiliaires sont recherchées proportionnelles a la trace de u sur la frontiére
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2.2 Généralisation a d’autres cas

de
pour ! =1,.., L
go}”(xht) = sz) cu(zy,z2 = 0,t)
(252) 4 Ilbl(z)(ml,t) = ‘1’52) - u(:cl, Ty = O, t)

o (z2,t) = @ u(z1=0,2,,1)

L z/),(l)(xg,t) = 'Ill(l)-u(x2=0,m1,t)

avec, bien entendu:

(=Y
!
e
——
[
~

QIQI(I) +
(2.53)

0d® +1 = ¥®
En injectant ces dernieres expressions dans les équations satisfaites par les <,9§Z) et <p§l), on
trouve

(

w2 - dwo

el —
! w? — ay(w?(2 ~ iwo)
g1 — w?
(2.54) 4 I W = e = o)
6(2) _ (4}24% - iwa
{ w? — ay(w?(; — wo)
g w?
[ ! w? — o(w?(} — iwo)

De méme 'équation dans Q sera satisfaite si
2 4 - — 2 (2 2
w? tiwe = w (C,_ +C1)
Restent 3 déterminer les coefficients de réflexion R; et R,. Sur I'?), on peut écrire:

w C] (1 - Rl)exp iw(ng:g - t) + tw C] (R2 - RgRl)exp iw(é.g.’rg - t) -

L
— (14 Ry + R; + Ry R;) exp iw((ez2 — t) (1 — Zﬂl‘ﬁl)> =0

=1

équation qui sera vérifiée si

G1-HR) _ . L (1)
(2.55) T R - 1 gﬂ@,
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Détermination et étude des conditions de coins

De méme I'équation relative & T'® fournit

GA-R) . & L0
(2.56) Trm) 1 ;ﬂlq’l

ou, de maniere équivalente:

CA-R) _ 1+Zﬁ*ﬁ_zﬂm\p(2)

(2.57) C(; + R;)) - ;m - aﬂm
G —fa) Bm _ m (1)
(1+ Ry) ' +mz=1am mzla ¥

Restent & trouver les conditions de coin. De maniére analogue au cas non conducteur on
forme:

( (1)
86“" (c2=0,8) = ¥ ﬁ’i(xz—c)t)

(2.58) ¢ = ¥¢, (14 Ry — Ry — RyRy)iw exp —iwt

L
= \1:51’(1+Z&"-— i’"w(?)) 5 22(0,0,1)

m=1 am m=1 —m™m

Or

w«l

(W? — a(W?(} — 1wo)) (W — am(w? = ({w?))

soit, en effectuant la décomposition en éléments simples:

). gl =

(g . g w? e ALm w?am Atm
m w? — (w2 — two) w? — ap(w? — (Fw?)
(2.59) \ avec
L w? = Aim- ((am + ) — g )w? + iwowalam)

(On remarque que les A4;,, sont des symboles ne dépendant que de w)
On a donc

- Ry _(2) L B (2)
- Pm ) g _
C 1+ R % b 'm.z=l Am l

L
Zﬂm Alm(w)\lf" 3 B Atm(w) T
m=1

m=1

(2.60)
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2.2 Généralisation a d’autres cas

Afin de construire une fonction relative au symbole A;,,, on définit:

m=1,..,L
Vi § 1=1,.,L

1=1,2

1/) 1 vérifiant:
52¢I(i) 8211)0')1 3,1,1(21
52 = (am + @~ aam )72 + oamo—;
soit
EAS d’

(2.61) g; (z1 =0,1t) = (am + o — aian) 6m I(t) + aaman/)m,

pour! =1 ., L, m=1,..,L, 1:=1,2

En reprenant le début de notre calcul, on vérifie ainsi que la relation

31/)1(2) Bon (2)
G (T1=01) = +Zam (71 =0,1) +
(2.62) L Bmau (2) L 1(1")1
30 Bnet Pty | 55 g, Wimy
m=1 m m=1
est satisfaite au coin.
De méme I’équation
(1) (1)
i (2:2=0,t) = ( +Zﬂm> % (z2=10,t) +
Oz? -~ ot
(2.63) L ﬁmou (1) 5 l(gﬂ)L
* mz=1 Om () + mz—lﬂm ot (t)

s’obtient en permutant le réle des indices 1 et 2.

Les conditions de coin sont finalement composées des équations (2.61), (2.62) et (2.63).
Lorsque ¢ = 0, les nouvelles fonctions auxiliaires sont proportionnelles aux anciennes et
on retrouve les conditions de coin pour I’équation des ondes 2D établies précédemment.

2.2.2 Cas de I’équation des ondes 3D

On détermine ici les conditions d’arétes et de coin pour le probléme de ’équation d’onde a
trois dimensions d’espace. Si les techniques utilisées sont identiques au cas 2D (construction
d’une famille de solutions particulieres et écriture de relations satisfaites au coin par ces
solutions) les relations obtenues apparaissent plus complexes et peut étre moins facilement
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Détermination et étude des conditions de coins

Figure 2.4 : Géométrie du probléme

maniables numériquement dans le cas 3D. En effet les C.L.A. que nous dériverons font
intervenir L fonctions auxiliaires sur chaque face qui satisfont des équations d’onde ZD
ainsi que, pour chaque aréte, 2L? autres fonctions auxiliaires qui satisfont des équations
des ondes 1D. Au coin ol se croisent 3 arétes, les 3 x 2L? fonctions d’arétes sont reliées
entre elles par 6 L? équations de coin.

Détermination des conditions d’arétes et de coin

On commence par généraliser ce qui a été fait en deux dimensions et pour un quart d’espace
a trois dimensions et dans un huitiéme d’espace. On définit

Q= {(231,1‘2,(133) €ER3/z, < 0i= 1,2,3}

ainsi que les faces et les arétes:
N =FUF,UF;

W =FnF, TO=FnEA, I'®=FRnNnFkK
Puis on écrit le systéme d’équations satisfait par l'inconnue u supposée réguliére:

Trouver u € C*(Q)
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2.2 Généralisation a d’autres cas

telle que
( *u  O%u d*u 0%u
- - - = 0 dans 0
8t2 6$12 83322 6.’1232 ans
puis, sur chaque F;, :=1,2,3:
Ou Ou L Ot
2.64 — rm o
(2.64) bz, | o1 2;6'" ot
LYIR0) .
-;Té — AV =0
et, Vi=1,..,L
| 4 = gl 4

ou Ar est le Laplacien tangentiel:

0? o?

Ar= 24+ 2
T 6z§+3x2

sur F;, 1,7, k distincts.

On admet que ce probléme admet des solutions réguliéres et on cherche quelles sont les
conditions que doivent satisfaire ces solutions:

1. sur les arétes I'1), T2} et T3,
2. au coin C = (0,0,0) = T N @ N TE),

Pour cela on va commencer par construire une famille de solutions particuliéres de (2.64).
On cherchera ces solutions sous la forme:

)

w(zy, z,t) = exp w (+¢(1z1 + (232 + (373 — t)
+ R1 €Xp W (—{1:1:1 + 42.'22 + 431123 - t)
+ R, exp w (+(1x1 — 2Tz + (3T3 — t)
+ R; exp ww (+(121 + (2x2 — (323 — 1)
(2.65) <
+ R] R2 exp iw(—(lxl - Cgl'z + C3.’L'3 - t)

+ Ry Rs  expiw(—(ix1 + (222 — (323 — t)

+ RQ R3 exp w (+<1331 - 42332 —_ C3.’1:3 - t)

+ Rl R2 Rs €xp w (—Clxl - (2.’62 - C3$3 - t)
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Détermination et étude des conditions de coins

Pour que I'équation des ondes soit satisfaite dans 2, il faut et il suffit que:
G+ +G=1
Plagons nous en z; = 0. Pour que

ou Bu L (1)

8:1: Z 'Bm

m=1

avec
el g
ot? 0z3 Oz
il suffit d’imposer aux fonctions auxiliaires d’ étre proportionnelles 3 la trace de u sur la
face F) et de vérifier:

=0 et z,b,m = a;cp,(l) +u

‘191(1)('7"2a ‘7:3) = Ql(l)u(o’ L2, ‘7"3)

G+ ¢
1—e(¢F +¢3)

1/’1(1)(3:21 1:3) = ‘I’§ )u(o') T2, '7:3)

avec @(1)

1
1- al((z + Ca)

avec ‘I’( ) =

Posons

A(zz,z3,t) = (exp iw(azs + Rz exp —iw(az2)(exp iw(azs + Rzexp —iw(3z3)exp —iwt

, ) Ou , . .
L’équation en — sera vérifiée si Vt et Vz3, z3 négatifs:

Oz,
L
ATz, 73, )G (iw)(1 — Ry) = A(z2, 7o, t)(iw)(1 + Ry} (1 = Y B ®))
d’ou

1- R, L
=1- mq,(l)
611+R1 2 P,

m=l

ou, de maniére équivalente:

L
Cll_Rl _ <1+ XL: é_”l) _ Z ﬂmq,(l)

m=1 Am




2.2 Généralisation a d’autres cas

En procédant de maniére analogue sur les faces 2, = 0 et 3 = 0, on imposera:

[ Hu (2)

dz, E Bm

) 62‘P((2) 02¢1(2) 62¢1(2)

(2) (2)
=0 et =« +u
ot oz? 922 Vi ad

| pour 1< 0,z3<0etzy=0

(
3u (3)
et 329953) 5211’1(3) & 1(3) (3) (3)

3
o7 T Bl T aed T W Tt

| pour 1 <0,z <0etz3=0

ce qui fixera les valeurs des coefficients de réflexion R, et Rj:

1_R2_ L ﬂm ,Bm 2)
i (e s ) - 3 e

m=1 &m

1- RS L ﬂm L ﬁm
= fm 7m oy 3)
C31+R3 (1+mz=:1 am) 2

m=1 am

On cherche a présent les conditions d’arétes. On va, par exemple, se placer en z; = 0 et
(1)

chercher a évaluer 5 L en z, = 0.
T
On a: (1)2
O .
(;/;‘2 (z2 = 0,23,t) = iwAG(1 — R2)(1 + Ry)¥(Ca, G3)
avec A = exp iwt - (exp w(3z3 + Rz exp —iw(3z3)
or:

1-R,
1+ R

B (1 > Eﬂ"n‘) @) - 3 22 e ) ¥, 6)

m=1

Gt (G G) = (1 + 2 ff"‘ ¥, G )) (G, Ga)

m m=1

On va effectuer une décomposition en éléments simples de

1 1
1—an(G+3) 1-a(G+3)

(G, G) - (G o) =
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On a
A m 2 m A m 2
2D, G) - V(G o) == 1= i;m((cc?)i )" 1~ la((fc fl@ )
1

avec A ) =
l,m(CS) Q) + Oy~ Oy, — azamC§

(Utiliser 1 — an(Z + (3) = 1 — am + an(? et faire la décomposition en considérant (3
comme variable muette).
On est donc amené & définir des fonctions auxiliaires pour chaque fonction auxiliaire, soient:

Pl 3)(:z: t) et 2/)(2 3)(1‘3, t)
avec
(1 3)($3,t) = ‘I’(l 3) U(.’L‘l 0, Ty = 0, I3, t)
1./)(2 D(zst) = ‘I’E::?)U(xx =0,z = 0,23,1)

\11(1 3) _ ap+ am — o, (3
= . !
o+ Qm — QU ~ O (3

‘I,(z 3) _ Q|+ Qm — qqam g

2
o+ am — om — aam (3

et qui satisfont des équations des ondes 1D le long de I'aréte z; = 0,z, = 0:

o o, PPl awm(x Coet
(2.66) 02 ai+ am— aam oz} 512 2 » T3,
T N
B2 o+ am— aan  Oz2 3t2 (z1 =0,73,t)
On aura alors:
61/)(1) | | | |
Oz, (z2 = 0,z3,t) = —exp twt - (exp w(3z3 + Rz exp —iw(3z3) (—zw)(l + R)(1+ Ry):

,Bm (1) _ L ,Bmal/am (1,3) L .Hm (2 3)
1 v, v - ¥,
(< +Z Z ol mz=1am+az—ama1

m=1 & m=1 @m + 1 — Cm

En passant des symboles aux fonctions, on obtient:

4

Vrz <0

(1) (1)
(2:67) 0= 6'/) (mz—Oxa,t)+(1+Zf"‘> (z2 = 0,23,t) -

m 6t
_ i Bnct/am O 3)(z 6 — XL: B 0.y 3)( )
| m—1 Gm + o — @y ot 3 me1 Om + o — anpo 3
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2.2 Généralisation a d’autres cas

En inversant le réle de z, et z,, on arrivera a la seconde famille de conditions:

,

Vs < 0
F AT N (2)
2.68 0= 1'/) (:c1 =0,z3,t)+ [1+ Z ﬁ O (z; = 0,23,t) —
T Qm ot
m=1
_ 3 Bnei/an w"" P Y S -
. Siamta—ano % —am+ o —apa Ot ®
En procédant de méme pour 'aréte z, = 0,23 = 0, on définira
YD (21, 1) et YD (21, 2)
qui satisfont des équations des ondes 1.D
( VJ,'] <0
2,1) 2,1
(2.69) azw( o 62¢£“") = o'yi” (21,23 =0,1t)
' 3t2 T+ - 0, 0z? gtz Y '
P e O w0
{ 6t2 T+ Qg — 0, dz? otz VTR ’
Et on aura sur 'aréte 2, = 0,23 =0
( V.’L‘l <0
oy(” B\ O9(”
0= 2t =0,¢)+ |1 =0,t) -
(270) < 8333 (231, T3 ) ) + + 7"2::1 o 5t (xl’ I3 )
_§ _ Pnoifon aw SRR S 'SR i -
o o= apa 1 = am+ o —ona Ot b

ainsi que

(

\7’1:1<0

(3) (3)
(271) 4 0= ’d) (121,1‘2 =0 t)+ (1+ Z gm) ¢ (IZ?],.’I)Q = O,t) —

m=1 gt
- Bnafon Bl B B
| AZiamto—aney Ot T G - amy Ot

Enfin, on définira:
(l 2) (.’Eg, t) et 1/)(1 2)(:1:2, t)
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Détermination et étude des conditions de coins

qui satisfont des équations des ondes 1D

(2.72)

\7’x1 <0
621/)(1 :2) N, 02¢(1 12) 62'4[)(1)
= =0,z,,1
8tz o+ a, — qan, O0xz2 ot? (1 22,t)
3,2 3,2
e i - L (22,22 = 0.1)
{ 6t2 o+ oy — o, 8:1:2 gtz BT
Et on aura sur l'aréte z; = 0,23 = 0
V.’Bl <0

(2.73) <
ainsl que
(2.74)

\

-2

=i om oy —omey Ot

P>

(1) (1)
0= <9¢ (32,3;3_0t)+<1+25m) By (22,23 = 0,1) —

m=1

L w(l 12) L

( Zat)_ Z

,Bmal/am

ﬂ 6¢(3 ,2)

am + ap — anp oy

( Q’t)

m:=]
V< 0
AS a (3)
0= o:rl)l (z1 = 0,z,,t) + 1+mz_1£m at (z, =0, ,,t)—
L o/ o z/)(3 2) L - zj;(l 2)
ﬂ l/ ( 2’t) - Z IB (Izvt)
= amto—-any Ot i omt+ o —oama Ot

Reste a présent a définir la condition de coin en z; = xz = z3 = 0.

Le long de chaque aréte, les conditions portant sur les 1/), (O z;,t) étant du premier ordre
en z,, aucune cond1t1on n’est a priori requise pour ces fonctions.

Par contre les z/)l 'J)(a:j,t) sont du second ordre en z;. Il est donc nécessaire de trouver
des conditions de coins les concernant . Une liste exhaustive de ces fonctions permet d’en
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2.2 Généralisation a d’autres cas

dénombrer 6L7%;

P8 (z,,1) T — 1
1= vmiC2 1 —o(CE+ (3)
P8 (24,1) 1_;Mg'1—mé§+ﬁ)
PNz, t) — T '::m.IC]? 1o a,(zf +¢3)
(21 (z1,t) — l—imJC? "1 _al(];‘f-f-fg)
(2 3)(1'1,t) — - ’:m,l(g 1 - a;(zf +¢3)
1 1

¢S::?)(m1,t) -

1= ymi3 1— (G +3)
Le terme symbole signifiant la relation
P (e t) = U u(z = 00 # §),2;,1)

tandis que -y ,, est donné par 'expression:

Q|

Tm =
Q + Oy — 1y

by . 1,3
On prend son courage & deux mains et on commence par 1/)5,", )(xa, t). On forme

(1,3)

8’;‘ (z3=0,t) = iw(s(1— Ra)(1+ Ry)(1+ Ry)- L)
3

= (14 R)(1+ Ra)(1 + Ba) (o1 23 )l

<1+Zﬂ" Zﬂ"w“)) g, ;‘(o,o,o,t)

n=1 Qn
or
g . ‘I,(l,ls) _ 1 . 1 . 1
oo™ L—m@ 1—a(+EG) 1-an(f+E)
1 1 1

1 _7I,mC§ ' l1—a, +anC§ . 1-— 01((3'*‘(:?)

( TNom + On ) . Cl.m
1—ymC?  1—an+an(?) 1—a(E+¢)
1

Yim + a, — Yi,m On

avec O, =
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Détermination et étude des conditions de coins

soit,

W(S) . ‘P(lv:”) — Cl’:m . Tiom + CI"lm ) Oy
T 1= m@ 1-a(F+E) l—an(f+EE) 1-a(d+3)

On est presque arrivé au bout de nos peines: on utilise a nouveau la relation:

1 1 Yin 1 1
. — : . +
1—an((f +(3) 1-a(G+¢3) ar 1=yall 1—an(+(3)
Tin 1 . 1
an L =nall 1—a(¢E+ (3)
et donc n
§d . ‘I’(l,?) - Cz,m Yim
" ™ 1—ym3 11— ai(¢f + 432)
C{lm’yl nQn 1 1 1 1
+— : . + Cnm')'l,n .
o l=—yalf I—en(+@) Ll 1-a(CE+G)
ou encore
ClmMinCn
v@ . gl = cp 4 gD Zim e Zi 50 + Ol Y
(1,3)
On 1njecte cette expression dans I’équation donnant am'l , on trouve
T3
¢ 0‘(/)(1 3)
0 = =0,t¢
. a (1.3) L Cn m (2 3
(275) (1 + Z i ) Ipml ( T3 = 0 t) _ (Z ﬂn 1,7;71v ) ( T3 = O,t) —
n=1 "N n=1 n
L cr aw (31) L cr 61,[)(2 1)
I,mVn 0P 5 L,mYin
-Zﬂn a 9t ( 1=0’t)_2ﬁn o ot ( 1=0)t)
\ n=1 n=1 n
avec
5 _ QiCm
(2 76) L (84 + Ay — QIQyy
' 1
Clm =
’ Yi,m + an, — YimOn
Pour obtenir les 5 autres conditions, il suffit de réitérer le procédé, on obtient:
( 84)(2 3)
0 = =0,t
613 (1123 ) +
(2 3) L cr (3 2)
(2.77)J (1 + Z ﬂ'n) 1//' = O,t) _ (Z 8. I,m'71,m> '(/) (373 _ O,t) _
Qn n=1 an t
L cr aw(3 2) L Cn 1/)(1 :2)
L,LmTn Im Yin
- n = O 1) — n = O,t
e (2= 0,1) = 3 o T2 (22 = 0,1)
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2.2 Généralisation a d’autres cas

(2.78)

(2.79)¢ +

(2.80) ¢

(2.81) ¢

79

i’
0 01'2 (zz_ovt)'*'
L n a (12) L C' ~ (32)
+(1+Z§—) o (Z_Ot)_(zﬂn 1,m Y, ) wat (22 = 0,8) -
= Cm’Y na1/1(21) L Cr . 0 '(131)
2 B (@ = 0,t) = 3 By e d)‘ (21 =0,1)
n=1 Qn
3 (32)
vy L ¢ a.2)
( "'}"2571) d) ( 2_0 t) —-(Zﬂn lm7lm> 'll)at ( 2=O,t)_
" n=1 n
Z Cm 'n.a (23) L Ccr na (1,3)
—Zﬂn Lm 7, ( 3—-0t) ZBn {Lm, wnl (3.—0 t)
n=1 o n=1 n
o (21)
0 = z’/; (z1=0,t) +
- 0 (21) L C F) (31)
+(1+Z%) w (I_Ot)_(Zﬂn 1m71m) wat (1=0,t)—
n=1 n=1 n
L cr 61/)(”) I cn 11)(32)
- Im71n lm7[71 .
:L:'lﬂ" o ot (=01 nE_Zan g (z2=0,1)
81/)(31)
0 - aml (ml_o)t)+
L n (31) L C - 6 (21)
n=1 n 1 n
3 C‘”‘"a“’m’ 5 Ol i awn;
._.n;l,gn a 6t (3—0,t)—§ﬂn N at ($3=0,t)
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Chapitre 3

Schémas numeériques pour les C.L.A.

Ce chapitre est consacré a la discrétisation de 'équation des ondes 2D avec des C.L.A.
d’ordre élevé. On s’intéresse tout d’abord au cas du demi-espace. Dans la section 3.1, on
propose deux schémas consistant & coupler les schémas de discrétisation de I’équation des
ondes 2-2 (ordre 2 en temps et en espace) et 2-4 (ordre 2 en temps et 4 en espace) avec
des schémas centrés pour les équations de bord. La section 3.2 est consacrée a I’étude de la
stabilité. Le résultat majeur est que, pour les schémas proposés pour I'équation de bord,
la stabilité est assurée dés que la condition de stabilité du schéma discrétisant 1’équation
d’onde est satisfaite. L'adjonction des C.L.A. sur le bord artificiel n’entraine donc pas de
modification sur le choix des pas de discrétisation. La généralisation des deux schémas
au cas du quart d’espace est réalisée dans la section 3.3. Notons que nous ne savons pas
actuellement montrer la stabilité pour cette géométrie. Toutefois, les essais numériques de
la section 3.4 semblent montrer que ces schémas permettent de traiter de maniere efficace
et stable les bords artificiels. Signalons enfin qu’une généralisation d'un des deux schémas
au cas amorti 2D est proposée en annexe.

3.1 Le demi-espace: présentation des schémas

On présente deux schémas de discrétisation de ’équation des ondes 2D avec des C.L.A.
d’ordre élevé sur le bord. La méthode consiste & coupler des schémas classiques de discréti-
sation de I'équation des ondes (schéma 2-2 ou schéma 2-4) avec un schéma d’extrapolation
qui approche la C.L.A. par des différences finies centrées. La dénomination “extrapolation”
a été retenue car le schéma sur le bord permet de déduire les valeurs du champ sur une ligne
de la grille de calcul a partir des valeurs du champ de la ligne précédente. Signalons que le
schéma 2-2 avait été déja proposé par P.Joly et J.Roberts sur un probléme analogue([23]).
Il y a bien sir bien d’autres fagons de discrétiser les C.L.A. (c.f. les schémas en “barreau de
chaise” de Engquist Majda [12] ceux de Higdon [16] ou encore les travaux de B.Chalindar
[8]). Notre propos ici n’est pas de faire une étude exhaustive mais de proposer deux schémas
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opérationnels.

3.1.1 Schéma 2-2

Le probléme a discrétiser s’écrit:
Trouver u(z1, z2,t), pi(z1,t),l =1, ..., L telles que:

((%u (& + a*
at? 0z2 = Oz}

(3'(1 U) Zﬂl%—o enx2=0
=

>u=0 dans R?

Oz
O Or _ 5 B B
(P J otz 3:;1 =0 enz; =0 Vi=1,..L
o}

u(t—O)_u1 eL?(R?)

a(pl(t—O) @(t=0)=0 I=1,..L

\

Les valeurs de u sont recherchées aux nceuds d'une grille réguliére de pas Az; en z; et
Az; en ;. Pour que la higne frontiére z, = 0 soit positionnée au milieu de deux lignes de
nceuds de la grille de calcul, ce qui est commode pour construire un schéma centré et ne
couplant que deux lignes successives!, on est conduit & retenir la grille :

{y,-,, = (iBzy,jAzy), i€ 1/2+Z, j€1/2+ L, j < -1/2}
Cette grille est représentée sur la figure 3.1; on pose
ul; ~ ulyi;,nAt) nelf2+17

Les valeurs inconnues des fonctions auxiliaires sont quant a elles recherchées aux points
r; = (tAxy,z2 =0), : € 1/2 + Z. On note

()} = @iy, t =nAt) nel/2+1

Ces fonctions sont donc évaluées en des points représentés par des rectangles noirs sur la
figure 3.1.
Les équations sont discrétisées de la maniére suivante:

1Si la grille n’était pas décalée, tout schéma centré ferait intervenir au moins trois lignes successives et

ceci ferait tomber la démonstration de la stabilité exposée plus loin
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3.1 Le demi-espace: présentation des schémas

Ax,

Figure 3.1 : Grille de calcul pour le schéma extrapolation 2.2

e L’équation des ondes est discrétisée selon:

Wiz, —3/2,—1/2 Vi€ 1/2+41Z:
3.1
BNy - 2uf; f iyl ulg = 2ul duly, uly = 2l 4ul

ivj = 0
At Az} Az3

C’est le schéma classique saute-mouton (cf [1]).

o Les équations des ondes 1D vérifiées par les ¢; sont discrétisées par:
Viel/24+Z,VI=1,..,L:

()P =2(e0)7 + ()P ()R — 2(00)F + ($1)7a

=0
At? Azl

(3.2) $

n n 1 n n
()7 = ale)? + 2 (ui,l/Q + u;,_1/2)

(On a moyenné les valeurs de u pour obtenir une approximation centrée de u en
zg = 0, c’est a dire aux nceuds représentés par des rectangles noirs sur la figure 3.1).
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o L’équation reliant u aux (; est discrétisée en utilisant un schéma centré sur “I'instant
n+1/2".

4

Viel/2+1:

3.3 u:ﬁ/z ?r/lz) (u? —1/2 T u?,l/z) + (“:1,-1{_/12 + u?;l/Z) - (uzﬂ/z + u?,—l/z)

S RC) i ()
— b At =90
\ i=1
Le schéma est initialisé en déduisant des conditions initiales & l'instant ¢ = 0 les valeurs
des champs discrets aux deux instants n = —1/2 et n = 1/2.
On pourra prendre par exemple:

(1,
S (w4 ) = (ks
(3.4) s ;t (ul/2 -1/2) = (u1)ij
| (@) = ()i =0

ou (ug)i; et (u1);; sont les “valeurs” en y; ; des conditions initiales ug et u; :

1
(uk)i; = m /;F-'.J ur(z1, z2)dzdz, k=0,1

T,"J‘ = Yi,j 4 ]—A$1/2, +A$1/2[ X ]~AI2/2, +A$2/2[

Ce schéma est précis a 'ordre 2 en temps et 2 en espace.

(3.5)

3.1.2 Schéma 2-4

On construit un schéma plus précis en utilisant une version discrétisée du Laplacien sur 9
points ([1, 9] ). Le schéma pour 1’équation des ondes devient

,

Vj=.-,-3/2,-1/2 Vie1/2+Z:
oy] METBE I —ua b 16u, - S0uD, 4 16un sy,
: At2 12A:1:1
L TUiia T 16wy, — 30w, A 16w~
L 12A$2

Ce schéma est d’ordre 4 en espace et d’ordre 2 en temps. Pour que ce systeme d’équations
soit clot, il est nécessaire d’évaluer les deux lignes j = 1/2 et j = 3/2; le gain en précision se
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3.1 Le demi-espace: présentation des schémas

paye ici par une ligne supplémentaire de nceuds a évaluer alors que le nombre de conditions
aux limites sur le bord n’a bien évidemment pas changé. Pour déterminer ces deux lignes,
on va utiliser I’argumentation suivante:

On commence par réinterpréter (P') comme un sous-probléeme du probleme

Trouver u(zy,z2,t) (z1,2;) € R?

(,9{(.’171,1‘2,t),1 = 1,...,L zy € R b)) Z 0

telles que:
02 i 92
| 61: - (8x2 + az2> v=0 dons R (22 <0)
1 2
Ou  Ou 9
(83: ) ;ﬂ, 5 = dans R? (z; > 0)

0%y, B 8 o1 0%u
(p//) ¢ ai2 8m1 6:5%

u(t = 0) = uo € H! (R?)

Yi=1,..,L dans RZ (z, > 0)

@(t=0)=ul €L?(R?)

o
| B
(On a couplé I'équation des ondes dans le demi-plan inférieur avec une équation paraxiale
dans la direction z; dans le demi-plan supérieur).

Cette fagon de voir les choses permet de justifier la stratégie consistant a calculer les
deux lignes manquantes en appliquant deux fois et successivement le schéma d’extrapola-
tion écrit précédemment. Le schéma évalue I’ inconnue u aux nceuds de la grille représentés
par des cercles sur la figure 3.2. Il nécessite deux lignes de fonctions auxiliaires qui sont
évaluées aux nceuds symbolisés par des rectangles noirs. Il s’écrit:

pour j =1/2 puis 3/2, Ve €1/2+Z:

o (‘1"1)2;-11/2 2(‘/’1) 1,5-1/2 + (‘Pl i,5— 1/2 _ (¢1)?+1,j—1/2 e 2(‘1’1)7,1'—1/2 + (wl)?—l,j—l/:z
At? Az?

ot =0)=@(t=0)=0 I=1,..,L

=0

n n 1 n n
o ($1)ijo12 = al@)ijorye + 2 (ui,j + u;,,-_1)

ultl +ultt) — (uly + NG wPt up;) = (WP +ul )

v. J=

_Z (501),] -1/2 — (901)?,]‘—1/2 -0
=1 At -
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Figure 3.2 : Grille de calcul pour le schéma extrapolation 2.4

Remarques

1. Bien que nous ayons baptisé 2.4 ce schéma, I’équation au bord reste d’ordre 2. Il
faudrait travailler d’avantage pour construire un schéma précis a 'ordre 4 en espace.
En effet, s'il est facile d’obtenir 'ordre 4 en z; en utilisant ’approximation d’ordre 4
de 92, d),(z), il est plus difficile de construire un schéma stable d’ordre 4 en z;.

2. Si on continue 'extrapolation sans s’arréter & j = 3/2, on obtient une évaluaticn
approchée du champs u pour les z, positifs. Cetté remarque est importante car elle
ouvre la possibilité de coupler équation des ondes et équation des ondes montantzs
de fagon trés naturelle.

3.2 Le demi-espace: étude de la stabilité

Afin d’aborder la question de la stabilité des schémas numériques, on va s’inspirer des
travaux de Trefethen ([26]) et Higdon ([16] (qui ont eux-méme repris des idées de Kreiss [21]
et Gustafson et al. [15]) en retenant leur critére de stabilité, le critére de Kreiss. Ce critére
basé sur un calcul par ondes planes a 'avantage de permettre un calcul facile et effectif.
Signalons toutefois que cette démarche n’est pas tout a fait satisfaisante dans la mesure
ou la théorie relative & cette méthode a été écrite uniquement pour une certaine classe ce
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systemes hyperboliques dans laquelle n’entre pas I’équation des ondes. Il conviendrait donc
d’écrire une théorie spécifique a ce cas. Nous ne le ferons pas ici.

3.2.1 Présentation du critére de Kreiss

Dans le cas ou le Schéma de Discrétisation de I’Equation des Ondes (S.D.E.O.) est posé
dans l'espace tout entier, il est bien connu que sa stabilité est liée & I’absence de solutions
de type onde plane

(3.7) ul; = expu(ki1Azy + ko Az, — wnAt)
avec
(3.8) (ki k) ER® et we P* = {w/ Smw > o}
En effet, pour de telles ondes on a
bm |ul;|= lim exp(nSmwAt)= +oco
nlAt—+co * nAt—+oo

et ces ondes ont pour effet de faire “exploser” les solutions du probléme d’évolution et
ce d’autant plus vite que At est petit. Dans le cas du probléme couplé, on 1mpose le
S.D.E.O. uniquement pour les ; négatifs et on applique un schéma spécifique au bord
en j =1/2,3/2,...N+1/2, N dépendant du nombre de conditions nécessaires pour clore le
systeme. Le fait d’avoir “oté” le demi-espace jAz; > 0 va faire jouer un réle important pour
la stabilité & une nouvelle classe d’ondes planes de type (3.7), les ondes planes entrantes.
Une onde plane entrante étant définie

1. Soit comme une onde harmonique solution du S.D.E.O. avec
k,eR Smk, <0 we Pt
auquel cas on écrira (ki, k2,w) € Qept
2. Soit comme un cas limite du cas précédent

(k1, k2,w) € Oept, w €R

Les ondes planes entrantes de type 1 sont des ondes uniformément bornées sur le demi-
espace (voire évanescentes lorsque Smk; est strictement négative) et qui explosent expo-
nentiellement en nAt.

Quant aux ondes planes entrantes de type 2, elles sont bornées en temps et se subdivisent

en deux familles:

o Celles pour lesquelles Smk; est strictement négative avec w réel. Ces ondes sont
confinées au voisinage du bord z, = 0.
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o Celles associées & un triplet (w, k1, k2) réel. Trefethen montre que ces ondes (cell=s
obtenues par le processus limite ci-dessus décrit) ont leurs vitesses de groupe qui
pointent vers I'intérieur du demi-espace :

Ow

— <0
Ok, ~

Ces ondes transportent donc 1'énergie du bord vers l'intérieur du demi-espace.

Le théorie de Kreiss lie la stabilité & ’absence de solution du schéma (S.D.E.O + équa-
tion(s) de bord) obtenue par combinaison linéaire d’ondes planes entrantes. Elle distingue
trois cas de figure

1. Aucune solution combinaison linéaire d’onde plane de type 1 ou 2 n’existe: on a
alors stabilité au sens de Gustafson-Kreiss-Sundstrom ([15]). On parlera de G.K.S.
stabilité.

2. Pas de solution combinaison d’ondes planes de type 1 mais des solutions obtenuss
en sommant des ondes planes de type 2. On obtient alors une instabilité douce (mild
instability) se caractérisant par une croissance modérée (linéaire) de 1'énergie en
fonction du temps.

3. Au moins une solution combinaison linéaire d’ondes planes entrantes de type 1. Il
y a alors instabilité forte et les solutions du schéma explosent exponentiellement en
temps, d’autant plus vite que At est petit.

Nous renvoyons aux travaux de Trefethen ([26]) pour une description plus compléte des
phénomeénes d’instabilité.

Pour ce qui concerne les deux schémas présentés précédemment, le résultat que 'on se
propose de montrer est résumé dans la proposition suivante.

Proposition 3.1 Si l’on suppose

O<aoy<ay<...<a <1

Z = <1l; B>0

ol —am

les deur schémas de discrétisation 2-2 et 2-4 sont G.K.S. stables dés que la condition de
stabilité du schéma de discrétisation de I’équation des ondes, soit

1 + 1 < 1
Az? Azl T At
1 1 3

<
NN Y VNE

schéma 2-2

(3.10)

schéma 2-4
est satisfaite
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Si 'on remarque que le critére de Kreiss interdit notamment toute solution de type (3.8),
en d’autres termes que la stabilité du S.D.E.O. dans tout l'espace doit étre assurée pour
espérer la stabilité du schéma pour le probleme posé dans le demi-espace, le résultat ci-
dessus apparait optimal.

La preuve de cette proposition est contenue dans les deux paragraphes suivants.

3.2.2 Stabilité pour le schéma 2-2

Nous commengons par chercher une caractérisation des ondes planes entrantes satisfaisant
le S.D.E.O. 2-2. Cette caractérisation nous permettra de montrer dans une seconde étape
que ces solutions ne peuvent satisfaire I’équation de bord.

Une onde plane numérique, de la forme (3.7), ne peut étre solution que si (k;, k;,w) sont
liés par la relation de dispersion numérique :

4 . k]_A.’L‘l 4 . kgA.’L‘g 4 . wAt
3.11 — sin? 2 = 2 ( )
(3.11) Az? s ( 2 ) + Az} s ( 2 A T2

Fixons k; réel et w de partie imaginaire strictement positive (i.e. w dans P7), il est facile de
vérifier que (3.11) peut s’écrire comme une équation polynémiale de degrés 2 en I’inconnue
exp tkAx,. Cette équation admet une unique solution de module strictement plus grand
que 1 deés que la condition de stabilité

1 1 1
Az? + Azl RN
est vérifiée. On n’a donc une seule onde plane entrante pour w et k; fixés (on rappelle que
lexpikoAze| > 1 & Smk, < 0).
Maintenant, regardons le cas limite. Il y a deux possibilités lorsque w tend vers 0 dans P,
discriminées par le signe de la quantité

___4_i2(wAt>_ 4 ., [(kAx
Arzo0 \ 72 A2\ T2

e Soit k; reste de partie imaginaire strictement négative.

(3.12)

e Soit k, est réel auquel cas si

w o= wy 4wy w;) 0t

ky = k. +iki ki TO”

4 ., (w Al wwo; At

4 . 2 k1A$1 4 . 2 ICTA.’L'Q Zk{A.’L‘Q
= —_— kA
Ar? s ( 2 ) t Ar? - ( 2 ) (1 + tan(k,Az,/2) o x2))

nécessairement tan k,Az,/2 et tanwAt/2 sont de signe opposé.

Comme
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Résumons, les ondes planes entrantes sont celles pour lesquelles

(3.13) Soit Qmw >0 Umk, <0 k; €R
(314) Soit weR Smky<0 k €R
A At
(3.15) Soit wéeR k, €R tank, 72 tan —— < 0 ki € R

C’est la caractérisation annoncée.

Pour appliquer le critére de Kreiss, on se donne une solution onde plane de type (3.7),
(w, k1, k2) vérifiant (3.11) et (3.13),(3.14) ou (3.15) et on montre qu’elle ne peut satisfaire
la condition de bord. Un calcul simple montre que (3.7) est solution si et seulement si :

( (@) = drexpukiiAz; — wnAt)
4 . 2 <k1AI1)
) sin
b — Az 2
4 . wAL 4 . ]ClAIL'l
(@16) | a s’ () — e g o’ ( =)

2 kyAz, 2 wAt) L
Axgtan( 2 ) Att‘m< 2 (1 ;ﬁ“’s’

(3.16) n’est autre que la relation de dispersion numérique associé au schéma de discrétisa-
tion de la C.L.A. sur le bord.

Supposons w dans Pt et montrons tout d’abord que k; donné par (3.16) est de partie
imaginaire strictement positive. La démonstration est la suivante (on rappelle que Smz et
Sm tan z ont méme signe).

\

On vérifie d’abord qu’en un point wy (prendre woAt = ) de P*, tan k;Az, donné par
(3.16) est de partie imaginaire strictement positive si les o et §) sont positifs. Cette pro-
priété vraie en un point s’étend a tout le domaine connexe P+ a moins qu'il n’existe un
poimnt w* tel que

s‘ym;xz tan (’”?“’2) (w™) = Smty = 0

Maintenant, 1’équation

: L 2 242
n2(1 + At*t?/4)
_ ‘ _ = t
=t (1 g{ﬂ‘w — ay(1 + At22/4)n2 1)

_ 2, (wAt) , 4, [(kAz
av = —"tan | — = n
e¢ At 2 T== Ag2 ™ 2

(3.17)
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est une équation polynomiale de degré 2L+1 en t. Elle n’a donc au plus que 2L +1 solutions
dans le plan complexe. Or, une étude élémentaire des variations de la fonction t € R —
T,(t) montre que T, atteint 2L+1 fois toute valeur réelle fixée si la condition suivante est
satisfaite pour tout /

0 < wA?/Az2 < 1

Cette inégalité étant vraie lorsque les o sont compris entre 0 et 1 et lorsque la condition
de stabilité est satisfaite, toutes les solutions de (3.17) sont donc telles que ¢ donc w sont
réelles. Cela contredit 'exastence du w* dans P* mentionné plus haut.

Tout ceci démontre que le schéma au bord n’admet pas de solution entrante de type (3.13).
Pour ce qui est du cas limite, on remarque que si w est réel, k, donné par (3.17) est réel.
Le cas limite (3.14) est donc exclu.

Reste le cas (3.15) ou (w, k1, k2) sont réels avec tan k2Az,/2 - tanwAt/2 < 0. Pour ce
dernier cas en combinant (3.11) et (3.16), on trouve

A$2 2

L 2 éin2
Azxisin®(k1Az,/2
D:(l’_ZBl'AZ .'22 (1 1/)2.2 )
Pt z3(1 — o) sin®(k1 Az /2) + Azisin®(k,Azy/2)
Cette relation implique, si la condition 1 -3 §;/(1 —ay) > 0 est satisfaite, que tan ko Az, /2

et tan wAt/2 ont méme signe en contradiction avec tan k;Az;/2-tan wAt/2 < 0. On a donc
également aucune solution de type 2 et le schéma est G.K.S. stable.

3.2.3 Stabilité pour le schéma 2-4

La stabilité pour le schéma 2-4 s’établit de maniére analogue i ce qui a été fait pour le
schéma 2-2. On commence par caractériser les solutions entrantes du S.D.E.O. (3.6) puis
on montre que ces solutions ne peuvent satisfaire les équations au bord.

Une onde plane

ul, = expikitAzy + kyjAzs — wndt)
(3.18)
= rlexpikiiAz; — wnAt)

est solution du schéma 2-4 si et seulement si r vérifie

rd—16r3 4+ Ar2—16r+1=0
(3.19

4 |, (wAt) (30 — 32cos(k1Az;) + 2cos(2k, Aa:l))
1 —
2

— 2
A = 30 — 12A$2 (—A—t— s D) 12A2,‘%

Ce polynéme admet 4 racines de type r;,r1;,1/r1,1/rr. La condition de stabilité impose
a chacune de ces 4 racines d’étre de module distinct de 1 dés que w est choisi de partie
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imaginaire strictement positive (i.e. w € Pt ). Or si
r = expik, Az,

en écrivant (3.19) sous la forme

D% Dg 4 |, (wAL
Azl | AzZ Ag ™ ( 2 )
(3.20) 1 2

D: = %(30 — 32cos(k,Az,) + 2cos(2k,Az,) p=1,2
On montre 'implication
kheR—=weR
dés que (0 < D? < 64/12 = 16/3)

16 1 + 1 < 4

3 \Ar? Az At?
soit

1 1 3

3.21 . IR
(3:21) (mg * Azg) YNz
C’est la condition de stabilité ([1}).
Maintenant, supposons cette condition remplie, pour tout w de P* on a alors

1 1

rr TII

< <1l lT]], < ]7‘1’

et les solutions entrantes ( Smk; < 0 = |r| > 1) sont
e Si rr # rrr

(uent)?,j = (AI(TI)j + A”("‘U)j) exp i(k1iAz; — wnAt)

e Sir;=r

(uent)?; = (AT +5AY) (r1) expu(kriAz; — wnAt)

Pour le cas limite, on a deux cas

A At
(3.23) Soit weR keR ta.nkg%-tan%<0 ky €R

Cette derniére inégalité se démontrant i partir d’un développement limité. Si

w o= w 4w w; )0t
ke = k. +1k; ki TO"
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Alors 4 A A
. 2 fWr t) w; At
14— IPAN
At? S ( 2 ( + tan(w,Ai/Q) + O(U' ))
D'll D% 2 k,.Al’g
= Azl T ALl —a” tan ki Azy + o kiAzxz)
avec
2 16

4 — cos(k,Azy)) cos®(k, Az, /2
12Az2

Cette égalité montre que si k; et w; sont de signe opposé, tan k, Az, /2 et tan w, At/2 vont
avoir la méme propriété dés que w; et k; sont suffisamment petit. Et cette propriété se
conserve par passage a la limite.

On s’intéresse & présent a la condition de bord. Toutes les solutions entrantes sont de la
forme

(uent)i; = a; expi(k1iAz, — wnAt)
et cette expression ne peut étre solution des équations au bord centrées sur les deux lignes
J=0etj=1quesi
aj=172 = Raj=_1/2 @j=3;2 = R*aj=—1)2
avec

R = exptk,Az,

2 ky Az, 2 wAt) L
t = —1t _ —
Az, an( 2 ) At an( ) (l 2B

(3.24) T

¢ =
L At?

Une solution entrante n’est donc envisageable que si:

® r; # ri; (premier cas)

! I AI 411
ayjz = ,/T‘IA + /Ti1IA = R (_7‘1 =+ T‘[[) = Ra_1/2
azfz = ,/T‘]SAI-F \/7‘113/1” = R? ( ! -+ AT ) R2a_1 2
VTI TII /

soit
(1 - 5) VT AT + (1 - —R—) vri A = 0
rr rIr
R2 2
(7‘1 - —) VAT + (m - ?) VAl = o
17

I
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Si 'on veut une solution non triviale, on doit avoir

(3.25) det = — (rir —r)(rr — R)(rip — R) = 0
TITII

e r; = r; (deuxiéme cas)

(30 = (=300

3 1 R
I, 2400 3 _ Ity v
(A +34 )*fr—’ (A 74 )\/7"_1
(3.26) et det = l(r,—R)2 =0
Tr

Dans les deux cas, une onde entrante n’existe que si
R=7r1 ou R=rp
Or aucune de ces deux inégalités n’est possible puisque (r désignant r; ou ry;)
e Soit w € Pt auquel cas |R| = exp —(SmkyAz,) <.1 < |r],
e Soit w € R et |r| > 1 auquel cas |R| =1 # |r|,

e Soit w et k; € R avec tan k, Az, /2 tanwAt/2 < 0 et on ne peut avoir r = R puisque
tan k,Az2/2 - tanwAt/2 > 0.

Cette derniére inégalité se démontre de la maniére suivante. Si exp ik, Az, = expikyAz,,

on a (cf. (3.20) )

L 4sin®(k; Az, /2)/Ax?
D= |1-3 8 2 2 2 2 -2 2
=" D}/Az}+ Di/Axi — 4q;sin (klAsz:.l/2)/A:c1
Sil—-38/(1 — ) >0, D sera positif dés que pour tout / =1,...,L
4sin’*(k Az,/2)/ A2 < 1
D?/Az? 4+ D3 /Az: — 4oy sin®(k Az, /2)/Az? — 11—«

et a fortiori si,
4sin2(k1A:z:1/2) < D?

Or cette derniéere égalité est facilement vérifiée car équivalente a:
24(1 — cos k; Az,) < 30 — 32cos ky Az, + 2(2cos® ky Az, — 1)
& 0 <4(1 —cosk;Azq)?

Finalement, on n’a aucune solution entrante et le schéma est G.K.S. stable.
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3.3 Le quart d’espace: présentation des schémas

On présente deux schémas de discrétisation pour I’équation des ondes posée dans le quart
d’espace avec C.L.A. d’ordre élevé sur le bord et conditions de coin. Il s’agira de généraliser
au quart d’'espace les deux schémas construits précédemment pour le demi-espace en le
complétant d'un schéma adapté aux conditions de coin.

3.3.1 Schéma 2-2

Le probléme & discrétiser est composé du systéme formé des équations (2.31)—(2.37) et des
conditions initiales (2.39) et (2.40).

De fagon similaire au cas du demi-espace, 'inconnue u est évaluée sur la grille de calcul
rectangulaire de pas Az, en z; et Az, en z, et décalée de Az,/2, Az,/2 par rapport &
Vorigine. Cette grille est définie par :

i€l/2+12, i<-—1/2

yl’,. = (ZA:B 7jA$ ),
’ DI Sevpaz, j< 12

Cette grille est composée des noeuds représentés par des doubles cercles sur la figure 3.3.
On notera

ul; ~ u(yi;,nAt) ne€—-1/2+N

Les valeurs inconnues des fonctions auxiliaires sont quant 4 elles définies en z} = (1Az,,0), i €
1/2+ 17, i < —1/2 pour 901(1) et en z} = (0,jAz;), j € 1/2+1Z, j < —1/2 pour @1(2). On
notera

(e = oM(z3,t = nAt)

(e ~ (i, t = nat)

Ces fonctions sont donc évaluées en des points représentés par des rectangles pour 991(2) et
des triangles pour (psl) sur la figure 3.3.

Les équations sont discrétisées de la maniére suivante:

e L’équation des ondes est discrétisée selon:

Vi=...,-3/2,-1/2 Vj=-.-,-3/2,-1/2:

(3.27
- n41 n n-—1 n n n n n n
upy —2ul; oy Uty —2ul; Ul Uty 2l uli

At? Ax? Az?

=0
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O — uj

(¢);
(on)!
¥ ..

(2

S
I B R

=-3/2
=-1/2
= 1/2

Figure 3.3 : Grille de calcul pour le schéma extrapolation 2.2

e Les équations des ondes 1D vérifiées par les fonctions auxiliaires sont discrétisées par:

() = 2007 + 2 @) =287 + )3

Vj=---,—3/2,—1/2, Vi=1,...,L:

3.28 )4 =0
( ) At? Azl
1)\n 1 n 1 n n’
( (") = ouee| ))J‘ t3 (“1/2,:' + “—1/2,1)
et
Vi=..-,-3/2,-1/2, VI=1,...,L:
2)\n 2)\n 2)\n— 2)\n 2)\n 2yn
(3.20)0 @ =200 + (@ @) — 20 + )R _
At? Az?
2 n 2 n 1 n n
{ () = cu(e)r + 5 (ui,1/2 + ui,—l/2)
e Les équations reliant u aux apfk),k = 1,2 sont discrétisées en utilisant un schéma
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centré sur “I'instant n +1/2”

Vj=..—3/2,—1/2

(ut-;-/lzj ;721; - (utx/z,j + u?/?.,j) 4 (u;l;-?l] + “?/2,3') - (uzt/lz,j + “21/2,3')
(3.30 YN 2A1,
(1))r;+1 — (1))n

—i@(% ; L)
=1 At

et
Y= ..., —3/2, —1/2

(u ?ﬂ/z + ull)) = (Ul i + uly o) + (U?.T/lz +uby/s) = (u?ﬁ/’t’ +ui1y2)
2At 2AII,'2

(3.3%

-

2))n+1 (2))71.

Zﬁ(sﬁ t(w —0

Le schéma est initialisé en déduisant les valeurs des champs discrets aux deux instants
n=—1/2(ie. —At/2) et n =1/2 (i.e. +At/2) des conditions initiales a I'instant ¢ = 0.

( (U%Q + uf;/?') = (uo)i,;

1 -1/2
KZ (’ulvg2 —u 1J/ ) = (ul)isj

(@7 = (@i =0 U=, L

B | b

(3.32)

@7 = ()P =0 1=1,.,L

ou (ug)i; et (up);; sont les “valeurs” en y;; des conditions initiales ug et uy (cf 3.5).

Arrivé a ce point de la construction du schéma, on voit facilement que 'on peut calculer
par une récurrence a trois niveaux initialisée par (3.32) toutes les inconnues a ’exception
des 2L quantités :

(3.33) { ( 1(1))::/2’ (11’1(2))?:/2’ L= 1""’L}

(ces inconnues sont symbolisées par des triangles et des rectangles grisés sur la figure 3.3).
On retrouve la nécessité d’adjoindre 2L équations supplémentaires au coin du domaine.
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C, - ’, . . 9 ’ s . ’ . .
est ce que fournissent les équations de coin que 'on réécrit pour mémoire:

( pour [=1,...,L

(1) L (2)
(3.34) i a¢l (2=0t)+A162 (:Ez:O,t) ZC(m d) (1=0t)—0

p) (2) (2) L (1)
1/’1 (1 O,t)'f‘Azaa; ($1=O,t) ECQmaw (:1:2 O,t)=0

Avec .
IBm (67
A =1 m .
(3.35) I i vg-:l rnz=l Qm O, + Q) — QO
| B

Cl.m =

am -+ 0 — ya,
On discrétise ce systéme par un schéma centré au point C et & “I'instant n+1/2" . Il vient:

Pour (=1,...,.L

L]
)+ ()5, = ()0 = ),
2A.’22
n+1 n<+1
(3.36) { + A - ( 1(1))1/2 +< (1)> 1/2:2 (¢(1))1/2 ( (l)) 1/2 +
n+1 n+1 n
> 0 N+ O, = (), = B, _
[ J .
(dn‘”)l}f + ), — ()= )
20z,
n+l n+1 n
(337) { + A ( 1(2))1/2 +( 1(2))-1/22;t( 1(2))1/2 ("/)(2)) -1/2 +
n+1 n+1
‘ _ miijlcl.m (1/)'('3))1/2 + (¢g))_1/;At(¢(l))1/z (d’(l)) -1/2 _ 0

On obtient ainsi un systéme linéaire de 2L équations a 2L inconnues, de la forme
(3.38) MAT -V = F

98



3.3 Le quart d’espace: présentation des schémas

ou

¢ _ (1) n+1 _ (2) n+1 _
V= (( Oy =1, L, (0P ,l_l,...,L)
L d o0 D C
et MAT = | 2= RN R
0 zAl_x,Id 20t} & D

ou la matrice en facteur de 1/2A¢ est, & une matrice diagonale positive prés, la matrice
associée a la forme quadratique définie en (2.46). En utilisant les mémes arguments que
ceux employés pour le théoréme (2.1), on montre que cette matrice est une M-matrice des
que les conditions (3.9) sont satisfaites. Dans ce cas, la matrice MAT est définie positive
et le systéme linéaire (3.38) est inversible quels que soient les pas de discrétisation.

On trouvera dans 'annexe A.11’algorithme associé a ce schéma. De plus, nous proposons
dans I’annexe A.3, une généralisation de ce schéma au cas de I’équation des ondes amorties.

3.3.2 Schéma 2-4

Comme pour le cas du demi-espace, on va commencer par réinterpréter la solution u du
probléme (2.31)-(2.37) comme la trace sur Q de la solution d’un probléme posé dans R?
qui s’écrit schématiquement :
Trouver u(z;,z),1) (z1,z2) € R?
<p§1)(x1,:r2,t),l =1,..,L (z1,z2) € Q@
N z1,20,t), 1 =1,.., L (z1,2,) € QP
avec (voir figure 3.4)
Q) — { (z1,22),21 > 0, 2, < 2:1}
Q) = { (z1,22),22 >0, z; < :1:2}

To = { (e1, 1), 20 = 22} = 8000 2 602

telles que
o u soit solution de I'équation des ondes dans Q x [0, T
o uet Lpfl), ! =1,..,L soient solutions de la C.L.A “étendue” & Q)

o uet <p§2), [ =1,..,L soient solutions de la C.L.A “étendue” & Q) x [0, T
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Figure 3.4 : Géométrie du nouveau probléme

) 99,(1) et g.o(z), { =1,..,L soient solutions des 2L conditions de coin “étendues” a I'c x

0.7

e u soit solution sur I'c x [0,T] de I’équation:

0 0 0 L B [0ypW
v l+27§—zﬁ—' Y

YD
5z, | Bz +

= am ot ot =0
(3.39)

L
y={1+ Egﬂ

Le fait nouveau par rapport au cas du demi-espace est d’avoir choisi de prolonger non
seulement les conditions de coin de C a I'¢ mais également d’avoir continué le champ u le
long de I'c a 'aide d’une équation de transport le long de cette ligne. Cette équation est
obtenue en sommant chacune des deux équations reliant, I'une u aux %{?) sur Q) I'autze
u aux ) sur Q) et écrites par continuité sur I'c.

Quoi que nous ne savons pas montrer l’existence de solutions pour le probléme posé sur
M U Q2 (les estimations d’énergie semblent difficiles & obtenir), cette démarche semble
intéressante a plus d’un titre, car

1. Elle permet de justifier la construction de schémas intégrant les C.L.A. et couplant

un S.D.E.O. d’ordre élevé en espace.

2. Elle permet également de coupler deux équations paraxiales propageant les ondes le
long de deux directions perpendiculaires. Cela pourrait étre la base d’'un modéle ce
“lway-wave equation” moins sensible au choix de ’axe paraxial.
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3.3 Le quart d’espace: présentation des schémas

Développons le premier point pour le schéma 2-4. La grille de calcul est présentée sur la
figure 3.5.

(2)

— (@

b
i
"’é:

Figure 3.5 : Grille de calcul pour le schéma extrapolation 2.4

On note
(@i = (@) (iAz1,jAzy, t = nAl)

avecti=0o0ul, j€(1/24+7Z), 7<1+1/2, n€(1/2+N)

et
(99(2)) nL R (o N(iAzy,jAzy,t = nAt)

avecj=0oul,t €(1/2+2Z),1<3+1/2, n€(1/2+N)

Et le schéma consiste a coupler le S.D.E.O. 2-4 écrit pour ¢,j = ..., —3/2,—1/2 avec la
C.L.A. discrete composée de :
Un schéma pour ’équation relative & Q1) :

pour 7= 1/2 puis 3/2, Vj < ::

(y\n
((101 ))tjll/Z,J 2((191 1—1/2 \J + ((1‘9 1—11/2,_7
At?

Mg = 2800+ Vs
Azi

(1 1 n
o (¥ )).—1/2,j = ou(p} ))1—1/21 +3 (ui,j + u?—l,j)
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( n-tllj+un+l)_(uz 1]+un +( n+1+un)__(u:t+11]+ui 1]) _

1)\n (1)\n
L (o) = (o™,
-3 B 7 =0

=1

Un schéma pour I’équation relative 3 Q(? :

pour j =1/2 puis 3/2, Vi< j:

2 k(5 n 2
. (991( ))i;.h/g - 2(90 ),J 1/2 + (995 ))l] -1/2
At?

(2 2)\n
Moz = 28y + () aoa

=0
Az?

2 1 n n
(1/’1( )) ij-1/2 — al(‘?l )1j—l/2 + 2 (ui.j + ui,j—l)

o n ) - (i b)) | (aE buly) = (50 tula)

(2)\n
_ }L:ﬁl( )) ;11/2 (‘Pl ): i=1/2 _
=1 At

Un schéma centré discrétisant les 2L+1 conditions le long de I'¢ :

{ Pour (¢,7) = (0,0) ou (1,1)
I ) e N C 0
2Az1,
e o ) ) e = O s = ) s
24t
n+1 n+1
3 XL: o (1/)&)){,1.“/2'*' (d’r(rp)i’j_l/ngt(zp(l)) +1/2 (1'/)(1)) Li=1/2 _ g
m==1
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3.3 Le quart d’espace: présentation des schémas

Pour (4,5) = (0,0) ou (1,1)
(1y"+! M\ (YT (Y
(¢1 )i,j+1/2 T ( l );,J‘+1/2 ( ! )i,j—l/2 ( { )i,j—1/2 "
2A.’ZI2
(3.41) ()1 WY (N — (5"
¥ A ( ! )i,j+1/2 + ( { >i.j—1/2 ( )i,j+1/2 (2'/)1 >i,j—1/2
2At
@\ @\ (@) — (p@)"
_ i C (d’m >i+1/2,j+ (1’/)"1 )1_1/2,1' (d’m )i+1/2,j (¢m )i—1/2,j ~ 0
e b 24t
Pour (7,7) =(1/2,1/2) ou (3/2,3/2)
uf bl el b el el - e n
4A.’L‘2
4 wprt ol Hulh b uly - uilh — el —uih L — +
4A2§1
(3.42% 1+ 2~. u?’j'l + u?j-ll,j =+ u:lj.—ll + u?j.ll.j—-l —ul Uy ULy Uy _
7 4At
(1) n+1 ) n+1 _ 1) n _ (1) n
_ ZL: & (d)m )i—1/2,j + (d)m )i—1/2,j—1 (d)m )i—1/2,j (7’0"‘ )i—1/2,j-—1 +
=i am 2At
(2) n+1l (2) n+1 _ (2) n _ (2) n
+ (wm )i,j—1/2 + (d’m );_1,1'—1/2 (d)’" );,5—1/2 (d)’" )i—l.j—1/2 =0
2At
{

Ces trois derniers systemes d’équation permettent d’évaluer les inconnues associées aux
nceuds dessinés en grisés sur la figure 3.5, & savoir :

n+1 n+1 n ..
3:43){ (¥f") (9 L= 1, L Wi sy (27) = (0,0) ou (1,1)}

i5+1/2"° i+1/2,5°

L’inversibilité du systéme global est facilement vérifiée car (3.40) et (3.41) est un systéme

inversible en les (" n+1 , (2) 7,1+1 Ll =1,...,L,(4,7) = (0,0) ou (1,1) (C'est le
b Jis4172 o Jit1/2.;
n+41

méme systéme que pour le schéma 2-2) et (3.42), donnant u!}’, s’inverse facilement & la
main dés que ’on connait les fonctions auxiliaires.
L’algorithme associé & ce schéma est présenté dans ’annexe A.2.
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Schémas numériques pour les C.L.A.

3.4 Simulations numériques

3.4.1 Simulations avec le signal IEMN standard

Pour ces essais, on a repris ’expérience décrite dans la section 1.1. On rappelle qu’il s’agis-
sait de résoudre le probleme de I'TEMN dans un milieu homogéne et de décrire l'influence
des C.L.A. sur la solution. La géométrie du probléme est représentée sur la figure 3.6. Le
but de ces essais est de voir l'influence sur la solution de 1'ordre des C.L.A. ainsi que de la
taille de la boite de calcul. On a choisi successivement (D est la largeur et d la hauteur)

D = 600m, d = 10m (Géométrie 1)
D = 20m, d = 10m (Géométrie 2)
D = 10m, d = 10m (Géométrie 3)

Pour chaque géométrie, on a fait plusieurs simulations en imposant sur les bords de la boite

des C.L.A. d’ordre 1 puis d’ordre 2 ainsi que les C.L.A. de Padé d’ordre L avec L=1,2,5,10.

VRN

RN

\ \‘\ 3 \\\'
X

Figure 3.6 : Représentation de la boite de calcul

Pour faire la simulation, on a retenu le schéma 2.2 avec une grille de calcul de pas
H = A.’l}]_ = A:z:2 =0.5m
cAt = H/V?2, (c=3.10%m.s7")

L'excitation est imposée & chaque pas de temps et au nceud central de la grille égale a la
valeur de la double exponentielle au temps (n — 1)At. Les deux premiers instants le champ
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3.4 Simulations numériques

est identiquement nul.
On s’intéresse a la solution au point A situé a 'aplomb de la source et sur un intervalle de
temps de [0,1us.]. Cela correspond & 800 pas de temps et & des tailles de grilles de

603 x 23 (Géométrie 1)
43 x 23 (Géométrie 2)
23 x 23 (Géométrie 3)

(On a 10m. = 20 Az; — 20 intervalles — 21 nceuds intérieurs + 2 nceuds exterieurs =
23 nceeuds au total).

La solution de référence est calculée sur une grille 603 x 603. On vérifie que pour cet essai
les bords n’interviennent pas en A sur l'intervalle de temps considéré. De méme, la premiére
géométrie peut étre considérée comme une bande de largeur infinie.

Les résultats de ces essais, représentés sur les figures 3.7,3.8 et 1.7 (page 11), sont les
suivants

e Le schéma numérique apparait stable. On a calculé I’énergie discréte contenue dans
la boite de calcul et vérifié sa décroissance en temps.

e Pour chacune des trois géométrie, 'ordre 1 est dans les décors, I'ordre 2 sous-estime
la solution, les C.L.A. de Padé la surestime, ’erreur étant décroissante fonction de

L.
e Plus la boite est petite, plus il semble intéressant de prendre des C.L.A. d’ordre élevé.

e Pour chaque essai, il existe un instant a partir duquel la solution approchée “décro-
che” de la solution exacte. Et plus la C.L.A. est d’ordre élevé, plus cet occurence est
tardive.

3.4.2 Simulation avec un signal a moyenne nulle

Pour illustrer I'influence de I'excitation temporelle du milieu sur la qualité des bords absor-
bants, on a repris la géométrie 3 correspondant a la plus petite boite de calcul et modélisé
le probleme

1 1 0%u
c? gt?

— Au = G(1)5(S)
) Gi) = -(%(exp ~(x?F*(t = 1/F)) 1 o2/r(t) (F = 60 MgH)

u et _u=0 en t=0

ot
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Solutions au point A

40
................ ..... ORDRE 1
Sl SN N O T ~-.. ORDRE 2
< I SN e PADE 1
N\ 20 avoos cwnes 3os e o v PADE 2
= e PADE 5
PADE 10
17 REFERENCE
o

IR DA NN SN MREARNN A SN B
01 02 03 04 05 06 07 08 09

Time(us)
Figure 3.7 : Solution pour une boite de 10m. x 20m. (IEMN)

40

Solutions au point A

..................... ORDRE 1
s OGRDRE 2
veeseesss.. PADE 1
PN of (1]
e o wromae e PADE S
PADE 10
REFERENCE

0 r—————
01 02 03 04 05 06 07 08 09

L L L

Time(us)

Figure 3.8 : Solution pour une boite de 10m. x 10m. (IEMN)
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3.4 Simulations numériques

G est une fonction a moyenne nulle dont le spectre est 'localisé’ autour de la fréquence F.

Les solutions approchées, calculées sur la méme grille que précédemment et en imposant
différentes C.L.A. sur le bord sont représentées sur la figure 3.9. On peut voir que le résultat
est bien meilleur que pour le cas de 'I.LE.M.N. (Le cas Padé, L=5 est indistingable de la
solution de référence). Les C.L.A. étant des approximations “hautes fréquences”, c’est
I’absence de “basses fréquences” dans le signal propagé qui explique cette amélioration.
On notera toutefois que le phénomeéne de décrochage de la solution approchée est encore
présent.

3.4.3 Diffraction d’une onde par un tube de section carrée

Pour valider les schémas présentés dans les sections précédentes, on a simulé la diffraction
d’une onde électromagnétique cylindrique sur un tube conducteur de section carrée. La
polarisation de I’onde étant transverse électrique suivant ’axe du cylindre, le probléeme est
bidimensionnel et peut étre modélisé par le systéme :

1 0%u Ou : 2
gﬁ + 0'#0"6‘; — Au = J(S)G(t) dans R

(3.44) v
uet — =0 en t=0

ot

On a choisi :

o Pour la source :

G(t) = -&d—t (exp —(m*F%(t — l/F)z)) 1 oz/F(t) (27 F = 4.76 10° cycles/s.)

=2L
2L

o Pour la géométrie du conducteur

C = [-L/2,L/2] x [-L/2,L/2]

e Pour la loi de vitesse

1
— siz e C
2.560/.1,0
ola)= { VTN
Co = sinon
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Solutions au point A

0.02
0.015-
o resresansnesaasees ORDRE 1
4
0.005-
o oo v memme-= ORDRE 2
0.0
e s ec s e PADE 1
-0.005+
1 v e e s o v PADE 8
3
-0.01
1 : REFERENCE
-0.015-4 ]
-0.02~ 3
-0.025~ ‘
-0.03+
-0.035 , - ' . .
0.02 0.04 0.06
Time(us) ..
Figure 3.9 : Solution pour une boite de 10m. x 10m. (Signal rapide)
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R T RS
NN

N 3 N \'\\\\\\\\\\
_TOTRRiR
L

&i{gs\\\i«

At
R Rsrs
3 N

Figure 3.10 : Géométrie du probleme de diffraction

e Pour la conductivité
sizeC

1
V7 FL?

0 sinon

Ho0 =

La conductivité du conducteur correspond donc & une épaisseur de peau de L pour
la fréquence centrale de la source F. Cette épaisseur de peau est également la taille
du conducteur.

La grille de calcul est une grille réguliére qui maille le carré [—D/2,D/2] x [-D/2,D/2]
avec
D=3L
H = Al‘l = A.’Ez = L/20
La grille intérieure possede donc 63 x 63 nceuds ce qui correspond & 20 points par longueur
d’onde pour la fréquence F'. Enfin, pour les conditions sur les bords de la boite de calcul,

on a retenu la C.L.A. de Padé avec L = 10 fractions rationnelles.
Dans une premiere simulation, on a retenu le schéma 2-2 avec un pas de temps :

Atg_z = H/‘/E

On a représenté sur la figure 3.11 différentes photographies de 1’état vibratoire aux instants

ty = 34 Aty _o = 1.59us
ty = 50 Aty = 2.33us
ti = 67 Aty_y = 3.13us
tpy= 100 - At,_, = 4.66us
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On observera la rencontre de 'onde circulaire avec 'obstacle, son ralentissement a 'inié-
ricur du conducteur et la présence d’une forte intensité & 1’un des coins du carré conducteur
a I'instant t4, c’est & dire au moment ou ’onde parait quitter I’obstacle.

On a représenté en bas de cette méme figure, l'instant ¢, mais calculé sur une grille as-
sez grande pour que les bords ne soient pas atteints. On observe aucune différence enire
le grand modéle et la solution calculée dans la petite boite. Mieux, si 'on compare les
maxima et minima de 'onde a P'instant ¢4, on trouve

o pour le grand modéle (schéma 2-2)
ming, ., u(zy, 22, t,) = —.281600 104

max;, -, u(z1, T2, t4) = .106387 10~*
e pour la simulation dans la petite boite (schéma 2-2)
ming, , (2, T2, t4) = —.281603 1074

max,, », u(z,, s, t4) = .106452 10~

La présence des bords n’a donc induit qu'une erreur relative de 6.107%, soit bien en deca
de 'erreur due a la dispersion du schéma.
Enfin, dans une troisi¢me simulation, on a retenu le schéma 2-4 avec un pas de temps

Aty_y = 0.50149H
La figure 3.12 compare la solution obtenue au temps
t4 = 141At2-4

avec la solution calculée sur la grande grille et le schéma 2-2. De nouveau, on observe
aucune différence et les maxima donnent

e pour la simulation dans la petite boite (schéma 2-4)
min,, ., u(z1, T2, t4) = —.288209 10~
max,, o, u(z1, T2, t4) = .101382 10~4

ce qui est trés comparable aux résultats des tests précédents.
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3.4 Simulations numériques

Figure 3.11 : Evolution de I’onde au cours du temps et comparaison entre les deux derniers
instants
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Figure 3.12 : Comparaison du schéma 2-4 dans la petite boite (& gauche) avec le schéma
2-2 dans la grande boite (a drotte)
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Annexe A

A.1 Algorithme pour le schéma 2-2

D’un point de vue algorithmique, le schéma se déroule de la maniére suivante.
o Initialisation des inconnues aux instants n = —1/2 et n = 1/2 par (3.32)
e Faire surn = 1/2, 3/2, .....

e Calcul de u pour les nceuds intérieurs au domaine:

4

Vi=... —3/2,-1/2 Vj=.--,—3/2,—1/2:
(A.1) §uy =l i A (W = 205 + ulla)
At n
i + Azl (“i,j+1 — 2uy; + “?,j—l)

o Calcul des nceuds sur le bord T'(®)

( Vi=---,~3/2,-1/2:
At
n+l n n+1 n
(A.2) Ui/ = At + Az, (“i,—1/2+“£.-1/2_“i,1/2) +
sz n n n
{ + At + Azs T Az, (“f,-1/2 - “.’,ﬂ/z + ui,l/z)
( Vi=1,.,L VYi=...,—-3/2,—1/2:
(241 @\n _ @y, A2 o o)0n OIS
(A3)] (@) =20 = (27 + 5 () — 200707 + (7))
1
n n 2A$2 2\n 2)\n
‘ wih = uih + g A A (@ = ()7)
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Vi=1,.,L Vi=---,—3/2,—-1/2:
(A.4) .
W) = e + 5 (it + witd)

e Calcul des nceuds sur le bord 'V

( Vj=---,-3/2,-1/2:
At
n+1 n nt1 n
(A.5) T Uljpy = AT Az (“-1/2,,‘ +ull,, = u1/2'j) +
Al’1 n n+1 n
* Az T Az, (u—I/Z,J‘ ~ Uyt “1/2,,‘)

Vi=1,.,L Vj=---,-3/2,—-1/2:

At2 I\n n n
(8-6) )3+ = 2PN = (o) + T ()5 = 20707 + (7))

n n 24z, (1}yn (1)yn
uily; =i, + Arr Az (M)t = (o)7)
Vi=1,.,L ¥j=--,—3/2,—1/2:

(A7) .
1 n n n L3
() = e+ + > (“1721,:' + “—T;z,i)

e Calcul des 2L quantités (3.33) en résolvant le systéme formé de (3.36) et (3.37): la
formation du second membre peut s’effectuer en appliquant 1’algorithme :

- F[EO, Vl=1,..,2L

~ Faire pour I=1,L :

O e I I

* fl = —
* 2A(IJ2
n+1 n n
« fl= ( ‘(1)>-1/2 B ( ’(1))1/2 B ( ’(1)>_1/2
£ 241
n n+1 n
x f2 _ (wl(z))l/z - ( 1(2))—1/2 - (1’[}’(2)) ~1/2
== 2A'L'1
n+l n n
R e R i
‘o 2At

* Fi=F+ f1 4+ Af}
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A.2 Algorithme pour le schéma 2-4

* Fro = Frou+ f2+ Af?
* Faire pour m=1L :
¢ P = Fpn+Cnmy f}
: FL+m =FIA»-'m"'Cv'm.l'ft1

* Fin faire
~ Fin faire
— On inverse le systéme 2L x 2L MAT V =F

~ On récupére les fonctions auxiliaires :

(v), = Vi

()5 = Vi

La matrice MAT n’ayant pas de propriété particuliere, on utilisera la méthode de
Gauss pour inverser le sytéme MAT.V = F. La décomposition LU de la matrice
étant réalisée une fois pour toute, cela se rameéne a une descente remontée a chaque

pas de temps n.

¢ Fin faire sur n

A.2 Algorithme pour le schéma 2-4

Le déroulement du schéma 2-4, trés analogue a celui du schéma 2-2, est le suivant.
o Initialisation des inconnues aux instants n = —1/2 et n = 1/2 par (3.32)

e Calcul de u pour les noeuds intérieurs au domaine:

(

Vi=.-.,—3/2,-1/2 Vj=---,-3/2,—1/2:
n - A? . ) )
$ ui,fl = 2U?,j - u:}.j 1 ToAs (—u,-+2,,~ + 16u?+1'j — 30uy; + 16ul_, ; ~ u?_z,j) +
At? ) ) ) ]
* oAz (—uljyp + 16ul;,, — 30ul; + 16ul,_, —ul'; ;)
(A.8)

o Puis pour £ = 0 ou 1 (k désigne l'indice du numéro de ligne du bord)
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¢ Calcul des nceuds sur le bord I'?)

(

Vi=...,-3/2,-1/2,-1/2 + k:
ﬂ At n n n
(A.9) ) i Ex/z = m (ui,k-—l/2 + ui,ﬁl/z - ui,k+l/2) +
sz n n n
\ + m (ui.k—1/2 - “i,ﬁuz + ux’,k+1/2)
( Vi=1,.L Vi=---,—-3/2,—1/24k:

(P = 2(0P )2, = ()25 +

(A.10) < A
o () = 205+ () )
u” 2Azx (2)\n n
1141-1/2 = ;t+1/2 + ﬁ ((‘Pl )) P (9052))@1:)
vi=1,..,.L Vi=-...,-3/2,-1/2,-1/2+k:
(A.11)

2 2 1
I = el + 3 (ks + i)

e Calcul des nceuds sur le bord T'(V)

( Vj=--,—3/2,—1/2,—1/2 + k :
n At " - n
(Alz) { ukill./2] _"—‘—'—‘At T Az, (uk_l/gyj + ukﬂ/zj - uk+1/2’j) -+
Azl n n+1 n
+ At + Az (uk—1/2,j - ukrl/Q,j + uk+1/2,j)
([ Wi=1,..,L Vj=---,—3/2,—1/2,-1/2 + k :

| (It = 2(0{")p ;= ()71 +
(A.13) A 1 (1n (1)yn (1)yn
27 (ks = 28085 + (i)

n n ZA.TI 1)\n n
ukﬂ/z, ukill/2,_7 + m— ((99( ))kj}l — (¥ ))k,j>

Vi=1,.,L Vj=---,-3/2,-1/2,-1/2 + k :
(A.14) :
(B = calefEtt + 5 (with ey + uitlya,)
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A.2 Algorithme pour le schéma 2-4

e Calcul de (2L+1) quantités (3.43) en résolvant le systéme formé de (3.40), (3.41) puis
(3.42): la formation du second membre peut s’effectuer en appliquant 1’algorithme :

- F[":"-O, V= 1,..,2L

— Faire pour I=1,L :

n n+1

. fle (¢}1))k,k+1/2 B ( l(]))k,k—1/2 B ( I(l)):,k—l/z
z 2Azx,

. fl= - (1/}‘(1)):,.:1-1/2 - (wl(l)):,kﬂ/z - ( 1(1)):,1:—1/2
t 24t

P flo ( ‘(2)):4-1/2,1: B (¢,l(2)):ji/2’k._( ’(2)):4/2,1:
c 2A.’II1

n+1 n

P fe ( ‘(2))1:1/2,1:_( (2))k+1/2,k_( (2)):-1/2,1:

2At

* Fy = F+ fl+ Aif}
* Froa=Froa+ f2 4 Af?
* Faire pour m=1,L :
+ Fp= Ft Coy - f}
- From = From + Cmi - f}

Fin faire

*

— Fin faire
— On inverse le systéme 2L x 2L MAT V =F

— On récupere les fonctions auxiliaires :

() eare =V

(1/11( 2))n+1 Vi

k+1/2,k -
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— On calcule uk+1/2k+1/2 upt! via (p =k +1/2)

f= p T u;:-l-l + Up -1 pﬂ.p —Upo1p T u;jll,p—l — Up_1,p-1 n
4A£L‘2
u:.p + u;jll,p + u;—l,p - u;;l 1 up p—1 u:jll,p-l — u:—l,p—l
+ +
4A$1
+ 2/7 . ;t%p + u;-;l 1 + un+l p—l - u;—lvp _ u;"'lvp - u;vp—l — u;_llp_l +
4At
(1) {1) (1) (1)
— z /Bm (z/) )P 1/2P (1/) )p -1/2,p—-1 (1/) )p 1/2,p (¢ )P—1/2p 1 +
= Om 2At
)\ 2\ @) — (p@\"
+ (w’" >p,P—1/2 + (1/)"‘ )P—lvp—ll'f-’ (1’/) )pp 1/2 (7’[)"‘ )p—l,p-1/2
2At
“ZH/ k+1/2 = — !
+1/2,k+1/2 = 1 i 2
an tan t &

¢ Fin faire (sur k=0,1)

e Fin faire (sur n=1/2,3/2,.....)
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A.3 Généralisation du schéma 2-2 au cas amorti

A3

On donne ici les éléments pour généraliser le schéma 2-2 au cas amorti (o
continu est constitué de I’ équation (2.48) dans 2, des C.L.A. (2.49) et (2.50) sur les bords
ainsi que que des conditions de coin {2.61),(2.62) et (2.63). La grille de calcul et les notations

Généralisation du schéma 2-2 au cas amorti

sont identiques a celles du cas non amorti (¢ = 0).

La différence a.vec le cas non amorti réside en la présence de termes supplémentaires
comme oJu /0t ou 32/), / 0t. On a choisi de discrétiser ces termes de fagon centrée a 'instant

n et a ’aide des deux instants n — 1 et n 4+ 1.

L’équation des ondes amorties est ainsi discrétisée selon :

(A.15)

Sur I'® on écrit pour i = ...,

(A.16)

ou on a noté

(A.17)

Vi=---,-3/2,-1/2 Yj=---,-3/2,-1/2:
"“ —2ul; +ul ufj‘l ~ul; 1
At 28t
Uy T2l Ul UGy —2ul duls -0
Axl Azi
—3/2,-1/2

Wi ot —u, —u?

2A1

# 0). Le probléme



avec,pour [ =1,...,Let1=..-5/2,-3/2

( ()7 = 2(?)" + (o))
At2 +
(az (9952))?“ + -;— (u:}.il + u?ff)) - (az (991(2))?-1 + % (u:‘jrl + u?':l))
to 24t -
(a18) <al (™), + % (uPs + u?+1,_)) —2 (az (™) + % (urs + u?.-)) +
Azl
+ (e ()], + 3 (e 40t ))
Azl
=0
Le noeud ¢ = —1/2 s’écrivant :
()" = 2 o7 + (7))
A2 +
.. (az (%(z)):wl 4 % (u?,il " u;‘,fl)) _ (011 (901(2))?—1 n % (U:’::l n uz:l)) i
2At
(A.193 CRRE (ou (&) + % (up, + uz_)) +
B Az?
+ (a, (¢™) + % (ufyy + u?_l'_))
Az?
= 0

n
((1,/),(2)) 1/2 ayant été fourni a I’étape n par le schéma relatif au coin que nous verrons plus

loin )
La résolution peut par exemple s’effectuer via la substitution

@\ . 1 o .
(A.20) (991 )i = E - 1 o ) 4Atuivil

A T IAT
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A.3 Généralisation du schéma 2-2 au cas amorti

avec pour i = ..., —5/2,—3/2

t 1 Qo
Atz T 24t
2 2N" 1 gay {2) n-1 a n+1 n-1 n-1
m(% ), - (m‘m)(ﬂ"z ), ‘z&( +uftt — iyt~ i) +
\
(e ()7, 5 (i ) ) =2 (o ()7 45 (sl +222)) +
+ Azx?
(e, E e )
Az?
(A.2l1)
tandis que pour ¢ = —1/2
1
F"I = 1 Qo {
At? 24t
x5 () = (g =30 ()7 - g (vt o) ¢

(A.22)
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"*+1 $'%obtient alors via :

uly
{ L o
1 1 4At n+1_<1_1) n ol
2At + 2Az, +mz=l ﬂm_l_ O L+ 2A¢ 2Az, <u1,+ u; ) +
At?  2At
{
m _ (@)
1 1 & Fr— (o)
o <2At + 2Ax2) D Y
(A.23)
n+1
L’équation (A.20) permet alors le calcul de (‘sz)) ,+ pour tout i = ..., -3/2, —1/2.

Le schéma relatif & la discrétisation des équations sur '") s'obtient en permutant le
role de z; et z,. Ce schéma fait intervenir les fonctions (11),(1))1/2 JA=1,...,L

n+1

Restent donc & évaluer les fonctions (11)1( 1))1 /2

équations de coin sur le maillage ci-dessous

n+1
et (1/),(2))1/2 . Pour cela, on discrétise les

e
N

O—y

3

(2)

(Qom i
()
W)
(Y2
: — (le,::));

(k=1,2)

e
———
—r—
——

Figure A.1 : Le maillage pour le coin
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A.3 Généralisation du schéma 2-2 au cas amorti

On a ainsi :

(A.24)

Les équation donnant 111,(3,)1 et Y

(A.25) ¢

(cu

(en

(7).

).

(2)

4

(1)
lm

o (‘Pl )?_1_1/2 + % (“21/2.1/2 + u7—11/2,-1/2)
1
2

sont alors discrétisées par

= Y(E)
= (D)

= (A"

{ e4] (‘PEI))Z + (“?/2,—1/2'*‘“11/2,—1/2) = ¢1(1)(B)n

Y (E)H + (A -y (B — (A _

2At

Dl (o) an Y (o .
At

+ Ay — C!Iam)

m

2ey 420
2

YD)y + Byt — (D) — (B _

D’ou 'on déduit:

(A.26)

\

2At
P (C) !~y (C)" PEA(C) ! + $(C)"
+ o — a1 + camaq
At 2
( 1
(2) n+1 — (2) 2At (2) n+1
WOrY = G+ A (&)
At 2
1
(1) n+l . ~(1) 2A¢1 (2) n+1
Yim(C) = Gim + (a1 + @ — ) T,V (D)
\ At 2




avec

(A.20)

et

(A.28)

\

G2

— 1 (&l + oy — &1am) aalam
B (al + am — azam) o0y, { ( At ) 1/’1 m(C)

At 2

L (far -y - gy
2At

_ 1 (v + am —aiam)  ocoom “’(C)"
(a1 + am — i) ooy, At 2

At 2

(2B — v (D) — v (B)")
* 2At

On utilise alors les équations donnant 3311/},(2)(0,t) et 022@&1(1)(0, t) qui s’écrivent aprés
discrétisation.

(A.29)

et,

(A.30)

4

<

¢I(2)(E)n+1 + ,‘/)1(2)(E)n _ 1[’,1(2)(14)13-}-1 _ ¢I(2)(A)n N
2A$1

L (2) n (2) n (2 n__ (2) n
(1+>: Bm> (u« (Ey =+ (A — HEY - v (A)) )

< Ypd(C) ! — wf:?,(c)") _

_ Z ,Bmal

w1 Qm

At

Lo (e —gilo)r
[Fe)

=0

(D) + (D) — V(B — wi(B)
ZA.'L‘g

+ (1 s ﬂm) (w‘”(m"“ + (B — (D) - ¢f“(B)") _

2At

¥ mal( YO — zp,‘:?,(cr) _

me1 Om At

(2) n+1 (2) n
Pim(C) T = Y1 (C) _

m=1
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A.3 Généralisation du schéma 2-2 au cas amorti

On utilise alors les formules (A.28) et (A.27) pour éliminer les quantités relatives aux
11):,)1(0)““ et d)fj?,(C)"H. On obtient ainsi un sytéme linéaire de dimension 2L dont les
inconnues sont %{(C)"*! et %{*(C)**! avec | = 1,..., L et dont la matrice est la méme

que dans le cas non amorti. Une fois le slstéme inversé€, on peut récupérer les valeurs a
I'instant n + 1 des fonctions auxiliaires 'd),(

J
ym’
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