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Résumé

Certains ensembles ordonnés peuvent étre représentés par des translations de figures
convexes du plan. Il est prouvé, dans cctte note, que les ordres sans N et les ordres
d’intervalles admettent une telle représentation mais que le nombre de directions ne peut
étre borné. En revanche, les arbres sont représentables avec sculement deux directions.

Pour toutes ces classes, les convexes utilisés sont des scgments.

Representing Orders by translating
line-segments in the plane

Abstract:

Some orders can be represented by translating convex figures in the plane. It is proved
that N-free and interval orders admit such representations with an unbounded numbers
of dircctions. Tree-like orders are shown to be 2-directional. In all cases linc scgments

can be used as convexes.
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1 Introduction

La notion de représentation d’ensembles ordonnés finis par translations de convexes
(qui seront toujours supposés fermés et bornés) disjoints dans le plan a été intro-
duite par I. Rival et J. Urrutia [1]. Etant donnés n ensembles convexes disjoints
Ay, Az,..., A, du plan, chacun muni d’un vecteur unitaire de translation J;, appelé
direction par abus de langage, on dit que A, obstrue A; s’il existe un point p; de A; et
un point p; de A; tels que p;p; = a d; ot a est un réel strictement positif. La fermeture
transitive de cette relation est appelée relation de blocage. Les objets peuvent étre
séparés séquentiellement (c’est-a-dire 'un apreés ’autre suivant une permutation de
{1,2,...,n}) par translation suivant leurs directions et sans collision si et seulement
si la relation de blocage est un ordre partiel. Dans ce contexte le lecteur trouvera
dans [2] un panorama d’applications et de résultats concernant divers problemes de
séparabilité dynamique d’objets.

Inversement, on dira qu’un graphe orienté G est directionnel s’il est isomorphe a
une relation de blocage; les convexes ainsi que leurs directions définissent une repré-
sentation directionnelle de G. Nous dirons que G est k-directionnel si k directions
distinctes suffisent. I. Rival et J. Urrutia [1] ont montré qu’une relation de blocage
est 1-directionnelle si et seulement si c’est un treillis planaire tronqué (on supprime
éventuellement I'infimum et le supremum) et ont établi I’existence de graphes non di-
rectionnels. Ces résultats les ont amené & poser le probléme suivant : étant donné un
ensemble fini partiellement ordonné P = (X, <p), P est-il directionnel ? Si oui, quel
est le plus petit nombre de directions nécessaires a sa représentation 7 Nous montrons
dans cette note que certains ordres admettent une représentation directionnelle par
segments, c’est-a—dire que les convexes sont des segments de droite.

Avant de présenter ces résultats, il nous faut rappeler quelques notions essentielles
et fixer certaines notations. Soit P = (X, <p) un ordre partiel, si z et y € X on dit
que z est couvert par y (ou y couvre z) et on note z—<p y si ¢ <p y et Vz € X avec
z <p z <p y alors z = x ou z = y, cette relation binaire définit le graphe de Hasse
de P tandis que le graphe non orienté associé est appelé graphe de couverture de P.
Nous noterons £(P) I’ensemble des extensions linéaires de P, c’est-a—dire 1’ensemble
des ordres totaux sur X contenant P. Enfin, nous noterons Min(P) I'ensemble des
éléments minimaux de P, S(z) I’ensemble des successeurs de = dans P, S(z) = {y €
X,z <py}et Sy (Y) (resp. Pur(Y)) 'ensemble des successeurs (resp. prédécesseurs)
directs des éléments de Y C X dans P, S, (Y) = {z € X,3y € Y,y—<p 2} (resp.
Pu,(Y)={z€ X,y € Y,2—<p y}).
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2 Une condition suffisante pour la représentation
par segments

Soient P = (X,<p)unordreet L € L(P),L =z; < 23 < ... < z,, considérons M (L)
la matrice carrée n x n définie sur X par : la colonne j (1 < j < n) contient unique-
ment z;, celui-ci pouvant apparaitre sur plusieurs lignes, la ligne n est constituée des
éléments de Min(P) et la ligne ¢ des éléments de Sy, (z,-;). M(L) est triangulaire in-
férieure par rapport a la seconde diagonale, autrement dit, Mz, =@ pour 1 <j <n
et 1 <7 <n—j. Pour tout = dans X posons Ind(z) = {j € {1,...,n},z; € Py.(z)},
a(z) = min(Ind(z)) et b(z) = maz(Ind(z)).

Dans le plan muni du repeére(—1,0),(0,1) mais ou les angles sont toujours définis
de la fagon habituelle, considérons la construction géométrique suivante définie a
partir de M(L). Pour tout j € {1,2,......,n}, associons a z; deux droites paralleles
de pente © €]0,%] notées Dy, et Dg,, intersectant I’axe horizontal en z7,, et z5,,
respectivement. L’ensemble des 2n droites doit vérifier les conditions :

(i) ©,=3>0,1>...>0,>0,

(i) 0 = z},; < 2%, < 2hn] < T3y, < ... < Tl < I§,, et

(iii) pour tout j € {1,2,...,n —2} Déup est située au-dessous de D}:} N ngtz.

Une telle construction s’obtient facilement par récurrence sur j a partir des deux
couples de droites associés a z,, et T,_;.

Soit R(L) larelation de blocage induite par la représentation directionnelle obtenue
en associant a chaque z; un segment s(z;) vérifiant :

(i) s(z;) est de pente ©; , est situé strictement entre D7,, et Dg, et a pour
direction ©; orientée vers les ordonnées croissantes.

(i1) si ¢; € Min(P) alors s(z;) a son extrémité supérieure sur ’axe des abscisses,
sinon s(z;) a son extrémité inférieure sur D;S;’ ) et son extrémité supérieure sur
Db(:c,')

Sup °
Definition 1 Un ordre P a la propriété de contiguité s’il existe L dans L(P) telle
que, pour tout z de X, Py (z) est un intervalle de L.

Fait : 3L € L(P) telle que R(L) = P si et seulement si P a la propriété de contiguité.
De plus la relation d’obstruction obtenue est isomorphe au graphe de Hasse de P.
D’ou :



Theorem 2.1 Tout ensemble ordonné P = (X,<p) vérifiant la propriété de con-
tiguité admet une représentation k-directionnelle par segments ou k <| X |.

Le nombre de directions peut étre réduit dans certains cas en regroupant les
éléments ayant meémes successeurs. En effet, la relation binaire <gs définie sur X
par £ <s y <= S(y) C S(z) est un préordre, ’ensemble quotient, relativement a
<s, est un ordre noté Succ(P). Pour L € L(Suce(P)), L = §; < S; < ... < Sn,
notons Inds(z) = {j € {1,2,...,m},z € S4,(Sj)} et a(z) = min(Inds(z)) et b(z) =
maz(Inds(z)),Vz € X. On lui associe la matrice carrée M (L) définie par : la colonne
J (1 £ 7 £ m) contient exactement les éléments de S;, la ligne m est constituée des
éléments de Min(P) et la ligne ¢ (1 < 7 < m — 1) des éléments de Syr(Sm-:).
Appliquons sur M(L) la construction précédente en représentant les éléments de S;
par des segments de pente ©; situés sur des droites distinctes a I'intérieur de la bande
déterminée par D}, s et Df;-up. On peut alors énoncer :

Theorem 2.2 Tout ensemble ordonné P ayant une eztension linéaire L = S, <
S3 < ... < Sy de Succ(P) telle que Inds(z) est un intervalle de {1,2,...,m} admet
une représentation m—directionnelle par segments.

Appelons N l'ordre défini sur {a,b,c,d} par a < ¢, b < c et b < d uniquement.
P = (X,<p) est dit sans N si son graphe de Hasse ne contient pas de N comme
sous-graphe. Toute extension linéaire L de Succ(P) vérifie | Inds(z) |[< 1 Vz € X.
Le théoréme 2.2 est donc applicable.

Corollary 2.3 Tout ordre P = (X, <p) sans N admet une représentation k-directionnelle
par segments avec k <| Succ(P) |.

Un ordre P = (X,<p) est dit d’intervalles s’il est isomorphe & un ensemble
d’intervalles {I;,z € X} de la droite réelle ou I, < I, signifie sup(I;) < inf(l,), ou
bien de maniére équivalente Succ(P) est un ordre total. Le théoréme 2.2 s’applique
et I'on a :

Corollary 2.4 Tout ordre d’intervalles P admet une représentation k-directionnelle
par segments ou k <| Succ(P) |.

3 Nombre de directions

L. Rival et J. Urrutia [1] ont montré que pour tout entier k > 1 il existe des ordres
n’admettant pas de représentation k-directionnelle. Reprenant leur preuve nous affi-
nons ce résultat et montrons l’existence de classes d’ordres directionnels contenant
un ordre non k-directionnel pour tout k > 1 fixé.
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Soient P = (X,<p) et {Qz,2 € X} des ensembles ordonnés, nous noterons
Q = X.ex @ 'ordre obtenu en substituant Q. a = dans P et tel que @ <g b si
a,b€ Qret a <g, boubiena € Q,, b€ Q, et £ <py. Une classe d’ordre C est
A-invariante si pour tout P dans C, Q = ¥, x Az ou {A;,z € X} est un ensemble
d’antichaines (c’est-a—dire d’ordres constitués d’éléments deux a deux incomparables)
est toujours dans C. On appelle coloration d’un graphe non orienté G = (X, F) toute
fonction ¢ de X dans IN telle que ¢(z) # ¢(y) quand z et y sont reliés par une aréte.
Le nombre chromatique de G est le nombre minimal de couleurs d’une coloration. Le
nombre chromatique d’un ordre est celui de son graphe de couverture. Une classe
d’ordres C est a coloration non bornée si pour tout entier k > 1 il existe un ordre de
la classe dont le nombre chromatique est au moins k.

Soit C une classe d’ordres A-invariante et a coloration non bornée. Soit P =
(X,<p) un ordre de C de nombre chromatique k¥ > 2. Alors Q = 3} .x Az, ou
Vz € X A, est une antichaine de cardinal k, est au moins k-directionnel. Si Q est
(k-1)-directionnel, tout antichaine A, contient 2 éléments ayant méme direction d..
Ceci entraine d, # dy pour z— <p y, ce qui permet d’obtenir une coloration de P
avec (k-1) couleurs. D’ou :

Theorem 3.1 Dans toute classe d’ordres A-invariante et a coloration non bornée,
il existe pour tout k > 2 un ordre Py qui n’est pas k-directionnel.

D’apres [3] les ordres sans N et les ordres d’intervalles sont des classes & coloration
non bornée, ces classes étant de plus A-invariantes nous avons :

Corollary 3.2 Corollaire 8.1. Pour tout entier k > 2 il existe des ordres sans N et
des ordres d’intervalles dont la représentation nécessite au moins k directions.

Si on ne peut pas espérer borner le nombre de directions pour les classes envis-
agées précédemment, il existe néanmoins des classes d’ordres intéressantes que I’on
peut représenter en utilisant seulement deux directions. Par abus de langage nous
appellerons arbre tout ordre dont le graphe de couverture est un arbre, i.e. connexe
et sans cycle.

Theorem 3.3 Tout arbre P admet une représentation 2-directionnelle par segments.

Proof. Si| P |> 2 alors il existe (z) soit un élément minimal = couvert par un unique
élément y (27) soit un élément maximal z couvrant un unique élément y. Supposons
avoir une représentation 2-directionnelle par segments de P— {z} ol tout segment est
soit horizontal (se déplagant vers la droite) soit vertical (se déplagant vers le haut).
Un segment s(2) horizontal (resp. vertical) posséde une bande semi-infinie verticale
(resp. horizontale) A, située au-dessus (resp. a droite) de s(z) s’appuyant sur s(z) et
n’intersectant aucun des segments représentant des éléments incomparables 4 z dans
P. En outre deux segments distincts ne sont jamais colinéaires. Nous supposons
s(y) horizontal. Dans le cas (i), P étant fini, il existe une bande horizontale A

6



d’épaisseur non nulle sous la droite d définie par s(y) et ne coupant pas de segment
entierement situé sous d. Alors = peut étre représenté par un segment vertical s(z) a
Pintérieur de A et du prolongement de A, sans obstruer de segment vertical placé sous
5(y). En choisissant s(z) assez petit, il est possible d’assurer 1’existence d’une bande
horizontale A, associée & s(z). Le cas (i7) se traite de la méme maniére en plagant
s(z) verticalement et suffisamment loin & droite de la représentation de P — {z} pour
ne pas étre bloqué par un autre segment. Il faut bien siir que s(z) obstrue s(y).
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