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La plupart des relations qui apparaissent dans ce rapport sont
indilcées en i, i+l, i+2, 1'indice i prenant les valeurs 1}, 2, 3 et le

résultat appartenant i 1'ensemble {1,2,3} modilo 3.

Dans cet esprit, il convient de rendre cohérentes les relations
(1.5=1), (1.7-1), (2.3-1), (2.4-1) ou apparaissent dés variables indicées
en i et des variables non indicées . Pour ce faire, 6n indicera tota-
lement en i toutes les relations qui sont déja partiellément indicées,
i.e., on substitue aux expressions [DLGL(V)], [DLLC(v) 1, [D], [A]
les expressions [DLGLi(v)], [DLLCi(v)], [Di]’ [Ai] avec, par exemple,

_ ov ov v, v
[DLGLi(V)] = EV(ai) V(ai+1) V(ai+2) §§(ai) 5;(ai) §§(ai+l) §§(ai+1)
(1.4-8)
ov ov ov ov

v
—(a. ) =—(a...) (b.) (b. ,) =——(b. )]
9x ' 1i+27 9y i+2 avi i aviﬂ i+l 3vi+2 i+2

Le paragraphe 1.6 fait exception : on y indique comment calculer
les dérivées des polynOmes de base du sous-triangle K], i.e.,

[(R;1= [A]] (Al

Soulignons enfin que ces modifications ont &té prises en compte

dans le programme et ne changent en rien les résultats numériques.




SUR L'IMPLEMENTATION DES ELEMENTS FINIS DE
HSIEH-CLOUGH-TOCHER COMPLET ET REDUIT

Michel BERNADOU
Jean-Marie BOISSERIE
Kamal HASSAN

ABSTRACT

In this report, the implementation of the HSIEH-CLOUGH-TOCHER finite elements,
complete and reduced, is described. Using piecewise polynamials of third degree,
these elements give rise to interpolations of Hermite type and they permit

the construction of spaces of approximating functions of C} class. The combined
use of barycentric coordinates and eccentricity parameters enables the finite
element to be defined for any triangle not involving the notion of a reference
finite element. Simple numerical examples of potential and plate problems

complete this work.

RESUME

Dans ce rapport nous détaillons 1'implémentation des éléments finis de HSIEH-
CLOUGH-TOCHER, complet et réduit. A l'aide de polyndmes de degré 3 par morceaux,
ces.élément finis réalisent des interpolations de type Hermite et ils permettent
de construire des espaces de fonctions approchées de classe(il. L'utilisation
conjointe des coordonnées barycentriques et des paramétres d'excentricité permet
de définir 1'élément fini pour un triangle quelconque indépendamment de toute
utilisation d'un élément fini de référence. Des exemples numériques simples de

problémes de potentiel et de plaque complétent ce travail.




INTRODUCTION

Un des aspects extr@mement intéressant de la mise en oeuvre de la méthode des

€léments finis est son caractére modulaire : le programme tout entier est

divisé en modules, chaque module &tant un ensemble de sous—programmes ayant
une attribution spécifique. Un des intér@ts de cette partition réside dans la

possibilité d'interchanger des modules ayant le méme type d'attribution.

Dans un travail précédent (cf. BERNADOU-BOISSERIE {11), nous avons détaillé
1'implémentation de 1'&lément fini d'ARGYRIS (cf. ARGYRIS-FRIED-SCHARPF [11).

. - P .. 1 PR
I1 s'agit 14 d'un €lément fini de classeC , permettant de réaliser 1'appro-
ximation conforme de solutions de problémes du quatriéme ordre tels que les
problémes de plaques et de coques. Lorsque les données et la solution du pro-—

bléme considéré sont trés régulidres, cet élément permet de réaliser une

approximation tr@s fine de la solution.

Par contre our des problémes d'ordre 4 dont les données et la solution
s P P

vérifient des conditions_de régularité minimales, 1'élément d'ARGYRIS s'avére

inutilement précis. Dans ce cas il est préférable de lui substituer 1'un des
&léments de HSTEH-CLOUGH-TOCHER, complet ou réduit (cf. CLOUGH~TOCHER [11,
CIARLET [1]).

Nous &crirons désormais H.C.T.-complet ou H.C.T.-rdduit.

Dans ce rapport nous détaillons l'implémentation des &léments finis H.C.T.-
complet ou réduit ; les modules correspondants sont incorporés au code MODULEF
(cf. PERRONNET [1], HASSAN [1]) et peuvent &tre utilisés en lieu et place du

module associé 3 1'élément fini d'ARGYRIS.

Rappelons que 1'élément fini H.C.T.-complet (resp. réduit) est un &lément

fini (K,PK,ZK) assemblé dont la mise en oeuvre est délicate car :

(1) 1l'espace fonctionnel Py est un espace (resp. sous-espace) de polyndmes
de degré 3 sur chacun des sous—triangles Ki’ convengblement assemblés

pour que la fonction discréte sur le triangle K = L_J Ki appartienne i
1 1=1
C(K) ;

(ii) dans 1'ensemble des degrés de liberté, figurent explicitement (resp.

implicitement) des valeurs des dérivées normales au milieu des cdtés.




Comme les transformations affines ne conservent pas les angles, la
normale au milieu d'un c6té d'un triangle est en général transformée
en oblique au milieu du ¢8té du triangle correspondant par transfor-
mation affine. C'est pourquoi il n'est pas possible, au moins directe-

ment, d'utiliser. la notion d'élément fini de référence.

Nous montrons dans le numéro | comment 1'utilisation conjointe des coordonnées

barycentriques et des paramdtres d'excentricité permet de définir 1'élément

fini H.C.T.-complet pour un triangle quelconque, indépendamment de toute uti-

lisation d'un élément fini de référence. En particulier, nous donnons 1'expres-
sion des 12 fonctions de base i 1'aide des coordonnées barycentriques et des

paramétres d'excentricité du triangle K.

Dans le numéro 2, nous précisons les modifications qu'il convient d'apporter

aux résultats du numéro | dans le cas de 1'élément fini H.C.T.-réduit.

Dans le numéro 3, nous montrons comment réaliser les modules '"fonctionnelles
d'énergie' relatifs aux problémes de potentiel et de plaque, puis nous donnons
quelques résultats numériques dans le cas de problémes admettant une solution

connue.
PLAN

1. IMPLEMENTATION DE L'ELEMENT FINI DE HSIEH~CLOUGH-TOCHER COMPLET

1.1, Définition de 1'élément fini H.C.T. complet

1.2. Coordonnées barycentriques~coordonnées cartésiennes

1.3. Paramétres d'excentricité

1.4. Passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté globaux

1.5. Expression des polynomes de base

1.6. Dérivées des polyndmes de base

1.7. Interpolation d'une fonction v et dérivées de la fonction interpolée.
2. IMPLEMENTATION DE L'ELEMENT FINI DE HSIEH-CLOUGH-TOCHER REDUIT :

2.1. Définition de 1'€lément fini H.C.T.-réduit

2.2. Passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté globaux

2.3. Expression des polyndmes de base

2.4. Interpolation d'une fonction v et dérivées partielles de 1la

fonction interpolée.



3. RESOLUTION NUMERIQUE DE PROBLEMES DE POTENTIEL ET DE PLAQUE

3.1. Un probléme de potentiel
3.2, Un probléme de plaque
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. - IMPLEMENTATION DE L'ELEMENT FINI DE HSIEH-CLOUGH-TOCHER COMPLET

1.1. Définition de 1'élément fini H.C.T.-complet

Soit un triangle K de sommets a,,a,,ay et de centre de gravité a. Nous notons

Ki les triangles de sommets a,3;,153; .95 i=1,2,3. Ici et dans la suite, les

indices appartiennent i 1'ensemble {1,2,3} modulo 3. Nous désignons par bi
le milieu du coté ai+lai+2 , et par c; la projection orthogonale du point a;
+

sur le coté a. . a. respectivement.
_ i+171+22 P

Triangle K divisé en
trois triangles

KKy Ky

1 .
Py = {peC (K) ; r. —p|KieP3(Ki) ; 1<i<3})

dim PK =12 ;

Iy = {p(ai),Dp(ai)(ai_l—ai);Dp(ai)(ai+l—ai),Dp(bi)(ai—ci) , 1<i<3} ;

a = centre de gravité du triangle K

Figure 1.1-1 : Elément fini H.C.T.-Complet

Alors,la définition de 1'élément fini H.C.T-complet (K,PK,ZK) est condensée
sur la figure 1.1-1. Rappelons que PK et ZK désignent respectivement 1'espace

des fonctions approchées et l'ensemble des degrés de liberté.

Remarque 1.1.-1 : Pour définir cet &lément fini,on peut remplacer le centre

de gravité a du triangle K par un point quelconque, intérieur au triangle.
CIARLET [ 1] a montré que l'ordre de l'erreur d'interpolation est indépendant

de la position de ce point. m



1.2, Coordonnées barycentriques. Coordonnées Cartésiennes

Dans tout ce qui suit nous supposons donné un repére orthonormé fixe du

> >
plan RZ, (O,el,ez). Les coordonnées d'un point P sont notées (x,5), i.e.,

> > >
OP = xe, + ye

1 2°

Soit alors un tr1ang1e_§+de ngmets a](xl,yl), a2(x2,y2), a3(x3,y3), non
a, # 0.

dégénéré, i.e., a 133

13 X2

Les coordonnées cartésiennes (x,y) du point P sont données en fonction des

coordonnées barycentriques (k],kz,l3) par les expressions :

+ A, X

x = Ax 2 * A3%g,

I + sz
(1.2-1)

Y =AYy Ay, t Ay,
Rappelons que

(1.2-2) =X + AZ + A

1 3°

Inversement,

_ (X"‘xz) (yZ—YB) +(X3_X2) (Y“yz)

X] A
(x=x3) (y53=y, )+ (%, =%3) (y-y,)
(1.2-3) { », - 3773771 - 173 3
N (x=x) ) (5,770 +(%,7%) (y-y)

3 A

A = xl(yz-y3)+ x2(y3—y1)+x3(y1-y2)

(] . 2—4) = (Xl -X3) (yz—Y3)+(X2—X3) <Y3_yl )

————»X—y —rx—r .
= (a]a3 a2a3) (el e2) #0



1.3. Paramétresd'excentricité

L'élément fini H.C.T.-complet comporte parmi ses degrés de liberté trois

dérivées normales, calculédes aux milieux b],bz,b des cotés 2533, 333, a a,

3

du triangle K (cf. Figure 1.1-1)

a, 4 a
b[ Cl

Figure 1.3-1 - La géométrie nécessaire pour calculer

3

les paramétresd'excentricité.

Alors les paramétres d'excentricité ( €R) sont définis par les relatioms

Cibi
(1.3-1) n; = 2 ——— , i=1,2,3 ;

a, .a.
i-1"1+1

ces paramétres peuvent étre facilement calculés a partir des coordonnées des
trois sommets du triangle
2 2

K. . D)= Q..
(1.3-2) n, = —=2 3T ia1,2,3,
]
ol
‘, 2 2 .
(1.3‘3) zi = (xi+l-xi—1) + (yi+l_yi_l) ’ 1=]92a3,

désigne la longueur du cOté a, du triangle.

i-13i+1




1.4. Passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté globaux.

Dans la définition des degrés de liberté de 1'élément fini H.C.T.-complet
nous utilisons uniquement la géométrie du triangle. Nous qualifions ces
degrés de libert& de "locaux". Pour procéder a l'assemblage, il convient de
définir des degrés de liberté "globaux", ce qui revient essentiellement

d remplacer les directions des c¢dtés du triangle par les directions fixes

> > .o
des vecteurs e e uls a normer.
1> € P

Les degrés de liberté globauxX attachés aux sommets a., i=1,2,3 :

Aux trois degrés de liberté locaux relatifs au sommet a; du triangle consi-

déré, i.e.,

(1.4-1) v > {V(ai)’Dv(ai)(ai—l—ai)’Dv(ai)(aiﬂ_ai)} ,

on associe les trois degrés de liberté globaux suivants

(1.4=2) v > {v(a,),Dv(a)e, = ¥ (a.),Dv(a.)e, = ¥ (a.)}
’ i’? 1’71 9x ‘Tif? i’72 3y *%if7 e

L'expression des degrés de liberté locaux en fonction des degrés de liberté

globaux est donnée par les relations suivantes :

Dv(a;)(a;_j-a;) a7 v | [ Gy

(1.4-3) =
Dv(a.) (a -a.) X, . —X. y -y. QX—(a.)
i i+l i i+l 71 i+l 71 dy 71

Les dérivées normales aux milieux des c6tés

I1 convient de les normer et de les orienter. Notons tout d'abord que le

—
vecteur c.a, a pour composantes :

i Bt Ul

— X m g Umpxg 7y mpxg

(1.4=4) c;a; = a;-c, = ) :
Yi - '2— (l—ni)y]'..'_l - 7 (1+ni)Yi_l .
Posons
1 1

XCAIL = x, - 5 (I-n.)x. -5 (mdx. .,

(1.4-5) i 2 177141 2 17 71-1

1 1
Yi 7 Uy, -5 Oy, .

YCAL



Alors,le degré de liberté global %% (bi) associé au degré de liberté local

Dv(bi)(ai—ci) est défini comme suit':

%% (bi) = __L,__EEAI_. Dv(bi)(ai—ci) si XCAI # 0,
i |c ||XCA1|
(1.4-6) .
(b)) = —2— AL py(b.)(a;-c,) si XCAI = 0.
i c;a, | |vear] ot

Matrice de passage des degrés de liberté locaux aux degrés de liberté globaux

Soit 4 calculer la matrice carrée D, de dimension 12, telle que

(1.4-7) [DLLC(V)](I,IZ) = [DLGL(V)](]’12)[D](12’12)
ol
[DLCL(v)] = [v(a,) v(a,) v(ay) (a) a,) La) La,)
- - 1 2 37 9x 717 3y "1 3x" 727 3y 2
(1.4-8)
v oV v
3% (33) (33) Bv (b ]) §3é(b2) Bv (b )1,
et
[(DLLC(V)] = [v(a]) v(az) v(a3) Dv(a])(a3~al) Dv(a])(az—a])
(1.4-9) Dv(az)(al-az) Dv(az)(a3-az) Dv(a3)(a2-a3)
Dv(a3)(a‘-a3) Dv(bl)(al—c]) Dv(bz)(az—cz) Dv(b3)(a3-c3)].
Posons
T R T 8 B
(1.4-10) {d.] = , i=1,2,3,
)
Yi-171 Yia 7Yy
et
|coa, | SCAL o XcAT # 0
(1.4=11) mn; = |xcat| , i=1,2,3,
|ca, |81 5 xcat = 0
i% | vcar]

ol les quantités XCAI et YCAI sont définies par les relations (1.4-5) et

ot 172
R — 2 2
(1.4=12) |ciai| = [(XCAI) "+ (YCAI)"] .



i

_]0~

D&s lors,la matrice de passage D des degrés de liberté locaux aux degrés de

liberté globaux, définie par la relation (I.4-7), s'écrit :

]
[o9

(1.4-13) [D]
12%12

I1 s'agit d'une matrice diagonale par blocs.

1.5. Expression des polyndmes de base

Sur chaque triangle Ki’ 1'espace fonctionnel d'approximation est 1'espace

vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3 par rapport 4 1'en-
semble des variables x et y. Grdce aux relations (1.2-1) et (1.2-2),1il est
loisible d'exprimer les 10 mondmes de base & 1'aide des 10 mondmes en Ay
XZ’ A3,homogénes,de degré 3.

On montre alors que les polynomes de base relatifs au triangle Ki s'écrivent

sous la forme matricielle suivante (cf. BERNADOU-HASSAN [1] ou HASSAN [2])

(1.5-1) [Ri] = [A]] X[ A] .
12X] 12%10 10%1

Plus précisément, si l'on pose

o o o
W = . . L+ . M . . .
Kiv V(al) r1,1 V(a1+])rl’1+] v(a1+2)r1,1+2
1 1
+ .J){a. ,-a.)r. . .. ., * .)(a., ,=-a.)r. . .
Dv(al)(a1+2 a1)r1,1,1+2 Dv(al)(al+1 a1)r1,1,1+1

! 1

(1.5-2) *Dv(ag, ) Caymag Dy cay g V008078 DT S ie2
\ 1 ]
*Dv(a;,9)(ay,172549) T Gag a1 Y DV(R 00 (a5ma DTS L g

1
i,i+l1

)r

L
+ Dv(bi)(ai—ci)ri,i

+ Dv(bi+l)(ai+l_ci+l

L
i,i+2 °?

+ Dv(bi+2)(a.+2—c )r

1 i+2

la relation (1.5-1) s'écrit sous la forme indiquée figure 1.5-1.
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1.6. Dérivées des polyndmes de base

Soit & calculer les dérivées des polyndmes de base par rapport aux variables
x et y. Nous procédons en deux temps, et pour simplifier 1'écriture nous

remplagons Ri’Ai dans la relation (1.5-1) par r et A, respectivement :

i) Dérivation par rapport aux AI’AZ’A3 :

2
_dr 2 _ 3% _
En notant Bir = 5% Bijr = 3%y, °onac
1 1 ]
[air] = [A] 5 i) s i=1,2,3 ,
12x1 12x10 1 10x1
(1.6~1)
(82,63, = [A] (522 s i,i=1,2,3
i3t 12%1 H12%x10°1 3 1ox1 3 1eIThe 4

Les expressions des matrices [k],[&ikl,[aijkj sont données dans le tableau 1.6-1.

ii) Dérivation par rapport aux x,y

or or BX] or BAZ ar a>\3

3x ~ 9%, ax 3, 5% * Bk, 0%

I
]
+

o or M ar 9 5r N

+ ’
dy BA] dy 312 9y 8X3 dy

il
+

Ce qui s'écrit, compte tenu de (1.2-3) (1.2-4)

' I
BXr = K-{(yz—y3)81r + (y3—yl)32r + (y]—y2)93r} s

(1.6-2)
1
3 r = K‘{(x3-x2)81r + (xl-x3)82r + (x2—x1)33r} .
- 2 _ 2 _ 2 - .
De méme,comme 3 A, 0,09 A, 0,09 A, =0, i=1,2,3, on a
xx i Xy i yy' i
1 2 2 2
e = ZE'{(yz'y3) AT * (y37y)) Byyr + (y;7y,) 9g4r
1.6-3 - - - -
(1.6-3) + 2(y,7y4) (737508 5T + 2(y37y) (7,77,)8p5T
+ z(yl-YZ) (yZ_Y3)33lr} ’



- A
[Ad [31X] EBZA] [BSK] Callk] [312X] [313A] [Bzzll [323X] [333 ]
- 1T S 1r 170 11 1 T
)\? 3 xlﬂ 0 [ 0 61, 0 0 [ 0 0 0
3 2
X 0 3 A5 0 0 0 0 6, 0 0
A 0 0 322 0 0 0 0 0 6
3 3 3
A% 2 A 0 A2 21 0 22 0 0 0
13 13 | 3 !
2 2 A A2 0 2 2\ 0 0 0 0
) 12 I 2 1
32 A2 222 0 0 22 0 2 0 0
2 M 2 M 2 1
22 0 202 A2 0 0 0 21 21 0
273 273 2 3 2
22 0 A2 20 0 0 0 0 A 21
B 3 372 3 2
22y A2 0 A\ 0 0 2) 0 0 21
3 M 3 37 3 1
XXX A AA A 0 A A 0 A 0
SAUMVA0CT I A N R S F B B JL 3l ie g .JL.]J. .

. . - 2
Tableau !.6-1 : Expressions des matrices L[A], [Bik], [Bijk] .



(o3
=
|

Xy

+

+

(1.6-3)

+

Q
[a]
n

yy

+

1
= XE—{(yz-y3)(x3—x2)8]1r+(y3-y1)(x]-x3)822r+(y1-y2)(xz-x])833r

[(yy7y3) (% =%3) +(y5=y ) (x37%,) 19 ox
[(Y3'y1)(XZ:XI)+(y]-y2)(x]—x3)]823r
[(yl-yz)(x3-X2)+(y2—y3)(xz—xl)]83]r},

A—lz— Lixgmx) %3 T4 (x, —x3)2822r+(x2—x] )28331'

2(x3—x2)(xl—33)812r+2(x]-x3)(xz—xl)823r+2(x2—x])(x3-x2)331r}.

1.7. Interpolation d'une fonction v et dérivées de la fonction interpolée.

Soit WK.V la fonction interpolée sur le triangle Ki' Les relations (1.4-9)

i
et (1.5-2) permettent d'écrire

ou encore, grace

(1.7-1) HK.V =
i

Par suite

~~
~I
|
N
S’
Q
3
<
]

=
<
]

@

3

<
i}

[DLLC(v)] [Ri]

%12 12x1 °?

aux relations (1.4-7) et (1.5-1)

[DLGL ()] ;5007 5y o 0A T ey T2 2

1X12 10%1

[(DLGL(v)] [D] [A.1[3_AT ,
17X

[(DLGL(v)] [p] [A.] [3_A] ,
1 y
[DLGL(v)] [D] [A.] [3__A ,
1 XX
(DLGL(v)] [D] [A.] [3_ A] ,
1 Xy

[(DLGL(v)] [D1 [A.] [5_ AJ .
1 yy



Les matrices colonnes [&xk] et ank] sont définies en fonction des matrices

[BiA], i=1,2,3 (cf. Tableau |l .6-1) comme suit :

1
(3,41 = 1 {(3,7y5) [3, A1+ (33-y ) [3,A D+ (y, -y, [8,A

(1.7-3)

1
EBYX] 5-{(X3-X2)[3]A]+(X1‘X3)[82A]+(x2—x])[83A]}.
On obtient de méme les matrices [3XXX], ESXyA], [Byyk] en fonction des
matrices [allk], [S]ZA], [313A], [Bzzk], [823A], [333A] par analogie avec les

relations (1.6-3) (remplacer r par A).
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2. - IMPLEMENTATION DE L'ELEMENT FINI DE HSIEH-CLOUGH-TOCHER-REDUIT

Dans ce numéro, nous indiquons les modifications qu'il convient d'apporter

aux résultats du paragraphe | pour réaliser 1'implémentation de 1'&lément
fini de HSIEH-CLOUGH-TOCHER réduit.

2.1. Définition de 1'élément fini H.C.T.-réduit :

La définition de 1'élément fini H.C.T.-réduit (K,PK,ZK) est condensée sur

la Figure 2.1-1, les notations &tant similaires 3 celles de la Figure 1.1-1.

1 : :
Py = {peC (¥) 5Ty =p|KieP3(Ki) , 1si<3

avpe P](K') pour chaque cdté K' de K} ;

dim PK =9 ;

ZK = {p(al) ,DP(ai) (ai_l_ai)a Dp(ai)(ai+]'_ai): 1<i S3} ’

a = centre de gravité du triangle K (pour simplifier)

Figure 2.1-1 : Elément fini H.C.T.-réduit
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2.2. Passage des degrés de liberté locaux aux degrés de libertd globaux :

Par analogie avec la relation (1.4-7), nous avons

(2.2-1) [(DLLC(v)] = [DLGL(V)]]

(1,9) 9 [Pl¢9, 9y

(2.2-2) [DLGL(v) ]

[v(a) v(ap) v(a) 3o(a)) $5(a)) $(ay) $w(ay) 3%(ay) 5(ay)],

[DLLC(v)] = [v(al) v(az) v(a3) Dv(al)(a3-al) Dv(a])(az-a])
(2.2-3)
Dv(az)(a]—az) Dv(az)(a3—az) Dv(a3)(a2~33) Dv(a3)(a|-a3)]
et
| @) ]
1
1
d}
(2.2-4) [D] = d2 5
O d5

dans cette derniére expression, les matrices Edi] sont données par les

relations (1.4-10).

2.3. Expression des polyndmes de base

Dans BERNADOU-HASSAN [1], on montre que les polyndmes de base relatifs au

triangle K. s'écrivent sous la forme matricielle suivante :
(2.3-1) [Rydgyy = [A339s oMM 1 0x

De fagon plus précise, si l'on pose




- 18 ~

o o o
v = v(a.)r. . + v(a, . . + . .
T ( 1) i,i ( 1+1)r1,1+1 V(al+2)r1,1+2

1 1
+ Dv(ai)(ai+2—a.)r. + Dv(ai)(ai+]—ai)r.

i771,1,1+2 i,i,i+1
(2.3-2)
1 1
*Oviag, ) @mag DT sar s T VLD (073 0T Gy e

1 i
Y OvQag,p) (a417aa) Ty e e T DV(ag) (a5may 0T L

la relation (2.3-1) s'@crit sous la forme indiquée Figure 2.3-1.
Les dérivées des polyndmes de base s'obtiennent d'une manidre enti&rement
analogue 3 celle décrite dans la section 1.6. En particulier, les relations

(1.6-2) et (1.6-3) restent valables, sans aucun changement.

2.4. Interpolation d'une fonction v et dérivées partielles de la fonction

interpolée
Soit Te V la fonction interpolée sur le triangle Ki' Les relations (2.2-3)

et (2.3£2) permettent d'écrire

(2.4-1) Te V= [pLLC(v)]
i

(R.]
i

1x9 9x1 ?

ou encore, grace aux relations (2.2-1) et (2.3-1)

(2.4-2) me v = [pLGL(w) ]
i

[Dlg'

9 [Ai] (Al .

Ix9 9x10 10x1

Les dérivées de la fonction interpolée MgV sont alors données par

i
aaniv = [pLGL(v)] [p] [Ai] (3.,
Bwaiv = [DLGL(v)] [D] [A.] [8yA] ,
(2.4-3) { 3_m, v = [DLGL(V)] [D] [A,] [®_AI ,
i
BxyﬂKiv = [DLGL(v)] [D] [Ai] [BXyA] s
yynKiv = [DLGL(v)1 [D] [A,] [ayyA]

Pour la définition des matrices [3.AJ , [ByK] s [axxx] s [axyA] R [8yyA] s

nous renvoyons a la section 1.7.



1
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i
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i+2
-laa

4 i+
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3. - RESOLUTION NUMERIQUE DE PROBLEMES DE POTENTIEL ET DE PLAQUES

On va donner deux exemples d'applications de 1'élément fini H.C.T.-complet
(resp. H.C.T.-réduit), le premier est un probléme de potentiel (2&me ordre),

et le deuxiéme un probléme de plaque (4&me ordre).

3.1. Un probléme de potentiel.

Formulation_variationnelle du probléme

Soit § un ouvert borné du plan Rz. Le probléme s'énonce alors :
1 1 .
Trouver U(EHO(Q) tel que pour tout ve HO(Q) on ait

——
(3.1-1) I Vu'Vy dx dy = J f v dx dy,
Q 9]

s o ou> . du =

ou V % e 3y e, » ce qui est(formellement) équivalent &
= Au f,

(3.1-2)
ulr = 0.

Les problémes approchés

La solution u est approchée dans 1'espace discret Vh construit & partir de
1'élément fini H.C.T.-complet (resp. H.C.T.-réduit). Le probléme discret
s 'énonce :

Trouver GheEVh tel que pour tout vhe'Vh,

(3.1-3)
a(ﬁh,vh) ='f(vh).

Les relations (1.7-2) (resp. (2.4-3)) permettent d'écrire sur chaque sous—

triangle Ki :

~

%% Uy

[DLGL (%,)] [P [A;] [3] ,
(3.1-4)

~

Byuh

[DLGL (% )] [D] [A;] [3AD .

La matrice de rigidité é&lémentaire liée & chacun des sous-triangles Ki, i=1,2,3,

est obtenue 3 partir de la relation
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IK [Bxuh Byuh] 3 vy | dx dy

i By vy
(3.1-5) .
T PG i AT 1axi0) ), P 22 T 1one 132 30 T g OX O
i
‘DA, ] IDLGL(v, )]
il10x12 W d12x1

(resp. une expression analogue oii la dimension 12 est remplacée par 9).

L'intégrale peut &tre calculée exactement (on doit intégrer un polyndme de
degré 4) ou bien, &valuée 3 1'aide d'un schéma d'intégration numérique tel
que (cf. BERNADOU-DUCATEL [17)

(3.1-6) ¥ $cP,(K), B = 0,

od ﬁ désigne le triangle de référence, et E désigne la différence entre
1'intégrale exacte et 1'intégfa1e approchée.

Dans la figure 3.1-1 nous donnons un schéma d'intégration numérique véri-
fiant la condition (3.1-6). Ce schéma est extrait de LYNESS-JESPERSEN [11].
On note S-I-J le schéma d'intégration qui utilise I points d'intégration,

et qui est exact pour tous les polyndmes de degré inférieur ou égal a J.

S-6-~4
Coordonnées barycentriques Ordre de Poids (& multiplier par
Ashgshg = 1-4;-2)) multiplicité 1'aire du triangle)
M A2
0.816847572980458 5| 0.09157621350977073 3 0.1099517436553218
0.1081030181680702 | 0.4459484909159649 3 0.2233815896780115
Figure 3.1-1

Schéma d'intégratibn numérique exact pour les polyndmes de

degré 4, 6 noeuds.
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Nous &crivons

L

Z wy ¢ (by) .

f ¢ (x,y)dx dy ~v aire(K,)
K 1

. L
i

D'une mani&re générale, la prise en compte de 1'intégration numérique équivaut

a la résolution du nouveau probléme discret suivant :

Trouver up € Vh tel que pour tout v, € Vh’
(3.1-7)
a (up,v)) = £ (vp)
ol
t :
ap (0o %) = X zt? (IDLOL(u) Tysyp My gypp TPLELGV) T jp0))
<Ln
3
My = M3,
i=]
S t t
[Mi] = [DAi] [alre(Ki) Zzl[wz{[axk ayA] [BXA ayX]} (bz)i} [DAi] s
(3.1-8)<
£, = 1 (DBl gy, CIDLGL(V)T p ) >
Kei%l

L
. : t t
[B;] = aire (K,) 221 fwg £ () T AT 0} TPA T 0yys 5

(resp. une expression analogue ol la dimension 12 est remplacée par 9).

Un probléme particulier

Q

10,10x10,1L,

(3.1-9) £ = 2[x*(1=x)=y(1-y) (1=3x) ].

La solution exacte est alors

(3.1-10) u = x*y(1-x) (1-y).
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Prise en compte des conditions aux limites

Sur la figure 3.1-2 nous indiquons comment s'effectue la prise en compte des
conditions aux limites. A chaque sommet de triangle situé sur la frontiére
est associé un vecteur 3 trois composantes dont les valeurs sont O ou 1.

Les €léments de ce vecteur correspondent respectivement aux 3 degrés de

liberté suivants :

i) La valeur (1) indique que le degré de liberté correspondant est bien

une inconnue du probléme.

ii) La valeur (0) indique que le degré de liberté correspondant est nul
(compte tenu des conditions aux limites) et doit &tre supprimé. Pour
ce faire, on supprime la ligne et la colonne afférente i ce noeud
dans la matrice de rigidité globale ; il est préfarable d'effectuer
cette suppression lors de la formation de la matrice de rigidité élé-

mentaire.




Sur la Figure 3.1-2 nous indiquons les trois types de situations rencontrées

dans 1'étude de notre exemple :

-~

I - sommet sur un cdté paralléle i 1'axe des x ;
2 - sommet sur un cdté paralldle i 1'axe des vy 3

3. - sommet situé en un coin du carré.

Précisons que les degrés de liberté associés aux dérivaes normales aux milieux

des cOtés des triangles situés sur I sont des inconnues du probléme.

y‘
0O 0 0]
T [11]
@[O0 1 0]
5 + > -2
(1] Lo 0O 1] X
Figure 3.1-2 : Prise en compte des conditions aux limites.

Méthode de résolution

Pour résoudre 1le systéme d'équations lindaires simultandes & matrice
symétrique définie positive, nous employons 1la méthode de factorisation

de Cholesky (cf. BERNADOU-BOISSERIE 1.

Résultats numériques :

Soit N un entier supérieur ou égal a 2. A chaque valeur de N nous associons
une triangulation du carré i 1'aide de triangles rectangles isocéles dont
I )

les cOtés ont pour mesure NN N (cf. Figure 3.1-3). Le probléme appro-

ché est résolu successivement pour N = 4,8,12,16,
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L 4

Figure 3.1-3 : Exemple de triangulation du carré dans

le cas N=4.

Sur le graphique 3.1-1 nous indiquons les variations, en fonction de h, des

erreurs relatives

9 u-9

u-uy
_ _ X X . . 1 1

Er(u) =3 s Er(ux) = *-5;5———I calculées au point (53 Ea.
Le tableau 3.1-1 (resp. 3,1-2) contient les résultats numériques obtenus i

1'aide de H.C.T.-complet (resp. H.C.T.-réduit).

Les essais numériques ont &té réalisés sur des ordinateurs CII/IRIS-80 et

IBM/B 168.




- 26 -
= H,C.T.-C.
3 -=-= H.C.T.-R.
Er(ux)x 10
300 4 4
6 ] ’
E_ (u)x10 /
x /
/
1500 4 /
/
/
/
/
100 L 0
/
/
I
1000 J /
/
50 4+ x
/
/
//
200 { /
20 4
100 |
50 - I
/
|
/
’,‘ 104
10 4 !
/
|
5 *
%5 1 1 |
16 8 A - - L
4 24 16 8 A
(D) (IT)
Graphigue 3.1.1 — Probléme de potentiel

L'erreur relative au point (%3%) (coordonnées semi-logarithmiques)



1. 6.6 13y g
1 Nombre u(2,2)~ 0.03125 ux(2,2) 0.0625 Er(u) E, (ux)
= — dréié- < --
N . . ,
ments w u u-u I uotu
u
u
X
1/2 8 0.03036326209 0.05502723817 0.028375616 0.119564192
1/4 2 0.0312022062k 0.06344213994 0.001529408 0.0150T4224
1/6 T2 0.03124080863 0.06278352599 ' 0.00029% 124 0.0045364
1/8 128 0.0312471030% 0.06259999996 0.000092704 0.001599984
1/10 200 0.0312488162 0.06254233565 0.000037882 0.00067737

Tableau 3-1-1

Probléme du potentiel
H.C.T.-complet

Le solution du probléme du potentiel au point (%x%)

E_(u) = 0.476 pt- 112

_ 3.180
Er(ux) = 1.172 h

—LZ—



_ 11, 11, .
1 g?gbfe u(2,2)—0.03125 ux(g,e) 0.0625 Er(u)_ E_ (ux)
o= éle- o —
N ments
u.h uhx u—u.h ux-uhxl
u
u
X
1/2 8 0.03049 148147 0.06302432426 Y. 02Lk272593 0.008389188
1/4 32 0.03120520189 0.0645031809 0.00143354 0.032050894
1/8 128 0.03124730993 0.063006587T 0.000086082 0.008105403
1/12 288 0.03124947138 0.0627339257 0.000016918 0.0037kL281
1/16 512 . 0.031249833 0.0626253187L 0.00000534Y 0.0020051

Tableau 3-1-2

Probléme du potentiel
H.C.T.-réduit

La solution du probléme du potentiel au point (%;%)

E_(u) = 0.398 n**®

- 0.852
E (u) =0.035h

_82_



3.2, Un probléme de plaque :

Formulation _variationnelle du probléme

. - 2 . P
Soit §1 un ouvert borné du plan R“. Le probléme s'énonce alors :

Trouver uezHi(Q) tel que pour tout ve Hi(Q) on ait :

3

Ee 5 {(l—v)[uxxv +2

—_— xx 2%y Yoy P ULV ]
Q 1201-v2) Y Xy Yy yy

3.2-1)
. +v[uxx+uyy][vxx+vyy]}dx dy = Jva dx dy ,

ol E,v,e désignent respectivement le module de Young, le coefficient de
Poisson et 1'épaisseur de la plaque. Si 1'on suppose, pour simplifier,
que ces trois paramétres sont constants, alors le probléme (3.2-1) est
(formellement) équivalent aux équations

3
-——Eé—i—-Azu =f dans Q ,
12(1-v7)

u = %E'= 0 sur ['=0Q .
n

(3.2-2)

Soit Vh l'espace discret construit & partir de 1'élément fini H.C.T.-complet

(resp. H.C.T.-r2duit). Le probl@me approché s'énonce ainsi

Trouver Gh €V, tel que pour tout v, €V,
(3.2-3)
a (u,v,) = £(v) -
Les relations (1.7-2) (resp. (2.4-3)) permettent d'écrire sur chaque sous-triangle

K.

;
axﬁh = [DLGL(Gh)][DAi][aXA] ,
ayﬁh = [DLGL(ﬁh)JEDAiJ[ayAJ s

(3.2-4) 9 exUp = [DLGL(d, ) I[DA; I3 AT ,
axyﬁh = [DLGL(Gh)][DAijtaxyA] ,

= [DLGL(ﬁh)][DAi][ayyA] .

@
«
<
=F
|}
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La matrice de rigidité &lémentaire liée 3 chacun des sous- triangles K

i=1,2,3, est obtenue i 1°' aide de la relation suivante

3 1 0 v v
Ee - . . XX h
__—__—E_'[ <xh axyuh ayyuh] 0 2(1-v) o Sx vh dx dy
K 12(1-v7) v 0 1 )
i yy'h
~ Ee3
= [DLGL(&)1,,,, (DA, Jm]o [K aah Pt Gt 400
(3.2-5) < t
1 0 v
t
0 2(1-v) © [axxx Bxyk Byyk] 3x1g 9% dy “Ipa, ]]0x12 X
Vv 0 1 3x3
S[DLGL(v, )]
Yh 12x1

(resp. une expression analogue ol la dimension 12 est remplacée par 9).

Lorsque E,e,V sont constants, l'intégrale peut &tre calculée exactement
(on doit intégrer un polynOme de degré 2). Dans le cas général on utilise un

schéma d'intégration numérique tel que :
(3.2-6) w ¢ ePZ(K) s E(¢) =

ol K désigne le triangle de référence, et E désigne la différence entre

l'intégrale exacte et 1°' intégrale approchée (cf. BERNADOU [13).

Dans la figure 3.2-1 nous donnons un schéma d'intégration numérique classique

vérifiant la condition (3.2~6).



5-3-2

Coordonnées barycentriques Ordre de Poids (3 multiplier par
(A],XZ,X3 = l—kl—Kz) multiplicité 1'aire du triangle)

Al AZ

1 1 1

3 5 3 3

Figure 3.2-1

Schéma d'intégration numérique exact pour les polyndmes

de degré 2, 3 noeuds

Ainsi,la prise en compte de 1'intégration numérique &quivaut 3 la résolution

du nouveau probléme discret suivant :

Trouver uh(th tel que pour tout v_ eV

h€'h’
(3.2-7)
ayp (uv) = £ (v
ol
- ) t
ap (y5vy) = ‘ %f (CDLGL(up) 1y qp [Mygyyp [DRGLMVIT 5 ) s
3 © "h
M= § ],
i=1
L o3
[Mi] = [DAi] [alre(Ki) QZ] wl {TEIT:GE;' Eaxxl axyl ByyX]
(3.2-8)

t t
[axxk axyx ayyxj}(bﬁ)] [DAi] R

£(v) = ) _([B]

t Ny - —
Lo (PLEL O35

1x12

-2

R
T Z [B.7,

- T t t
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(resp. une expression analogue ot la dimension 12 est remplacée par 9).

Un_probléme particulier

£ = 10,1[x10,1L , (E,e,v = constantes),
2Ee 2 2 2 2 2 2
(3.2-9) f = —————5-[3x (1-x)" + 3y7(1=-y)" + (1-6x+6x )(l-6y+6y ¥l .
3(1=-v)

La solution exacte est alors
(3.2-10) u = xz(l—x)2 y2(1_y)2.

Prise_en compte des conditions aux limites

Pour le problé&me continu que nous considérons (plaque encastrée) les conditions

aux limites sont :

du

u =5

=0 sur T = 3Q,

ce qui revient 3 annuler tous les degrés de liberté situés sur la frontisére

I' = 93Q (cf. Figure 3.2-2).
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'y
y
1 (o0 0 O
TL0]
®Lo o o]
0 t © -
X

LolCLoOoO 0 07 1

Figure 3.2-2 : Prise en compte des conditions aux limiteg

(resp. les valeurs des dérivées normales aux milieux des cBtés ne figurent pas).

Résultats numériques

Nous utilisons la méme méthode de triangulation et la méme méthode de résolution

que pour le probléme du potentiel.

Sur les graphiques 3.2-! nous indiquons les variations, en fonction de h,

des erreurs relatives

qu—axuh

int (—I-L)
Bxu au poin 5

u-
. 11
———u——l au point ('2-,-2—) et .Er(ux) =

Er(U) =

Le tableau 3.2-1 (resp. 3.2-2) contient les résultats numériques obtenus 3 1'aide

de H.C.T.-complet (resp. H.C.T.-réduit).

Les essais numériques ont &té réalisés sur des ordinateurs CII/IRIS 80 et

IBM/BI168.



E
r

(u)x10°

100 ¢

50 4

204

10 |

1/4

Er(ux)xlo
700 }
/ﬁ

200) - |
100 L

50+

20}

H.C.T.C.

h 111
1612 8

’ 178

- : ine (L1
I : L'erreur relative au point (2,2)

: Probléme de plaque

I1 :

Graphique 3.2-1
(Coordonnées semi-logarithmiques)

~f—

. . 11
L'erreur relative au point (23Z)

_17€_



A R R R
1 ﬁ??f;f u(2,2) = 0.00390625 ux(h,h)—0.006591796875 Er(u)_ Er (u )
h =<
N ments 3 3 .
u.hx 10 uhxx 10 u—uh ux-uhx
: - ;
u
X
1/2 8 1.121639333 - 0.71286033 - :
1/4 32 3.L6721192 6.461638429 0.112393749 0.019745519
1/6 T2 3.841935967 - 0.016L4387925 - _
1/8° 128 3.88722026 6.617887845 0.004871613k4 0.003958097
1/10 200 3.8989105k49 - 0.001878899456 . , -
1/12 288 3.902784505 6.591918537 0.000018457

0.00088716672

Er(u) = 1k.014 n

Tableau 3.2.1

Probléme de la plaque

H.C.T.-COMPLET
N
3.828

_gs_



Nombre u(%;%) =3.90625x10 "3 ux(%3%)=6.591796875x10_3 E_(u) E_ (u)
1 d'éele- B . :
h =— ments -
N . 3 3
uh x 10 uhx x 10 u - uh ux - uhx
u )
X
1/4 32 3.39655601 - . 0.130481661 -
1/6 T2 3.608720771 - 0.076167483 -
1/8 128 3.73229907h 6.400034375 0.044531456 0.06900029
1/10 200 3.79322577 - 0.028934203 -
1/12 288 3.827163725 6.51479753 0.020246086 0.031118389
1/16 512 3.861442069 0.01147083 0.006537006

6.548706259

Tableau 3.2.2.
Probléme de la plaque
H.C.T.-REDUIT

E_(u) = 1.689 n*T77

_9£‘_
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