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RESUME

Ce travail est formé principalement de deux parties : d'une part on donne quelques
compléments sur les méthodes d'étude de la variation de la solution d'un probléme
elliptique en fonction du domaine géométrique ; d'autre part on montre comment ces

méthodes permettent 1'étude locale d'un probléme 3 interface libre issu de la phy-
sique des plasmas.

SUMMARY

This work contains two parts : firstly, we give some results concerning domain
variation techniques for elliptic problems ; secondly we show how these techniques
fairly apply to the local study of a free-interface problem who arisesin plasma
physics.



INTRODUCTION

1 . . . . ~
Ce rapport( ) est le premier d'une série de trois sur la perturbation des Problé-
mes 3 Frontiére Libre (P.F.L.). Ces travaux utilisent une méme méthode dont
1'idée principale est de prendre pour inconnue la fronti&re libre du probléme.

A cet effet, il est nécessaire de disposer d'outils aptes 3 1'&tude des variationms
de cette fronti&re. Nous présentons donc une premidre partie consacrée & 1'éla-
boration de tels outils qui sont en l'occurrence des techniques d'étude de la
variation de la solution d'un probléme aux limites lorsque la frontiére est
perturbée.

La seconde partie utilise ces outils pour étudier un P.F.L. issu de la physique
des plasmas qui peut &tre décrit de la mani&re suivante :

Dans un domaine @ de frontiére I' on cherche une "fronti&re" y et une fonction u
définie sur Q telle que () est une constante positive donnée)

u e H(Q)
Au = - X u dans QY limité& par y (Figure)
Au = 0 dans Q\Q

& " ;
u=1surl r
u = 0 sur Y.

Le but de ce travail est d'@tudier la correspondance
(%) (A, T) = (v, u).

Nous montrons 1'existence et la régularité locales de la correspondance (*);
nous exhibons ses dérivées premiéres, ce qui permet d'écrire des conditions

nécessaires d'optimalité pour un probléme de contrdle optimal dans lequel la
frontiére libre est observée.

Une troisiéme partie est consacrée 3 quelques remarques sur les branches de bi-
furcation du probléme précédent.

(1) La majeure partie de ce travail a fait l'objet d'un exposé au séminaire
d'Analyse Numérique d'Orsay en janvier 1978,



Bien qu'entrepris indépendamment, ce travail est trés similaire du point de vue
méthodologie & celui de J. SIJBRAND [1]; toutefois, le probléme 3 frontiére
libre est posé ici de manidre sensiblement différente et nous pensons avoir mis
en évidence certains points de vue int&ressants (Contrdle Optimal, régularité,
branches de solutions).

Citons aussi une &tude du méme type effectude par B. NICOLAENKO, R. TEMAM [1]
annoncée dans R. TEMAM [3].

En ce qui concerne le point de vue bifurcation, on trouvera une approche différente
dans M. SERMANGE [2].

Le plan est le suivant
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1. QUELQUES TECHNIQUES EN CALCUL DES VARTATIONS
PAR RAPPORT AU DOMAINE

Ce paragraphe est destiné 3 familiariser le lecteur avec un certain nombre de
techniques classiques ou dérivées de B. PALMERIO, A. DERVIEUX [1,2], que nous
développons ici afin de les utiliser dans les paragraphes suivants ainsi que
dans les rapports qui feront suite & celui=-ci.

Le probléme de la variation de la solution d'un probléme aux limites par rapport
au domaine géométrique n'est pas nouveau : les premiers travaux sur ce sujet
semblent remonter & J. HADAMARD [1]. Citons comme contribution importante la
méthode des variations intérieures de P.R. GARABEDIAN, M. SCHIFFER (cf.

P.R. GARABEDIAN [1]).

Pour des travaux récents on pourra se référer 4 J. CEA et Al.[1], D. CHENAIS [11],
A.M. MICHELETTI [1], F. MURAT, J. SIMON [1,2,3], O. PIRONNEAU [11],
B. ROUSSELET [11], J.P. ZOLESIO [1].

Nous commencerons dans le paragraphe 1.l par étudier en détail le cas de domaines
limités par des courbes paramétrées en coordonnées polaires (domaines étoilés).
Nous ferons par la suite tré&s souvent référence 3 ce contexte qui est nettement
plus '"parlant", autant du point de vue de la simplicité des démonstrations que

du point de vue de la clarté de 1'énoncé des résultats.

Dans le paragraphe 1.2., on étend les méthodes du paragraphe 1.1. d& des ouverts
simplement connexes; on montre d'une part comment on se raméne au contexte étoilé
et d'autre part on introduit un autre type de repérage.

Ce second type de repérage est repris et développé dans le paragraphe 1.3 dans un
cadre plus général.

Les paragraphes 1.1. et 1.3. sont plus spécialement destinés a 1'étude qui consti-
tue la deuxiéme partie de ce rapport. Le paragraphe 1.2., qui prend logiquement
place dans la premiére partie, n'est utilisé que dans les rapports qui feront
suite & celui-ci et peut donc €tre sauté en premiére lecture.

Pour alléger 1'exposé on a mis en annexe les calculs techniques qui ne nous
semblent pas utiles & la compréhension des points principaux.



1.1. REPERAGE D'UN DOMAINE ETOILE DANS LE PLAN

o e " el +
1.1.1. Définition du repérage. Propriétés des espaces ¢t

On note T le tore de dimension |

T = R/Zn z

fet s . 2 PP +
Définition 1.1. - Nous dirons qu'un ouvert @ de R” est &toilé de classe CY'®

(L elN, 222, ge ]0,1[) si il existe un élément y de CQ+QCE) (1) tel que

Vo € T, ‘Y(G) > 0
(1.1) 9
Q= {(r cos 8, r sin §) ¢ R” tel que r < v(g)}

v(8)

X8

Fig. 1

e e 2 . o e e +
Définition 1.2. - Une courbe dans R” est une frontidre étoiléde de classe C2 a

. . s e L+
si elle est la frontiére d'un ouvert &toilé de classe C .

. . P L+ .
Proposition l.1. - Soit Q un ouvert &toilé de R2 de classe C ~ et B un disque

ouvert le contenant; alors il existe un opérateur de prolongement linéaire

. f+a = 2+ - . .
continu de C () dans C 0L(IRZ); la proposition est vraie aussi pour le

complémentaire de Q.

. ~ - N L+
(1) Pour un domaine fermé borné E de R, pour £ ¢ N, o ¢ 10,1[, C* (E)
désignera l'ensemble des fonctions dont les dérivées d'ordre inférieur ou

€gal 3 2 sont continues et bornées et dont la dérivée %-iéme est Holdérienne

.. L+a R
de coefficient o3 C (E) sera muni de la norme

f(x) - £(y)

|-y |®

Max |DB f(x)| + Sup
(E) |8]=e X,y€E
x€E x#y

ey,




Démonstration - Pour le demi-espace : le prolongement par réflexions classique
(cf. par exemple J.L., LIONS [1] p. 45) convient trivialement pour a = 0;
pour a > 0, on remarque que (en notant $ 1'opérateur de prolongement par réflexions)

IDZ u(x) - Dz ?u(y)| < jD'Q u(x) - D'Q u(z)l . [Dz @u(z) - D'Q .(Pu(y)]

[x - y|® |x - 2|* |z - y|®

X, ¥, 2z différents deux 3 deux
z €9
Max (|x - z|, |y - z|) < |x - y]|.

Pour le cas général : nous nous ramenons au demi- —-espace par cartes locales en
utilisant le lemme suivant (classique et trivial).

Lemme 1.1. -~ Supposons que & 2 1; Soit B une boule de R2 et T une fonction
vectorielle vérifiant

T e [c* (B)1?
(1.2) T est une bijection de B dans B et

T-] c 2+a (B)]

alors @~ @ 0 T est un automorphisme de e (B). @

Définition 1.3. - Les fonctions T vérifiant (1.2) seront appelées simplement
2+a

difféomorphismes de classe C

1.1.2. Existence de difféomorphismes

Notation :

P 2+,
Nous noterons désormais Q un ouvert &toilé de classe C admettant y comme

reEerage au sens de (1. l) Nous confondrons par la suite la frontiére 30 et son
repérage Y. Y

L. P +
Proposition 1.2. — A tout couple (Q ,Q ) d'ouverts &toilés de classe C2 ¢

on sait faire correspondre un dlffeomorphlsme T(y,y ) de classe C o tel que

T(y, Y*) (QY) = Qy*

-— * .
et tel que T et T : dépendent analytiquementde y et y pour les normes suivantes

Pra ()42

L+a £+a

C (T) * [C
pour toute boule fermée B de R2.

@) x

Démonstration - Posons (en coordonnées polaires)

*
(1.3) TG (5, 0) = ([ =) + o) LT o)




avec
Ped®) , Pkx) 20
Px) =0 Vx<e ;0 =1 Vx > 2 ¢
Q' (x) > 0, Vx £ <X <2c¢
d'ol la régularité de T ; celle de ']?-.l provient de
T (v = TG, ). Z

On démontrerait de maniére analogue la proposition suivante :

2+a

.. . * o e
Proposition 1.3, ~ Considé&rons n ouverts QY (xresp. QY ) étoilés de classe C
i i
emboités de la maniére suivante (voir Fig. 2)

> ( SR
Yi 7 Yi-y MEESR- Yy 7 Y o

alors on sait faire correspondre un difféomorphisme T(Yl... Yy YT"' y;)

* *
tel que T(yl,... Yoo Yoo yn) (QY-) = Q

. x
1 Yl

et qui dépend analytiquement de (y],... y;) pour les normes

2 — .2
[c**® @y1®® » A (@)
pour toute boule fermée B de Rz. @
Y3
Yo
Yy
T(Y],YZ,Y3,Y],Y2,Y3)
*
Y2
*
"

Fig. 2

1.1.3. Dérivabilité du probléme de Dirichlet transporté (variations intérieures)

. . + 2 P . .
Soit f une fonction de CQ 0t(R ); d tout &lément Y partout strictement positif de

+ . P
* ®(T) nous savons faire correspondre un domaine QY défini par (1.1) et la solu-
tion zD(Y) du probléme de Dirichlet pour 1'opérateur de Laplace dans le domaine

Q
Y



AzD(Y) f dans QY

(1.4)

zD(Y) 0 sur QQYE Y .

Nous nous proposons d'é&tudier la dérivabilité de zD(y) par rapport & y. Si -
grace au repérage - la frontiére y est dans un espace de Banach fixe, par contre

. . +
zD(y) est a priori dans 1l'espace C2 o

(QY) qui dépend de y! On congoit donc qu'il
y a des difficultés a traiter ce probléme tel quel, et nous allons &tudier

d'abord la dérivabilité de la fonction transportée en espace fixe ;D(y) définie par

(1.5) zp(n) = 2p() © Ty, 1)

oi T est défini comme dans la proposition 1.2 (Fig. 3), et ol Y, est une frontiére

fixée - en général la frontiére au voisinage de laquelle nous étudierons la
dérivabilité.

0r)
A
Y

o
Fig. 3
Proposition 1.4. (Dérivabilité) - Supposons que f soit une fonction de
L=2+k+0 ,. 2 . . . P, L+a
C (R™) (k entier 2 1); alors au voisinage de tout &lément Yo de C ()

partout strictement positif, l'application

Y ;D(y) défini par (1.5)

k
est de classe C pour les normes

C£+QCE) N C2+a(QY ).

[o}

Démonstration — La fonction zD(Y) vérifie une &quation transportée de l'équation

(1.4) dont zD(Y) est solution et qui s'écrit (en posant T = T(YO, Y))

div []det DT| o~} . o' . grad ZD(y)] = |det DT| foOT

1.6 d Q
(1.6) ans @

z (y) =0 sur 30
Yo

Dans ce systé@me les coefficients (toutes dérivations effectuées) dépendent de
=240 ——, .
OL(QY ) & travers T(YO, Y) et

o

T_](Yo’ y) lorsque Yy varie dans un voisinage de Yo (Proposition 1.2).

. as . PO, -2+k+ 2
Considérons le second membre : si f est un é&lément de Cl 2+k 0L(R ), alors

‘o ® L+
maniére C de y pour les normes C oL('JI‘) »> C

1'application Y+ £ O T(Yo,y) est de classe Ck pour les normes



L+o N C£-2+a

C (T) (2 ) : c'est une propriété de dérivabilité de 1'application
o

(T,f) > £ O T qui fait 1'objet du lemme suivant démontré en Annexe 2.

. s epm . +
Lemme 1.2, - Soit To un difféomorphisme de classe C2 % et ¢, une fonction de

+k+
C2 k 0‘(IRZ); pour couple de boules B, Bl de Rz il existe une boule B2 de mz et un

. . +o s |42 =
voisinage UKQE Cﬂf ¢o) dans [C2 a(BZ)] X Cz+k+a(B) tels que l'application

(1.7) (T,0) +» Qo T

k .
est de classe C dans Wpour les normes suivantes

+q, 3 2 + = + i
(31" x ) MeE) B

Nous savons d'autre part (c'est une conséquence des estimations de SCHAUDER,
cf. AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [1]) que le systéme (1.6) définit un isomorphisme

+ -2+ +

de ¢*"®(g ) dans c* %o ) x Mg ) Nous pouvons donc appliquer le

(o] Yo YO'

théoréme des fonctions implicites classique (cf. par exemple J. DIEUDONNE [1]
P. 275) et en déduire la conclusion de la proposition. %
7.

Remarque 1.1. = Il est &vident que le résultat de la Proposition 1.4. est optimal
du point de vue des indices des espaces.

Remarque 1.2. -

(1) On obtient facilement un résultat analogue pour le cas d'un opérateur &

. . . . . . . . L=2+k+0, 2
coefficients variables : il suffit que les coefficients soient dans C k R7)

pour avoir une conclusion identique (utilisation du Lemme 1.2).
(ii) On montre de mani&re identique la dérivabilité de
(£, v) = z;(v)

. k
qui est de classe C pour les normes

2=2+k+q = 2+acm) 4o = )

C (B) x C + C (QY

. (o]
(B boule de Rz assez grande).

Remarque 1.3. - (Différentiabilité par rapport au difféomorphisme)

Intéressons-nous 3 la régularité de 1'application

T = ;D(T) solution de (1.6);

~

En appliquant le théoréme des fonctions implicites & 1'application

(T T2) > T] oT, -1

1° 2 d
(utilisation du Lemme 1.2), on montre que 1'application

T 1]

1 . .
est de classe C au voisinage de To pour les normes



@, 1% - e )

Nous en déduisons, par un raisonnement analogue 3 la démonstration de la proposi-
tion précédente, la dérivabilité de l'application :

T - zD(T)
qui est C] au voisinage de To pour les normes

Tras . (n
Y

(o]

[c£+‘+“(§2)]2 5 C

N

~ .
Nous ne donnons pas ici l'expression de la dérivée de z_(y) pour les deux raisons
P P &Y

suivantes : cette expression est compliquée (voir B. PALMERIO, A. DERVIEUX [2])
et d'autre part nous ne nous en servirons pas ! En fait, cette dérivabilité dé-
montrée, nous allons en déduire celle de zD(y) en un certain sens et ne plus nous

servir de ;D(Y)'

1.1.4. Dérivabilité du probléme de Dirichlet initial

Proposition 1.5. - Plagons-nous sous les hypoth&ses de la Proposition !.4 mais
avec de plus

2 =2k

P + . ., . .
alors pour tout &lément de Cz OL(’.[‘), artout strictement positif, il existe
p Yo P P

un prolongement ED(y) dans Rz de zD(y) vérifiant

(i) ED<y>lQY = zp(y)

ii) pour toute boule B de Rz

Yy = ED(Y)

k . .
est de classe C au voisinage de Y, pour les normes

L+a

ey 5 kYo gy |

Démonstration - La Proposition 1.!. appliquée dans QY nous garantit 1l'existence
o

d'un prolongement g’zD(y) dans Rz de zD(Y), de classe Ck par rapport d Yy pour les

normes

o+ Lta, =
@y > ¢TMNE )

posons
(1.8) z,(v) = [Pz (v ° T(v, ¥)]

- ' . . . ~ Lt+1+0 =
(1) Ce résultat n'est pas optimal du point de vue suivant : zD(T) € C (QY ).

o
. P . . . -1
Voir F. MURAT-J.SIMON [3] pour une métrique faisant intervenir T et T .
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(comparer avec (1.5)); une nouvelle utilisation du Lemme 1.2 condult a la conclu-
sion de la Proposition 1.5. 2
/2

Remarque 1.4. - Nous verrons dans le Paragraphe 1.1.5. (Remarque 1.6) que ce ré-
sultat est lui aussi optimal (cf. Remarque 1.1).

Remarque 1.5. - On compléte la Remarque 1.3 : on montrerait de la méme fagon que
1'application :

- ~ -1
T » z(T) = [?zD(T)] oT
est de classe C] pour les normes

2+l+a L-1+a

3,7 wc ( B).
1.1.5, Formule de Hadamard
Proposition 1.6. - Plagons—nous sous les hypoth&ses des Propositions 1.4 et 1. 53
501ent 8Y un accroissement de la frontiére et Z la restriction & QY de la d1fferen—~
dz
tielle 3?2 . 8Y ; alors Z vérifie
AZ = 0 dans Q
(1.9) - Y
0z (y)
Z=- .
5T §Y sur BQY

Démonstration - Nous utilisons la Proposition 1.5 qui nous permet de dériver par
rapport 3 y 1'égalité suivante

V(PI’ (Pz 5 Cm(IR ),

(1.10) _ )
\ IQY[A zD(Y)' - f] 9, dx + /Y zD(y) ?, do = 0 .

Tous calculs faits (soit directement, soit en appliquant les formules des lemmes
de mécanique &noncés en Annexe | en prenant V = r = vecteur radial unitaire) on
obtient :

Vo 9, ¢ CC®%)

dzD dz
(1.11) [ 0 02w . o ax o[ 0, 22w ey 4
Y Y

dy
3z (v)
f ¢2 or Sy do

N

d'ol (1.9).

Remargue 1.6. — Le systéme (1.9) prouve que la Proposition 1.5 est un résultat
optimal (la dérivée de z,, par rapport d vy a la régularité du gradient de z )
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1.2. REPERAGE D'UN DOMAINE SIMPLEMENT CONNEXE DU PLAN

Nous pouvons affaiblir 1'hypothése d'étoilement de 1l'ouvert { en la remplagant
par la suivante :

Hypothése sur le domaine Q : Nous supposons que ( est borné locale-
ment, d'un seul coté de sa frontiére 35, laquelle est une variété

+ . . . . .
(1.12) de classe c¥'® de dimension 1; nous supposons aussi qu'il existe
un difféomorphisme = de Rz dans RZ de classe C tel que E(Q) est
stoile()
. . + .
Définition 1.4. - Nous dirons que ( est simplement connexe de classe ctra g

1'hypothése (1.12) est vérifiée.

Méthode : Par transport dans E(Q) nous nous retrouvons dans le contexte précédent -

avec des coefficients variables mais de classe Cw; nous appliquons la Remarque
1.2, et tous les résultats précédents sont encore valables. Grice au contexte
€toilé nous savons construire une famille de difféomorphismes TI(Y) dépendant de

- L - - . . - . - .
maniére C du paramétrage y(défini dans le contexte &toilé) qui permettent de
faire varier 1'ouvert Q; il est possible alors d'utiliser les lemmes de mécanique

-

(Annexe 1) pour dériver la fonction 2z, par rapport 3 ces difféomorphismes dans le

contexte initial (non &toilé). Cependant, il est plus intéressant de définir les
variations de 3Q directement dans le contexte non &étoilé initial : c'est le but du
Paragraphe 1.2.2.

1.2.2, Définition d'un repérage dans la géométrie initiale

Nous nous proposons d'étendre le repérage du Paragraphe 1.1. en définissant des
perturbations du domaine au voisinage de sa frontiére. Un tel repérage ne sera
plus global mais seulement défini localement c'est-d-dire pour des domaines assez
proches d'un domaine Q -fixé 3 1'avance. Nous avons d'abord besoin du résultat
suivant

Proposition 1.7. - Si Q est un ouvert simplement connexe de classe
e —_

(2 e N, 222, a €10,1[), alors il existe un ouvert @ et un champ de vecteur

V défini sur I tels que

(1.13) (i) Ve [c7(30 )17

(ii) V X e 32_, V(X) n'est pas tangent 3 3Q_, c'est-a-dire en

notant nw(X) le vecteur normal 3 3Q_ en X, unitaire et

dirigé vers 1'extérieur de 9

(1.14) <V(X), n_(X)> # 0

(iii) 9 € tel que Vt ¢ 1- e, e[, VXl, Xze 30 X] # X2 on a

(1) I1 en résulte que O est simplement connexe.
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(1.15) Xl + tl V(Xl) # X2 + t2 V(Xz)
(iv) Il existe un élément Y, de Cz+a(89w) unique vérifiant
(1.16) Y < e
| °|L“(anw)
tel que 3 se paramétre ainsi
(1.17) 0 = {X = X_+ yo(Xw) V(X)) avec X_ « anm}
(v) V n'est jamais tangent 3 3Q, c'est-d-dire que si nous no-

tons n(X) le vecteur normal d@3Qen X unitaire et dirigé
vers 1l'extérieur de Q, on a pour tout point X de 39

(1.18) <V(X), nlX_ + y_(X) V(X)]> # 0.
O

. - ’ o .
Idée de la démonstration. Considérons un ouvert Qm de classe C suffisamment

+ .
proche de @ pour la topologie de la convergence dans CQ ¢ des fonctions dont les
()

frontiéres 3Q et e sont localement graphes . Soit n_ le champ de vecteur

défini sur 3Q.,normal 3 cette frontiére, unitaire et dirigé vers 1l'extérieur de

- o - - » i3 - 3 .
Qw (supposé& borné); alors n_ et @ veérifient les conclusions de la proposition.
7]

Sous les conditions de la proposition précédente nous pouvons introduire le

L+a

repérage sulvant : pour tout &lé&ment y assez petit de C (BQm), la frontiére

perturbée aura pour expression

(1.19) BQY = {X = X + (Yo + Y)(X) V(X ); X e a0}
Remarque 1.7. - C'est dQ_ qui constitue ici le support du repérage, bien que le
voisinage considéré soit un voisinage de BQY . 2

o ]

Ce repérage est en fait équivalent d celui décrit en 1.2.1, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 1.8. - Soit (Q, Q , V) un triplet conforme i la Propositionl.7, alors

(o]
il existe un difféomorphisme = de classe C et un voisinage 2£‘§3 aq  tels que

(i) U ={X=X +tV(X); X e3Q ,tel e, e[} €>0
(ii) M < U et 5(Q), E(Qw) sont étoilés,

(iii) VX_ed, ,Vte Je,el,
E(xoo + t V(Xw) = E(Xco) +tr

-+ . . . . —
ol r est le vecteur radial unitaire issu de :(Xm).

(1) Au sens de J. NEcas [1].
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Démonstration - D'aprés la Remarque 1.7 , 1l'ouvert Q_ est difféomorphe (c*) a

un ouvert &toilé et donc (vu sa régularité - voir la Proposition 1.2) diffé@omor=

phe () du disque unité D de Rz; Soit g, un difféomorphisme de classe c” tel que
Eo(Qm) = D.

Le paramétrage canonique de 9D sur [0, 2m] induit un paramétrage sur 3Q via Eo

3, = 1{X_ = Sol (cos 6, sin 6), 6€ [0, 27]}

Dans une premiére &tape, on construit le difféomorphisme E entre les couronnes

Il

A

i X +tvV(X) ;X ed2, ,te I e, e[},

+
A {Eo(xw) +tr;X €30, ,te I-e, el}.

2
Pour cela on pose :

=71 ((1+¢) cos 6, (1+t) sin 8) = E;](cos 6, sin 0)

+ t V[Egl(cos 8, sin 8)]

I

alors E est un difféormorphisme de classe ¢” entre Ay et b,.

Dans la seconde étape, on prolonge % & l'extérieur de la couronne A,; cela est
Pe, P 1

facilité par le fait que nous pouvons nous ramener 3 deux contextes étoilés via
le difféomorphisme Eo.

Raisonnons donc entre deux contextes étoilés : les couronnes Al et A2 sont limi-

- ‘e o ea ee e in ext
tées par des frontiéres &toilées (Définition 1.2) que nous notons Yi o Y[ s

i ex . < . .
ant, Y, t (cf. Fig. 3); Ni est la composante connexe non bornée du complémentaire

de Ai’ Bi est la composante connexe bornée.

Voyons par exemple comment on prolonge EZ dans B1 : nous savons (Proposition 1.2)

3 o . .
construire un difféomorphisme de classe C entre B] et BZ; il faut ensuite s'as-

surer de la continuité de'la bijection obtenue en recollant convenablement au

-~

. int - . -
niveau de Y, @ cet effet on se raméne facilement (par transport) au cas od
int , - s . .
Yy est un cercle; puis nous utilisons un difféomorphisme du type suivant (en

coordonnées polaires)

¢ (5, 8) b (r, 80() + [1 -9(r)] a(8))

ol @ est une fonction réguliére telle que

(¢(r) = 0 dans un voisinage r, - e<r<r, + ¢ ol T est le rayon
int ‘
de v;
@(r) =1 pour r < r, - e'y, r > r, o+ e' avec e' > ¢
Q'(r) <0 sir¢< r,
Q'(r) 20 sir =2 r,
\




]

p
f1]
o]

-

2

Fig. 4

et ol 8 + a(B) est la "déformation en 6" nécessaire au recollement.

een . 1,0 . . _ .

Le difféomorphisme obtenu est de classe W > (i.e. Lipschitzien) ainsi que son
(o]

inverse et C sauf dans un petit voisinage des frontidres Y5 il suffit donc de

le régulariser en ce voisinage pour obtenir un difféomorphisme vérifiant les
conditions de la Proposition 1.8. %

Conséquences - Si nous utilisons le difféomorphisme % défini dans la proposition
précédente pour transporter le domaine 2 dans un domaine étoilé&, alors 1'accrois-—
sement en repérage polaire est identique & 1'accroissement pour le repérage
défini en (1.19).

En particulier, si nous considérons, pour y assez petit, les ouverts bornés QY

de frontiéres BQY définies par (1.19), alors il existe des diff@omorphismes TY

tels que TY(QY) = QY et qui dépendent de maniére ¢” de Y pour les normes
)

cito (30_) > (e (3)72

(B est une boule de Rz)

ce qui permet d'utiliser pour le calcul des gradients les lemmes de mécanique de
1'annexe 1; nous en déduisons 1'analogue de la Proposition 1.6

(o]
Proposition 1.9. - Soit £ un ouvert simplement connexe de classe C ; & tout

+ . s
élément y de Cl 0‘(2)5200) on fait correspondre 1'quvert QY borné de frontiére

BQY = {X = X+ v(X) V(X ), X e 30}
L=2+k+a

Soit f un &lément de C (Rz) avec k 2 13 on note zD(y) la solution du pro-

‘bléme dé Dirichlet dans QY avec f pour deuxiéme membre; alors




(1)

(ii)

(1.20)
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. . = . s +to
il existe un difféomorphisme Ty'de'classe C2 o envoyant

dans QY'et un transporté zD(Y) = zD(Y) o TY tel que z, est de

k 5
classe C par rapport 3 y pour les normes :

M (an) » @)

pour & - k 2 0, il existe un prolongement ED(y)_gS zD(y)‘tel que
z. est de'classe'Ck par rapport & y pour les normes

D
L-k+o.

L+a

M (a9 ) » c ®%)

et la dérivée de ED est une solution du systéme

vz
A(S?— (vy) . 8y) = 0 dans QY

3z
D
(5;— (y) . 8y) = <grad zD(Y), V> §Y sur Bﬂy.



1.3. UN CONTEXTE PLUS GENERAL

. < - . = N
Donnons—nous deux domaines bornés réguliers Oetq, Qc O cr .

Fig. 6

Nous repérerons le domaine variable au voisinage et a partir du domaine Q supposé

‘. + :
fixé et de classe C'Q % pour cela on se donne sur 3 un champ de vecteurs V
N
V:an >R
unitaire (||V(x)]| =1 vx e 3R ) et "transverse" au sens suivant(]).

I1 existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout x € 3Q,
o
(1.21)
<V,n> > €
0

ol n est le vecteur normal 3 30, unitaire et dirigé vers l'extérieur de Q.

. . +
Le champ de vecteur V est supposé& lui aussi de classe C2 e,

+ .
Remarque 1.8. - Pour un ouvert { de classe C2 @ seulement, le choix V = n semble

1+a

. . 2,._
donner a priori un champ de vecteur de classe C seulement.

g

Lemme 1.3. Il existe un réel € strictement positif tel que pour tout couple

(x, y) de points de 3Q tel que x # y, les segments

X+ 0 ¢, V(x) . 8 e[-1, +1]
X+ 0 € V(y) 6 e[-1, + 1]

sont disjoints.

Nous remarquerons simplement que si un tel €, n'existe pas, cela en-

1
traine que la courbure des courbes intersections avec un plan orthogonal néest
pas bornée, ce qui contredit le fait que 3Q est une variété globalement C .

g

(1) La plupart des auteurs choisissent V = n (vecteur normal); pour des préci-
sions sur ce cas voir par exemple C. GUILLOPE [1] (p. 30 et seq.)



Posons :
(1.22) G ,= { G, v < i }s
. ad = Y € )s Y _2~ s

pour tout €lément y de G la frontiére correspondante est définie par

ad’
(1.23) BQY = {x + y(x) V(x) , x € 3Q}

V(x)

— Xt y(x) V(x)

Fig. 7

af
Y

af

+ . - .
La courbe aQY est de classe Cl % . nous allons construire un difféomorphisme Ty

. . 2+ ..
de D dans D qui transformera Jo en agy.et qui sera de classe C % ainsi que son
inverse :

Proposition 1.10. - A tout &élément y de Gad on peut faire correspondre un

. . - + v . . . P
difféomorphisme Ty’ appartenant a [Cz @ Q’)]N ainsi que son inverse, vérifiant

TY(BQ) = BQY, de telle sorte que 1'application
-1

1.24 » (T , T
( ) Y (Y Y)

soit analytique de Gad dans [Ck+a ( a)]ZN.

Démonstration : Soit ¢ une fonction de R dans R vérifiant

PC”®R), supp @ < I- 1, + 1I[
(1.25) SI | :

' <2 () =1
(19 @)

On construit d'abord TY et T;] dans la "bande"

B, = {x + 8 £ V(x), 6 € 1-1, + 1[}
ol 0 est défini comme dans le Lemme 1.3; pour tout point y = x + 6 € V(x) de

B] on pose

T (y) =%+ [0+ —;T YG) 9 (®)] ) V(o)
(1.26) - |
T (y) =x+[6-—yx@®Ie V(X
Y £
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. -1 .. . < .
Par construction, TY et TY sont des bijections réciproques l'une de 1l'autre de

B] dans Bl : en effet, pour x fix&, et pour tout réel 6 dans [- 1, + 1], on a
2o (6 y(x) P(8))] > 0
a6 €4
car
' 1 1 '
I35 G= v Qo))< Max [y | — |o|
a6 € 50 € -
L (R)
€
< —l-x l—-x 2 <1
2 €
et donc

o > (6 + X (o))
1
est une bijection de [- 1, + 1] dans [- 1, + 1].

Compte tenu du lemme 1, nous en déduisons que TY et T;] sont des bijections de

Bl dans B].

- + . . .
Pour montrer que Ty(et TYI) est de classe Cz a, il suffit de voir que
. . . +
y=x+ 8 £ V(x) - (x, 8) est unyd1fféormophlsme de classe Cl 0L; on prouve cette

derniére assertion en appliquant le th&oréme des fonctions implicites &
1'application

2 :(y, X, 8) y—-x -9 € V(x) (]).

Enfin, si nous posons
" = -1
(1.27) Vy ¢ &\B, TY(y) = TY y) =y,
alors TY et T;] sont des bijections de classe c**® ge & dans o .

L'analyticité des applications vy T et y & T_] découle trivialement des
formules (1.26) et (1.27). Y Y

2
Conséquences : On tire de la proposition pré&cé@dente des résultats analogues
ceux des Propositions 1.6 et 1.9. g

Remarque 1.9 - On notera enfin que chacun des repérages introduits met le domaine
repéré en relation biunivoque avec la fonction qui le représente (ce qui n'est
pas le cas lorsque plusieurs difféomorphismes sont susceptibles de représenter

un méme domaine). Ceci nous permettra par la suite, lorsque le domaine est
inconnu de remplacer sa recherche par celle de la fonction correspondante.

%

(1) F. MURAT, communication personnelle; par cette méthode on démontre en méme
temps le Lemme !.3.
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v2. SUR LA PERTURBATION DE LA FORME D'EQUILIBRE
D'UN PLASMA CONFINE

2.1. FORMULATION DU PROBLEME

Les données sont les suivantes

& est un ouvert de RN de classe chto (2 e N, 2 24, a € ]0,1[)
(2.1)

X, I sont des réels strictement positifs donnés

Nous nous intéressons au probléme non linéaire suivant introduit par R. TEMAM

[1,2]:

- A= - X(u*)— dans &
(2.2) u*lF = ¢ (constante inconnue) avec I' = 3 &

*
/F %% do = I (n : vecteur normal unitaire)

Ce probléme est issu d'un modéle décrivant 1'équilibre d'un plasma confiné dans
 un tokamak : la fonction u mesure un flux magnétique, le sous—domaine

*
Qp={xea;u(X)<0}

est occupé par le plasma tandis que son complémentaire est vide.

Par une multiplication par une constante nous pouvons nous ramener, pour A> Al’

premiére valeur propre du probléme de Dirichlet sur Q au probléme suivant :

- Au=-)u dans Vo st
(2.3)

ulr = ]

* *
* I : u _u
(onau =u ——EE;T;; ; u = e < )
T on

On note

Y=89p;

R. TEMAM (voir [1] et [2]) a montré les résultats d'existence et de régularité
suivants

Théoréme 2.1. - Pour N > 1 quelconque, et sous l'hypothése (2.1), il existe une

solution u*(resp. u) dans C2+a(5ﬁ au Probléme (2.2) (resp. (2.3)); soit P un

. . 2+
point de y tel que grad u (P) # 0, alors y est une variété de classe C *(de
dimension N-1) au voisinage de P.

En ce qui concerne la frontiére libre y on a aussi le résultat suivant (cf.
D. KINDERLEHRER, J. SPRUCK [1]).
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P 2 .
Théoréme 2.2, - On se place dans R"; soit A] la premiére valeur propre

du probléme de Dirichlet dans & alors

(i) Pour tout ) >A1 il existe une sol%t%on u telle que la frontiére libre
2+a (1

y est globalement de classe C

(ii) De plus, le domaine Q_correspondant & la solution u est un domaine
de Jordan. P

Nous &tudierons la perturbation d'équilibres u vérifiant les conditions sui-
vantes :

(1) grad u (P) # 0 pour tout point P de v,

(ii) 1le systéme suivant est bien posé (c'est—-d-dire que A n'est pas
valeur propre)

(2.4) AQ
®

(2
-2 xﬂpgo-dans o' )

0 sur T

(1i1) est simplement connexe (et donc,d'aprés (i) et le Théoréme
P

2,1,de classe C2+a
1.2.1).

au sens de la Définition 1.4 du Paragraphe

Sous les hypothéses (2.4), la solution u de (2.3) est aussi une solution du

.(3)

probléme & frontiére libre suivant :

Trouver une courbe y et une fonction u telles que

Au = - X u dans le domaine QY entouré par v,

Au 0 dans d/\QY

(2.5)

u est continue ainsi que ses dérivées premiéres 3 travers vy,

u=0 sur vy,

u=1 sur I.

Les inconnues u et y dépendent des données )X et I'; c'est cette dépendance que
nous nous proposons d'étudier. A cet effet, nous devons d'abord faire une &tude

analogue & celle du Paragraphe | : c'est l'objet du Paragraphe 2.2.

(1) I1 s'agit des solutions variationnelles au sens de R. TEMAM [2] et de
H. BERESTYCKI, H. BREZIS [11].

(2) Xq_ : fonction caractéristique de Q

(3} NoRis préciserons plus loin dans qué&le mesure on peut parler d'é&quivalence
entre les problémes (2,.5) et (2.3).
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2.2. DEPENDANCE DU PROBLEME DE DIRICHLET PAR RAPPORT AU SUPPORT D'UN COEFFICIENT

2.2.,1. Formulation du probléme

2

Soit & un ouvert borné de IR" de classe CQ'+OL(2,61N 2 22,0€]0,1[), et Qy un ouvert

-~

+o . e . .
de classe CZ % inclus dans df de frontiére vy c @ (destinée 3 varier); on note
U(y) la solution du systéme suivant

UG +ax, UQ) =0

(2.6) Y Fig. 8

U(y) = 1 sur r=3¢&

ou Xq désigne la fonction caractéristique de @ , et
Y Y

on fait 1l'hypothése suivante

(2.7) A n'est pas une valeur propre du systéme homogéne correspondant a
(2.6).

Nous nous proposons d'étudier 1'application
U: vy » U(y).

Nous utiliserons & cet effet le repérage du Paragraphe 1.3 : nous nous plagons
au voisinage d'une frontiére Yoo ©t 1'on utilisera (par abus de notation)

indifféremment la notation y pour désigner la frontiére de QY et 1l'accroissement

)

qui la représente

2.2.2, Régularité de 1'application U

Le coefficient ) Xg de 1'équation (2.6) étant discontinu, il en résultera des

Y 2
discontinuités des dérivées secondes ng(ai le long de y. Pour faire une é&tude
i

+ . - e . . .
dans C'Q a’ nous sommes donc conduits 3 introduire les restrictions de U(y)

It

U](Y) U(Y)IQ'
Y

U,(y) = U(y
2 >n7\QY

(2.8)

Ces fonctions n'ont pas un domaine fixe (quand y varie) : on est ameng, en sui-
vant la démarche de la premiére partie de ce travail, & introduire des fonctions

~ ~

U, U

9 transportées sur des domaines fixes

~ _ L+a =
Ul(Y) = UI(Y) o TY e C (QYO)

(2.9 ). S
Uy (y) = Uy(y) © T, <€ (df\ QYO)

(1) Yo correspond donc 3 un accroissement nul.
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< P ees . L4a |, . .
oi T est un difféomorphisme de classe C ainsl que son inverse construit
comme dans le Paragraphe 1.3.

On construit ensuite i partir des ﬁi des prolongements ﬁ](Y), ﬁz(Y) de Ul(Y) et
U, (v).
2

Les résultats dont nous aurons besoin par la suite sont résumés dans la proposi-
tion suivante.

Proposition 2.1 - On se place sous les hypoth&éses et notations (2.5) 3 (2.9).

i) L'application

(2.10) Y P (U, T,
0 2 - L -
est de classe C de C£+a(Yo) dans C % (QY ) XC e (O'\ QY ) au voisinage de Yo
0 o

ii) L'application

(2.11) Y PO, Ty(n)

1

[ -
est de classe C de cl+a(Yo) dans [C I+

2 . . e
(@ 1" au voisinage de Yo; ses dérivées

premiéres sont des solutions du systéme suivant :

(A + 1) EEL . & =0 dans
Y — Y

3U, _
A Tl §y =0 dans ¥\ QY
3T, 30,

(2.12) A Sy - R GI =0 sur vy

%E?T]"SY'S_IIZ-??"GY:A[—H(“’V)GY sur y
30,
Y §y = 0 ggz r,

-
oli n est le vecteur normal 3 y dirigé vers 1'extérieur de 9 et V le vecteur
définissant la variation de la frontiére (cf. § 1.3).

Corollaire 2.1. Si de plus on a

(2.13) U](yo)lYo = Uz(vo)lYO =0

alors U, et U, sont stationnaires en Y, 2u sens suivant

aﬁl
oY (Yo)| Q

3]
o

o

(2.14) 2

2 -
S.Y—_(YO)I & _ = 0 .
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Démonstration de la Proposition 2.1, - La partie (i) se démontre comme la Propo-—
sition 1.4, mutatis mutandis, en particulier, on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 - Considérons 1'opérateur suivant :

a + 1 ullﬂ
I Y
A u =
28\ Q
G\ v
(2.15) ACup, u,) = (u, - u2)lY
(Bul } auz)
on on “ly
uzir

L'opérateur A est un isomorphisme du produit cart@sien

2t+a

Cg+a(5Y) x C (& \ QY) dans

C2-2+a = 2-2+q

0) x ¢ I=T+a
Y

L+0

&ra) x oy x ¢ (v) x ¥y,

Idée de la démonstration : L'opérateur A définit un systéme aux dérivées partiel-
les qui peut se ramener localement (par réflexion par rapport a l'interface Y)

d un systéme posé dans un seul domaine vérifiant la condition complémentaire de
AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [2]. Nous en déduisons des estimations de Schauder qui,
jointes & 1'existence et 1'unicité qui découlent de (2.6), donnent la conclusion
du lemme.

0

La partie (ii) se démontre comme la Proposition 1.5 en ce qui concerne le résultat
de dérivabilité; pour établir (2.12), introduisons l'application suivante :

(2.16) o(y, z., 2.3 )=] (0+2) z dx+/
Ys 215 295 Q o ? ] -

v
azl 322

*fﬁ“’a‘ﬂ <o) 0yt - D) o+ [ g o

de 1'identité

_ 0, Az dx
\g 2 2
Y

oy, U, (), Ty(y) 59) =0
(2.17) L A
y@e [C @)], v y dans un voisinage de Y,

nous déduisoens par dérivation par rapport & y, et en utilisant les lemmes de
mécanique de 1'Annexe 1

aﬁ] 30,
/Q_Y ng (A+)) ‘8~Y—— . 8y dx +fy\ 5 ¢2 A S'Y—— . 8y dx
) 3y, 3u, " 30,
+f @, +¢Q, —)(— . 8y = —— . 8y) do + / Q. — . 8§y do
(2.18) v 3 4 3n” "3y 3y r 75 3y

= -‘[Y {Q(a+1) U, + @, 4 U, +<n, V[QT - T)D

+ H (P3(1—Il - ﬁz) =<V e, ., V(ﬁ] - ﬁ2)>+ Q, A(i—ll - ﬁz)}<n » V>8y do

ol H désigne la courbure de Y, positive 13 ou QY est convexe.
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Or on a
(A+)) Ul' = A UZIY =0
et
v, - U?_)lY =0
U, - UZ)IY =0 ;

1l .e second membre de (2.18) se réduit donc i
A ] o, U]<n,V} 8y do
Y
d'ol (2.12) (le Corollaire 2.1 est trivial). g

2.3. PREMIERE APPLICATION : REGULARITE DE LA FRONTIERE LIBRE

Introduisons 1l'application suivante

v i s c“"‘(yo)
(2.19)
y T ()] ;
1 Yo

< . . L+0 . .
ot West un voisinage de 0 dans C (YO) (ce qui est une maniére, rappelons-le,

de se placer au voisinage de yo).

Proposition 2.2. (i) sous les hypoth&ses de la Proposition 2.1, 1'application ¥

cst définie par (2.19) est de classe C pour les normes

CSL+0L(Y ) - CZ+a

o}

(YO)-

(ii) Sous les hypothéses du Corollaire 2.1 on a

oY
(2.20) W(yo). §y = <V, ¥ u](yo)>]Yo Sy .
Corollaire 2.2. La frontiére libre Y, est une variété de classe C .

Remarque 2.1. Le résultat du corollaire n'est pas nouveau : il est moins fort que
celui de D. KINDERLEHRER et J. SPRUCK [1] mais la démonstration donnée ici est
particuliérement simple. 0

Démonstration : Le point (i) est une consédquence directe de la Proposition 2.1
(point(i)).

Pour &tablir (ii), il est possible d'utiliser des formules de Stokes comme dans
P.R. GARABEDIAN [1]. Nous allons plutdt donner une démonstration qui mettra bien
en évidence l'importance de la propriété de stationnarité établie dans le
Corollaire 2.1. A cet effet, il faut exprimer 1'application ¥ en fonction du
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du prolongement U. Cela est possible si 1'on remarque que (dans un certain sens)

(2.21) U =7 .

(Y)IYO (Y)IY
Pour préciser (2.17) nous utilisons le repérage:: a tout point x de Y, OB fait
correspondre (cf. Paragraphe 1.3)

(2.22) U], G = Ux+ ¥ V).

Nous pouvons alors écrire (2.21) sous la forme suivante :
2.23 U =T v .

( ) (Y)IYg? (Y)IY (x) X ey,

Il est maintenant possible de dé&composer la dérivation de ¥ comme suit :

v d =
2.24 — — [U
(2.24) 500N = g7 UM]]
du(y) d =
— +-——[ =U
oy tE Plle =1
D'aprés la propriété de stationnarité le premier terme de cette somme est nul pour
Y = Yo et le deuxiéme terme donne (cf. le Paragraphe 4.2 de l'Annexe 2).

(2.25) %% (0) . & = <grad U(y)), V >| &y

Y
Montrons maintenant le point (iii) : De (i)oet de (ii) nous déduisons

2+0

(2.26) <grad U, (v ), v>|. ec (v)) pour i =1, 2

YO

Cette propriété é&tant vraie pour tout champ de vecteur régulier "transverse' &
Yo (cf. Paragraphe 1.3) nous en déduisons :

+a

(2.27) grad Ui(yo)tYo e C(y) pour i=1,2

Utilisant les théorémes classiques de régularité locale pour le probléme de
Dirichlet nous en tirons :

+ .. 2
(2.28) grad Ui(Yo) € C2 * au voisinage de Y, 3 et par conséquent

+ . .
(2.29) Ui(yo) € C2 ]+a.au voisinage de Yoo

La frontiére libre &tant une isovaleur de U,, et compte tenu de 1l'hypothése (1.4)
(1), l'application du théoréme des fonctions implicites donne pour Yo la régula-
rité suivante

(2.30) Yo est de classe C3+a

Nous allons réitérer ce procédé en notant qu'il peut &tre utilisé localement :

Considérons en effet un point P de Y, dans un voisinage ¥(P) duquel Y, est de
classe C3+a et faisons varier y autour de Yo 4 1'aide d'un champ de vecteur V
régulier. Il est aisé de constater par un calcul explicite que la dérivée de ﬁl
par rapport 3 y est de classe 03+a dans P (P); il en est donc de méme pour la
dérivée de ¥, et par conséquent, en passant par les étapes (2.25) a (2.30) on en

. - P + . sz A% .
déduit la régularité C4 ¢ de Yo dans ¥(P). La régularité C de Y, suit par
récurrence.

|
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Remarque 2.2. La méthode précédente s'applique aussi au cas suivant :

Au = f(u ) ; f assez réguliére, £(0) = O. 0

‘Remarque 2.3. Nous avons donc utilisé la formule de Hadamard pour &tablir (de
maniére assez rapide) un résultat de régularité&; on trouvera un deuxidme exemple
de ce type d'application dans B. PALMERIO, A. DERVIEUX [3] oii on établit 1'exis-
tence d'ume trace généralisée 3 l'aide de la formule de Hadamard.

§

2.4. DEPENDANCE PAR RAPPORT AUX DONNEES DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE FRONTIERE
" LIBRE

2.4.1. Dépendance de la frontiére libre

Les données du probléme (2.5) susceptibles de varier sont d'une part la fron-

tiére T qui délimite la cavité désormais notée & _ (au lieu de @) supposée contenue
dans une boule (fixe) B et d'autre part le paramétre A ; soit Y(A,I') la frontidre
libre du probléme (2.5) pour les données A et ' ; on se propose d'étudier 1'appli-

cation
O, ) »y(, T)

Proposition 2.3. Placons-nous au voisinage d'une solution (A , u )} du systéme
P < g o o y

(2.3)(2.5) correspondant 4 des données (ko, Fo); nous supposons vérifiées les

hypothéses (2.4); alors l'application

(2.31) (A, T) v» vy()\, T) solution de (2.5) (1)

. oo
est définie, localement unique en tant que fonction continue, et de classe C

+
d'un voisinage WU x VW dans R x C2+a(yo) QE.(AO, Po) i image dans c* 0‘(yo).

Proposition 2.4. - Sous les hypothé&ses de la Proposition 2.3, les dérivées de
1'application (2.31) s'expriment ainsi

3y -1 3y -1
2- rruliny = Z s T . = Z
(2.32) A S <grad u, V>|Y xly > ar 8T <grad u, V>IY FIY

ol V est un champ de vecteur unitaire avec lequel y est paramétrée et avec

AZ + XX Z =u X 8\ dans &
(2.33) A & A r

(2.36) L sr =

avec

(1) On verra au Paragraphe 2.4.2 que les résultats énoncés ici s'appliquent
aussi 3 la solution de (2.3).
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AZ = 0 dans Gq,

rt Mgy Ip

. ZFIP = - <grad u, W>IF sr

(2.35)

oli W est un champ de vecteur unitaire avec lequel on paramétre T.

Démonstration de la Proposition 2.3 : Introduisons les domnnéc< X et I' en argu~

~ - + —
ments dans les applications U, Ui’ Ui (prolongementsdanscx ®(tB)) et ¥ : pour
(A, T, vy) au voisinage de (Ao, s Yo) on a les applications
(2.36) U: (A, T, v) »U(y, I', y) solution du systéme (2.1);
(2.37) ¥ :(y, T, y) »¥O, T, v) =0,Q, T, V| y
‘ 0

(comparer avec (2.15)).

Alors les applications U, ﬁi’ ﬁi’ ¥y vérifient par rapport & (A, TI', y) des pro-

priétés de régularités analogues 3 celles qui sont énoncées dans les Propositions
2.1 et 2.2(i) (les démonstrations sont analogues) :

Lemme 2.2 (i) L'application

(As r, Y) g (ﬁ](ks r, Y)’ ﬁZ(A’ T, Y))

+o +
est de classe c” de R x Cz+a(r ) x C£+a(yo) dans c* %@ ) x c* ‘e \ o)
au voisinage de (Ao, Fo, yo). ° Yo Y

(ii) L'application

(A: r, Y) -+ (ﬁl(l, r"Y) ’ ﬁz(k’ T, Y))

L=1+q

est de classe C] de R x Cl+a(ro) x CR+u(YO) dans [C ( E)]2 au voisinage de

(AO’ ro’ YO)

(iii) L'application

O, T, v) > ¥, T, v)

est de classe C. de R x C2+a(ro) x C2+a(yo) dans Cl*u(Yo) au voisinage de
(Ao’ Tot Yo)' .

L'application ¥ décrit le probléme 3 frontiére libre suivant, trivialement
équivalent 3 (2.5) lorsque y est réguliére .,

Au=-)\)(Q u dans 0’11
(2.38) ulP = 1 Y
u| =0 ;
Y

en effet, on a 1'équivalence
(2.39) YA, T, v) = 0 & vy est une solution de (2.38)
<> y est une solution de (2.5).
Pour &tudier localement la premiére équation>de (2.39), nous allons appliquer

le théoréme des fonctions implicites & 1'application ¥; cela est possible
d'aprés le Lemme 2.2 et le lemme suivant
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Lemme 2.3, La dérivée partielle EK(A » ' 5 Y ) est un isomorphisme de C£+a(y )
— A dy o o o o
dans lui-méme.

Démonstration : Nous avons, d'aprés la Proposition 2.2.

3y _ N
(2.30) £, T o vQ) - 8y = <V, VUL O, T, Y°,>IYO x 8y

Cette application linéaire tangente est donc la multiplication par la fonction
<V.VU#AO,FO,YOﬁ4 ; or le champ de vecteur V est choisi suffisam-
ment régulier, Y, est °c” d'aprés la Proposition 2.2 et donc, d'aprés les ré-

sultats classiques sur les systémes elliptiques, il en est de méme pour la trace
. D'oli L 2.3.
VU](AO, FO, YO)IY D'oli 1e Lemme 2.3
o 0
Le théoréme des fonctions implicites nous permet de conclure sur l'existence,
1'unicité, la régularité locales de l'application (A, I)+ y(A, T); ses dérivées

premiéres en (Ao, Po) s'expriment ainsi

-1

3y o _ ¥ kAS
2.3 5 35 ] an
-1
Y Y 3y
(2.32) R vl B~

Démonstration de la Proposition 2.4 : Il nous reste donc, d'aprés (2.31) (2.32)

N e Y Y. ]

d calculer les derlvees-gx (AO, Po, yo) et EF(AO, Po, yo), nous avons
3y 20,

(2.33) SK(AO’ Tos Yo) N 5—-(Ao’ Ty YO)’YO
By i

(2.34) s'f(xo, FO, YO) - 8T = [BI.. ()\0, FO’ YO) . 6F]IY

(o}

Pour calculer les deuxiémes termes de ces égalités, il est loisible d'utiliser a
nouveau la fonction ¢ définie en (2.16), en ajoutant A et I en arguments; écri-
vons les calculs de la deuxiéme dérivation :

Ve M5

aﬁ]
()\0’ T09 YO’ U]’ Uz,(P) . T" . 8T

9
3P 2
* 322 (xo’ Fo’ Yo? U1’ UZ’q)) tar ¢ oT

d

0o

Bz]

=3[

()‘0’ FO’ Y09 Uls UZ’ ¢) . or

QJI

ce qui donne, en calculant les dérivées
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BUZ
(2.35) QY (p‘(A + )\0) [—a-f'" . 6] dx
o]
é aﬁl
+ A @, A [ §r] dx
\ 72 orT
1-‘0 Q’YO
] 3 BU] 3U2
o}

- [I‘o(p?- AU, <n , W> 8T do

- II‘ {<grad [(U] - 1)(/)5] , n>+ H¢5(Ul - 1)} <n, W> 6 do

o

0 - /F <grad (U1 - 1), n> ¢5 <n, W> do
0

d'oii - sachant que la dérivée tangentielle de U] est nulle sur FO - les relations
(2.34) (2.35).
0

Remarque 2.4. — Il est intéressant de noter que 1'on a utilisé dans le Lemme
2.3 le résultat de régularité supplémentaire &tabli damns la Proposition 2.2,

résultat faute duquel 1'application linéaire tangente %% aurait fait perdre
un degré de dérivation, ce qui n'aurait pas permis d'utiliser le théoréme des
fonctions implicites classique.

Remarque 2.5. — Il est classique de dire que la condition supplémentaire ulY =0,

qui surdéterminerait le P.F.L. si y &tait connue, permet précisément de "trouver"
Y ; nous voyons maintenant que les calculs précédents apportent une significa-
tion rigoureuse & une telle assertion, et en particulier une justification & la
remarque suivant laquelle la condition surdéterminante doit avoir la méme

"dimension" que la frontiére inconnue.

d

Remarque 2.6. — Nous avons montré&, grace 3 un théoréme de régularité que le
théorsme des fonctions implicites classique peut s'appliquer a ce probléme. Cela
n'est plus le cas pour une autre formulation du probléme physique oi le para-
métre A est inconnu, et ol l'utilisation d'un théoréme des fonctions implicites
généralisé du type NASH-MOSER semble nécessaire (voir C. GUILLOPPE [1], en par-
ticulier page 67).

2.4.2. Dépendance de la solution

Proposition 2.5. - Plagons-nous sous les hypoth&ses de la Proposition 2.3.

La solution,u (resp. u*) du probléme (2.3) (resp. (2.2)) admet un prolongement u
de classe C par rapport a (A, I') au voisinage de(Ao, FO) pour les normes
suivantes
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2+a

(2.36) G :RxC ) > clte

(B)

Les dérivées de u ont pour expression

du

(2.37) 92 (A, T) <8 = Z, défini en (2.33)
(2.38) 22 (), 1) .6T = z_ défini en (2.35)
T T —_— .

o * S . .
Remarque 2.7 : Les dérivées de u se calculent par dérivation du produit

T CHRY) u(r, T)

1
JO(A, r)

avec

(2.39) I (O, 1) =I du@A,0) 4o

r on

Les dérivées de Jo sont données par :

3J _
(2.40) =2 (, T) = [ p (), T) dx dy

A Q

3J Yoo

) _ [ 23p 2u(x,T)

(2.41) EYN (A, 1) r on an do

ol p est 1'état adjoint, solution du systéme suivant

Ap + X Xqg P = O dans Q
(2.42) 3 Y

=1 .
plr l
Les résultats de la Proposition 2.5 peuvent &tre raffinés de la maniére suivante :

Proposition 2.6. — La solution u (resp. u*) du probléme (2.3) (resp. 2.2) a des
restrictions

(xesp. u? = ., u, = ees)

dérivables au sens suivant : il existe des prolongements GI(A, r, GZ(A, r) t.q.

u, | =u,, u,| = U,,
ey \ Q 1 2 QY 2
les applications
O, D>u, (4, D) (=1, 2)

étant dérivables dans Ux 1 (cf. Proposition 2.3) pour les normes

R x cMy ) > ) 0

Remarque 2.8 : Les dérivées premiéres de ces applications sont reliées a celles

de u (Proposition 2.5) de la manidre suivante :
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351 g?l-(k, ') . 8T sur 0} \ ﬁY
(2.43) 3T (A, T) . &1 = 8;2
3T (A, T) . 8T sur QY
(méme remarque en A). 0

Démonstration des Propositions 2.5 et 2.6

Etape 1 : Nous montrons les résultats de la Proposition 2.6 pour les solutions
du Probléme (2.5)

" Posons (cf. la démonstration de la Proposition 2.3)

u (A, T) =T, [A, T, YO, )]

D'aprés la Proposition 2.3, l'application

A, OH» vy(2, D)
est C] pour les normes

L+0 L+a
X ->

R x €™ (y)) > ¢ (v )
et d'autre part (Proposition 2.1), l'application (1 =1, 2)

(A, T, v) » U, T, )
est C] pour les normes

=140, 2

R x [c’“"‘(yo)]2 > ®2)

d'ol les dérivabilités des u, .

Par dérivations composées nous avons (cf. le Lemme 2.2)

o 0 oo By
WOwD 8= 0, T, Y0, D) L8 0, T, YD) FO,D L 8
% 30 W, . :

i 9
35 Ou D) L 8T = 5224, T, v(A, D) 8T + 2200, T, ¥(O,D) (A, T) . 8T

ce qui aboutit & (2.37) et (2.38), compte tenu de la stationnarité des ﬁi
par rapport 3 Y(Corollaire 2.1).

-k
Pour en déduire la dérivabilité des u, nous remarquons seulement que 1l'applica-

. 1 2+0 e .
tion J est de classe C pour les normes R x C (Yo) * R, ses dérivées premiéres

' 0 . »
§ exprimant ainsil

8J ; aﬁl
(2.44)  32(2, T) 2 8 =/ = b, D .81 a0
I“ .

37 ; aﬁ]
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avec

R = %F L f 1 x %ﬁ-dol _ . &r
T ¢=Ul

Appliquons le lemme de mécanique n° 2 (Annexe 1); R s'éerit
= f {<grad 1, grad ﬁl> + 1 Aﬁl} <n, W> 8T do = 0.

Pour le calcul pratique, on introduit 1'état adjoint (pl, p2), solution du
systéme suivant :

Y
f@, (Aw“kaQ w)pldxdy+[wp2d0-/ do
T
¥ Wf'C (G})
qui s'interpréte ainsi :
A p; ¥ by XQ A = 0 dans @

r
P = o, p2 5;—- sur T

d'oli, compte tenu de (2.44) (2.45), les dérivées (2.40) et (2.41).

ape 2 : Montrons la Proposition 2.5 pour les solutions du probléme (2.5).

Nous utilisons le transporté Ui défini comme plus haut (démonstration de la

Proposition 2.3); 1'application

Ui t (A, T, v) » Ui(A, T, v)

est continiment dérivable pour les normes

R x C2+a(r ) x C2+a(y ) ~ C£+u(67 \ £ ) pour i =1
o} o] r Y
o )
(resp. C (Q ) pour 1 = 2),
Yo
Posons
ﬁl Cx, Ty, vy(x, ™1 dans 5} \ QY
a(r, T) = ° °

ﬁz [x, T, vy(A, )] dans 5&

alors l'application u (A, ) » ;(A, I') est de classe Cl pour les normes :

2+0,

R x C (o)+cz+°‘

(QY)

o

. cqs = 1
d'oli, par prolongement et retransport (Paragraphe 1), la dérivabilité (C') de
1'application

u: (A, I)» u(r, T)

pour les normes

R x cz+°‘(yo) s clteE ).
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Naturellement, les calculs de dérivation sont identiques & ceux du point (ii)-.

Etape 3 : Equivalence locale entre les problémes (2.3) et .(2.5) : Utilisons le
fait que le couple (YO, uo) est aussi solution du probléme (2.3) c'est-d~dire que

u <0 dans Q
Yo
u >0 dans ¢ \Q
r Y
o o

Soit (y, u) une solution du probléme 3 fronti&re libre (2.5) assez proche de
(Yo, uo) au sens des théorémes précé&dents, nous allons montrer que (y, u) est

aussi solution de (2.3).

Nous nous restreignons pour plus de clarté au cas ol ? est un domaine étoilé

et nous considérons les solutions ﬁl(y) et ﬁz(y) "transportées en domaines fixes';
nous avons par hypothése
3U2

. —3';—Y0>0;

I1 existe donc un réel o et un voisinage ¥de Yo dans QY tel que :
o .

U2(Y0)|QY\7/, 2a>0
Mais si o
18,0 - Tl <3
° C @‘I'\ -0 )
Y
(o} [o]
alors . N
U, g \ g 2320
YO
et

3
UM [y 25> 0.

Pour un angle polaire 6 fixé et r croissant, Uz(y) crolt strictement et s'annulle

sur v _, donc Uz(y) est strictement positif sur QY ; on raisonne de méme pour le

signe de ﬁ](y). °

Le cas général se traite de mani&re identique. 0

2.4.3. Application au contrdle optimal

I1 se pose pour des machines cofiteuses comme les tokamaks des problémes de
construction optimale ("optimal structural design") et de commande optimale. En
particulier la disposition optimale des bobinages extérieurs semble intéresser
les physiciens; le modéle mathématique est alors différent du modéle &tudié jci
puisqu'au lieu de se poser dans une enceinte, il se pose dans un domaine infini;
signalons que cette différence ne change pas la nature des résultats que nous
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donnons ici. Rappelons enfin que le modéle présent est trés simplifié mais que la
méthode a de bonnes possibilités de généralisation (cf. la Remarque 2.2).

Afin de pouvoir exhiber des conditions nécessaires pour qu'une fonction-coiit
dépendant de 1'é&tat (y, u) soit minimale, nous allons calculer son gradient.
L'intérét de ce calcul est qu'il met en &vidence la simplicité de 1'introduction
(et du calcul pratique) de 1'état adjoint (qui rappelons—~le est adjoint par rap-
port 3 u et y : il s'agit en d'autres termes de linéariser le probléme de fron-
tiére libre); comme un tel calcul dépend somme toute assez peu du critére
considéré, nous allons le faire sur un exemple, ce qui permettra d'@tre plus
explicite : considérons la fonctionnelle

J(>\, r) = J(A, r, 'Y()\,I‘), U(A’I‘))

(2.46) oi (y(Ax,I), u(r,I)) est solution du P.F.L. (2.3) et ol
1 2 1 2 2
J(A, Ty, v, u) == (u=-u,) dx + = (v = v;) as ;
2 d 2 d
¢ 0

(D

pour plus de clarté on s'est restreint 3 un contexte &étoilé :uy et y, sont

des observations désirées de la fonction u et de la frontiére libre.

Calculons par exemple la dérivée de j par rapport a T'; par dérivations composées
nous avons : '

2 _ I I
ar(k, r) . 8T j;/ (u ud) (3P . 67) dx
27 r -
1
+/ (v = vy ———s—— GL . 1) ao
0 <n,r> +—
arl

! / 2
*5)p (u ud) <n,r> 8T do
le systéme adjoint est le suivant :

w 2. .2
Trouver (p;, Pys P3s P, Pg) tel que V(w], ¥y) € [C (R7)]

=/ (u-u) (¥, x oty x’)dx
G} d 1 QP\ g 2 QY
Y
27 1 l
+ y-v) —— ¥ e ;
/; d <n,r>QE 2%y
Brl

appliquons la formule de Green; le systéme précé&dent s'interpréte ainsi

(1) Cette hypothése est physiquement raisonnable : cf. T. GALLOUET [1, 2].
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dans G@ \'@Y

A P, * A P, =u-u dansQY

d
P, =Py =0
(2.47) sur vy
P , Y ‘T'Yd
'&'(P] Pz)
n,r 1 + ﬁl
< > ( ) Brl
P]l =0
T

d'ol la proposition

Proposition 2.7. - La fonctionnelle j définie par (2.46) est de classe C1 pour
i . 2+a

les normes : R x C + R et admet pour dérivées :

26, -er f ez at; Lw-up?)en, o .o b

(2.48)

%%.(A, Iy .60 = 6 xfsz up, dx

ol P est solution du systéme (2.47).

N
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3. ETUDE DES BRANCHES DE SOLUTIONS

Nous introduisons dans ce paragraphe une nouvelle formulation du probléme i
frontiére libre qui permettra d'obtenir quelques résultats supplémentaires concer-
nant les branches de solutions du probléme initial.

3.1. PRELIMINAIRES

2+0,
Désormais la frontidre I' = 3 & est fixe et de classe C (Lem, 22,a,690,1E).;"
on appellerasolution du Probléme (2.5) un couple (A,Y) tel que (2.5) 501t.ver1f1e
(resp. solution du Probléme (2.3) un couple (A,u) ...).

Nous nous plagons dé&sormais au voisinage d'un couple (Ao, yo) tel que

(Ao, yo) est solution de (2.5)
(3.1)

2+o,
Yo est une courbe de classe C .

Donnons-nous .un champ de vecteur V transverse et régulier au sens du Paragraphe |1
sur vy qui servira & repérer la fronti&re générique y et introduisons 1'applica-
tion “suivante :

Pour A > 0, vy au voisinage de Y,» on pose

3.2) YO, v =110, v) - 1,0, Y)JIY

ol

U(x, v) [U](A, Y), UZ(A, v)]

est la solution du systéme suivant, od 1'on a omis la variable (A, v) et oli a est
une constante précisée plus loin :

AU, =- 22U dans @
1 1 Y
A Ué =0 dans CY\QY >
3U, 3U, U,
(3.3) sn—'*'aUl:ga-—"'aUz sur vy N
n
U2 =0 sury r
U2 = ] sur T Fig. 9

+ .. P
La trace (3.2) définit une fonction de C2 0L(yo) par 1'intermédiaire du repérage

¥ (A, v) [e] = Ul(k, Y) - UZ(A, Y) au point x
(3.4) avec

X =x o+ v(8) V(xo), X, €Y,

(1) On peut aussi définir cette trace par un changement de variable comme dans
(2.21)
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11 convient de vérifier que la correspondance U et 1'application ¥ sont bien
définies; c'est 1'objet de la proposition suivante (démontrée en Annexe 3).

(1)

un réel a tel que

Proposition 3.1. = Si Y, vérifie (3.1), alors il existe

le probléme (3.3) est bien posé.

Remarque 3.1. - Nous ne supposons plus que le probléme linéarisé est bien posé
(Hypothése (2.4) ii). 0

Nous supposerons désormais que

La constante a est telle que A n'est pas une valeur propre du pro-

(3.5) ~ - o
bléme (3.3) pour y = Y,

Des résultats classiques sur la dépendance d'une valeur propre par rapport au

domaine (voir les références données dans le Paragraphe 1) montrent que si la

propriété (3.5) est vraie pour un couple (A_, Yy ), elle est encore vraie pour

tout (), y) dans un voisinage convenable de (Ao, yo).

En particulier, on a la proposition suivante (démontrée en Annexe 4).

Proposition 3.2. - Sous les hypothéses (3.1) et (3.5), 1'application Y est défi-
nie par (3.2), (3.3) est analytique (réelle) au voisinage de (Ao, Yo) pour les

normes R X Cl+a(yo) dans C2+a(Yo)

0

3.2. - POINTS SINGULIERS DE L'APPLICATION V¥

Définition(s) 3.1. — Nous appellerons point singulier ou point critique tout
couple (Al, Y]) solution de W(kl, Y]) = 0 satisfaisant 3 (3.1) et tel que :

¥ 2+a
(3.6) —5—Y—(A1, v,) ¢ Aut [Cper(Yo)]
(a 8tant choisi tel que.(3.5) ait lieu pour (Al, Y])) 3
les couples solutions non singuliers sont dits réguliers.

g

Les points singuliers et réguliers sont caractérisés par les propositions sui-
vantes '

Proposition 3.3. (cas régulier) : Plagons-nous sous les hypothéses (3.1) et
(3.5) et considérons le systéme suivant :

(1) Nous ne savons pas montrer .que le probléme (3.3) est bien posé pour a = 0 :
il nous semble possible que ) soit & la fois la premi&re valeur propre du
probléme de Dirichlet dans Q_ et une valeur propre du probléme de Neumann
dans le méme domaine. Y



Ad =- Ao X ] dans &
Yo 2
3.7) » =0 sur T | O'¢ dx = 1 3
on posera ¢1 = ¢| s @2 = 9] .
Q 7\
Y g Y

Si le systéme (3.7) n'a pas de solution et si on a

ou

0
(3.8) o > 0 sur Yoo

. . . + ¢ A
alors l'opérateur A = %X(Ao, Yo) est un isomorphisme de C2 0L(\( ) sur lui-méme
qui a pour expression °

A 8y = (w] - WZ)IYO avec

(a+ X)) W] =0 dans QY

o
A W2 = 0 dans d-\ﬁ
(3.9) Y
3 -
(ﬁ + a) (Wl Wz) =0
W Sur ¥,
Wz v <n, V> &y
W2 =0 sur T

. -1 .
et dont 1l'inverse A = a pour expression

-1 1 i
AT = le § avec k = 33—‘ <n,V> , et avec
o Y
o
(A + ) X, = 0 dans Q
- Y
)
A X2 =0 dans CrYﬁ
(3.10) Yo
) . =
(—az'f- a) (X, x2) =0
sur y
Xl - X2 = B
X2 =0 sur T 0

Pour certains cas singuliers nous avons le ré&sultat suivant.

Proposition 3.4. (cas singulier') : Placons-nous sous les hypothéses (3.1) et
(3.5) et supposons que (3.8) ait lieu mais que le systéme (3.7) admette lo pour
valeur propre simple.

Alors 1'opérateur A = %%(Ao, Yo) est un opérateur de Fredholm; son noyau est de

dimension | et défini par :

(3.11) KerA=lR{T]<—<I> }

2|y
(@2 défini en (3.7), k en (3.10))
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son image est de codimension 1 et définie par

Im A = (Ker A*)'L

(3.12) 30

Ker A" = R {——l +a ®]} )

Y défini en (3.7).

1

Les démonstrations de ces propositions sont données au Paragraphe 3.3.

O

Définition 3.2. — Nous appellerons rameau de solutions du probléme (2.5) une
composante connexe de 1l'ensemble des solutions réguliéres de 1'équation
¥(A, v) = 0. 0

Un tel ensemble est donc limité par des points singuliers ou 4 1'infini.

D? la Broposition 3.2 nous déduisons par le théord&me des fonctions impli-
cites (M.M. VAINBERG, V.A. TRENOGIN [1]) la proposition suivante :

Proposition 3.5. — Tout rameau R admet localement un paramétrage du type suivant :
pour tout couple (Ao, Yo) appartenant 3 9, il existe un réel strictement posi-

tif e(ko) tel que, si 1l'on pose

B = {sr - Xo| <e(d)l,

alors il existe une application analytique

L+0,
T : Bo > C (yo)

telle que
(3.13)  {(, v) e s 2 e B} = {0, TO)); A e B},

1'égalité étant entendue au sens du repérage utilisé au Paragraphe 2.

0

Cette proposition signifie que le choix de A comme paramétre est sous les condi-
tions précédentes pleinement justifi& et que 1'application A v T'(}) est analy-
tique mais définie ici seulement localement du fait du choix du repérage. Il est
en fait possible de construire une famille de difféomorphismes indexée en X qui
déforme une frontidre libre solution Yo correspondant a Ao en une quelconque

autre solution y du rameau correspondant d un A:

Y = T)\O(X) Yo‘
Cette propriété& découle de la définition du rameau ® ; il est intéressant de
noter qu'elle a encore lieu pour les rameaux du probléme initial (2.3) :

Corollaire 1 - Soit 5% = {(A, u), A e ]Al, Az[} od A = A(t), u = u(t) sont des

. . . 2
fonctions continues de 10, I[ respectivement dans R et L"(Q) et telles que
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Vte 10, 1L, (A(t), u(t)) est une solution de (2.5)

-g—;l—l(t) > 0 sur la frontiére libre correspondante

(3.7) n'a" pas de solution

alors toutes les frontiéres libres de ce rameau sont difféomorphes les unes aux
autres.

Démonstration : V¥ (Ao, uo) € ﬁ la F.L, correspondante est réguliére. Montrons

l b
qu'au voisinage de (>\ , u ) @ est confondu avec le rameau 3'2 (au sens de la

Définition 3.2) qui passe par ()\ ,'Y ): D'aprés le théoréme des fonctions implicites,

le rameau £ est continu en (>\ > Yo ) donc en ()\ , U ) or, puisque(3.7) n'a pas de

solut10r_1, il y a unicité locale pour le probléme (2.3) (cf. T. GALLOUET (1hH.2

3.3. - DEMONSTRATIONS

3.3.1. - Démonstration de la Proposition 3.3

Pour calculer la dérivée de ¥, il faut d'abord calculer la dérivée de (Ul’ U2)

solution de (3.3); & cet effet nous introduisons 1'application suivante :

(A, v, UI’UZ’ w)=/ LA U]+)\U]]lbl dx
Q
v
9
+ __AUtpdx+/1p[-—+a][U -U,] do
/G/\Q 2 72 Y3E)n 1 2

+/ U2 11;4 do +/ 11)3(U2 - 1) do.
Y T

Dérivons par rapport & y l'identité

o, v, U 06y, Uy(hhy), ¥) =03

(1)

oU
. ~ . i ‘
nous obtenons, via les lemmes de mécanique et en posant Wi = F . &y

(1) On utilise la formule de Green
oU

1

‘P3 o do = [Q (<VUl ’ le3>+ lj)3 AU]) dx

Y/ 30, v ) 3,

- /] do -/ (<vU, , Vo >+ ¢, AU dx-/w —— doy
Y 3 %n OI\QY 2 3 3 2 T 3 9n
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(AW, + W. )y dx+/ AW, Y, dx
/QY 1 1771 G/\QY 2 V2

+ / (%H + a) (w] - w2)¢3 do + / w2 v, dog + / w2 s do
Y Y o

= / [AU] + AUljw]<n,V>6y - / AU2 w2<n,V> 8y do
Y Y

+ /[<vU],Vw3>+ w3'AU1— <VU2,V¢3>- w3 AU2]<n,V> 8y do
Y
- - §
+ /Y{<V[a(u1 Uz)w3 + U, w4] ,n>+ H [a(Ul Uz)w3 + U, w4] <n.V>8y do

Mais si nous utilisons le systéme (3.3) vérifié par (U], U2) et le fait que

(A, Y) est solution du probléme (2.5), le second membre de 1'égalité précédente
devient

BU] Bw3 au2 3w3
°*°+f e mm t 0t 0 m 00
¥
BU] 3U2 83U, 3y,
- - — ' > ;
+0+a¢3(7{1’" ’é'n_)+0+w43n +U28n + H[O + 0] ¥n,V>8ydo
BU2
j w4 5;—<n,V>6Y do.

donc (W], W2) vérifie le systéme (3.9); la dérivée de ¥ par rapport 3 y s'obtient

par dérivation composée

¥
— = - - >
ol 8y = (W, w2)|Y +<V(U; - U,),V > 8y
mais pour une solution du probléme (2.5) nous avons
v(u, - U2)|Yo =0
d'ol la premiére ligne de (3.9).
oUu

’ _é}le

1

+
D'aprés le Paragraphe 2 est de classe C2 ® et par conséquent, compte

tenu des résultats classiques sur les syst@mes elliptiques (AGMON - DOUGLIS -

. + .
NIRENBERG [1, 2]), les fonctions W WZ’ Xl’ X, sont de classe CR a, ce qui

1? 2
. . - -1 . . . .
implique que les opérateurs A et A , qui sont trivialement inverses 1l'un de

.. . + . A
1'autre, sont linéaires continus de c* 0L(yo) dans lui-méme.

0
3.3.2. - Démonstration de la Proposition 3.4
Nous démontrons en Aunnexe 5 le lemme suivant :
+ : A
Lemme 3.1 : L'opérateur A est fermé de c* a(yo) dans lui-mé€me. 0

Montrons 1l'assertion (3.11) : Si A 8y = 0, alors le couple (W,, W,) solution de
1 2

(3.9) est identique & la solution (él, ¢2) de (3.7) et 1'on a :




42

=k 8y .
[0} o]
Le Lemme 1 entrafne la premiére partie de (3.12); pour montrer la deuxisme
partie de (3.12), nous aurons besoin du lemme suivant :
LK - .
Lemme 3.2 : Soit A 1'opérateur suivant

(3.14) AT g =k (g -t

Yo
avec
(A + ) t, = 0dans @
Yo
A ¢, =0 dans GV\_QYO
(3.15)

- 8 -—
8y =%y =0et (Gp+a) g =g sury

Ly 0 surT
Alors, pour tout couple (£,8y) d'éléments de C2+a(yo) on a

(3.16) / £ A8y do = / sy A do .
Y, Y

o}

Remarque 3.2 - Le choix du produit (3.16) se justifie de la manidre suivante :

l/2(\(0) et A¥ un endomorphisme de H_I/Z(Yo).

g

A est un endomorphisme de H

Démonstration du lemme : Nous avons

/ £ Ady do = f g(w1 - w2) do = / g(wl - k 8y) do ;
Yo Yo Y

o

calculons .
I = [ 13 wl.do
Yo
on a
8;1
I= f Wl [35— + atg]do ;

(o]

appliquons la formule de Green :

3&1 8W]
/ Wl 3o do = / C] e do + / [Wl A El - El A W]] dx
Yo Y5 Qy
(o]
BW]
= / P do +‘/9 A [Wl Ly - Wl C]] dx ;
YO
(o]

la seconde intégrale est donc nulle; réinjectons dans I :
oW
1
I-= J; &y [3;“ + a Wl] do

(o]
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et d'aprés les équations en Wi et L.
3W2
I= f L,y [35— + a w2] do 3
Yo

Appliquons maigtenant la formule de Green dans 2, (en tenant compte de 1l'o-
rientation de n)

oW oW 14 24
2 ~ 2 2 2
/ y 3n d0 = / 2 5n / W@t [ Y %
Y r r Y
(o] [o]
+/€ B [szc2 -, A w23 dx
\&
YO

8;2
I=/ WZR—""aCZWZ;
YO

Nous avons donc au total :

198 3T,
/ £A6‘Yd0'=/ Wza—r-l—+at;2W2—W2(ﬁ—+ac])do
Yo Yo
o 14
2 1
B / W) (Bn T ) do
Yo
*
= / Sy A £ do . a
Yo

Pour expliciter Ker A*, il suffit de remarquer que A*£ =0 équivaut a

= = 9/—'
(A + A)cl 0 dans QY, A Ly 0 dans \ QY
9%, 9%, 3
T S0 2% "5y =0, Gptag = Esury
4 =0
2|r

d'oi 1'on déduit (C], Qz) = (@l, @2) et (3.12).

3.4. - CONSERVATIONS ET REGULARITE AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER

3.4.1. - Hypothéses

Plagons—nous au voisinage d'une solution (AO, yo) singuliére vérifiant (3.8)

et telle que (3.7) admette Ao pour valeur propre simple.

Nous supposons aussi que



44

(3.17) les frontiéres Y, et 3Q admettent 1'axe Ox comme axe de symétrie.

(3.18) la solution ¢ de (3.7) n'admet pas Ox comme axe de symétrie : Ox est
donc un axe d'antisymétrie pour 9.

3.4.2. - Régularité de la branche symétrique

Proposition 3.6. - On se place sous 1'hypothése (3.1) et sous les hypothéses du

Paragraphe 3.4.1; alors au point (Ao, yo) se raccordent exactement un couple de

rameauk,ﬁz+ (avec A > Ao),ﬂz_ (avec ) < Ao) dont tous les points sont des solu-

tions symétriques par rapport 3 Ox; ces deux rameaux, qui sont analytiques d'aprés

la Proposition 5, se raccordent analytiquement en (Xo, Yo) et les frontiéres 1li-

bres de ces rameaux sont difféomorphes i Yo

Démonstration : Il suffit d'appliquer le théoréme des fonctions implicites &

1'application ¥ dans 1'espace des fonctions symétriques de C (Y ) (c'est-d-dire

qu1 prennent des valeurs identiques en des points de Yo symétriques par rapport
i 0x).

Y
3y
€tant antisymétrique, la restriction de A 3 cet espace est un isomorphisme, et
par conséquent le théoréme des fonctions implicites s 'applique 3 nouveau.

a

Le nouvel espace ainsi introduit est un espace de Banach; le noyau de A =

Remarque 3.3 - La formulation en fonction de la frontiére libre et 1'introduction
de 1a fonction ¢ de ce paragraphe permettent de se retrouver dams un contexte
classique (différentiabilité etc...); en particulier nous pouvons en tirer une
condition suffisante de bifurcation (malheureusement difficile 3 vérifier) que
nous donnons en Annexe 6.

a0
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CONCLUSION

La méthode développée dans ce travail est une méthode efficace pour 1'étude du
comportement de la frontiére libre.

Elle aboutit 3 des résultats locaux d'existence, d'unicité&, de régularité spatiale
et de régularité par rapport aux données, et permet d'exhiber des expressions
simples des gradients des solutions par rapport aux données, ce qui permet de les
utiliser en Contrdle Optimal.

Cette méthode permet aussi d'é&tudier des branches de solutions et elle peut
s'adapter & 1'étude de points singuliers.

Enfin elle est susceptible de s'appliquer 3 de nombreux autres problémes a fron-
tiére libre et nous donnerons dans des rapports faisant suite 3 celui-ci plusieurs
autres exemples,

REMERCIEMENTS : Ce rapport doit beaucoup @ B. NICOLAENKO et R. TEMAM que je tiens
34 remercier ici.
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ANNEXE N° 1

LEMMES DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Certains des lemmes de d@rivation suivants sont classiques en mécanique des
milieux continus (dérivées particulaires : voir P. GERMAIN [1]). Le lecteur
pourra trouver des démonstrations des deux premiers dans F. MURAT, J. SIMON [3]
(Chapitre IV).

Hypothéses : Les notations sont celles du Paragraphe 1.3; la {rontiére Y est
paramétrée par un champ transverse régulier V et varie dans C7(3Q), C est une
application dérivable de @& xC”(35) dans CZ(GD et 2 > 1.

Lemme 1
d _[ aC
&y [/Q C(y) dx] . &y = QY BY(Y) . 8y dx
Y + / C(y) <n,v > &y do
y
Lemme 2
g—[f c(y) dol. &y = %E.Gydo +
Y Y Y Y

+/ {<grad_C, n> + H C} <n,V > §y do
y

oi H est la courbure de y(positive si QY est convexe),

Lemme 3

1, —
Ve c(6)
a4 3C(Y) _ 3 -aC
dY [[¢_“"“—an dU].GY—/¢Bn [W.SY] do +
Y Y
+/ [<gradX Cc, gradx(p> + @ Ax C] <n, V> 8y do.
y

(On utilise la formule de Green et le Lemme 1).

Remarque : Les lemmes précé&dents sont encore vrais si l'ouvert variable est
repéré par un difféomorphisme T; on remplace la dérivation par rapport 3 y par la
dérivation par rapport a3 T et on pose

V=¢6TorT !

(voir F. MURAT, J. SIMON [2], [3] ou B. PALMERIO, A. DERVIEUX [1][2]).
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ANNEXE N° 2

PROPRIETES DE REGULARITE DE L'APPLICATION (T, f) > fOT

Nous nous inspirerons des démonstrations de F. MURAT, J. SIMON ([3], § 4.1.3).

On note B la boule unité de RN, B, une boule contenant B, To un difféomorphisme

1
de classe C1+a (cf. Définition 1.3) et fo une fonction de Ca(ﬁi) (ae[0,10).

1. = CONTINUITE

Lemme | - L'application

El : (T, £) »foOoT

. +1
est continue de [Ca

(E)JN x Ca(ﬁl) + ¢*(B) dans un voisinage de (To,fo).

Démonstration - Enongons d'abord quelques inégalités (a ¢ [O, 1[%])

(D |£ . gla <2 |f|a Igla
(2) lgogl <+ lg|D Il
(3) |I]f(-,h) dh| < Max |£(.,h)]| .
(0] h o
0

Nous devons estimer la différence

E = |(f + &f) 0(T+6T)—foT|a;
On a
E<E +E
avec .
E = ](f+6f)O(T+6T)—fo(T+6T)|a
E2=|fo(T+6T)-foT|a

Estimation de El

E, < |sf] []T + 6| + 11

d'ol

E 0 quand IGfla + |6T|]+a+ 0

Estimation de E2 ~ Soit ¢ un élément deaﬂ(RN) on a

f o(T+ 8T) -~-foOT (f -9) o (T +68T) - (f-@p)oT
+ [Qo(T + 6T) -@o T]

les deux premiers termes de la somme du deuxiéme membre se majorent ainsi :

(1) Nous utilisons la notation simplifiée :
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(4) |Lf -9Jo T|a < |f —(p[a (1 + |T|?)
(5) [(E-¢) o+ o], < [f-p| 4+ |1+ 61D
d'autre part pour tout x on a :
@o (T + 8T)(x) -@o T(x) = / 1<(grad¢) O (T + h 8T)(x), S8T(x) > dh
majorons d'abord la norme dans C° ’
(6) |po (T + 6T) -¢o T|y < |grad @lg 18T,
a(l)

Etudions la semi-norme C

1
] {<(grad¢)) 0 (T + h 8T)(x), 8T(x)>- <(grad @) © (T + h 6T)(y), 6T(y) >} 6h =
0

ALt A
avec
1
A] =/ <(grad @) © (T + h §T)(x), 8T(x) - 8T(y) > dh
0
1
A2 =/0 <(grad (p) O (T + h 8T)(x) - (gradqo) O (T + h 8T)(y), 8T(y) > dh
d'od

A

Ay < 61|y [grad @] [T + ho7]] [x - y|°

IA

lgrad ] o131 |x - y|°
0 o

IA

Finalement pour 8T < n(T) on a :
(7) |£ o(T + 8T) - £ o T, <3 {lg-0]| + lgrad | [sT] } (1 + |T|°‘)

Des estimations (4), (5) et (7) (en choisissant @ puis n(T)) on déduit la

continuité de 1'application :1
2

2. - DERIVABILITE

. . < +1 = . .
Lemme 2 - Si ﬁo appartient i C% 1(B]), alors 1'application

2, (T, ) £0T

est pour ae [0, 1[ de classe Cl de I:COL+1

voisinage de (To,fo).

Démonstration — Nous devons estimer la norme suivante :

(ﬁ)JN X Ca+l(§]) dans CQ(E]) dans un

=|(f+6f)o(T+5T)—foT—6foT-—DfoT.6T|a

(1) On rappelle que cette semi-norme a pour expression

[£(x) = £(3) |

[f]a = Sup
x#y |x—yl
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1
d'od (cf. (1) (2) (3)).

E < El + E2

E, = |(£+ 8£) 0 (T + 6T) - £ (T + 8T) - 8f 0 T,

E, = [£o(T +6T) ~foT-DfOT. 8T,
Estimation de E ; Nous avons

E = |}; D 8f O(T + h 8T) . 6T dhla

- (8) E <2 | D6&f| |8T| Max (1 + (T +h 8T|]).
1 o @y 1
Estimation de E2 - Nous avons
’ i
E, = |/’ grad £ O(T + h 6T) - grad £ o T, 6T > dh|
0

Suivons la démonstration du Lemme 1; pour .
|5T|1+a<n(T)
on a (voir(7))

E, <3 |éT| (1 + |T|®) |grad £ - ¢
o 1

2
Pour  assez proche de grad f puis 6T assez petit on a
(9) E)<e IGTIOL,

ce qui, joint & (8) nous donne la dérivabilité de By

Montrons maintenant la continuité@ de 1'application

sy ¢ B x @) > e ® T « I UED 5 @)
(T, £f) » Eé (T, £)
définie par
Ver e (BT, of e ¢ TE)

(10)
Eé(T, £) . (8T, 6f) = 8f oT +Df O T . 8T .

I1 faut estimer la différence

— = - =t .
E = Ey (T + 5Tl, f + Gfl) _Z(T, f) ;
on a
E = E] + E2
E] = 6f o(T + 6T]) -8fo0T
E2 = {D(f + Gfl) o (T + GT]) - Df o T} . &T
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..

Estimons E1

=
n

1
D 8f o(T + h 8T,) . 8T, dh
0 1 1

|l <2 Dsg] 1+ r+h sT, D lot, |

1|a
et pour IGTI] <n(T)

(11) £, s 3lsgl ,, (0 + [T|D) Jer|
d'autre part
(12) B, |, < |6T|, ID(f + 6£) o (T + 6T) - Df o |, 3

Lorsque |6T1I1+a + |6f tend vers 0, le deuxiéme facteur du produit de droite

l|l+a
tend vers 0 (cf. le Paragraphe 1). Ce qui, joint & (11) assure la continuité de
=1!

Ey.

3. - GENERALISATION AUX ESPACES C2+u

221

Proposition 1 : On suppose que T est un difféomorphisme de classe C (B ). Pour

2,k entiers £ =2 k=1, ael0,I1[, l application

g (T, £)» £ o T

2+a(§)]N l+a(B ) dans crra

k a-k =
est de classe C de [C (B) dans un voisinage de

(T_,E).

Démonstration

1°) Le cas k = | - Les démonstrations de F. MURAT, J.SIMON ([3] § IV, pp. 11-12
et 13-14) se transposent sans adaptation notable; nous donnons la démonstration
de la dérivabilité pour mémoire : montrons que Z, (Lemme 2) est dérivable de

=2
e @ « c**%(8,) dans I Ey (2 1),

Dans une premiére &tape on démontre 1'équivalence des deux hypothéses de
récurrence suivantes pour £ 2 2.

l+a 2 1+a(

B)
L=-2+0

(H.R.1.2) E, est dérivable de [c‘““(ﬁ)]N (B ) -~

2+a

(H.R.2.8) (%), 53) est dérivable de [C£+a(B)] (B ) + [C (ﬁ)]N+1
avec

(13) 53(T, f) = grad (£ 0 T).

L'implication suivante est triviale

(H.R.1.2)==(H.R.2.%)

1'implication dans le sens inverse se prouve en observant que (au sens des
distributions)

(14) grad( 2 (£ 0 T)(T) . 6T) = %T(grad(f o T)(T) . 8T
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2-—-(grad Qo T)I

(15) grad(-g—(-/-) (po T)|¢_f .80 =55 dot 50 .

Dans une deuxidme &tape on démontre que pour £ 21 on a

(H.R.1.2) = (H.R.2.2+1)
en effet c'est une conséquence de 1l'identité suivante
(16) grad(f O T) = grad £ O T . DT .
D'ol la propagation de la récurrence, son départ &tant assuré par le lemme 2.

-] - . - .
2°) Le cas k > 1 - Il résulte du cas k = 1 via la formule des dérivations suc-—
cessives des fonctions composées.

@

4. - DERIVABILITE DE L'APPLICATION (Y, ) =~ ¢|Y

Plagons nous sous les hypothéses et notations du Parabraphe 1.3 ; soit @ un élé-
ment artibraire de CLTA@) ; les traces de @0 seront définies comme des &€léments
de c¥*0(3Q) via la convention suivante :

¥y EGad (cf. (1.22))
¥ x €9

9l (0 = P Lxry(x) V()]

3¢

#H (x) = <a(MIx+y(x)V(x) ], grad P [x+y(x)+V(x)]>.
Proposition 2. - (i) Pour &2k 21, 1l'application

.o > 9

L+0 2

est de classe Ck de C (392) XC£+QQS) > C +O"—k(BQ) dans un voisinage de (0,@0).

(ii) Pour £ 2k+1 21, l'application

Ik
.9 > 55ly

est de classe ck EE.C2+Q(QQ) xcz+a¢§) N C£+a-k-l

(3Q) dans un voisinage de (0,@0).

Démonstration : (i) Il suffit de remarquer que

CPIY = (% TY)IBQ
ol TY est défini par (1.26)
(ii) Nous avons 1'identité

39

(18) _a-ﬁl = <n(y), grad(p|Y> |RN

y

d'oi la conclusion, compte tenu de (i) (appliqué 3 grad @) et de la régularité
de 1'application
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y > n(y)
qui est de classe C de C£+GCED dans [C2+a_]CE)]N-

Remarque | - Par transport (f. Paragraphe 1.2), les résultats précédents s'éten-
dent au repérage par un champ de vecteur.

4.2. - Calcul de gradients

Nous donnons ici (entre autres) les gradients des deux applications précédentes.

Proposition 3. - On suppose que la fronti&re y est repérée par un champ de

vecteurs V ( cf. Paragraphe 1.2)(]) alors

(i) 59| - o = <grad 9, » V> 8y

G (@ ) - 8p=s0

2
IPEL 4 - on -
(iii) 5§.3n|Y ) . Sy <grad @ LY’ aY(Y) . Sy> + . ,Z n; Vj 9X, 90X,
1,3=1,N 1
(iv) L(éip ) . 5@:2.19
30 an|y an |y

Démonstration — Nous avons

(19) ® Iy =@Qo TYIBQw (cf. Paragraphe 1.2) ;

De (192+et (18) on déduit trivialement (ii) et (iv); prolongeons le vecteur
normal n dans un voisinage de Y comme suit :

¥ x€dQ , ¥ h un réel assez proche de Y(x),
a(Y) [x+h V()T = a(y) [x]

alors le point (iii) est une conséquence directe de (18) et de (i) qui reste
seul 3 démontrer : or il suffit de remarquer que par convention

(20) ¥ xed ,cp|Y (x) = Q(x+y V(x)).

>
(1) En représentation "polaire", V = r vecteur radial
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ANNEXE N° 3

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1

I1 faut vérifier que le probléme de Neumann suivant est bien posé dans @ pour au
moins une constante a \

(A+ 2 )U =0 dans Q.
o’ 1 Y
0
1) 3U
——l-+ au, = sur 3 donné
an ] g YO ’ g .

Raisonnons par l'absurde : si cela n'est pas le cas, A est une valeur propre du
P P » "y P

Probléme (1) pour toutes les valeurs de a; cette valeur propre est donc sta-
tionnaire par rapport au coefficient a; écrivons la condition de stationnarit@ au
point a = 0 (cf. F. MIGNOT [11]).

%;[/g <grad @, grad\p>dx+/Y agolpdo—}\o/Q 9’)4}dx] =0

Yo ° Yo a=0

oli @ et y sont prises égales i la fonction propre oy du probléme suivant :

(A + Ao) oy = 0 dans QY

o
(2) 90
N
BT = 0 sur YO
d'ot
/ oy do = 0,
Yo
soit
] =0 .
N |Yo

La fonction propre e du probléme de Neumann est donc identique a la solution

uo| des problémes (2.3)(2.5) ; mais nous voyons que cela est impossible car le
f
Yo
principe du maximum appliqué 3 u | = donne
Q\Q
auo o
rralie 0 sur Yo

ce qui contredit (). O
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ANNEXE N° 4

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2

Pour tout paramétre réel A, pour tout accroissement y dans Gad’ nous considérons

la solution [UI(A,Y), UZ(A,Y)] du systéme (3,3) (Paragraphe 3.1) et nous posons :
Ui(A,Y) = U, (A,v) © TY
ol TY est défini comme aux Paragraphes 1.3 et 2.2.2,

Lemme 1. - L'application

(LYY 057 5 T,001)

est analytique de Gad dans C£+a(§o) x C2+a(37\90).

Démonstration — Montrons d'abord que l'application qui 3 (TY’ T;l) fait corres-

pondre les coefficients du systéme vérifié par [ﬁl(x,y), Gz(x,y)J est analytique
+ - — -

de (%@ 1™ dans FH(q ) e MO

transforme en 1'opérateur A suivant

1

(EY\QO) : par transport l'opérateur A se

A=div (|pr| pr ' . (pT7'7% . grad]

avec

DT : dérivée de TY

|DT| : déterminant jacobien.

Nous constatons que ces coefficients sont des polynomes en T_ et T ! et leurs
dérivées; d'ol leur analyticité par rapport & v via la Propogition 1.2 ; il

en est de méme pour les opérateurs frontiéres qui sont des dérivées conormales
relatives 3 A.

Il est donc possible d'appliquer le théoréme des fonctions implicites comme dans

le Paragraphe 1| & l'équation vérifiée par (ﬁ ﬁz); 1'analyticité est déduite

1’ .
du théoréme des fonctions implicites - cas analytique (cf. M.M. VAINBERG,
V.A. TRENOGIN [1]). ‘

0

Fin de la démonstration deé la Proposition 3.2

L'analyticité de 1'application ¥ se déduit de la proposition précédente puisque
(3.4) peut s'écrire aussi

Y(Oh,y) (6] =[ﬁ](),y) - ﬁz(k,v)]au point ;O(e)

Cet opérateur trace est bien &videmment linéaire continu d'od 1l'analyticité par
composition,

0
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ANNEXE N° 5

A EST UN OPERATEUR D'IMAGE FERMEE

Rappelons que :
A . 8y = Wl - WZIY avec

(a4 + ) W] = 0 dans QY , AW, =0 dans O\ ﬁY

(1) 2
3 — - e
(ﬁ+a) ), -wz)ly-o : szY—k 3%
Waip = 0

Nous supposons que :
(2) A &y™ > g dans X0, 1)

et nous devons montrer que

+
(3) q GY* € Cl 0‘(yo) t.q. g =A dy*
Posons :
_ o, .
w? =W (6y), i=1,2
gm = (WT - WI;)|Y H

(WT, W?) est une solution du probl&me de transmission (mal posé) suivant

(A+>\)wI1“=O ;AWI;=0

5 _
Ge+a G -w) =0
(WT-WI;) =8

Iy~ m
Blag = O

(4)

|ag
Admettons un instant le lemme suivant :

Lemme ! . =  L'opérateur §?suivant, correspondant au Probléme (4) est

M

d'image fermée

#: @) x @)

N C£—2+?§o) « C2_2+a(77\90) x CQ—]+a(YO) « C2+

(ry) x ¢
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(A + A)lg 0
o )
0
bl e
o
3 0
= — - —
() o Ga* Dy Ga* D)y
o o
' Y
Yo Yo
0
llr
0
Nous avons :
(6) #v® = (o, 0, 0, g, 0 ~ (0, 0,0, g 0)
dans C2+a(yo) quand m > + o« 3
D'aprés le lemme précédent
( +q, =, +q ,=
(7 T = W), W) e @) x M)
tel que &w" = (0, 0, 0, g, 0) ;
Posons maintenant
* 1 *
Tk My
nous obtenons
*
Démonstration du Lemme 1. = C'est un résultat connu bien qu'écrit nulle part,

nous résumons une démonstration :

Premiére &tape : Les résultats d'AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [2] sur les systémes
dans un domaine s'appliquent 3 notre systéme 3 deux domaines : par cartes locales
nous nous ramenons au cas de deux demi-espaces; puis & un seul demi-espace par
symétrie. o+ p

Nous obtenons donc les estimations de type Schauder (C ) et dans L'.

Deuxiéme étape : Par la méme méthode que dans J.L. LIONS, E. MAGENES(I) (Lemme
de Peetre, p. 171), nous en déduisons que 1'opérateur & est de Fredholm pour
les espaces de Sobolev.

Troisiéme étape : Si

L+0 ,= 2+a ,=
wm e C (Qo) x C (0\90) ,

etyquand m tend vers + o,

(1) Problémes aux limites non homogénes t.l, Dunod 1969, Paris.
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L=2+a ,= L=2+40 & L-1+0 L+a
d%wm +y dans C (Qo) x C G’\QO) x C (Yo) x C (Yo)

@®)
x Cz+a(r)
alors
Woe HZ(QO) X Hz(a’\ﬁo)
et
Au_ >y dans 122 ) x L300 ) x B/ 2(r ) + H3/2(Yo) 132

. . . . 2 -
et d'aprés la deuxiéme &tape, il existe W dans H (Qo) X HZ(G\QO) tel que
5% W=y

Mais d'aprés (8) y est dans un espace de fonctions Holdériennes et nous
pouvons utiliser les estimations de Schauder obtenues dans la premiére &tape
pour en déduire que :

W e c’“"‘(?zo) x c“"‘(@\ﬂo)

d'ol la conclusion du lemme.
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ANNEXE N° 6

UNE CONDITION SUFFISANTE DE BIFURCATION

Proposition : Plagons-nous sous les hypothéses de la Proposition 3.6; soit
A »-YS(A), la branche réguliére (d'aprés la Proposition 3.6) des solutions

symétriques passant par le point singulier (Ao, Yo). Une condition suffisante

d'existence d'une branche bifurquée de solutions symétriques est la suivante :

2 2 R
o ¥ a VY S oY
(1 X 9y (Ao’Yo) R (Ao’Yo) YN (Ao) ¢ Im 3§.(ko’Yo)'

oY

Démonstration : C'est une conséquence directe de 1'application du théoréme
principal de J. CRANDALL, P.H. RABINOWITZ [1] au probléme ci-dessus : la
condition = (1) = est la condition de transversalité; les autres hypoth&ses
se déduisent facilement des propriétés de l'application ¥ &tablies dans les
paragraphes précédents. 0

Remarque : Nous ne savons pas si il existe des contextes dans lesquels (1)
est vérifiée; pour un contexte oli la bifurcation est &tablie; cf., M.SERMANGE [2].

O
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