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RESEAUX DE FILES D'ATTENTE A FORME PRODUIT

Guy PUJOLLE
INRIA
78150 Le Chesnay
FRANCE

Abstract

Queueing networks in which the joint equilibrium
distribution of queue sizes is expressed in a product
form have been very thoroughly studied. In the present
paper we try to unify the properties of these networks.
A new class of networks with product form solution is
derived.

-

Résumé

Les réseaux de files d'attente dans lesquels la
probabilité jointe & 1'é@tat stationnaire posséde une
forme produit a beaucoup &té étudié sous divers angles.
Nous essayons dans cet article d'unifier les propriétés
de ces réseaux. Une nouvelle classe de réseaux a forme
produit est introduite qui généralise sur certains points

et contredit sur d'autres les résultats déja connus.




1. INTRODUCTION

Les réseaux de files d'attente ont une trés grande importance
en recherche opérationnelle. Ils servent a modéliser des systémes phy-
siques. Ils permettent ainsi d'évaluer les performances et de mieux
comprendre le comportement de ces systémes. Peu de réseaux de files
d'attente ont une solution simple. Ceci provient de la difficulté d'étu-
dier les propriétés des flux, a 1'intérieur du réseau. Les mieux €tudiés

sont les réseaux de Jackson [1].

Par réseaux de Jackson, nous entendons un ensemble de files

d'attente reliées entre elles de facon quelconque, la distribution
des temps de service étant exponentiellement distribuée et le processus




des arrivées de 1'extérieur étant poissonien. Les files sont de capa-
cité illimitée de telle sorte qu'il n'y ait pas de blocage ; la dis-
cipline de service est premier—entré; premier-sorti. Ce type de réseau
a été étudié par Jackson [1] dans le cas ouvert et par Gordon et Newell
[2] dans le cas fermé, ils ont montré que la probabilité jointe, a
1'état d'équilibre, défini par le nombre de clients présents dans cha-
que station, se présente sous la forme produit. Depuis cette époque peu
d'intérét a été porté a ce type de réseau étant donné la forme simple
de sa solution. S'il est vrai que du point de vue application peu de
progrés peuvent &tre fait, il en va tout autrement du point de vue
compréhension de ce type de réseau. En effet si 1'on s'intéresse aux
flux entre stations, ces flux n'ont pas du tout de bonne propriété,
comme on le pensait généralement jusqu'ici. Ce ne sont en général ni
des processus de Poisson, ni méme des processus de renouvellement.

Le but de cet article est d'une part d'apporter au lecteur un
nouveau regard sur les réseaux qui ont la propriété d'avoir la forme
produit comme les réseaux de Jackson et d'autre part d'essayer de ca-
ractériser la nature du processus de sortie d'une file d'attente quel-
conque. Ces examens nous portent 3 caractériser une nouvelle sorte de
réseaux 3 forme produit qui étend les résultats classiques.

 /
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Figure 1: Un réseau général




Soit un réseau général comme celui montré sur la figure 1, qui
posséde K files d'attente. Les probabilités de routage pij d'aller de
la file i vers la file j sont déterminées par une chaine de Markov
d'ordre 1. La station O est une station fictive dénomant a la fois
1'entrée et la sortie du systéme de telle sorte que Py; est la proba-
bilité pour un client arrivant de 1'extérieur d'aller vers la file i
et pjO est la probabilité pour qu'un client finissant son service a la
station j, sorte du systéme. Soit NysTlyse e 5Ty, le nombre de clients
respectivement dans la file 1,2,...,K. Le comportement du réseau est
totalement défini par les valeurs de p(n1,n2,...,nK,t) : probabilité
d'étre au temps t dans 1'€tat ny,N,,...,Ng, que NOUS appellerons pro-
babilité jointe. Nous emploierons la méme notation pour les probabili-
tés marginales p(ni,t) d'avoir n. clients dans la file 1 au temps t.
Le contexte permet de ne pas confondre entre probabilité jointe et

probabilité marginale.

Nous dirons que le réseau de files d'attente est markovien si
le processus p(n1,n2,...,nK,t) est un processus de Markov avec 1l'espace
d'état {N}K+1, ou si une décomposition des serveurs permet de se rame-
ner 3 un processus Markovien (par exemple une décomposition en fonction
de Cox) .

Un réseau de filesd'attente sera dit en équilibre s'il existe
un état stationnaire. Dans ce cas, nous oterons le temps t des probabi-
lités jointes et marginales.

Par définition nous dirons qu'un réseau a la forme produit si

P(nj 1o, 'nK)= _H1 p(l’ll) .
1=

Nous utiliserons la terminologie suivante : les entrées et les
sorties d'une file d'attente sont constituées par les clients entrant
et sortant effectivement de la file d'attente; les arrivées et les dé-
parts sont constitués par les (ou le) flots pris séparément venant
d'autres stations ou de 1'extérieur et partant vers d'autres stations
ou vers 1'extérieur. Les entrées sont une superposition d'arrivées.

Les sorties donnent naissance 3 des départs.




2. LE PROCESSUS DE SORTIE D'UNE FILE D'ATTENTE

Un grand nombre de publications concernent ce probléme. Nous
en résumons les principales étapes avant d'aborder les conditions qui
doivent &tre remplies pour que le processus de départ soit un proces-

sus de Poisson.

En 1956 BURKE [3] montra que le processus de départ d'une file
M/M/s était Poissonien. Sa preuve consiste en la démonstration de 1'in-
dépendance d'un intervalle entre deux sorties et 1'état du systéme a
la fin de cet intervalle.

A peu prés au méme moment REICH [4] montrait le méme résultat

en utilisant la réversibilité d'un processus stochastique stationnaire.

En 1959 FINCH [5] étudia la file M/GI/1/m avec une distribution
des temps de service dérivable deux fois. I1 montra qu'a 1'état d'équi-
libre le seul cas oll les intersorties forment un processus de Poisson

indépendant du processus d'entrée est obtenu pour GI=M et m=c.

Enfin DISNEY ET CHERRY [6], DISNEY, FARRELL et DE MORAIS [7]

montrent le théoréme suivant :

Théoréme :

Une file M/GI/1/m a des inter-sorties qui forment un processus
de renouvellement si et seulement si 1'une des conditions suivantes

est vérifiée :

1) les temps de service sont tous nuls avec probabilité 1
2) m=1

3) m=2 et les temps de service sont constants (GI=0)

4) m== et les temps de service sont exponentiels (GI=M)

Dans ces quatre cas, les distributions de probabilité des inter-

sorties sont respectivement les suivantes :




1) 1la méme que celle du processus d'entrée

2) 1la convolution de celle du processus d'entrée et du processus
de service

3) une somme de convolutions

4) la méme que celle du processus d'entrée.

De plus, il a été démontré par Daley [8] que parmi les systemes
GI/M/1, le seul qui ait un processus de sortie de renouvellement est
encore le systéme M/M/1. Plus récemment LASLETT [9] a montré qu'aucun
systéme GI/M/1/m avec m fini, n'a un processus de renouvellement en sortie.

Par 1'ensemble de ces résultats, nous pouvons conjecturer que
le seul systéme GI/GI/1/m m > O qui a une distribution des intersorties

exponentielles indépendante du processus des entrées, est le systéme

M/M/1/e.

A partir de ce résultat nous trouvons un premier ensemble de
réseaux i forme produit : ce sont les réseaux n'ayant que des files du
type M/M/1/~ c'est-a-dire des réseaux possédant des files du type NISTAVEN
oll il n'y a jamais la possibilité pour un client de passer deux fois par
la méme station et ol les arrivées de 1'extérieur sont Poissoniennes. Un

tel réseau est représenté sur la Figure 2

Figure 2: Un réseau de files d'attente d flux Poissonien




I1 faut noter que dans de tels réseaux tous les flux sont des
processus de Poisson indépendants.

Le second type de réseaux que nous allons étudier est consti-
tué de ceux qui satisfont aux équations de balance locale [10] : le
flux des clients arrivant dans une station contenant n clients est
égal au flux des clients sortant de cette méme station eny laissant
n clients. CHANDY, HOWARD et TOWSLEY [11] montrent qu' un réseau qui
satisfait aux équations de balance locale a une solution en forme de
© ~produit.

La plupart des réseaux qui satisfont aux équations de balance
locale sont donnés dans 1'article de BASKETT et AL [12] dont les réseaux
de Jackson [1] sont un sous ensemble. Si 1'on ne regarde que le cas
premier-entré - premier sorti, les conditions de forme produit sont :

- les processus de service ont des lois négatives exponentiel-
les

- les processus d'arrivée de 1'extérieur sont poissoniens

- le processus de service d'une station est unique méme s'il
y a plusieurs classes de clients.

Pour trois autres disciplines de service (dernier-entré - premier-
sorti avec priorité absolue, temps partagé, infinité de serveuré) les
temps de service peuvent avoir des distributions & tranformée de Laplace-
Stieljes ratiomnelle. Pour ces cas, plusieurs classes de clients sont

permises avec des temps de service différents dans une méme station.

L'article de JACKSON [1] démontrant la forme produit des réseaux
exponentiels contient une conclusion révélatrice : la forme produit de
ces Téseaux est loin d'étre surprenante au regard des résultats de REICH
et BURKE, laissant entendre que tous les flux dans de tels réseaux
étaient poissoniens. Ce qui fut démontré d'ailleurs dans un grand nombre
d'articles qui sont bien évidemment faux (par exemple NAKUMURA [13]).

Dans la partie suivante nous allons nous intéresser plus particu-

-~

liérement i ces flux dans le cas des réseaux de JACKSON.



3. FLUX DANS LES RESEAUX DE JACKSON

Pour montrer la difficulté du probléme nous allons commencer
par un exemple trés simple : le cas d'une file M/M/1 avec rebouclage

que nous avons représenté sur la Figure 3.

'

v

— O

Figure 3: Une file d'attente M/M/1 avec rebouclage

C'est TAKACS [14] qui semble &tre le premier 3 s'@tre intéressé
i ce type de systéme. BURKE [15] montre que la distribution des inter-
valles de temps entre deux entrées dans la file d'attente n'est pas

Poissonienne.

DISNEY et McNICKLE [16] montrent que ce processus n'est pas non

plus un processus de renouvellement.

TAKACS [14] montre que le processus des départs est un processus
de Poisson. Le processus des sorties est étudié par FOLEY [17] qui montre

qu'il n'est ni Poisson ni méme de renouvellement.

I1 ne reste que le processus de rebouclage qui est encore mal
connu. Nous montrons ici que ce processus n'est pas Poissonien ni méme

de renouvellement.

Soit T(i) la probabilité 3 1'état statiomnaire que le nombre

de clients présents dans la file soit i. Nous avons




ni) = p(1-p)

~ )\
Oup=u—q.

Introduisons la fonction @(i) suivante :

a(i) est la transformée de Laplace Stieljes de 1'intervalle
de temps entre deux rebouclages sachant que la file est dans 1'état i.

Juste aprés un instant de rebouclage, la file est dans 1'état
i avec la probabilité stationnaire I(i-1) (voir DISNEY et McNICKLE [16]

pour la démonstration de cette propriété).

Soit encore T(s) la transformée de Laplace Stieljes de 1'inter-
valle de temps entre deux rebouclages. Nous avons :

(M r(s) = £ T(i-1) a(d)

i=1

™ 8

Pour calculer a(i) utilisons les équations suivantes ::

(2) a(i) = X%ﬁ%;[xéa a(i+1) + #d (i-1) + 27 sii>0
(3) a(0) = 2= a(n)

[Ces relations peuvent &tre vues comme une application de la propriété

de Markov fortel].
En sommant la relation (2) de i=1 3 i=« aprés 1l'avoir multipliée
par T(i-1) nous obtenons :

1
up*s

4 T(s) = [up - B3 5 1(0) 2(0)]

La fonction o (0) est déterminée de la maniére suivante : posons

a{(i) =T(() + ﬁ%gg et remplacons a(i) par sa valeur dans (2) :

(5) (A+u+s)T(i) = AT(i+1) + uq I(i-1) iz




La solution de cette équation est de la forme (i) = ax%+bx§,

ot X, et X, sont les solutions de ax? - (A+u+s)x+uq=0.
- = A
Comme nous avons X, + X, = 1+ Y et x4X, T une des deux

racines, soit X,, est strictement supérieure a 1.

Quand i tend vers 1'infini a(i) tend vers ﬁ%gg-donc.b=0 et la

solution de (5) est I'(i) = ax%.

En utilisant (3) et (5) nous en déduisons le systéme

et nous obtenons

1-x,
a(0) = _Eg.

La distribution des intervalles de temps entre deux rebouclages
n'étant pas exponentiel, le flux des clients rebouclés ne peut pas €tre

un processus de Poisson.

Soit N(t) le processus de comptage associé au processus de re-

{0 si t=0
N(t) =

n  si n clients ont rebouclé dans 1'intervalle

bouclage

[0,t]

A cause du serveur exponentiel et de 1'aiguillage de Bernoulli
N(t) est un processus markovien. D'aprés CINLAR [18] un processus marko-
vien est poissonien si et seulement si c'est un processus de renouvelle-

ment.

Comme le processus de rebouclage n'est pas poissonien il n'est

pas non plus de renouvellement.
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Déja dans le cas simple d'une file M/M/1 avec rebouclage, les
flux ne sont pas simples.

Si nous passons maintenant 3 un réseau général, il a été montré
par WALRAND et VARAIYA [34] que les flux de sortie vers 1'extérieur du
réseau sont des processus de Poisson mutuellement indépendants. Nous
avons montré une propriété plus forte : soit R : i «+» j la relation
d'équivalence définie par i et j appartiennent a la méme classe si de
i il est possible d'aller a j et de j il est possible d'aller a i. Les
classes d'équivalence que nous appellerons sous réseaux irréductibles
sont composées de stations, qui une fois quittées par les €lients ne
peuvent plus &tre atteintes. I1 est montré dans BEUTLER et MELAMED [20]
et PUJOLLE et SOULA [21] que seuls les flots qui relient les réseaux
irréductibles sont des processus de Péoisson mutuellement indépendant.
Tous les flots intérieurs aux sous réseaux irréductibles ne sont ni
des processus de Poisson, ni des processus de renouvellement.

Une autre propriété des réseaux de Jackson qui a été démontrée
dans [22], est 1'égalité des distributions des inter-entrées et des inter-
sorties de chaque station du réseau. Cette propriété que nous reprendrons
par la suite est le point de départ de la nouvelle classe de réseaux-a
forme produit que nous allons introduire.

4. FLOTS DANS LES RESEAUX A FORME PRODUIT CLASSIQUE

Les principaux réseaux d forme produit connus sont ceux décrits
par BASKETT, CHANDY, MUNTZ, PALACIOS (BCMP) [12] et KELLY [35].
Des extensions ont été proposées par BARBOUR [231,
KELLY [19], CHANDY, HOWARD, TOWSLEY [11], STOYAN [241, SCHASSBERGER [25].
En ne considérant qu'une classe de clients, les principaux types de ser-

veurs permettant la forme produit sont les suivants :

1) ./M/s et FIFO

2) ./GI/Temps partagé, distribution quelconque

3) ./GI/», distribution quelconque

4) ./GI/s avec dernier arrivé, premier sorti, distribution
quelconque

5) ./GI/s/s ol les clients perdus sont servis avec un temps

~

nul (il continue A circuler dans le réseau).
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Pour cet ensemble de réseaux a forme produit STOYAN [24] et
SCHASSBERGER [26][25] montrent qu'ils ont une propriété intéressante :

1'"insensibilité". Cette propri€té peut se caractériser de deux facons
distinctes :

1) la probabilité d'état ne dépend que des premiers moments
des distributions de service

2) les processus ponctuels déterminés par les instants d'en-
trée dans la file et les instants de sortie de la file ne
dépendent pas du type de stations utilisés.

Tous les réseaux que nous venons de définir et que nous
nommerons par réseaux classiques*) a forme produit, ont grice 3 la
propriété d''"'insensibilité' les mémes propriétés que les réseaux de
Jackson. C'est-a-dire que les seuls flux poissoniens sont les flux
inter-réseaux irréductibles. Tous les autres flux ne sont pas méme de
renouvellement. De plus si 1'on prend une file quelconque du réseau,
la distribution des inter-entrées dans la file est. la méme que celle
des intersorties de la file.

Une des réponses 3 la question, pourquoi une solution en forme
produit, pourrait &tre 1'équivalence des processus d'entrée et de sor-
tie et leur indépendance vis 3 vis de 1'état de la file d'attente.
Malheureusement dans le cas de la file M/M/1 avec rebouclage, le pro-
cessus d'entrée n'est pas équivalent au processus de sortie comme le
montre WALRAND [40]. De plus, BREMAUD [27] et WALRAND [40] montrent
que le processus d'entrée est équivalent au processus de sortie inversé.
Pour la file M/M/1 avec réBouclage cette non équivalence des procéssus
d'entrée et de sortie est certainement due au rébouclage immédiat sur
la file. Par contre dans un réseau sans rebouclage immédiat (ou bien ol
les rebouclages ont &té €liminés. en les incorporant dans un service &qui-
valent) 1l'auteur pense que la conjecture suivante est exacte: dans les
réseaux classiques a3 forme produit les processus d'entrée et de sortie

=osont équivalents et indépendant de 1'état de la file.

* - . - .
) Les réseaux markoviens i forme produit est dense dans 1'ensemble des
réseaux classiques 3 forme produit.
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L'égalité des distributions d'entrée et de sortie ainsi que
1'€quivalence en processus permet d'obtenir une classe de réseaux 2
forme produit plus grande que celle déja connue. En effet, les réseaux
dans lesquels les processus d'entrée et de sortie sont équivalents et
indépendants de 1'état de la file d'attente ont une forme produit. La
démonstration est simple : soit i une file quelconque du réseau, n;
le nombre de clients dans cette file a 1'état d'équilibre et n le nom-
bre de clients dans le reste du réseau. Considérons la file i comme une
boite noire. Le comportement du reste du réseau ne dépend pas du nombre
de clients dans cette boite noire, puisque les processus d'entrée et de
sortie sont équivalents et indépendants de la file. Donc p(ﬁ,ni)=p(ﬁ)p(ni).
Le réseau a une forme produit. Les réseaux 3 forme produit peuvent &tre

décomposés dans les classes représentées sur la Figure 4.

Remarque : Il faut qu'il y ait indépendance du processus d'entrée et du
processus de sortie vis 3 vis de 17état de la {ile d'attente. Par exemple,
deux files D/D/1 en série ont des processus d'entrée et de sortie équiva-
lents, mais ils ne sont pas indépendants de 1'état de la file d'attente.

Processus d'entréeet de sortieéquivalent
et indépendant de&\ la file d'attente

Réseau de

Jackson

Réseau a forme produit classiqu

réseau a forme

Figuré 4: Réseau 3 forme produit
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Nous allons donner 1'exemple d'un réseau appartenant d 1'avant der-
niére des catégories mais n'appartenant pas aux réseaux a forme pro-
duit classique. Soit le systéme représenté figure 5, de 4 files d'at-
tente en série, toutes avec des temps de service exponentiellement
distribuées et une arrivée extérieure suivant une loi de Poisson.
C'est un réseau de Jackson sans rebouclage. Tous les flux sont pois-
soniens. Les deux premiéres stations réunies ensemble ainsi que les
deux derni€res peuvent &tre remplacées par des files équivalentes de
telle sorte que les probabilités d 1'état d'équilibre soient conservées :

p(nynz) = p(nydp(n,).

Figure 5: Réseau a forme produit non classique

Le calcul du nouveau processus de service a été effectué par
BREMAUD [281. En particulier ce processus n'est pas de renouvellement.
Nous obtenons un réseau de deux stations en série visiblement pas du

type classique qui pourtant a4 la forme produit.

Remarque : Cet exemple montre €galement qu'il existe des files d'attente
M/G/1 qui ont un flux de sortie de Poisson et tel que les temps de ser-
vice ne soient pas exponentiellement distribués. Ceci n'est pas vraiment
en contradiction avec le théoréme de BURKE [3] et REICH [4] qui montre
que la seule file M/GI/1 ayant une sortie poissonienne est du type M/M/1;

1'hypothése de temps de service généraux indépendants étant implicite.

5. PROPRIETE DES RESEAUX A FORME PRODUIT

Une premiére condition suffisante pour obtenir un réseau 3 forme
produit a &té introduite par MUNTZ en 1973 [20]. Il s'agit de la propriété
M > M (Markov implique Markov) : une file a2 la propriété M -+ M si en lui
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appliquant un processus poissonien en entrée, le processus de sortie est
aussi poissonien. Les réseaux dont les files d'attente vérifient la
propriété M - M ont une forme produit.

Soit A(n) 1'ensemble de tous les états tel qu'une transition
de n' ¢ A(n) a n soit accompagnée d'un départ. La condition M + M
s'écrit :

¥ n z P, P(n') = Ap(n)
n' e A(m) B

S'il y a plusieursbclasses de clients la propriété M + M doit

-~

s'appliquer a chaque classe.

La réciproque de la propriété énnoncée précédemment est slirement
fausse : un réseau i forme produit implique la propriété M - M pour cha-
que file du réseau. L'auteur cependant ne connait pas de contre exemple
explicite.

La propriété M > M est essentiellement la méme que la propriété
de complétude de GELENBE et MUNTZ [30] ou la propriété "pointwise inde-
pendent'' de MELAMED [31].

Les files d'attente des réseaux de BASKETT et Al [12] et de
KELLY [19] possédent la propriété M + M ou ses équivalents (voir MELAMED
[31]).

Une autre propriété des réseaux i forme produit classique est la
satisfaction des équations de balance locale introduites par CHANDY [10] :
le flux des clients arrivant dans une station contenant n unités est
égal au flux des clients sortant de cette méme station en y laissant n
unités. MUNTZ [29] et CHANDY, HOWARD et TOWSLEY [ 11] montrent qu'un ré-
seau markovien qui satisfait aux €quations de balance locale a la pro-

priété M -~ M pour ses stations et i une probabilité jointe sous forme

produit.
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De plus, il est montré dans [11] que la forme produit
implique les &quations de balance locale. S'il y a plusieurs classes
de clients, les disciplines entre classes doivent &tre indépendantes.
De nouveau la démonstration de ce théoréme sous entend que les temps
de service sont des variables aléatoires indépendantes. Dans sa géné-
ralité ce théoréme est faux comme le montre 1'exemple de réseau a for-

me produit non classique.

Une troisiéme propriété a &té remarquée dans les réseaux a
forme produit classique par SEVCIK et MITRANI [32] et LAVENBERG et
REISER [33] : lorsqu'un client sort d'une file d'attente, il voit 1le
réseau dans son état d'équilibre dans le cas d'un réseau ouvert et
dans son état d'équilibre en enlevant un client dans le cas d'un réseau
fermé. Les réseaux classiques a forme produit ont cette propriété.
L'exemple que nous avons donné de réseau 3 forme produit non classique
a aussi cette propriété. Nous pensons pouvoir conjecturer sans avoir
€té capable de le démontrer que cette derniére propriété est ume con-

dition nécessaire et suffisante de forme produit.

6. CONCLUSION

Nous avons introduit une nouvelle classe de réseaux i forme
produit; malheureusement nous ne sommes pas en mesure actuellement de

caractériser les réseaux qui y appartiennent.

Cet ensemble n'est pas nul car étant donné un processus d'entrée
GI non périodique et un processus de sortie équivalent, on peut déter-
miner pas par pas le processus de service de la file. Sauf si GI=M, il

semble que ce processus de service ne soit pas de renouvellement.

I1 faut encore citer pour &tre complet quelques extensions récen-
tes des réseaux de Jackson, et BCMP qui conservent la forme produit. Les
travaux de PELLAUMAIL [36] et LE NY [37] considérent des probabilités de
routage qui dépendent de 1'état du réseau : moyennant une hypothése

d'"€changeabilité par classes'" la forme produit est conservée.
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Les travaux de LAM [38] étendent les réseaux BCMP 3 des cas
de pertes de clients. Enfin KOBAYASHI [39] montre que la forme pro-
duit est encore vraie pour des classes de réseaux beaucoup plus grandes
lorsque 1'é€tude est faite par des approximations par les processus de
diffusion.
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