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GENERATION ET PROGRAMMATION AUTOMATIQUES
DES EQUATIONS DE LAGRANGE DES ROBOTS
ET MANIPULATEURS

A. Liégeois - M. J. Aldon

Résumé :

Les &quations mathématiques qui régissent le comportement dynamique
d'un systéme mécanique articulé constituent un outil indispensable pour la
conception et pour la commande adaptative d'un robot manipulateur. Aprés avoir
analysé rapidement les différentes méthodes théoriques existantes qui permettent
d'établir le modéle dynamique d'un systéme articulé&, nous décrivons une méthode,
basée sur le formalisme de Lagrange, qui nous a permis d'automatiser au maxi-
mum 1'&laboration des modéles mathématiques ainsi que leur simplification.
L'application de 1'algorithme décrit 3 la génération des équations dynamiques
d'un robot industriel permet au lecteur de juger de la simplicité de descrip-—

tion du mécanisme et de la forme condensée des résultats obtenus.

Abstract :

The mathematical equations which describe the dynamic behavior of an
articulated mechanism are a necessary tool for the design and for the adaptative

control of robots. Firstly, the different theoretical methods which allow one to

obtain the dynamic model of interconnected mechanical systems are briefly analyzed.

Then, we develop an algorithm using the Lagrangian formalism for obtaining such
equations automatically with an optimal factorization. The application of this
method to an industrial robot is described ; the condensed dynamic equations

obtained by using a minicomputer illustrates the system's performances.
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PRINCIPALES NOTATIONS UTILISEES ()

——— — i T S (g A L S o P e s

Aij Coefficient dynamique du couple d'inertie engendré par 1'accélération
du mouvement de 1'articulation j sur le mouvement de 1'artic¢ulationm i.

Bijk Coefficient dynamique du couple de Coriolis di au couplage de vitesse
entre les articulations j et k et ressenti par l'articulation i.

by Vecteur qui lie l'articulation OA précédant le corps SA au barycentre

) - BK'

[bk] Matrice colonne formée par les composantes du vecteur bk dans le repére

R, . _

[bk} T Matrice transposée de [bk]

C. . Coefficient dynamique du couple centrifuge engendré par la vitesse du

mouvement de 1'articulation j sur le mouvement de 1'articulation'i.
c. cos (qi).

cos (qi +.q.).

ij i
[Di] Opérateur matficiel constant de dimensions (4 x 4) dont le produit par
la matrice [P;_]] donne la dérivée de cette matrice par rapport a
la variable qy -
dA Vecteur qui lie l'articulation OA précédant le corps SA au centre de
- — masse GK'
) [dk] Matrice colonne formée par les composantes du vecteur dk dans le repére
RA‘
E Tenseur unité d'ordre 2.

(%) Dos notations similaires sont utilisées powr Les caleuls matricieds utilisant
Les coondonnées homogenes et ceux utilisant Les coordonnBes classiques.
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Energie cinétique du corps SA‘

Energie potentielle du corps SA‘

‘Force généralisée qui s'exerce sur l'articulation i.

Centre de masse du corps SA‘
Vecteur qui représente 1'accélération de la pesanteur.

Matrice colonne formée par les composantes du vecteur G dans le repé-

re R.

Vecteur unitaire 1ié & 1'articulation i, autour ou le long duquel

s'effectue le mouvement de cette articulation.

Matrice colonne formée par les composantes du vecteur 8; dans le repére
R..
i

Tenseur d'inertie du corps S, en son centre de masse G..
PS 9y A

Matrice d'inertie constitude par les composantes du tenseur IA dans

le repére 31.
Tenseur d'inertie en OA du corps SA augmenté.

Matrice d'inertie formée par les composantes du tenseur Iy dans le

repére :R)\ .
Vecteur qui lie les articulations OA et 0A+1'

Matrice colonne formée par les composantes du vecteur IA dans 1le

repére 3)\ .

Moment du couple (ou des forces) exercées sur 1l'articulation i.
Masse du corps SA’

Masse du corps SA augmenté.

Articulation qui joint les corps S>\_1 et SX'
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Matrice de passage généralisée, de dimensions 4 x 4, qui permet de

passer du repére zRi au repére de base R.

Couple (ou force) exercé par la pesanteur sur l'articulation i.

Coordonnée généralisée définissant la position de l'articulation i

(ou du repére R, par rapport au repére :'Ri_]) .

Vitesse du mouvement de l'articulation 1i.

Accélération du mouvement de 1l'articulation i.

Repére de base fixe, cartésien (supposé galiléen).

Repére cartésien 1ié au corps Sy»

Matrice de passage du repére fRJ. au repére 'iRi (dimensions 3 x 3).
Corps n° At
sin (qi)

sin (q; + qj)

Trace de la matrice LP}

Vecteur vitesse du centre de masse G>\ du corps SA’ par rapport au

repére de base R.
Matrice colonne formée par les composantes du vecteur vy dans R.
Produit scalaire.

Produit vectoriel,

L'absence de signe représente le produit tensoriel.

Masse rapportée en 0, -

Inertie rapportée en OA'



1. INTRODUCTION

1.1. Objectifs

L'automatisation d'un posie de travail dans un systéme de production
industrielle pose un probldme important qui est de concevoir et d'évaluer les
performances d'une structure mécanique articulée, de ses actionneurs et des
organes d'inspection et de décision capables de satisfaire les critéres techni-
ques et économiques définis par le cahier des charges de la production. De
telles structures adaptatives capables d'assister ou de remplacer 1' homme dans
des tiches de manipulation, sont désignées généralement sous le nom de robots

industriels.

La plupart des robots existant actuellement sont dotés d'un systéme
de commande qui asservit indépendamment chaque articulation ; or, d&s que 1'on
atteint des vitesses et des accé&lérations importantes, ces articulations sont
soumises 4 des couplages dynamiques qui induisent des erreurs de position
inadmissibles pour des t3Aches industrielles précises. Il est alors indispensable
d'établir un modéle mathématique capable de décrire correctement le comportement
dynamique du systéme afin de corriger de fagon efficace les erreurs prévisibles

par les lois de la physique.

Les travaux présentés dans ce rapport concernent 1'@laboration d'un
'""Modéle d'Interaction Robot-Environnement”. Plus précisément, étant domné un
robot manipulateur défini par sa structure et ses actionneurs, il s'agit.
d'établir automatiquement, par calculateur, les &quations qui permettent
soit 4 1l'opérateur soit a un calculateur de s'assurer qu'une tdche est exécu-
table par un robot donné, sinon de définir les modifications des paramétres
(géométrie du robot, puissance des actionmeurs, ..., trajectoire, ...) qui
permettront de l'exécuter dans les meilleures conditions. Un tel modéle doit

pouvoir satisfaire deux types d'applications :

- la conception assistée par ordinateur de systémes mécaniques arti-
culés : les taches sont les entrées du modéle défini par ses paramétres struc-
turaux ; les sorties sont les forces et les couplés devant 8tre exercés par les
moteurs. L'aspect interactif des programmes de génération d'équations est
indispensable ici, afin d'éviter les contraintes liées 3 la reprogrammation en

cas de changement de la structure mécanique ou de 1'emplacement du robot ;

- la commande dynamique autoadaptative : le modéle est utilisé en

temps réel pour déterminer les commandes & appliquer au processus afin qu'il
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fournisse la réponse désirée ; on voit ici la nécessité d'un modéle aussi
"compact" que possible afin de réduire le temps de calcul et la taille mémoire

utilisée.

1.2. Les modéles mathématiques utilisés

La modélisation des systémes mécaniques articulés a fait 1'objet de
recherches th@oriques avancées tant sur le plan national qu'internatiomal /1/.°
Les équations différentielles obtenues traduisent les relations entre les fo;ces
et couples aux articulations d'une part, et d'autre part les positions, vitesses

et accélérations des variables articulaires.

Les méthodes utilisé@es peuvent étre classées en quatre groupes princi-

paux suivant qu'elles font appel aux formalismes classiques :

- équations de Lagrange,
- équations de Newton et d'Euler,
- principe du travail virtuel de d'Alembert,

- fonction de Gibbs.

Nous allons analyser rapidement les trois derniéres méthodes, ainsi
que les modéles qui les utilisent, puis nous examinerons de fagon plus détaillée

les avantages de la formulation lagrangienne.

1.2.1. Les_équations_de Newton et d'Euler

Appliquées 3 chacun des n corps articulés d'uﬁ systéme, elles permet-
tent de définir complétement son mouvement, si on leur adjoint les équations de
liaison et les relations cinématiques (équations de Poisson). En effet, les
(2n + 1) équations de Newton et d'Euler contiennent 2n forces de liaison et 2n
couples de liaison entre lesquels existent 2n relations dues i la loi de 1'action
et de la réaction. On démontre qu'il est toujours possible de réduire le nombre
d'équations en &liminant les forces de liaison et une partie des couples de

liaison dus aux contraintes.

Les modéles qui utilisent le formalisme de Newton-Euler sont rappelés
dans le tableau de la figure 1| &tabli par M. Renaud /1/. Il faut signaler en par-
ticulier celui de W. W. Hooker et G. Marguliés /2/ qui a le grand intérét de
définir pour la premiére fois les notions de corps augmenté et de barycentre

d'un tel corps fictif ; elles permettent de simplifier les équations tout en
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leur domnant une signification physique. R. E. Roberson et J. Wittenburg ont
ensuite introduit la notation matricielle dans 1'écriture de leurs é&quations

et ont surtout décrit la topologie du systéme de maniére plus int&ressante /3/.

C'est F. W. Ossemberg-Franzes qui présenta , en 1973, la méthode de
mise en équation la plus générale s'appliquant d la fois i des mouvements de
translation et de rotation, les mécanismes d&crits pouvant comporter des boucles
fermées. Cependant, cette méthode présente des difficultds dé notation et est
difficilement utilisable poﬁr une mise en équation automatique, & cause de

1'absence de procédure matricielle explicite.

Ce principe a été utilis& récemment par J. C. Samin pour &étudier le
comportement dynamique de mécanismes 3 structure d'arbre topologique et munis
d'articulations rotoides ou prismatiques./4/. Ce principe peut s'&noncer ainsi :
"Dans un systéme matériel en mouvement, il y a équilibre & chaque instant entre
les forces intérieures, les forces extérieures et les forces d'inertie des dif-
férents points matériels dont se compose le systé&me'. La méthode de Samin permet
d'obtenir les équations sous forme matricielle ; elle a, par ailleurs, 1'avan-

tage d'éviter 1'élimination des forces et couples de contraintes qui apparais—

sent avec la méthode de Newton-Euler.

1.2.3. La fonction de Gibbs

Cette fénction fait appel & la notion '"d'@nergie d'accélération”. Elle
a été utilisée par E. P. Popov‘pour mettre en €quation les systémes mécaniques
d structure de chaine dont chaque articulation a un degré de liberté de rotation
ou de translaﬁion. Cette méthode permet d'écrire trés simplement les &quations
du mouvement /5/, mais le calcul de "1'énergie d'accélération" est plus compliqué
que celui de l'énergie cinétique qui intervient naturellement dans les équatiomns

de Lagrange.

1.3. Les équations de Lagrange

Dans l'ordre chronologique, elles viennent en seconde position aprés
les équations de Newton-Euler, sur lesquelles elles présentent pour 1'automa-

ticien les avantages suivants :

- elles ne conduisent pas 3 un systéme oli apparaissent les forces

de réaction ; le nombre d'équations obtenues est &gal au nombre de degrés de



liberté ;

- elles font intervenir directement, en valeur algébrique, les gran—
deurs de .commande, forces et couples dus aux moteurs, et autres origines dis-

sipatives d'énergie.

Leur inconvénient est de nécessiter le calcul formel des dérivées
partielles de 1'énergie cinétique. En effet, pour définir le modéle dynamique
d'un mécanisme arborescent dont toutes les liaisons sont suppos&es parfaites,

on utilise les &quations de Lagrange sous la forme :

nw fa BE, 3E .
2 ) - Q +F,GE =1,2 ...N) (1-1)

Ildt  3q, 3q .

A

NN représente le nombre de corps solides Sx,(k =1, 2, ... NN)

Ecx " 1'énergie cinétique totale du solide S\

q; désigne la iéme coordonnée généralisée du systéme
. dq.
Q= —i
toae

Qi est le couple (ou la force) exercée par la pesanteur sur 1'articu-
lation i

Fi représente la force généralisée sur 1'articulation i.

Le principal probléme & résoudre est celui du calcul de 1'énergie
- A
cinétique ; il a &té abordé de maniére différente pourla conception des modéles

dynamiques.

J. J. Uicker a proposé, en 1968, une méthode absolument générale pou-
vant s'appliquer 3 toute structure mécanique /6/. Elle fait appel a deux notions

essentielles :

a) la notion de matrice de passage généralisée d'ordre 4 (que nous

définirons au paragraphe 2),

b) la notion de trace d'une matrice qui permet de simplifier le calcul

de 1'énergie cinétique E_, du solide Sy -

Bien que cette méthode permette la simulation sur ordinateur des &qua-
tions du mouvement, elle ne fait pas apparaitre les notions intéressantes de corps

augmenté et de barycentre d'un corps. Elle a cependant été utilisée par plusieurs



auteurs :

-~ M. E. Kahn a établi ainsi les équations analytiques d'un systdme de
trois corps articulés en rotation dont deux s'effectuent autour d'axes paralléles
/7/. Les résultats obtenus sont tr&s compliqués et n€cessitent des simplifications

ultérieures qui auraient pu étre évitées ;

- A. K. Bejczy et R. A. Lewis ont tenté d'appliquer la méthode 3 un
manipulateur télescopique et & rotule muni d'ume pince (bras de Scheinman). Les
équations symboliques obtenues en considérant le mod&le complet sont relativement
complexes /8, 9/. A. K. Bejczy propose de les simplifier en considérant succes- .

sivement le mouvement du bras puis celui de la pince (cf. § 9) ;

- Les méthodes proposées par'M. Renaud /1, 11/ et W. Khalil /12, 13/
font intervenir les notions de calcul matriciel introduites par Uicker. Elles
s'appliquent aussi bien aux manipulateurs anthropomorpheés qu'i ceux dotés de
segments télescopiques. Les deux méthodes ont été& implémentées sur gros ordi-
nateur. Le calcul des dérivées partielles a été résolu, dans les deux cas,
par une technique de dérivation littérale facile & mettre en oceuvre avec le
langage PL/1 utilisé. En effet, celui~ci est particuliérement adapté 3 la
manipulation de chaines de caractéres et de tableaux. Le programme EDYLMA /12/
s'applique aux mécanismes comportant une seule chaine de corps articulés. Bien
qu'il soit extrémement performant par rapport aux programmes congus antérieu-
rement (TOAD, OSSAM), la capacité mémoire qu'il exige est encore relativement
grande : il faut environ 200 K mots de 16 bits pour calculer, sous forme litté-
rale, 1'ensemble des coefficients dynamiques d'un manipulateur & 6 degrés de
liberté. En outre, les équations obtenues remplissént une centaine de pages et il
est difficile d'envisager ume procédure de simplification automatique rapide
et efficace. J. Zabala obtient des résultats plus simples en utilisant les notions
de corps augmenté et de barycentre (que nous définirons au paragraphe 3). Cepen—- -
dant, le langage de description du mécanisme qui consiste 2a introduire les
données directement sous forme matricielle le rend difficilement utilisable par

un non informaticien.

Le tableau de la figure | &tabli par M. Renaud /1/, rappelle les prin-

cipales méthodes de mise en &quation des mécanismes articulés.

Nous présentons, dans le paragraphe suivant, la méthode matricielle
proposée par J. J. Uicker qui a permis & A. K. Bejczy et a R. A. Lewis de

résoudre le probléme de calcul de 1'énergie cinétique.
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/1/ senbiilewsylew seyopow S3U3IIJITIP ST

SYSTEME

TOPOLOGTE

MOUVEMENTS

RELATIFS

Obtention

o corp| aunne | rure | avrcongue | oteione mbre | otation o | qenconase | " umcions
mm'cm Newton-Euler| X 1ou?2 oui
HOOKER-MARGULIES id. X 1ouz2, non
ROB, ~WITTFNBURG ia. X “Jou?2 non
HOOKER id. X 1 ou? non
LIKINS id. X 1 oui
POPOV 1, id. X 1 oui
VUKOBRATOVIC 1. ia. b 1,2 ou 3 oui
_'rI'ITTENBURG id.” X X non
VUKOBRATOV. 2. - id. " oui
OSSENBERG ia. T X non
UICKER Lagrange oui
KORONEV id. . X 1,2 ou 3 non
LIEG,-REN. ° id. X 1 oui
SAMIN ¢ ld'Alembert X X oui
POPOV 2. _ lcivbs-Appel X oui
RENAUD—_'ZABALA Lagrange X oui




2. UTILISATION DES COORDONNEES HOMOGENES

L'utilisation des équations de Lagrange conduit 3 calculer 1'énergie
cinétique et 1'énergie potentielle des différents segments rigides Sj consti-
tuant le systéme mécanique articulé. Ces calculs font intervenir les positions
relatives q; des différentes articulations, ainsi que leurs dérivées premiére
et seconde par rapport au temps. Il est intéressant de pouvoir décrire la posi-
tion et l'orientation des diffé¥ents segments dans un repére cartésien fixe R,
supposé galiléen,choisi comme repére de référence. Connaissant les coordomnées
d'un point M dans le repére 31 1ié au segment S;» on peut calculer ainsi ses

coordonnées absolues dans le repére R&.

De nombreux auteurs utilisent la représentation matricielle et, plus
- . o~ . ) . - - . - A ] -~ »
particuliérement, les matrices de passage généralisées d'ordre 4. Aprés avoir
rappelé les points essentiels de cette représentation, nous décrirons 1'algorithme
de calcul utilisé pour la génération automatique des équations ; puis nous
essaierons d'analyser ses avantages et ses inconvénients en ce qui concerne,
d'une partysa mise en oeuvre sur calculateur et d'autre part, la présentation

des résultats obtenus.

2.1. Rappels mathématiques

La position d'un point M de l'espace est définie, dans le repéredﬁf
par les composantes du vecteur Oi M dans ce repére. Ces composantes sont repré-
X,

. i
sentées par la matrice colonne y; .

Z.
1

Figure 2
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De méme, la position de M dans le repére de référence R est définie

X
par le vecteur OM dont les composantes constituent la matrice : y
4

La relation vectorielle : OM = OOi + OiM s'écrit, dans le repére R :
X xOi . s
4 N R £ * [Ro] i (2-1)
i
z zg. z;
i
Xg.» Yg.» Zo, sont les composantes du vecteur OOi dans le repére R ;
i i i -1

i . . . « v .
[Bo]est la matrice de rotation qui permet d'amener le repére R, en coincidence

avec un repére R' d'origine 0, et d'axes paralléles 3 ceux du repére R.

En effet, on peut toujours amener le repére & en coincidence avec le

repére 31 en effectuant

- une translation définie par le vecteur 00, ,

- des rotations autour des axes x, y, z, auxquelles on peut associer
. . : P . i i i
respectivement les matrices de passage élémentaires Eﬁ)] X° l}o] 3’ @OJ . 3
On peut donc écrire :

B R, R, k.

Rappelons 1'expression de ces matrices &lémentaires qui ne dépendent

ue des rotations successives :
q quqy,qz.

1 0 0
i .
@O] < 0 cos q_ sin q_
_O sin q_ cos q |

el

i}

[Fo)

cos 0 sin
F qy qy
0 1 0
- sin 0 cos
d qy q —
- -
cos q, - sin qa, 0
|sin q, cos q, 0
0 0 1
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L'équation (2-1) écrite dans l'espace 3 3 dimensions n'est pas homogéne

par rapport a

J. Denavit et R. S. Hartenberg /14/ ont proposé de la rendre homogéne
en choisissant un espace & 4 dimensions dans lequel- intervient une coordonnée

supplémentaire homogéne i un facteur d'échelle 7 arbitraire non nul. Ainsi, ils

définissent
X = 7x X, = T, x.
i 171
Y= T Y. =T, . T=m"
Y i i yl i
= Tz Z, =T, z,
i i1

Cela permet d'écrire 1'équation (2-1) sous la forme :

3]
Y - [?%] (2-2)
Z .
"
Avec : '
i '
o A [Ro] § "0,
[P = 5 Yo (2-3)
S
————————- 9D

0 0o o 1%t

i ~ . . . . .
[P ] est appelée "matrice de passage généralisée'" d'ordre 4. Le coefficient T

étant arbitraire, nous le choisirons &gal 3 1. L'équation (2-2) s'écrit alors :
g q

j

><

L
I

= [Pi] Vi (2-4)

1 _1 |

N
[

L'&criture des coordonnées d'un point matériel sous forme d'une matrice
colonne d'ordre 4 permet d'exprimer de fagon homogéne 1'énergie cinétique de ce

point, quel que soit le type de déplacement qu'il subit.
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2.2. Description de la chaine

Considérons une chaine de N corps rigides reliés par N articulations

L . . x . ’
rotoldes ou prismatiques (figure 3).

Figure 3

Chaque segment Sj est caractérisé par :
- sa masse mj,
- le vecteur Ei définissant la position de son centre de masse Gj

ar rapport a l'articulation O, dans le repére R qui lui est rattaché ; ce
p PP i p q .

vecteur est représenté par la matrice colonne :

* 1L est zoufours possible d'inclurne dans La chaine des conps fictigs de
gagon @ ne considéren qu'un seul degné de Liberté pan corps.
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dyJ
" ld. = i
[J] dz?

J

- son tenseur d'inertie I. dont les composantes dans le repereéR

constituent la matrice Eﬁ] ; ces composantes sont de la forme /9/ :

IXy S1 X =y
Ixy =
* .
—Ixy si x #y
% | L2
avec I = § (z dk -d_d) d
xy ] ok *y m

Par ailleurs, on appellera :

e}
.

le couple ou la force généralisé agissant sur l'articulation i
(i=1,2, ... N} ;

q. : la coordonnée généralisée définissant la position de cette

q. : sa vitesse ;

1
ﬁi : son accélération ;
8; est le vecteur unitaire 1i& & l'articulation i,autour (ou le 1long)

duquel s'effectue la rotation (ou la translation) q; -

On désignera par G le vecteur représentant 1'accélération de la

pesanteur ; dans le repére inertiel R, G est représenté par la matrice :

Soit [Pi] la matrice de passage généralisée qui permet d'écrire
dans le repére de référence R, les coordonnées d'un point 1ié au repére aj
Elle peut s'écrire sous la forme d'un produit des j matrices &lémentaires

ui permettent de passer d'un repére de la chalne au suivant, c'est-3-dire :
> p P

Pl - B)OBD DD [ oew



_]3_
La matrice [%;—;] ne dépend que de la variable généraliséeAqi

caract@risant la transformation correspondante. Sa .dérivée par rapport a q;

3 3 . - r
fait intervenir un opérateur constant Di] tel que :

s [L]

3 q.

- ] P

Cet opérateur définit l'orientation du vecteur g dans le repére 3

Par exemple, si g, est porté par 1l'axe z. j» on aura :

- pour une articulation rotoide :

0 -1 0 0
1 0 o0 0

;] - o o
0o 0

- pour une articulation prismatique :

i

[>4]

o O O o
o O O O
o O o O

On peut donc représenter ainsi les dérivées partielles de &JJ par

rapport aux coordonnées généralisées :

bl - S8R B bR
[Uji]

De méme, on note :

[Ujkp] 0 [U.jk] =32 [9] _ [P(])] [Pﬂ [Dk:‘ [PE-J

9 3q, . 9
a, q - 34,

b

si i > j

. avec : k <p < j<N
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Dans le cas d'une dérivée seconde par rapport d i, on a donc :
" l_;]'i—l] ' i
—Lizd [n] [D] [p. ]
3 i i 1—-1
93

Pour une articulation prismatique : [Di] [D;I = 0, Donc [Ujii] =0

Pour une articulation rotoilde :

-1 0 0 0

-1 0 0

[Di] [Di]v = o o

0 0

On note aussi que : U. = |U.
d [Jkp] [ka]

. = H >.' > .
et : [Ujkp] 0 si k >3, oup > j

Les notations, adopt@es par A. K. Bejczy, permettent de simplifier
1'écriture des &quations du mouvement. En effet, on exprime facilement, sous

forme matricielle, dans le repdre de référence R, la position [OGj] et la

vitesse [vj] du point Gj défini par : - [Oj Gj] = [dj]
Fd -
: X,
: . a’
oc.] = [PJ] [d ] = [PJ] Y3
[ i ] dzJ.
1 3

[vj] ¢ L!:OGJ'] S d[It’j.] ) [dj] ) [l;j] ]

d
ou encore : .
j 9 [PJ] j
. = _— = .. d
[VJ] (iiy 3 q. ql) [dJ] (1_—2_1 [UJl] ql) [J]
1

2.3. Equations du mouvement

A. K. Bejczy et R. A. Lewis ont appliqué la méthode de J. J. Uicker
d 1'obtention des équations dynamiques du bras de Sclteinman /8, 9/. Cette méthode
est bas€e sur l'utilisation des matrices généralisées d'ordre 4 (cf § 2.1.) et
des propriétés de la trace d'une matrice. Rappelons les points essentiels de

1'algorithme, en utilisant les notations définies au paragraphe 2.2,
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2.3.1. L'énergie potentielle

——— s 2 e 52 s R e e e et e e

L' énergie potentielle du corps Sj exprimée dans le repére R s'écrit :

Epj =-mj_§ . OGj ou encore, sous forme matricielle :

oy =-my o] o] [e]

2.3.2. L'€nergie cinétique

L'énergie cinétique d'un point matériel Mj du corps Sj s'exprime en

fonction de sa masse dmj et de sa vitesse absolue vj qui est la vitesse du centre

de masse Gj par rapport au repére de base R :

T
d Ec. = 1/2}v.[.]v. Jdm.
i = 2] [
ou encore, en introduisant la trace TR d'une matrice :

T
d Ecj = 1/2 TR ( [Yj] [Vj] ) dmj

ou, d'aprés (2-5) :

[Vj] =(p%1 [Ujp] ép) [dj]

avec :
E
X.
aJ
[dj] = dyj matrice colonne formée a partir des coordonnées
lzj de Gj dans le repére éRj.

On en dé&duit :

.

d Ec, = 1/2 TR (p%] :E] [Ujp:] (Eij] dm [dj] b [Ujr_‘]T c}p' a,)

En posant
[J.]é [d.] [d.] Ta
] Sj 3 ]

On obtient

(
A i i T - .
Ec. = dEc, = 1/2 TR (2 I [U] [J] [U. 4. q.)
j S i 2 e L3P j ir P T
i P

La matrice Jj peut s'exprimer en fonction des composantes de la

matrice d'inertie [Ij du corps j /9/ par :



| [5;] -

e

Ainsi, 1'énergie

xx ¥ Iyy ¥ 1z .
5 XY
. Yl T Lyy Iz
X 2
Ixz Lyz
m. d_ . m. d .
j %xj 5 %yi

3
TR ( L Z

N
=1/2
=] p=1 r=l

i

2.3.3. L'application de_1'&quation de Lagrange

L'application de 1'

cinétique totale du manipulateur s'écrit :

UJp] Fil s

Xz mj dxj
Yz m, dy
o — I
XY zz m. dz.
2 J
2] "3
r) (2-7)

culation i conduit, aprés dérivation de 1'énergie cinétique, 3 1'expression

suivante :

N
F. = X
i j=1

L'écriture de cette équation est simplifiée /9/ en introduisant les

coefficients :

N

o = 2 my[e]” [uy] [

N T
T i o] [75] [0]

N

e T e

N
Cik T o o] [35] [4]

% TR ( [UJk] [JJ] [UJIJ

(2-6)

8quation de Lagrange (l1-1) au mouvement de l'arti-

e b b g [

4 9

T [ [4]

(2-8)

(2-9)

(2-10)

Ces termes représentent respectivement les couples (ou les forces)

dus 3 la gravité, puis les coefficients des couples dus aux forces d'accéle-

ration, aux forces de Coriolis et aux forces centvipétes. Pour 1'ensemble

TR ( [Ujkp] [Jj] [Uji] Ty pour k #p  (2-11)



de 1'articulation i, la force généralisée s'écrit :

N{ N N ]

F. = Z4A. g + I I B. q 4q_f+Q, (2-13)
1 el ik “k k=1 p=I ikp "k 'p 1

avec Ay = Ao Bie T i o Biip T Bipke

Certains coefficients s'annulent en raison de la géométrie ou de
la configuration du manipulateur. D'autres sont nuls dans tous les cas ; par

exemple :

iii
s = i >
Blkl 6 pour i k

De méme, certains couples ou forces qui apparaissent dans les équa-

tions littérales compldtes pourraient &tre négligés dans le résultat numérique.

2.4, Simplification et utilisation des &quationms

La complexité des &quations littérales obtenues par la méthode pré-
cédente /8/ ne permet pas d'envisager l'utilisation en ligne de ce modéle dyna-
mique complet pour réaliser une commande adaptative précise 3 cause du retard
introduit par les nombreux calculs. Aussi, les auteurs proposent—ils deux types

de simplification :

a) L'écriture des équations fait apparaitre des termes complexes liéé
3 1'existence de nombreux couplages dynamiques actifs lorsque toutes les arti-
culations sont en mouvement. Il est possible d'obtenir un modéle dynamique res-
treint en considérant seulement le mouvement d'un nombre réduit d'articulations.
Ainsi, dans le cas du bras de Scheinman & 6 degrés de liberté et plus géné-
ralement lorsque les dimensions , la masse de l'organe terminal et sa charge
sont petites devant celles des segments du bras qui les véhiculent, les deux
sous—-groupes dynamiques importants identifiés sont constitués par les trois

premiers,puis les trois derniers segments.
La définition du modéle restreint est la suivante :

- il peut y avoir mouvement simultané des trois premiéres articulations

alors que les trois derni&res (poignet) sont au repos ;

- les trois derniers segments et l'objet saisi forment une charge

sengiblement constante pour les trois premi&res articulations.



Dans ce modéle restreint

- les coordonnées des vecteurs dj et la matrice E%] » pour les deux

premiers corps (j = 1, 2) sont inchangées par rapport au modéle complet ;
- par contre, d3 et [J3] dépendront de la configuration du poignet.

b) Le deuxiéme type de simplification consiste & admettre que les effets
des forces centrifuges et de Coriolis sont souvent négligeables devant ceux dus
d la gravitd et aux forces d'inertie. L‘équation (2-13) s'écrit alors :
N
F. = I A, q, + Q.
1 ik k Ql
k=1
En conclusion, 1'élaboration du modéle dynamique suivant cette méthode
impose 3 l'ing&nieur chargé de 1'dtude d'un systdme de commande ou de la program—
mation d'un robot, des simplifications ultérieures trés complexes qui peuvent

gtre évitées par :

~ une analyse préliminaire de la structure du mécanisme qui supprime

les calculs inutiles de coefficients nuls ou négligeables ;

~ le regroupement de termes constants tels que les masses et les
inerties rapportées sur les différentes articulatioms, termes que nous définirons

dans la suite de ce rapport.{(cf § 3.1.) ;

- le regroupement des variables généralisées et des couples ou forces

correspondant d des rotations successives autour d'axes paralléles.

Par ailleurs, bien que l'utilisation des coordonnées homogénes conduise
3 une forme générale des expressions des coefficients valable & la fois pour les
rotations et pour des translatioms et compatible avec la plupart des logiciels
d'informatique graphique pour la représentation géométrique des objets tridi-
mensionnels, elle présente, pour 1'automaticien, 1'inconvénient de conduire

a des calculs longs, redondants et souvent inutiles,de matrices de rotations.

Nous proposéns donc, dans le paragraphe suivant, une nouvelle mé&thode

ayant, pour cbjectif, de pallier ces inconvénients.
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[d-] et [1j] les matrices colonnes formées par les composantes respectives .

des vecteurs dj et 1j dans le repére ﬁj.

Nous appelons "corps j augmenté" /14/ le corps Sj sur lequel on

applique en 0j+1 la somme des masses mp (p > j) des corps de la chaine située

en aval de Sj'
Nous désignons par Mj la masse du "corps j augment@"
N .
M. = I m (3-2)

Le barycentre Bj du corps augmenté est défini par la relation vecto-

rielle
N
M. b. =m. d. + 1. X m (3-3)
2078 A g P -

dans laquelle b. représente le vecteur O.B..
3 REE

Scit J. le tenseur d'inertie en 0j du'corps augmenté" et Ij le tenseur

J —

d'inertie du corps j au centre de masse Gj ; nous pouvons écrire :

: N
J.=1I. +m, (d. . d. E—-d, d.) + ) m (1. .1.E-1.1.) (3-4)
A j 31 3= 1.3 =gy P 1 1= 1]
P == = == P=]
N
soit : J. =1, +K. + z K
2 2 L p=je £
0G : E représente le tenseur unité d'ordre 2

Le produit scalaire est moté "."

L'absence de point signifie "produit tensoriel".

Les matrices formées par les composantes dans ﬂj des tenseurs définis
ci-dessus sont notées [;ﬂ s Eﬁ] et [Kﬂ

Dans le cas od l'articulation Oj est prismatique, le vecteur ii a une

longueur variable ; on a alors

B T PR

ol q. représente le vecteur variable 0. O, décrit par le point O.
23 JO j+l j+i

depuis une origine arbitraire O, . Il est porté généralement par un axe du repére

R . 0
P
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1. représente le vecteur constant Oj 0J joignant le point 0, a
0 0 ' 3

l'origine de la tramslation Oj .
0

1. = 0. 0.
3 g+t
1 = 0. 0.
9 3 Jo
4 7 %, %

i Figure 5 : Articulation prismatique

Dans ce cas, l'équation (3-3) appliquée & la définition du barycentre

Bj du corps augmenté s'écrira :

- N N
M. . b. =m. d. + 1, z m_ + q. b m
3o A g pejer P p=j+1 P

Les deux premiers termes de la somme restent constants et pourront

etre pré-calculés.

N De méme, dans 1'équation (3-4) du tenseur d'inertie, le terme

z m (1. . 1j‘E-_ 1j~1.) comportera une partie constante et une partie variable
pejur P A= I

fonction de qj.

3.2. Notation matricielle

Afin d'obtenir des algorithmes faciles & mettre en oeuvre sur un
minicalculateur disposant d'une taille mémoire réduite, nous n'avons pas adopté
les coordonnées homogénes qui conduisent évreprésenter le systéme dans un
espace 3 4 dimensions. La cinématique du manipulateur utilise des vecteurs (3 x 1)

et des matrices (3 x 3).

Ainsi, les coordonnées d'un point M 1ié au segment Sj sont dé&finies



3. ALGORITHME DE GENERATION D'EQUATIONS CONDENSEES

Nous développons, dans ce paragraphe, une méthode de génération des
&quations dynamiques d'un mécanisme articulé, sous forme matricielle symbolique,
utilisant le formalisme de Lagrange et faisant intervenir les notions de bary-
centre et de corps augmenté. Notre objectif est d'obtenir, & partir d'ume
description simple et naturelle du mécanisme (cf § 4.1.), les expressions lit-
térales condensées des coefficients qui interviennent dans 1'Equation de Lagrange,
en mettant en &vidence des regroupements de termes constants ou variables et
en n'effectuant que des opérations élémentaires de produit matrice-—vecteur et

de produit scalaire en trois dimensioms.

Afin de simplifier les notatioms, nous effectuons les calculs pour
une chafne de corps articulés, sachant que le principe est le méme pour un méca-

nisme arborescent /10/.

Aprds avoir défini les notions de barycentre et de corps augmenté,
nous rappelons la notation matricielle utilisge, puis nous établissons 1'algo—

rithme de calcul pour :

- les forces (ou couples) dus & la gravité,
- les forces (ou couples) d'inertie,

- les forces (ou couples) centrifuges et de Coriolis.

En effet, pour un mécanisme possé&dant N degrés de liberté indépendants,

1"équation de Lagrange (I-1) est de la forme :

N N .. .9
X A..q.+ I B.. q.q +C,. q.:} =Q, + F. (3-1)
j=1 { 1] 73 K=j+] 1jk 73 7k 1] 7] i 1

Le premier membre représente les couples dynamiques qui agissent

sur 1'articulation i :

ij aj est le couple ou la force d'inertie induit par 1'accélération

Bijk éj dk est le couple ou la force de Coriolis engendré par les
vitesses dj et q 3

.
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Cij qj est le couple ou la force centrifuge du = 3 qj.
Par ailleurs
Qi désigne le couple ou la force de gravité ;
F. représente le couple ou la force exercéd par les systdmes dissi-
patifs agissant sur l'articulation i (moteurs, frottements et autres forces

dissipatives).

3.1. Définition du corps augmenté

Nous utilisons, dans ce chapitre, les notations et définitions du

paragraphe 2.2. pour la description d'une chafne articuléde de N corps.

Figure 4 : Topologie du systéme

A chacun des corps Sj de la chalne est associé un repére de référence

mj dont l'origine se trouve en Oj (articulation des corps Sj" et Sj) et dont

1
1'un des axes porte le vecteur unitaire gj autour (ou le long) duquel s'effectue

le mouvement de 1'articulation. Par ailleurs

- le vecteur dj définit la position du centre de masse Gj par rapport

= le vecteur 1. r8unit les articulations 0. et O.
1 ] i+!

Pour 1'écriture matricielle des équations, nous désignerons par
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- dans le repére 35, par le vecteur constant OjM représenté par-la

——

matrice colonne

- dans le repére 1ié au corps S, de la chalne, par un vecteur
P ps S P

variable OkM tel que :

o
=
i
o
o
+
o
=
f
LI e I
=

soit, en notation matricielle :.

X j-1 . %
Tk B _z_ K [Rk] [11)] * 7
z P = z
k: b

ol Fﬁj représente la matrice (3 x 3) qui permet de passer par rotation du

repére 'Rk au repére .‘Rp (cf § 2.1.).
Dans le cas oG 1'articulation Op est prismatique, la matrice colonne

1 représentant le vecteur 0_ O qui joint deux articulations successives
P - p__p+l

a un élément variable.

3.3. Calcul des couples dus a4 la gravité

Nous &tablissons 1'expression du couple exercé sur une articulation

rotoide puis celle de la force agissant sur une articulation télescopique.

3.3.1. g, est_unme rotation

¥

Le couple résultant, sur 1'articulation portée par 1'axe 8> des
forces induites par 1'accélération de la pesanteur G s'écrit
N
Q =-§£ . kii 0, G A (mk G) (3-5)

Soit, d'aprés les propriétés du produit mixte :



N .
Q;=(g; A 2 (0; G m)) . G
Sachant que : Ok Gk = EE et : Ok Ok+l = iE’ on peut écrire :
m. 0. G. = m, d,
i 71 i 1 i
Piar 01 Giar T M L tomyy 44y
i+] :
Pome s 2 0 G me = (mg dg +miyy 1) vmyy 4,
Par récurrence :
"N N N
T 0, = X (m d + Z m 1)
ki bk kT2 e T p=k+1 P K

Soit, d'aprés la définition du barycentre (3-3)
N ) N
L0 G m = T M b
k=1 ———r k=i —

La relation (3-6) s'écrit alors

O
[

N
g = (g h z mop ).
Ou encore :
N

R
k=1 -

QO
fl

Or, on peut considérer 8; A'bk comme la dérivée du vecteur bk
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(3-6)

(3-7)

de module constant,

par rapport 3 la variaBTg'qi—Ehi définit la position du vecteur g; dans le réfé-

rentiel B, c'est-a-dire :
bl

3 b

_k
8 Ay =7
93
Donc : N d EE
Qg = 2 M — .G
k=i 3 q;

(3-8)

‘En utilisant la notation matricielle et en considérant que le vecteur

G représente 1'accélération de la pesanteur dans le référentiel R, le couple

exercé sur 1l'articulation i s'éerit :
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M [bk] (3-9)

3.3.2. gi_gst une translation

La force résultante exercée par la pesanteur en Oi sur 1l'articulation
i

- . - + - 3
prismatique portée par l'axe 8; s'écrit

o
L]
i ™2

8 - (mk G)

k=1 —

En utilisant la notation matricielle :

o = [¢]7 2, wo[sd] [s]

© Soit, en faisant intervenir la masse du corps i augmenté (3-2) :

Q, = [c; ]T Mi[Ré] [gi:J ‘ (3-10

3.4, Calcul des effets d'inertie

Nous distinguons les cas ol i et j sont soit des articulations
rotoides, soit des articulations prismatiques. Il s'agit dans chacun de ces
cas, de calculer le couple ou la force d'inertie Aij Hj induit par 1'accélé-

R e > . . . .
ration qj sur 1'axe g; de 1'articulation i.

3.4.1. q._est une translation

- - - » - . - + 3
Considérons l'articulation prismatique portée par 1'axe gj et soumise
a une accélération ﬁj. La force d'inertie exerce sur cette articulation par un

corps Sk situé en aval de Oj s'écrit

B "™ 95 8

3.4.1.1. q; est une translation

La résultante des forces d'inertie F, exercées par les corps S, situés
k P TPS 5y

en aval de Oj (k > j) s'écrit :

N :
) q. 8 =M 4. g (3-11)
k=j " 93 L 1
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L'articulation prismatique 0i est soumise 3 une force Aij ﬁj égale

-
3 la projection de cette résultante sur 1l'axe g,

A, d. =M 4. g - 8
i3 9% 7% 9 B - B

—

Dot A = M, [gi_] T[R;.i_] [gj] | (3-12)

3.4.1.2. q; est une rotation

+ I3 3
Le moment résultant sur 1l'axe g8; des forces d'inerties Fk est :

N
q.=g_.l-. kij 0, GkAmkqj_g_j_

Soit : A.. 4. = g. .
ij 45 7 &4 -

&2

0. 0. +0. G)Am g, 4.
( 1] ] .k) mk fl.qj

Compte—tend des propriétés du produit mixte, le coefficient Aij s'écrit :

N
A, =g A I (0,0, +0,6G) . (m g)
T S s A M 5

. N
Soit : Aij Ej (Oj Gk mk) . gj

N
(Ei.A Oi Oj) . Ei (kij mk) + Ei A .

En appliquant les résultats précédents (3-7), (3-8)

j-1 N
A.. = M, AT 1 . g.+ . A Z-M b . g.
ij =M 8y k=i _13) B (Ek k=] Mo P - B
- Sk h
Soit : A,. =M. (2 —),g. + (Z ) . g
Yood k=ig g, =L k=j " 3 q. -1

i i

En utilisant les notations matricielles :

A = M, J;l S_.[Eﬂ [11(] ! [Rg] [gj] + g.a—;%ﬂ [bk] ! [R‘g] [gj]

k=1 3 q. k=3
i (3-13)
3.4.2. g;_est_ume rotation

Les forces d'inerties dues aux corps S, (k > j) appliquées en G

k k
. 3 - + . -
exercent sur l'articulation portée par 1l'axe gj un moment résultant de la forme :
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N
z:c/@.=za.(g./xo.c )
s Tk ey 30H T Mk

Soit, d'aprés (3-7) :

sl - e,

D'aprés (3-8) :

: d% ] N ajﬁL .
k =3 d q. j

|
N

09
e

™M=

&
o
Nt

Nal

2
l

3.4.2.1. q; est une translation

. . . ~ - . >
L'articulation i est soumise & une force résultante suilvant 8; de

la forme :
v b
A1J aj = El (kij MK'S—E; ) 94
Ce qui donne
N b
i3 78 0 (2 T )

A = l:gi] ! kg. (=== M [b.k]) | o

3.4.2.2. q; est une rotation

L'articulation i est soumise au couple Aij ﬁj résultant du mouvement
des corps k (k > j) autour de 1'axe de rotation gj. Pour chacun de ces corps,
on peut considérer de maniére classique que le mouvement est &quivalent & la

somme de deux mouvements &l&mentaires

~ un mouvement de rotation autour d'un axe passant par le centre
d'inertie Gk ;

- un mouvement de translation de G, ol est supposée concentrée la

masse m.k.

k

A ces deux mouvements , on associe respectivement :

?
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- le moment dG & 1'inertie du corps autour de l'axe g. ;
P g;

- le moment, autour de cet axe, de la résultante des forces d'inertie.

Calculons ces deux termes : (Aij)R qj et (Aij)T qj

a) Terme 1lié aux rotations

-~ I3 . -’ » g + - -
L'articulation rotoide i est soumise suivant 1'axe gi a4 un moment ré—
sultant de la rotation des corps Sy (k > j) autour d'un axe passant par leur
centre de masse Gk' Ce moment s'exprime en fonction des tenseurs d'inertie Ik

par la relation :

(A

~r
Qi
Si]

N
ij)R 1 = Ei . ( i I

En utilisant la notation matricielle, on obtient :

N AN T

b) Terme lié aux translations

I3 Pl +
Les forces d'inertie F, appliquées en G, exercent sur g. un moment
PPLlq j

k k

résultant de la forme :

o=
=
1
N ™2

q. .AO. G
q; (E; 5 G mk)

k=j k=]

Le moment résultant sur l'articulation i aura pour expression :

(A; Do ﬁj =g. . (

8 . ﬁj (Oi Gk A (Ei A 0j G, mk)))

ij

o

o~

j
N

= Ei . (kij((oi Oj + Oj G A (gj A Oj G, m )

N
(AiJ)T =8 (Oi Oj A (Ei A kij Oj G, m )
N
+g . ( E_ (Oj G A (gj A oj G, m )
—_— k—J
on peut donc écrire : (Aij)T = A1 + A2 3 avec :
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. N
Al = Ei.. (0i Oj A (gj A kij 0j Gk mk))
‘N
A2 = Ei . (kij (Oj Gk A (Ei A Oj Gk mk)))

Calculons A]. D'aprés la relation (3-7), on peut écrire :

N
Ay =g - (0,0, A (g, A I M b))
—_— —_— k:J —
' N
A ="(g; Ao, 0 - (g, A I oM oby)
— —_— k—J —_—
j=1
= % 1 ; donc, d'aprés (3-8) :
p=i £ P
=1 9w 2B
A= (2 ) . (T M —)
p=i 3Aqi k=] 3 qj

Ceci s'écrit avec la notation matricielle :

ou :

Soit :

Donc :

forme :

unité d'ordre 2, l'expression précé&dente s

P - T { k]
=1 | @ [RiJ N LR
A, = I _— [1} z M | ——— [b]
1 i P s k
pP=1 0 qi J k=3 0 qj
N -1 [ 3 [R?] ~ T 3 [R‘i‘]
A= I 1 —Lr- 1] L1 [b]
1 k:' =7 P _p aq k
Calculons A2 ; on peut écrire :
Oj Gk = 0j Ok + Ok Gk
k-1 k-1
0. G = L 0] ' 0 G, = ¥ 1 +4d
k . +1 k "k . k
/ p=j 2P p=j £ =
N k-1 k-1
A2=gi.(z((21+dk)A(ng(z_1£+d_k)mk)))
= k=i op=i = e

Le développement de 1'expression A, fait apparaltre des termes de la
2

a, =g; - (m (d A (gj A clg_)) + _Z m (_1_BA (_g_iA iP_)))
- — —= p=s+l
Sachant que a A (b Ac) = (c . a ) . b, oi E est le tenseur

1



D'aprés (3-4),

RLREN SORIRER
N
1 1 —-—
g O, @ G B L) - 8

on peut écrire :

N
g. . (K_+ T X).g.
_ p— p=s+l — -l
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On retrouve ici le tenseur d'inertie en 0S du corps s augmenté. Par

ailleurs, les

%

D'aprés (3-7)

De meme :

Q
]

Q
)
il

On en déduit 1'expression de A, sous forme matricielle :

termes restant sont de la forme :

N-1- N
g. . (Z 0_0 +1 A (g A Z O G mk)
N N-1
g. . ((Z 0.G_m) AN I (g. A 0, O
. P . k “ktl
— p=j —3 P k=j -1 2=
N-1 N
g. . (X 0 0O +1 A(g. A I MkAO. Bk))
N-1 N
(g. A £ O0_0 " ) (g. A L Mk 0. B )
. 1 k
N N1 01 8 by
I (( ) . (Mk'———— ))
k=j p=] CACH 9 q;
N N-1
g. . (Z M_0.B A I (g.AMAo O . .))
. . k "k+l
_1 P=j P_J1_P k=] —3 —_———
N-1 N

T I ((g, AM b).(g.Alk))
k=j p=j = PP -1 Kk

N-1 N 90, 3 1
I L (M —) . (—==Y)
k=j P=j 3 qi d Qj

L

)

))
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T [ ¢ I (8D (R[]
N N-1 o 9 [RP] a[g }

g
fl
M=
(S

" kij pii [1p] - | [bk] (3-16)
N-1 N s [RRT af[xf
* kij pij MP [ P] [ ] [ ] £1k]

i J

En regroupant A, et A,, on retrouve la pseude-matrice d'ipertie @

(3] = [n] - [sd oL, [9]

c'est d dire :

]
o™=
o
H
—
3
| el
HW%
[I—
—
[
-
L
C —
we
[
]
—
[1j2]
—
[

A..
1] K

+ 3 T [b ] (3-17)
k=3 p=i 9 q ol | e q; )
N-1 N r? a[RF]

v DM 1] [P ] L [1?]
k=j p=j P 3 4

3.5. Calcul des couples centrifuges et de Coriolis

Ce sont les couples dynamiques engendrés par les couplages de vitesse
entre les articulations. Dans le premier membre de 1'équation (3-1), ils sont

représentés par les termes

. 2 N . .
C.. q. et z
1] qJ k=j+1 ljk qJ qk

I1 s'agit donc d'évaluer les coefficients Cij et Bijk en fonction des

coordonnées généralisées.

On démontre que ces &léments sont obtenus par dérivations partielles

des coefficients Aij par rapport aux coordonnées généralisées /10, 11/. Ainsi

3 A.. B A.  9A.
_ o ij ik Jk (3-17)

3 a4y 9 qj 3 q;

De méme :
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(3-18)

I1 apparait que le calcul de ces dérivées partielles est la méthode
la plus rapide d'obtention des coefficients B et C lorsque les expressions sym-
boliques de coefficients Aiisont connues. Les résultats obtenus font encore appa-
raitre les regroupements de termes constants 1liés au "corps augmentés'" et les
regroupements de variables telles que les sommes d'angles dans les érguments des

fonctions trigonométriques. On remarque, par ailleurs que :

C.. = B.,..
1] 1r

De méme, les propriétés suivantes permettent de simplifier le calcul.

des coefficients :

-Sii=%k, conme k < j : Biji =0
9 Ay
- S11=3: Biik = 3 Cii =0
) q
BAl BA.k 5 A
- S11 <3 : B..k = 1 & L 3y C.. =2 -1l
k j j
9 A, BA.k 3 A
-sii>j:B. = EN A X . ¢, =- 33
H 3 q 3 q. e J q.
k i 1

Malgré les simplifications apportées par les regroupements de termes,
les expressions littérales obtenues pour les coefficients B et C restent relati-
vement compliquées. Ceci conduit, dans la plupart des cas, 3 considérer un modéle
simplifié ol seuls seront pris en compte les couples d'inertie et de gravité,
ou & découpler les mouvements de rotation de 1'organe terminal du manipulateur
de ceux du bras, lorsque les dimensions de 1'organe terminal sont petites vis-
d-vis de celles du bras. La dynamique de ce dernmier ne fait alors intervenir que

trois variables au lieu de six.
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-4, -APPLICATION A UN ROBOT INDUSTRIEL : e . e

La méthode décrite dans le paragraphe 3 a été utilis@e pour &tablir les
équations dynamiques d'un robot industriel & 1'aide d'un minicalculateur T 1600
utilisé en mode comversationnel. Nous présenterons bri&vement le langage de
description du mécanisme, puis les résultats du codage interne. Enfin, nous
verrons comment sont regroupés, au fur et & mesure des célculs, les termes
constants qui interviennent dans les expressions litté@rales des couples de gra-

vité Qi puis des couples d'inertie Aij qj.

4,1, Description du robot

4.1.1. Données géométriques

Le robot schématisé sur la figure 6 est constitué de 4 corps rigides
qui se déplacent grice i 6 articulations rotoides. En effet, le segment terminal
est une trompe assimilée & un segment rigide & 3 degrés de liberté&. Afin de res-

pecter les contraintes imposées par 1'algorithme de calcul, nous lui adjoindrons

deux corps fictifs S, et Sg de masse nulle.

Figure 6 : Schéma d'un robot & 6 degrés de liberté

Le langage de description utilis& /16, 17/ est applicable a tout

mécanisme arborescent ne comportant pas de boucle fermeée.

En régle générale, on définit un repére ® (0, X, Y, Z) orthonormé
direct, 1lié 3 la base du mécanisme €t un repére $N 1ié au segment terminal, La
chaine est décrite par la succession des changements de rep&re qui amément le

repére R en coincidence avec le repére 3N. Deux types de changement de repére
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sont utilisés : rotationm (R) (ou translation (T)) autour (ou le long) d'un des
axes du repére précédent. Les changements de repére qui correspondent aux arti-
culations mécaniques des corps sont fonction des variables articulaires, par
exemple : ROTX. Ceux qui décrivent la forme d'un corps sont constants (ils sont
identifi&s par la lettre K), par exemple : TZK représente un segment porté par
1'axe Z du repére précédentL Les longueurs des corps et les limites articulaires

sont représentées par un symbole (ou une valeur numérique) entre parenthéses.

Ainsi, la phrase de description représentant le mécanisme de la figu—

re 6 peut s'écrire :

RY (8, MIN, & MAX), TYK (L1), RX (8, MIN, 6, MAX),
TYK (L2), RX (6, MIN, 65 MAX), TZK (L3),
RX (e4 MIN, 6, MAX), TZK (¢), RY (6, MIN, 6; MAX),
TZK (@), RZ (6, MIN, 6, MAX), TZK (L) s

Contrairement aux descriptions existantes /11, 12/ qui sont soit :
trop condensées, soit trop détaillées, cellé—ci, trés proche du langage naturel,
facilite le dialogue homme-calculateur et autorise ainsi des modifications de
la topologie du mécanisme. Par ailleurs, une d8tection des erreurs de syntaxe
est effectuée lors de la traduction de la phrase d'entrée ; elles sont signalées

par un message a4 l'opérateur.
4.1.2. Domnées_dynamiques

Aprés analyse de la phrase de description géométrique, un codage interne
du robot est généré par le calculateur (cf § A.Z.). Ensuite, suivant les besoins
de 1'application en cours, 1l'utilisateur devra fournir les paramétres massiques
et inertiels du manipulateur pour chaque segment Si’ c'est-i-dire : les masses
m, , les positions des centres de masse di et les matrices d'inertie [Ii] au
centre de masse G., dans le repére R; 1i& au corps. Pour simplifier, nous suppo-
serons, dans 1'exemple &tudié, d'une part que le centre de masse Gi est toujours

porté par le vecteur li qui joint les articulations successives Oi et O, et,

141
d'autre part, que la matrice Pﬁj est diagonale, bien que le cas général puisse
J

dtre traité,

4.2. Codage interne

La description du systéme articulé donnée par 1'utilisateur est mise

en forme pour permettre un accés rapide aux variables géométriques et massiques
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lors du calcul des équations littérales. Nous avons adopté une représentation

matricielle compatible avec les algorithmes développés précédemment.

Par analyse du langage d'entrée, le traducteur donne directement sous
y gag »

forme de chaines de caractéres :

- le nombre NR de répéres utilisés,

- le nombre N de degrés de liberté,

~ la matrice MRR (NR x 4) qui définit le déplacement de chaqué repére
par rapport au précédent,

- la liste des corps décrits, ainsi que leur longueur,

- le tableau des degrés de liberté et de leurs limites.

Ensuite, afin d'optimiser les calculs, la description des paramétres

structuraux est condensée en deux tableaux :

- Le tableau ANGLE définit les rotations relatives des corps (ou des
repéres associés) lorsque 1l'on se déplace du repére origine vers l'extrémité du
manipulateur. Au corps n° i, mobile en rotation autour de l'axe j, on associe
1'élément eij’ constitué d'une suite de n caractéres; lorsque les n - | rotations
qui précédent s'effectuent autour du méme axe j. On &vite ainsi, d'une part des
calculs redondants de matrices de rotation et d'autre part la simplification
ultérieure d'équations oli apparaltraient, sous forme développée, les fonctions
trigonométriques d'une somme d'arguments. Dans l'exemple cité, c'est le cas des

rotations 6., 6., © ui s'effectuent autour de 1'axe X et que 1l'on retrouve dans
q

17 73 Y4
le tableau ANGLE sous forme des chalnes de caractéres '2', '23", '234'.

- Le tableau VLL représente les yecteurs=: 1. ' des leviers
1

dans les repéres mi liés au corps.

Les paramétres massiques sont &galement mémorisés sous forme de tableaux

de caractéres :

~ le tableau VCG représente les positions des centres de masse[gi]dans
les repéres Ri ; dans le cas examiné, les vecteurs di et 1i sont colinéaires.

- les matrices d'inertie Lli]sont représentées ici par leurs termes
diagonaux ; par ailleurs, l'inertie de chaque corps autour de son axe est

supposée nulle.



- 36 -

RY(CGIMIN,BIMAX), TYK(LID, RX(IZMIN, 82HAX), TY
TZKCL3),RX{BININ,B4MAN), TZK(0),RY(HS5MIN,BS

TABLEAU MPR DE LA DESCRIPTION
IR EA S A EREEEELEIESEEEEEAR SY X

KCL2), RECEIMIN, 304X,
MAX ), T2ZKC(O)X.RZ{BENIN, BoHAX ), T2K(LG ),

TABLEAU DES TRANSLATIONS CONSTANTES
AR L R A R L L L R R R R a

0 1 0 ) 0 L1 0
0 1 ] 1 0 L2 0
2 0 0 0 ) i} L3
0 2 0 t "0 9 0
3 ] 0 0 0 0 0
0 o 3 | 0 0 Lé
4 0 0 o
0. O 4 1 4
0 5 0 0 TABLEAY DES ROTATIONS
0 0 5 i I ENS LA ER LA FEEREEELENE R EY
2 0 6 0 0 1 )
] 0 6 1 2 ] ;)
. : 23 0. 0
NOMBRE DE CHANBEHKENTS DE REPERES 12 234 0 0
.- ‘ 0 5 0
NOYBRE DE DEGSRES DE LIBERTE 6 Cg - o 6
LISTE DES CORPS DECRITS
t*ivi#*&*kk*k*&*#ftkt*t
N0 DY CORPS LONGUEUR
1 Lt
2 L2
3 L3
4 0
5 0
é L6
LIMITES DES DESRES DE LIBERTE
EEPRE LR EL R kAR bR E R R R %
NO. DU DDL WIN May
1 GIHIN g1nax =
2 B2HIN B2MAX &
3 A3HIN 831Az -
4 CEE IR a4May
s 65HIN BSMay
3 85MIN BéeHAY
DONNEES MASSIQUES
IR LS R A RE R ERERE NS
" LORPS MO MassSE vEG -
1. M1 h] H 3| a
2 M2 i) D2 i}
32 "3 0 ) D3
4 by 8 0 0
5 0 b 9 a
3 N5 0 a HES
TENSEURS © INERTIE
LEA S LS ELFESEYERE R X .
CORP3 NG
‘ %1 i} 12t
CORPS §O 2
' I1X2 ] 122
CARPE HO 3
1%3 1Y3 0
CORPS HO & < :
I%3 16 i}
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4.3. Constantes et variables intermédiaires

Dans la plupart des structures mécaniques considérées, on peut admettre,
en premiére approximation, que les centres de masse sont portés par les axes des
leviers qui joignent les articulations, autrement dit, que les vecteurs d et 1
qui interviennment dans la définition du barycentre sont colinéaires. Il en résulte
que le barycentre B est lui aussi porté par le vecteur 1. Par conséquent, si l'on
désigne par uj le vecteur unitaire de 1'axe qui porte le corps j, la relation

(3-3) peut s'écrire :

N
m. b. u. = (m. d. + 1. X m) u.
N B U R TR |

On met en é&vidence des termes constants que nous désignerons sous le
nom de "masses rapportées':
N .
V. = mj b. = m. d. + 1. z m
T p=j+1 P
De la méme fagon, compte-tenu des simplifications apportées générale-
ment aux tenseurs d'inertie, la relation tensorielle (3-4) peut s'écrire,sous

forme matricielle :

N
J.] = [1. + K. + 3 K
N A BN O3 RSN N
Avec :
L O 1 0 0
[I] + [_K} = 0 I 0 + m (d2 +d2‘.+ 2) 0 1 0
j i y xj ¥3 zj
0 0 I 0 0 1
VA
2 d .d. 4.
xj xj yj xj 2]
-m. [d.d . a2, d . d ..
j xj yj ¥3 33 =
d .d. d.d. 42,
xj zj yi zj z]
D'ol :
2 2 :
I +m. (d +d7.) -m, (d . d .) -~—m, (d_.d .)
: X yy ooz itxioyito, AR % B
[I,]+[K.]= -m, (d_. d.) I +m (d2, +d°.) -m, (d_.
3 j I Xy yi y ioxj zj iyl oeit
-m. (d . d .) -m (d . d.) I +m. (d2, + d°.)
i xR 2] i yi oz] z i K] yi

Par ailleurs, lorsque uj est porté par un axe du repére $j’ deux compo-—
santes du vecteur d sont nulles. Ainsi, si 2i.est porté par 1'axe i}, on peut

écrire :
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I1 en résulte :

I 0 0
[Ij] ¥ [KJ] - 0 Iy+m1d
0 0 I + m. d
z 3]

Pour les corps p d'indice supérieur & j, on aura de méme :

0 0 ¢
N N 2 )
z [K] = 0 2 m 1% 0
p=j+1 LF p=j+1 P 1 N )
0 0 "L m_ 1]
p=j+1 ]
Ce qui conduit a :
. 1 0 0
X
[I.] = |0 I +w, 0
J y ]
0 0 I + W,
z J
N )
En posant : W. = m. a.+ I m . 1
J J p=j+l P J

‘On met ainsi en évidence le terme constant Wj que l'on désignera sous
le nom "d'inertie rapportée'. Des expressions analogues sont obtenues lorsque
. > ->
u. est porté par les axes y., ou z..
J J 3
Dans le cas du robot &tudi&, ces termes constants sont regroup&s avant

la mise en &quation. On obtient alors les expressions suivantes :

MASSES RAFPORTEES QDHSTAMTE@ THERTIES FAPPORTEES CONSTANTES

*Q-@m*#*t*t*#t#?*‘l‘#*‘k****@c#&# AEEZ AR S A RS S A AN E NSNS ERE RN E NN N .
CORPS 4D 1: Vel =DtaMi+L1#(+12+93+¢N5) CORPS HO t . WY =D aA2 .M+l 1542¢(M2+M3+H6)
CORPS HD 2: VY2 =D2aM2+L2#(+{13+Ms) CORFS HO 231 ¢Y2 =D2+#24M2+L2%+2¢(H3+Ha)
CORPS NO 3: V23 =D3«NM3+L3m(+H86) CORPS ND 3@ 473 =D3«»2+MI+LI+¥2¢(H5)

CORPS ND &: " ¥2&6 =D6+Mé6 , . - CURPS MO 6: U235 =Da*»2xMé

INERTIE TOTALE

AR AL S P REEARENER S

IXL = IKL4YYL
J21 =1Z1+yvd
IX2 = IM2+4Y2
422 =1z2+4v2
X3 =IX3+423
JY3  =1¥34423

J2a al¥a+uZe
J¥e =lve+4u2Zé
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... 4.4, Couples de gravité

L'équation (3-5) permet d'exprimer le couple exercé par la gravité

sur 1'articulation i de la maniére suivante :

Q; = [GJT .gi ( [R(l):! [Rf] ?——g%i [R“}_l] [Vj]_

On remarquera que, dans le cas particulier ol les vecteurs de deux

articulations rotoides g;_, et g; sonmt parallé&les, on peut &crire :

-~ . - i
. 3 |RT ] d [R? ] . B[R. }
[é% 1} L i-1 B i-2 [R%_l] - i-2
3 e, 3 e, * 3 e,
i i i
» Par suite, dans le cas oli 1'on calcule les couples QI pour des

valeurs décroissantes de 1, on-peut ré&duire les expressions en posant :

Qi—ll = ([e }T [R(I)][Rﬂ _3___[3;:_2_]_ [Vi—l])+ Qs

9 a5

L'algorithme de calcul ne fait donc intervenir que des produits de
"matrice (3 x 3) x vecteur (3)", les matrices de rotation et leurs dérivées étant
calculées par deux sous~programmes &l&mentaires qui ne nécessitent que la con-
naissance de 1'axe de rotation donné par le tableau ANGLE.

Pour le robot & 6 corps &tudié, on obtient directement les expressions

symboliques suivantes, ol l'on note :

Co = COS 6
§86 = SIN ©

8 = 6. +6. +6 COUPLES EXERCES PAR LA PESANTEUR
234 2 3 4 gt we o oo o o G e okt okl ok e el AR ok ok ol sk ok o

2¢ 6)= 0

8¢ Fi= +G=(+8234+283+VZé)
B¢ d)= +Ge(-C234%0TsV¥26)
@¢ 3d= +G+(-C23+VZ3>+0(4)
8¢ 2)= +Gx(-S2%V¥Y¥23+Q(3)

8¢ 1= 0
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4.5. Couples dynamiques

L'expression des coefficients Aij (3~17) appliquée au cas particulier
d'un robot dont les vecteurs d, et 1j sont colinéaires donne, pour des articu-

lations rotoides :

n o b B T R o 1~——]——

p
T
[R,i.‘] N T3 [RP 9 [RI.‘]
Ba; (&) pij SRR a[eT] - e;» =
1.

pour 1 < j et en considérant 1N = 0.

avec : [Jk] = [Ik] + [wé] , inertie constante rapportée sur le
corps k. '

On remarque que, dans le cas particulier o i = j, on a :

[+ )

Des regroupements analogues 3 ceux effectués pour les couples de gra-

vité conduisent aux expressions suivantes pour 1l'exemple &tudié

COEFFICIENTS AIJ DES COUPLES D INERTIE
CHPAFENO BT RO REIRIL RS IGEU SIS L B2 E DA GO DAY

T A1 =e26V¥23eL28{+023552)+24V26+L 260 +C2T 4505682042V Z64LTe(+C234¢C5eCR2II+J22¢52452+JY3 °

202340234 J¥5+¢CEvE5e8234¢C5+55+8234+JH6vC %S5 #8244SEu0234+IX6=56%C234xC6#5525234.

+IXEASEEC234+56%C2344JY6956955+65234556w8548234-JY6%5685%5224%C6=L234~JV62C6%C23 .

4256235285234+ Y6eCh2C234sCo2L234
fl2=+VZowl2¢( - SS*c2>+vzsaL3a{435&szz)44%5&t6$t5&05&35w8234+JxsacsmCSassac234+Jv5ases
C5e546%55¢8234-d76456¢L5¢C628234

f15=49¥268L3¢( +55+523)+JK6eCH0CS6C65T+5224+JK69CH3C5655+C234+JV6456%CT256=S5%8234~JY
ErS62L5s06%C234

Ai4=#JXG$CSGC5$86¢55$3234+JX6$C6$65#96$62346JYS*SG#CS*SSW5538234-JYG*SS*CS#CS@C234
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-n:s=+vzecLaac+szocs>¢vzseL3u<+c23-cs)+stoSSscsasstszza+stasevsscc234 -JY68C6¢565550

$5234+JY6%C62C64C234 _
A15=0

022=420¥238L22C~53)+20Y268L20( - ss4acs>+2svzsaL3¢(+c4vc5>+Jx2+ax3+axsacsacstcsccs+J?6

+86%£52564C3
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5. CONCLUSION

Aprés avoir analysé briévement les différents formalismes qui condui-
sent 3 la mise en &quation des systémes articul@s, nous nous sommes intéressés
plus spécialement aux méthodes dérivées des équations de Lagrange qui fournis-
sent directement le nombre minimum d'équations et en particulier 3 celles qui
ont conduit & une procé&dure matricielle permettant le calcul des coefficients

dynamiques sur ordinateur.

Cependant, les algorithmes et les programmes développés par ailleurs

nous ont semblé parfois assez difficiles & utiliser :-

- la description du mécanisme n'est pas toujours trés simple pour

un utilisateur nomn initié ;
- la capacité mémoire exigde suppose l'utilisation d'un gros ordinateur.

D'autre part, les &quations obtenues ne sont pas applicables en temps

réel compte—tenu de leur complexité.

La méthode que nous avons mise au point et présentéé dans le para-
graphe 3 de ce rapport, a &té implantée sur un minicalculateur T 1600 disposant
de 24 K mots de mémoire vive. Le logiciel essentiellement &crit en FORTRAN a &té
con¢u de fagon modulaire ; 10 K mots de mémoire suffisent pour &tablir les
expressions symboliques des couples de gravit@ sur un robot & 10 degrés de liberté.
Par ailleurs, l'utilisation de matrices (3 X 3) et le regroupement de coefficients
intermédiaires qui apparaissent souvent dans les équations, ré&duisent le nombre
de calculs 3 effectuer. L'algorithme développé s'applique &galement 3 des mani-
pulateurs dotds de segments télescopiques ; des termes variables s'ajoutent

alors aux expressions des masses et des inerties rapportées.

L'exemple développé dans le quatridme paragraphe pour un robot & six
articulations-rotoides montre que les équations littérales obtenues sont relati-
vement simples par rapport & celles données par des programmes comme EGAM /1/
ou EDYLMA /12/. De ce fait, elles sont beaucoup plus facilement interprétables
d'un point de vue analytique,et 1'information que pourra en tirer le concepteur
d'un robot ne sera pas négligeable. De plus, leur utilisation pour une évalua-
tion en ligne des forces de gravité et des forces dynamidues est envisageable ﬁour
des simulations permettant 1'analyse des performances et la C. A. 0. de robots

/20/. En effet :
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- les termes constants tels que les masses et les inerties gquiva-

lentes rapportées sur chaque articulation peuvent etre calculé&s hors ligne ;

- on peut envisager d'utiliser un modéle simplifié trés proche du
modéle réel obtenu, en affectant des valeurs numériques aux paramétres physiques
du manipulateur, de fagon 3 estimer a priori les termes négligeables dans le
modéle complet. Compte-tenu de la souplesse du mode d'acquisition de données,
1'utilisateur peut, de fagon interactive, supprimer ces termes dans les expres-

sions littérales obtenues précédemment.

L'application & un robot industriel nous a permis de calculer les
couples statiques et dynamiques aux articulations pour une trajectoire de test
donnde. L'élaboration d'une loi de commande utlllsant la prédiction des couples
dynamiques a permis d'améliorer dans un rapport voisin de 10 la précision obtenue.
Cependant,.lesenreglstrements réalisés montrent que l'effet des forces d'inertie
et de gravité est prépondérant, tandis que les forces centrifuges et de Coriolis
peuvent étre éventuellement négligées /18, 19/. En effet, dans 1'exemple &tudié,
elles correspondent, en valeur absolue, dans le cas extréme, 3 20 % de 1'effet

dynamique total.

En conclusion, 1'ensemble de ces résultats justifie avantageusement
l'utilisation d'un mod&le dynamique d'autant plus proche du modéle réel que les

performances exigées de précision et de vitesse de travail somt élevées.
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