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FORMULATION MIXTE D'ECOULEMENTS DIPHASIQUES

INCOMPRESSIBLES DANS UN MILIEU POREUX

Jérdme JAFFRE

RESUME :

Les écoulements diphasiques incompressibles en milieu poreux
sont modélisés par un systéme de deux équations non linéaires dont 1'une est
du type diffusion-convection et l1'autre est elliptique. Le terme de diffusion
de la premiére s'annule dans certaines parties du domaine de sorte que le
terme de convection devient prépondérant et que la solution présente des
fronts raides. On introduit une formulafion mixte de ces équations et on
l'approche par une méthode d'éléments finis mixtes. Le terme de convection est
approché grace a un schéma de décentrage adapté aux méthodes d'éléments finis
discontinus. Pour conclure, on présente des expériences numériques qui concernent

le probléme de la récupération secondaire du pétrole.

ABSTRACT

Diphasic incompressible flows in porous media are modelized by
a system of two non-linear equations, namely a diffusion-convection equation
and an elliptic one. The diffusion term of the first equation vanishes on some
range of the domain so that the convective term dominates and the solution has
stiff fronts. A mixed formulation of the equation is introduced and is appro-
ximated by a mixed finite elements method. The convective term is approximated
by an "upwind'" scheme for discontinuous finite elements methods. We conclude
by presenting numerical experiments concerning the problem of secondary oil

recovery.
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O - INTRODUCTION

L'étude des écoulements de fluides non miscibles dans un milieu
poreux est d'une grande importance, dans l'industrie pétroliére (cf. COLLINS [1],

MARLE [1]) ou en hydrologie (cf. MOREL-SEYTOUX [1], wOLSAK [1]) pour ne citer
que deux exemples.

Ainsi on trouvera dans BRENIER [1] une application de la méthode
présentée ici i un probléme d'hydrelegie 1i& 3 la construction de barrages.

Pour notre part, nous aurons en vue ici des applications & _
1'industrie pétroliére, cette étude faisant l'objet de contrats énmtre 1'INRIA,
1'Institut Frangais .du Pétrole ‘et la_Société Nationale E1f Aquitaine (Production).

Le probléme considéré est le probléme de la récupération secondaire
du pétrole. Un gisement est quadrillé par un grand nombre de puits. Par certains

puits on injecte un fluide, par exemple de l'eau, qui va pousser 1'huile contenue
dans le gisement vers d'autres puits ol elle sera récupérée.

puits de production

puits d'injection

Figure 0.1

Les puits peuvent étre disposés de différentes fagons. Sur la
figure 0.1 est représentée la configuration dite du "five-spot'.

Afin de déterminer les conditions de 1l'ex loitation, des simulations
P

numériques doivent &tre réalisédes A partir de mesures effectudes autour de
puits '"pilotes'.



Les équations qui régissent le probléme sont des équations aux

dérivées partielles non linéaires dont la solution présente des fronts raides.

De nombreuses &tudes ont été effectudes, surtout en différences
finies (citons par exemple) TODD-O'DELL~HIRASAKI [1], YANOSIK-CRACKEN (1D,
mais aussi avec des Eléments finis classiques (DOUGLAS-DUPONT-RACHFORD [1],
SPIVAR-PRICE-SETTARL [1], LEMONNIER[1]). Enfin mentionnons & part la méthode
stochastique de ALBRIGHT-CONCUS-PROSKUROWSKI [1!].

Dans ce travail on fait une &tude bidimensionnelle en supposant
que la gravité n'intervient pas (gisement plan horizontal). Partant de la
formulation de CHAVENT [1], on ﬁrésente une formulation mixte du probléme que
1'on approche par la.méthode d'&léments finis mixtes &e RAVIART-THOMAS [1].

Le terme de convection est approché par le schéma de LESAINT-RAVIART [1] qui
est un schéma de décentrage adapté aux méthodes d'&léments finis discontinus.

‘On prolonge ainsi une étude déja réalisée -en dimension 1 (cf.
COHEN [1], CHAVENT - COHEN [1]) qui a abouti & un programme exploité industriel-~

lement permettant de résoudre des problémes inverses.



I - POSITION DU PROBLEME

1.1 - Equations fondamentales

v n \ . Lo
~ Un ouvert RC R (n =1, 2, 3), de frontidre T, figure up milieu
poreux de porosité indépendante de la pression. Dans ce milieu se déplacent deux

fluides incompressibles non miscibles. On néglige 1'influence de la gravité.

On note

Jo, [, T > 0 1'intervalle de temps d'étude du phénoméne
Q =a x Jo, T[
Jo, [

[
1}
—
X

¢ la porosité du milieu, fonction de R" dans R

K 1la perméabilité absolue dans 2, fonction de R' dans R" ¢

P. la pression du fluide i, i =1, 2

S. sa saturation (pourcentage du volume de pore qu'il occupe)

a sa vitesse de filtration (vecteur paralléle & la vitesse moyenne

(1.1) du fluide i, mais de module égal & son débit par unité de surface
normale 3 la direction de l'écoulement).

P, Sa masse volumique (constante)

B, sa viscosité (constante)

» ] . » : . » n
kri sa perméabilité relative, fonction donnée de Si et de x e R .

k

ri RN
ki = —— sa mobilité

\ PC la pression capillaire, fonction donnée de 1'une des saturations

(S1 par exemple).

Suivant COLLINS [1], MARLE [1], écrivons les équations fondamentales

des écoulements de deux fluides incompressibles non miscibles.

Loi de Darcy :

(1.2) (a;). = - Kjki(g;za Pi)j dans Q j =1,...,3 ; i =1, 2



Equation de la pression capiliaire

(1.3) P2 - P1 = PC dans Q
Equation de continuité
(1.4) S, +§, =1 dans Q

Equation de conservation

3(p, S.)

(1.5), ® _—-%E—i_ + diV(Di a;) = O dans Q i=1, 2

Les équations (1.2),...,(1.5) forment un systéme de six équations

a six inconnues (Sl’ 855 Pl’ Py ql,'q2)~

‘1
De plus, les saturations doivent vérifier les inégalités

(1.6) 0<S, . < 8, <5, <1 i=1, 2
i min i i max
ou S et S, sont des constantes réelles données.

i min i max

La relation (1.3) montre que les deux fluides ne jouent pas
un réle symétrique. Celui des deux qui a la plus grande pression est appelé

fluide non mouillant, i.e., si PC > 0, le fluide 1 est le fluide mouillant et

le fluide 2, le fluide non mouillant.

Pour le probléme de 1l'exploitation d'un gisement de pétrole, le
fluide non mouillant est 1'huile et le fluide mouillant peut &tre, par exemple,
de l'eau, et l'allure générale des courbes représentatives de kri et de P

C
est dessinée sur la figure 1.1,



.=

Figure 1.1 : Courbes de perméabilité relative et de pression capillaire en

fonction de la saturation en fluide mouillant

1.2 ~ Réduction du systéme des équations fondamentales

Suivant la méthode de CHAVENT [1], on va ramener le systéme
(1.2),...,(1.5) de six équations & six inconnues & un systéme de deux équations
a deux inconnues.

:\'
Introduisons la saturation réduite de 1'un des deux fluides, par

exemple le fluide 1, qui sera supposé g8tre le fluide non mouillant :

5, = 54 min

a.m u = _—
1 max 1 min
Compte tenu de (1.6) on a évidemment

(1.8) o0Su=s1

On note :

w

m. -

>

=0 =3
{

2 1 é » |

A Sy :

= L <t !

S o r 1

H_ = :

2 E - !

z | U

E 20

0 O . 1 N n\ R 1

0 1 o0 S . S 1
min max

SATURATION EN EAU SATURATION EN EAU



- PC, la pression capillaire comme fonction de la saturation

réduite

Polu) = Pe(81 min * uls

~ De méme Ei est la mobilité du fluide 1 comme fonction de la

: - . . - . - n
< saturation réduite Supposée dorénavant indépendante de x e R,

(1.9)
- o(x) = <Sl max 1 m1n)¢(x) Vx € R
- m(u) = kl(u) + kz(u) ¥x e[0, 1]
k, (w)

1
- om0 = s

o
Faisons les calculs dans le cas ob le fluide 1 est le fluide non
-mouillant (dans l'autre cas, ils sont analogues, mis & part que §C change de

signe et de sens de variation).

On introduit les fonctions
u d§C
¥(u) = fo (ml(U) - my(u)) (- 3 (u))du
(1.10)
P =

N

1
(Pl + PZ) 5

Les deux inconnues du systéme que nous allons écrire, sont u,

la saturation réduite, et P que 1'on appellera "pression globale".

Tenant compte de l1"incompressibilité des fluides, de (1.4), (1,7),
(1.9) et (1.10), on obtient en faisant la différence et la somme des équations
(1.5)

5L g o Ly
(1.11) ) 3¢ * div [2 (ql - qz)] =0 dans Q

—_—

(1.12) : div[% (q + q;)] =0 dans Q



.
, =

Or, de (1.2),

(1.13)

(1.14)

(1.15)

‘Remarque 1.1

C'est 1a pression qui,

mobilités des fluides 1 et 2,

(1.9) on déduit

BPl 3P2
(ql + qZ)j = - Kj[m(m1 . "™ 3% ] =
J J
Mais, de (1.3), (1.9), (1.10) on déduit encore
BP 1 iﬁl ifg) 1 ( ) Efg _du,
I, ~ 2 ‘ax. ex,’ T 2 ‘M T omy du ° a#x,
J J J J
= m o * m2 % i=1,.c.yn
J ]
De (1.13), (1.14) on obtient donc
— — aP s
(ql + Z)j = - KJ m ij j=1,..0,n

L'égalité (1.15) donne le sens physique de la pression "

somme des vitesses de filtration des fluides 1 et 2.

C(1.16)

D'autre part, de (1.2), (1.9),

aP,
(ay - q2)j =T Kj[m ™y ox, - m

(ny = m)(; + 7

Donc gridce 3 (1.3), on a

@ -3y = (- m)(F + )

Introduisons les notations

(1.13) on obtient

3

3

- Kj 2mm1m2

- Kj 2mm1m2

9P

(—_.

1

Ix.
J

(-

pour un fluide de mobilité m égale 3 la somme des

3P2

- =2

X,
J

globale.

donnerait une vitesse de filtration égale 3 1la

j=1,...,n
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dﬁC El(u)Ez(u) dp
a(u) = m(u)ml(u)mz(u)(— T (W) = kl(u)+E2(u) (- e (u))
a(u) = fg a(u)du -
(1.17) K () - Ey(w) .
b(u) = m, (u) - m,(u) = + El(u) TR, (0
() = mw) _ K (w) + Ky (w)

2 2

Compte tenu de la forme des courbes représentatives des fonctions

El’ k2’ §C’ les fonctions a, b, d ont les propriétés suivantes

a(0) = a(1) =0 , a(u) >0 Yu € Jo, 1]
(1.18) b(0) = -1 , b(1) = +1 » b monotone
- ‘\“
d(u) =>d > 0 vu ¢ [0, 1]

Compte tenu de (1.15), (1.16), (1.17), les équations (1.11), (1.12)

s'écrivent

3 3
(1.19) ® CL I 2 K. a(u) 2u L K, d(u) 22 . 3b(u) = 0 dans Q
at . X, j X, , ax, 9x
j=1 7] o=t J N
3 ) 3P
(1.20) - I T—— K, d(u) — =0 dans Q
. IX, j Ix,
=1 7j
Posons, avec les notations (1.17)
(1.21) r.= - K, a(u) 2% o _g, 2w j=1,000,3
j j Ix i ax, ’ ’
J J
- 3P .
(1.22) 9 = - Kj d(u) ix jo=1,00.,3

Le systéme (1.19), (1.20) se réécrit alors :

du

(1-23) ® a*g

+div T+ q. g?EH b(u) = 0 dans Q



B ~

=11 -

(1.24) div g =0 dans Q

Les équations (1.23),...,(1.24), compte tenu de (1.21), (1.22)

‘forment un systime de deux équations a deux inconnues u et P.

-
L'équation (1.23) est, pour q donné, une équation du type diffusion-
-
convection avec un terme de diffusion div r qui s'annule pour u = 0 ou u = 1

(alors a'(u) = a(u) = O d'aprés (1.18)) et un terme de transport ; . grad b(u).

L'équation (1.24), compte tenu de (1.22), est, pour u donné,

une équation elliptique en P.

Notons enfin que, avec les notations (1.17), (1.21), (1.22),

les égalités (1.15), (1.16) s'écrivent

1 —_— — pr—
(1.25) 7 (g +aq) =9

1 — — &+ ->
(1.26) 3 (q1 - q2) =1 + b(u) q

On en déduit les vitesses de filtration de chaque fluide
(1.27) g = (1 +b(u)q + 7 -
(1.28) a, = (1 - bu)g -7

1.3 ~ Condition initiale et conditions aux limites

A l'instant initial, la saturation dans le milieu poreux est
donnée :
(1.29) u(x, 0) = uo(x) ¥x € Q

Concernant les conditions sur le bord T de £, on note
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T, la partie imperméable de T

Fe la frontiére par laquelle on injecte un débit de fluide
mouillant donné qd(t)
(1.30)
I la frontiére sur laquelle on impose une pression donnéde Pd(t)
z,=T, x Jo, T[ i,=T_ xlo, 1l 5 r,=r_x Jo, 7[
De plus on partitionne la partie non imperméable Feu FS=F-T

frontiére en I' et F+

extérieure i Q).

2

- -+
suivant le sens du champ q (on note v la normale 3 T

de la

> > + -
r ={xel -1TI|q.v <0} ; r ={xerl ~-T |q.v = 0}
- 2 + L
(1.%1)
t =r_x Jo, 1[ I, =T, x Jo, Tl
u étant toujours la saturation réduite en fluide non mouillant,

les conditions sur le

Conditions en pression Cbnditions en saturation
(1.32) a .V =0 sur z, r.v=0
-> >
(1.33) q . v = qq sur Ee (1.34) u =0 sur Z_
, i g > g . v =
(1.35) P =p sur I_ {(1.36) 51020 T . sur I
d S , +

Sinon u = O

bord T de 2 sont rassemblées dans le tableau ci-dessous

Les conditions (1.32) sur z, équivalent, d'aprés .(1.27), (1.28),

a a; .v=0 et ﬁz .V =0 3

elles expriment donc bien que T

L

est imperméable .



-

Sur ZeC: I, i.e. < 0, les conditions (1.33), (1.34)

g
expriment que F est une frontiére ol l'on injecte le fluide mouillant.
En effet, dés que la saturatlon en flulde moulllant est maximale au voisinage

du bord, on a T = 0, bu) = 1, et donc q] = 0, q2 = 2q = 2qd sur Ze.

Sur P+, partie de la frontiére ol le sens de 1l'écoulement est
sortant, la condition unilatérale (1.36) signifie que le fluide mouillant peut
sortie de © a3 travers F+ si et seulement si la saturation en fluide mouillant

est maximale.

Sur Zs, la condition (1.35) exprime la continuité des pressions
de chaque phase sur le bord, au terme de pression capillaire prés qui reste faible

devant la chute de pressién globale.

Dans le cas ol l'on étudie le probléme de la récupération
secondaire du pétrole, on a-Fe =T et FS =T, . Te modélise alors la paroi du
puit d'injection et Fs celle du puit de production. Dans un premier temps, a
travers I'_, on ne récupére que du pétrole, puis, quand la saturation en Fluide
mouillant, injecté par T o’ devient maximale sur P » celui-ci commence & sortir par T .
Le temps qu'il faut au flulde moulllant avant de commencer & sortir par T g est

appelé par les ingénieurs temps de percée (breakthrough).

IT - THEOREMES D'EXISTENCE

On énonce ici des résultats d'existence démontrés par CHAVENT [1],
[2], [3]. Un premier théoréme donne un résultat d'existence en dimension 1, 2 et
3 pour les équations (1.19), (1.20) avec des conditions aux limites m&ldes qui
sont des égalités. Un deuxiéme théoréme donne un résultat d'existence partiel
(valable seulement en dimension 1) quand une condition unilatérale du type (1.36)
sur une partie de la frontiére est associde aux équations (1.19), (1.20). On trouvera
d'autres résultats en dimension 1 dans GAGNEUX [17].

2.1 - Existence pour des conditions aux bords du type égalité

On suppose que

» n N .
(2.1) fi_est un ouvert borné de R', n = 1, 2, 3 et sa frontiére T est

réguliére.
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On introduit les espaces

H = 12(q)
(2.2) W= {weH(2)|w=0 sur r.}
V = € =
{vewv=0 sur T U FS}
Grdce & l'inégalité de Poincaré, on munit V et W de la norme :
n
av , 2\%
(2.3) : vly = (,z lax.lﬂ)
i=1 i

En identifiant V et W & des sous-espaces de H, et H & son dual,
on peut identifier H 3 des sous-espaces de V' et de W' tels que

VCHCV' , WCHC W
(2.4)

les injections étant continues et denses

On note ( , ) le produit scalaire dans H, ainsi que les produits

de dualité entre V' et V, et entre W' et W.
Dans la suite la fonction ¢ sera notée ¢.

->
Soient des fonction ¢, K, a, b, d données vérifiant

(2.5) a, b, d sont continues et bornée de R dans R
(2.6) ¢ eL(R) ; Ke (L (a))"
(2.7) HJa > 0 tel que d(u)= a Yu € [0, 1]
l~a> #(x)> a ¥x € Q
Ki(x)-z &  ¥x € Q i=1,...,n

(2.8) a(0) = a(1) = 0; a(u) >0 ¥%u € JOo, 1]



->
Ces conditions sont raisonnables pour ¢ et K, puisque nous nous

plagons dans un milieu poreux,et par définition de la perméabilité absolue K.

D'aprés (1.18), elles sont aussi raisonnables pour les fonctions a, b, d définies

en (1.17).

Les fonctions a, b, d sont prolongées continuement 3 R tout

entier par des constantes.

On associe maintenant & toute fonction ¢ de Q dans R, les formes

bilinéaires A¢’ BD,, sur V. x Vet D_sur W x W de la fagon suivante

¢ '
' n dv  Iw
A (v, w) = IQ ale) 'Z Ki Sx—‘é—; dx Vv, w e V
i=1 i i
no av  dw
(2.9) BD (v, W)=ff9b(¢) d(e) 'Z Ki %, %, dx Vv, w € V
i=1 i i
; n 3v 3w
[ 2Y N
D (v, w) £ fg d(¢) 'Z Ki % 3% dx ¥v, w € W
i=1 i i

On se donne deux fonctions

(2.10) ay e Lz(ze) ; u e Li(a)

0]

Aux équations (1.19), (1.20) associons la condition initiale (1.29)

et les conditions aux bords ci-dessous d

(2.11) Iog . 0
(2. sur I, q . Vv=gqy;u-s=

> > > >
(2.12) sur I, q¢ev=0 51 .v=0
(2.13) sur Zs P=20 ;s u=0

Ces équations correspondent au probléme du déplacement d'un
fluide non mouillant par un fluide mouillant, u étant la saturation en fluide
non mouillant, Ty la frontiere d'injection du fluide mouillant et T, la frontiere

par ou le fluide non mouillant sort du domaine.

On est maintenant en mesure d'écrire la formulation variationnelle
des équations (1.19), (1.20) munies de la condition initiale (1.29) et des

conditions aux bords (2.11),...,(2.13).
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Trouver u : ]0, T[ + Vet P : ]O, T{ ~ w tels que

(2.14) (0 G ¥+ Ay (88, V) + B (B(), W) = 0

¥v € V, p.p dans Jo, TI

(2.15) u(0) = uo

(2.16) Du(t) (P(t), w) = fre qd.wdr Yw e W p.p dans JO, T]

On trouve alors dans CHAVENT [1] le théoréme suivant

Théoréme 2.1

§

Avec les hypothéses (2.1) 3 (2.10) et

(2.17) 0 SUO(X)$ 1 ¥x € Q

-1 . . N
(2.18) 39~e]0, 1[ tel que B est une fonction Holderienne d'ordre 6 ol
(2.19) B(u) =‘f8 Ya(t)drt est une primitive de va ;

alors les équations (2.14), (2.15), (2.16) ont une solution u vérifiant

(2.20) B(w e L20, T ; V) Eer2o, 15 v
(2.21) 0 €ulx, t) <1 ¥(x, t) € Q

Remarque 2.1

Les hypothéses (2.18), (2.19) sont satisfaites par tout fonction -

a vérifiant

a(0) = a(1) =0 ; a(u) >0 Yu e JO, 1f

p
a(u) ~u 0 quand u » 0 avec Py > O

p
a(u) ~ (1-u) * quand u~+1 avec p, >0

Ce qui contient notre situation physique (cf. (1.17), (1.18).
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2.2 - Existence pour une condition aux bords du type unilatéral

Nous avons vu au § 1.3 que sur la partie de frontiére E+, on a

en fait la condition unilatérale (1.36).

D'aprés (1.28), cette condition unilatérale peut s'écrire de

la fagon suivante
(1 =b(wW)gq.v-r.v20
(2.22) u>0 sur 2+

ul(1 =b(u)) g .v-7.%]=0

l"
Introduisons les cOnes convexes fermés suivants

1
M= .{v e H(Q)] VII‘ = 0 ;vlr > 0}
(2.23) B ¥
f@:: {v e LZ(O, T, V)| v(t) e M p.p sur Jo, T[}

D'aprés CHAVENT [2], et en reprenant les notations (2.2), (2.9),
les équations (1.19), (1.20) munies de la condition initiale (1.29) et des
conditions aux bords (1.32),...,(1.35), (2.22), ont formellement la formulation varia

tionnelle suivante

Trouver u : ]O, T + M et p : ]O, T[ > W tels que :
(2.24) (0S¥, v~ w() + Ba(ey (800 + v=u(E)) B () (p(8), vu(e)) 3
JIET( z LA ; '
r u) ( Ki perli vi)(v - u(t)) ¥v € M p.p dans ]O, Ti
+ i=1 i
; (2.25) u(0) = u
) (2.26) | Du(t)(p(t), w) = fre a4 - wdT ¥w € W p.p dans Jo, T{
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L'équation en saturation est ainsi formulée sous la forme de

l'inéquation variationnelle (2.24),

L'étude théorique du probléme (2.24),...,(2.26) n'a pu 8tre
faite qu'en dimension 1 (cf. CHAVENT (3]).

On suppose donc que :
(2.27) a=1Jo,Ll ;5 1 =10} ; r, = L)

e

Dans ce cas, 1'équation en pression (2.26) est trivialement

résolue car, en tenant compte de (1.22), elle équivaut 3 :
(2.28) q(x, t) = q(0, t) = q(t) = 7 44(0) ¥(x, t) € Q

Le débit total est donc constant et connu le long de l'intervalle

Jo, L[. si Fe est la frontiére d'injection, on aura q 2 0.

Il ne reste donc qu'ad étudier l'inéquation variationnelle (2.24),

(2.25).:

On se donne alors :

T =T ;r =7

e - 5 +

(2.29) q € L7(0, T) q3%0

uy e M uo(x)>, 0 p.p sur 0, L

Définissons une famille d'opérateurs, notés AB, non linéaires de
V dans V!

L du A%

(2.30) (aBCe 5 w), v) =[5 Kla(u(x)) 32 - q(t)b(u(x))] 3+ a(e) v(L)

Vu, v ¢ V

L'inéquation (2.24) s'écrit alors

(2.31) (e g—g, v - u(t)) + (AB(t ; u), v—u(t))>0¥v € M p.p sur ]O, T[
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Cependant, l'opérateur AB n'étant pas "V-elliptique'", on ne
peut trouver, avec nos hypothéses, une solution de (2.31), (2.25) qui satisfasse

u(t) € v, %(t) € V'.

On est donc conduit 3 introduire une formulation variationnelle

faible.

Trouver u = O, T[ + M tel que
T
(2.32) fo (¢ S, v - wae fo (AB(E 5 w), v - wde 2 0
dv 2
Vvecfg,a—t:-EL(Q),v(O);uo
Dans CHAVENT [3], on trouve alors le théoréme d'existence
suivant 4

Théoréme 2.2

Avec les hypotheses (2.5),...,(2.8) auxquelles on ajoute 1'hypothése

(2.33) -1 gb(u) §+1

o

et les hypotheses (2.17),...,(2.19), (2.23), (2.27), (2.29), (2.30), l'inéquatioﬂ

variationnelle (2.32) admet une solution u qui vérifie

(2.34) B(u) € L2(0, T ; V) %% e L20, T ; V')

(2.35) 0 <ulx, t)g 1 ¥(x, t) € Q

(2.36) 8w, . <3 lugl s lul < Iyl
L0, T ; V) H L (0, T ; H) H

ITI - FORMULATION MIXTE

Cette formulation, suggérée par Chavent aprés les travaux de
ODEN-REDDY [1] et RAVIART-THOMAS [1], consiste & introduire, en plus des fonctions
inconnues u et P, les deux fonctions r et E, définies par les égalités (1.21), (1.22),

comme inconnues supplémentaires.
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Cette fagon de faire permet, d'une part de calculer facilement
grace a (1.27), (1.28) les vitesses de filtration de chaque fluide qui sont des
grandeurs physiquement importantes, et d'autre part de coupler simplement 1'dquation

(1.19) & 1'&quation (1.20) par 1'intermédiaire de la fonction 3.

Ainsi on-a maintenant i résoudre un systéme de quatre équations

(1.21),...,(1.24)5‘quatre inconnues (u, ;, P, a).

Dans cette formulation, on va chercher u(t) et P(t) dans un
espace moins régulier qui est H = LZ(Q) au lieu de Hl(Q). T(t) et a(t) sont

cherchés, pour leur part, dans l'espace.
(3.1) X= 13 e @@ div 3 e (e
muni de la norme

(3.2) Is] = |3

+ jdiv ;|
(L2¢a))® L2(2)

Par ailleurs, la formulation des conditions aux bords (1.34), (1.36)
rend, en fait, nécessaire l'introduction d'une cinquiéme inconnue, notée UY’
définie sur I - El’ qui est, dans un certain sens, la trace de u sur la frontiére

I - ZZ et vaut donc O sur I .

Plus précisément, la formulation mixte des équations (1.21),...,(1.24)
avec les conditions aux bords (1.32),...,(1.36) et la condition initiale (1.29)

s'écrit de la fagon suivante.

Reprenant -les hypothéses (2.1),...,(2.8) et étant données trois

fonctions
)

1/

(3.2) a, ¢ L0, T ; H‘1/2<re>> i pyeLi0, 15 ) ug € L2(2)

il s'agit de
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tels que —————eeo,

(uy ) s Jo, Tl +Hx%X; u ¢ L2 - z,)
trouver Y

(P, a) : ]0, T[ + H x i

dv

(3.4) - !R ¢u0v(0)dx - IQ du at

dxdt + IQ divr. v dxdt
> ——
- IQ b(u)q . gradv dxdt = 0

1
¥v e H' (0O, T ; V) , vw(T) = 0O

n ¥ (t)
(3.5) : | D z s.dx - [_ a(u(t))divedx + / alu (£))s vdl=0
: Q Q
i=1 Kj t . I=Ty
-+ > -
Vs € X s . vlr =0 ; p.p sur JO, T
[} .
(3.6) r.v. =0
z
% ;
i
(1 ~bu))g.v-7.% 30
(3.7) u >0 sur I
Y= > > > > +
u [(1 = b(u NDq . v—-r.v] =0
Y Y

(3.8) uY =0 sur I - El - z+ = I_
(3.9) [Q diva(t) . vdx = 0 ¥v e H ; p.p sur )0, T[

n q,(t) - .
(3.10) IQ d(u%t)) : = s;dx - jé P(t)divsdx + fr Pys . vdr = 0

i=1 Ky s

- > > >
¥s € X ;3 s . vlr“ ur = 0 ; p.p sur JO, T[
é L
(3.11) q - vl = 4g 3 4.9, =0
e 2

L'équation (3.4) est obtenue en multipliant l}équation (1.23) par
des fonctions test. Il est nécessaire de les choisir suffisamment réguliéres et
d'intégrer par parties car u(t), étant seulement dans H = LZ(Q) pour presque

. . s s du —
tout t, n'est pas assez réguliére pour donner un sens fort & ac ¢t grad b(u).

L'équation (3.5), (resp. (3.10) traduit 1'égalité (1.21) (resp.

(1.22)) que 1'on a multipliée par des fonctions test et ol l'on a intégré par

parties.

Enfin la condition (3.7) n'est qu'une réécriture de la condition

unilatérale (1.36), compte tenu de (1.28).
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L'étude théorique de la formulation mixte (3.4),...,(3.11) reste

a faire.
Remarque 3.1 :

Introduisons la variété affine

q -
(3.12) X9 e X3 .3, 20,2, 3. =q.(e0
T r d
L e
-
et le lagrangien défini sur X x H
(3.13) L, ooty 1 % dx + [ P (£)S . SdT - [_ vdivs
y =3 e TGy " - s, dx + r d t)s . vdl - g vdivsdx
i=1 R4 ]
/

(u(t), Pd(t)) étant donnés dans H x H1 2(I"S), les équations (3.9),...(3.11)

. ->
expriment que (q(t), P(t)) est la solution du probléme :

(3.14) j(a(t), P(t)) = Min Max -\S'Z(;, v) = Max Min ZZ(;, v)
Segd ve Ve 3ex e B

IV — APPROXIMATION DE LA FORMULATION MIXTE

On s'interesse ici au cas de la dimension 2. On trouvera dans

COHEN [1] une étude en dimension 1.

4.1 — Les éléments finis mixtes

On présente ici la méthode des éléments finis mixtes exposée dans
RAVIART-THOMAS [1], THOMAS [1]. On renvoie i ces deux ouvrages pour la démons-

tration des lemmes et propositions de ce paragraphe.

X
Introduisons d'abord l'espace X associé au triangle de référence

~
K ci-dessous.

>

w»>
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On note :

P l'espace des polynOGmes & deux variables de degré £ k

gk’ l'espace des fonctions définies sur 3K dont les restrictions
(4.1) 4 chaque c5té de K sont des polyndmes de degré < k

Ay = Xi(i), 1 >12> 3, les coordonnées barycentriques d'un point

% relatives aux sommets de K.

x
L'espace X est choisi de fagon & vérifier les propriétés suivantes

2 x
(4.2) (Pk) CX
x
(4.3) dim X = (k+1)(k+3)
. ¢
> bd x .
(4.4) ¥s e X divs € Pk
-> T -+ -~ ~ + . ~
(4.5) ¥S € X 5 .0 € Sk (ot ¥ note la normale extérieure & K)
T - N )
(4.6) ¥s € X tel que divs = 0 , alors § ¢ (Pk)

Lemme 4.1 :

On suppose que les conditions (4.2),...,(4.6) sont vérifides. Alors

une fonction S € X est déterminée de fagon unique par
{a) les valeurs de 8 . U en (k+1) points distincts de chaque cdté de K

(b) les moments d'ordre k-1 de é, ie

Pour définir les degrés de liberté (a), il est pratique d'utiliser

les points de Gauss Legendre des cotés de K .

> -+

L'espace X est, par exemple, l'ensemble des fonctions § de la

forme



- 24 -

n : i 3 k k-i i
sl(E,n)= z a;: &€ n+ £ (I a,ct no)
i,j20 i=0 1
(4.7) i+igk
ko ki
gz(g: n) = Z bl g UJ + n ( I o. E T]l)
i, 30 J i= *
i+igk

. Dans la pratique, on utilise k=0 ou k=1. Pour ces valeurs de k,
l'espace %, défini par (4.7), (4.8) est composédes fonctions de la forme ci-
dessous. En vis & vis, i gauche, on a représenté les degrés de liberté des
fonctions, les Xreprésentant ceux . correspondant aux valeurs de g . Vet les ®

29
3

X
ceux correspondant -aux moments d'ordre k-1.

a. + af

- Y X
(4.9) k=0 §(g, n) =
bO + an
§?.
. ao + alg + a2n +g(alg+a2n)
(4.10) k=1 §(§, n) = .

bO +9b1£ + b2n +m(a1g+a2n)

0]

Considérons maintenant un triangle K quelconque dans le plan.
Soit une transformation affine inversible
2

ol 3 S » 2 -
(4.11) FK T % o+ FK(x) = BKx + bK ; BK EZZ&R ) bK e R

que transforme K en K.

>

- ~
A toute fonction & valeurs vectorielles & définie sur K, on

>
associe une fonction s défine sur K par :

-+ 1 > -1 = -1 =+
(4.12) s = 3; BK e} FK (s = JK BK s O FK)
ou J, = det B .
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A chaque triangle K, on associe 1'espace

>

(4.13) i; = {;|; défini par (4.12) avec g ¢ X}.

Le choix de (4.12), (4.13) est justifié par le lemme suivant qui

permet de calculer les contributions de chaque triangle par passage au triangle
de référence. '

Lemme 4,12

En notant ¢ = v 0 FK’ on a pour toute fonction § € (H](lz))2 :

a 2,5 ~yt A aa
V¢ ¢ L°(K) fﬁ Vdiv § dx = fK v div s dx
B 2 -~ Aj——* -~ > >
Vo ¢ L7( K) faﬁ ¥ 5.9dy = fBK v s.v dy -]

Remarque 4.1

De (4.4), (4.5), (4.11), (4.12), (4.13), on déduit que les fonctions

->
de XK ont les propriétés

(i) div s est un polyndme de degré < k

-+ ->

(ii) la restriction de s . v & chaque cdté de K est un polynome de degré < k.

On note :

h_ , le diamétre de K

K
(4.14)
Py s le rayon du cercle inscrit dans K
Considérons une triangulation‘f; de l'ouvert @ sera dite régulidre si
le pas de discrétisation h = Max hK tend vers zéro ;
KgiL
(4.15) il existe une constante C telle que :

| h
Vh,’v‘Ke%o X<
‘ h b,
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On supposera, dans la suite, que
(4.16) 2 est un ouvert polygonal
Considérons une triangulation réguliérezilde 2 de pas h. Les

fonctions & valeurs vectorielles et les fonctions scalaires sont, approchées

respectivement dans les espaces.

X, = (5] ¢ X| WK e?ﬁl, sh|K e X
(4.17)
= : €
o= (v e H| WK ‘?fh RANEES
Remarque 4.2
On constate que
(i) les fonctions de H, sont discontinues le long des arétes de?f
h g h
(ii) les flux, a travers les arétes deir;, des fonctions de i;'sont continus
— e —— -
. ¢ .
(iii) Vsh Xh d1vsh € Hh .
) Introduisons
(4.18) Th(r), l'espace des traces sur I des fonctions de Hh.

——r
On remarquera que les flux & travers I des fonctions de Xh sont

aussi dans Th(r).

. . N
On munit X, (resp. Hh, Th(r)) de la norme induite par X (resp. H,

LZ(P» qu'on notera | |__ (resp. | | Y.
Xh

4.2 — Formulation approchée du probléme

s 1
Hh Th(F)

On va maintenant donner la formulation approchée des équations

(3.4),...,(3.11).
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Les éléments finis ayant été choisis, on a approché le terme de
transport de l'équation (3.4) avec le schéma de LESAINT-RAVIART [ 1 ] qui est un

schéma de décentrage adapté aux méthodes d'éléments finis discontinus.

Considérons un triangle K et sa frontidre aK.

-+ - -+
Si q, est la vitesse moyenne de filtration approchée dans X, , on

h
définit
r {x €T =T |3 .v<0} T { R
po = {x - quh .V he = (X €T - Pllqh . v 20}
ol V est la normale extérieure a Q.
VKi€ ?21 K = {x e aKlqh - Vg < 0}
ou G; est la normale 3 3K extérieure 3 K
(4.19) < 3K+ = 3K - 9K_
u;, est, sur les arétes deﬁ?h, la trace amont" de w
. >
relativement au sens de 94y : P
0 sur Fh_FW 3K _
u; = { trace extérieure 3 K de u, sur oK_ - (Fh_.n BK_),

trace intérieure i K de uh sur 8K+
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Ecrivons maintenant la formulation variationnelle approchée des

équations (3.4),...,(3.11) pour un schéma explicite en temps.

(4.20)

n
et u;-

h

(4.21)

(4.22)

(4.23)

L'intervalle ]O, T[ est découpé en N intervalles de longueur At.

Etant données les fonctions,

n n
qd € Th(Fe) H Pd € Th(FS) 0« n g N-1
0

uh € Hh

P r'd - ] .
etant supposé connu, il s'agit, pout tout n, O £ng N-1, de

(ug+%, ;E) e-Hh x i; ; uz,h € Th(r - FE)
trouver tels que
FCVENERNES S
s - * K
Ke%i {fK ) T .‘Y\vh dx + IK dlvrn -V dx

T — n _I.'l — n T
+ IK q - gradb(uh) . vy dx - faK_ q - vK(b(uh) - b(uhs) - vdri =0

B Vvh € Hh
Iq i (rgi (570, dx = [o a(up)dive; dx + fr_rJL a(uf ) &7 . %dr =0
i
s, 6'2; ; E; . S’P =0
L
;‘E GIF =0




- 29 -

[(1 - b(u;—))q; - r;] v >0
4.24 n n
( ) uY,h 0 sur I‘h+
n n-.. n T -
uY’h[(l - bl Mg, . - r, vl =0
n ' . n
(4.25) uy,h =0 sur I - P2 - rh+
A .. n
(4.26) IQ div 9 ¢ vy dx = Q Vvh € Hh
1 2 (q;)i — n n — -
(4.27) IQ o™ .E — (sh)i dx. - fQ Ph div N dx + fP Pd s, . vdlr = 0
uh i=1 Ki s
— = —~ >
Vs € Xh 5 osp - v[r p =0
e L
;! > n Iz -+
(4.28) qp - \)]r~ = Q4 qp - le‘ =0
e L
Remarque 4.3
Griace a (4.26), on a
T ﬁ—-» n n, 0 — I e n
YK E?Zx IK q, - gradb(uh)vh dx = !K b(uh)qh . gradvhdx + IBK a - % b(uh) . vhdh

L'équation (4.21) peut donc

encore s'écrire :

n+1 _.,.n
h h —
(4.29) z {j ) . n
KEY; K At . vhdx + [K dlvrh - vy dx

n_ﬁ .
- IK b(uh)qh . grad Vi dx

La proposition suivante exp

—ﬁ — n-—
+ fath - b(uh )vh dr} = 0

¥v, € H

h

rime le caractére conservatif du schéma.




- 30 ~

Proposition 4.1 : ~N

Les fonctions ug, r;, qﬁ définies par les équations (4.21),...,(4.28)

vérifient, pour tout n, 0 <n <N-1

+
o b gmar -
(4.30) YRe T [k qy + Vgdl =0
n+1 n n~\, n . -
(4.31) ¥K EQf; IK <I>(uh - uh)dx + At IBK [(1+b(-uh ))qh - Vg v T . vK]dr= 0

-
L'égalité (4.30) exprime la conservation, maille par maille, de

la quantité globale de fluide.

L'égalité (4.31) suggére d'approcher les vitesses de filtration

de chaque fluide de la facon suivante

n-,. kil
(1+b(uh ))qh + T

12

((1+b(u))q + r)(nAt)
(4.32)

¢
—
N-— n

n
((l—bh ))qh - T

1

-
((1-b(w)q - T)(nde)
L'égalité (4.31) signifie alors que la variation de la quantité
de fluide 1 au cours du temps At et dans une maille est égale a4 la différence

entre les quantités de fluide 1 entrée dans K et sortie de K pendant le méme temps.

Elle exprime donc la conservation, maille par maille, de la quantité

de fluide 1 (et aussi de fluide 2 puisque la quantité globale est conservée).

Les vitesses de filtration étant approchées comme en (4.32), on

comprend pourquoi la condition unilatérale (3.7) est approchée par (4.24).

Démonstration de la proposition 4.1 :

L'égalité (4.26) implique, en choisissant v, = g, la fonction

caractéristique du triangle K :
.oon _
¥K € ?'?h IK <:11vqh dx = 0

d'ou 1'égalité (4.30) en appliquant la formule de Stokes.
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D'autre part, on utilise la remarque 4.3 et on prendvh = 1K dans
(4.29). Puis on intégre par parties le terme en div r;. On obtient

n+l o° '

h — "h R+ B -, n-

fcf . . )al =
¥K h IK ® v dx + ]aK T, e vdr o+ faK G, vb(uh )dr = 0
ce qui équivant & (4.31).
L]

Remarque 4.4

On fait ici une remarque analogue i la remarque 3.1 pour les

’ K] k] N
“équations continues.

Introduisons la variété affine

n

q

d —— Do <> . -+ n
(4.33) Xy = ls ¢ Xh|sh . vlrz =0 5 s . v|r = q4}

e
et le lagrangien défini sur i; x Hy .
1 12 Spy n >
(4.34) ?fogi, Vh) =3 fQ el 2 5,19 + fr Py 5; . vdr -
d(uh) i=1 K ? s

(u;, Pg) étant donnés dans Hy x Th(rs), les équations (4.26),...,(4.28) expriment

n
que (q Pg) est la soluition du probléme

h,
L (A oony . e oy s -
(4.35) ,h(qh’ Ph) = Mlzﬂ VM:; :Z;(sh, vh) = VM:; Min h<:£h(sh’ vh)
E’efﬁd . Bh h™"h §’equ
h "h h™"h

Ainsi on peut envisager de résoudre les équations (4.26),...,(4.28)

4 1'aide d'un algorithme de recherche de point selle.

Remarque 4.5

L'étude de la convergence de la solution (uh, rh H uy,h H Ph, qh)
des équations (4.21),...(4.28) vers la solution u des équations (3.4),...,(3.11)

n'est pas faite.
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Cependant, dans JAFFRE [1], on a appliqué la méthode utilisée ici
& une équation du type diffusion-convection linéaire stationnaire, démontré sa
convergence et calculé des estimations de 1'erreur d'approximation. Cette étude
montre qu'on peut prev01r en general pour les équations en saturations (4.21),

(4.22) une erreur en O(h ) sur S et .

Mais, dans RAVIART-THOMAS [1], l'etude des équations en pre351on
(4.26), (4.27), donne une estimation @n.O(h ) de 1'erreur d’ approximation
sur P et a;

Ces résultats théoriques suggerent donc que, si l'on prend des

éléments finis de degré k pour l'équation en pression, on a intérét i prendre

des éléments finis de degré k+1 pour l'équation en saturation.

Remarque 4.6 :

L'étude faite dans JAFFRE [1] ayant estimé une erreur en O(hk)
pour les &quations en saturation, on ne peut en déduire la conmvergence de
1l'approximation de degré 0. Mais, en dimension 1, 1'approximation de degré O,
moyennant une formule d'intégration, peut &tre interprétée comme une méthode
de différences finies décentrée d'ordre | (cf. JAFFRE [1]). Ceci suggdre qu'il
en est de méme en dimension 2 et que la méthode est encore convergente avec
les €léments finis de degré O quand on utilise dés maillages réguliers. Les

résultats numériques présentés au chapitre 5 le confirmeront.

4.3 - Résolution numérique

Décrivons l'algorithme de résolution des équations (4.21),...,(4.28).
u; étant donné, on effectue les étapes suivantes : -
Etape 1 : Calcul de (Pg, ;ﬁ) en résolvant les équations (4.26),...,(4.28),
Etape 2 : Calcul de (;E, q:’h) en résolvant les équations (4.22),...(4.25).

Etape 3 : Calcul de u§+l en résolvant 1l'équation (4.21).
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Pour effectuer 1'étape 1, il est pratique d'utiliser la remarque

4.4, Cependant il faut noter que si le probléme (4.35) adﬁet une solution unique,
l'algorithme d'Uzawa (cf. EKELAND — TEMAM [1]), appliqué & la résolution de ce

probléme, converge mal car le lagrangienEZ; ne vérifie pas :

o (57, v.) - Zh (7, v) , 5 - E)> ¢ - )2
a5y °h’ '’ T TE (ne Vi) o Sy T B 2 OIS, - TG
h h
n
- 94
(4.36) YSL, £ € X

ol C est une constante positive indépendante de h

Pour résoudre cette difficulté, on utilise un lagrangien augmenté

(cf. HESTENES [1], FORTIN-GLOWINSKI-THOMASSET [1]),

§

— — — R . ——2
(4.37) Zon Go 0 =2 (5, vy 4 B Igl el g
| n:

On vérifie aisément que le probléme

TN _n . . = -
(4.38) 2:fR,h (qh, Ph) = Min___  Max ZZR,h (sh, vh) =
q v, €H
5T eX d hoh
h h
i
Max Mln__ﬁ> :ZR,h (sh, Vh)
v, €H q :
h h Tex d
h "h

a 13 méme solution que le proﬁléme (4.35) (puisquelle vérifie

div q; = 0) et que le lagrangienezg h vérifie une propriété du type (4.36).
b

On peut alors appliquer l'algorithme d'Uzawa & la recherche de

la solution du probléme (4.38). Il s'éerit

- (4.39) (P;)O étant donné arbitrairement dans Hh
'(P:)m étant connu, on détermine (q;)m par :
Tam n,m , o n.m
(4.40) foR’h (g™, (PH™ = Mliﬁ_zz;,h (57, (2™
d

sy eX
She
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On calcule (]E’;_:)HH1 par :

n)m+1

(4.41) (Ph

n.m ., h.m
= (Ph) - e dlv(qh)

ol e > 0 est a déterminer.

Mais (4.40) équivaut i

R,h n.m n.m - — 0
= ((qh) , (Ph) ) . s, =0 VSl € X
' Bsh
(4.41)
qh
Tm o xd
(qh) h

ce qui s'écrit encore

2 qn,m ‘
. ) i -
/ 1 b LER: s, d + R [ div (qn)m div § dx =
Q n, . i x Q h h
d(uh) i=1 Ki

nym e - n - M = 3 - -
(4.42) /g ()" divel dx jrs Py 8 - vdr w5 e S v'PeUrg =0
T.m > n n\m -+
CHOI vlre =aqq (qh) . 'rz =0

A chaque pas de l'algorithme, le calcul de (qﬁ)m consiste a3
résoudre le systéme lindaire (4.42), dont la matrice est symétrique, & diagonal
dominante et indépendante du pas de l'algorithme. On la décompose donc par une

méthode de Cholevski dés la premiere itération.

. . s n AP .
Cependant cette matrice, qui dépend de U, doit &étre reconstruite

a chaque pas de temps.

Suivant FORTIN-GLOWINSKI-THOMASSET [1] oii 1'on trouve
une discussion compléte sur les choix de Py et R, il est pratique de chosir

Pp = R pour tous les pas de l'algorithme.



...35...

Concernant 1'étape 2, compte tenu de (4.25), u: h n'est 3
’ —
n

b ? le calcul de rg par (4.22),

(4.25) est la résolution d'un systéme lindaire symétrique dont la matrice,

P . n . n
déterminer que sur I, . Si u est connu sur T
h+ v, h
indépendante du pas de temps, peut &tre décomposée par une méthode de Cholevski.

Pour rendre compte de la condition unilatérale, on utilise la

méthode suivante :
(i) On impose & priori la condition :

—

(4.43) (1—b(u: h))q; V-3 =0 sur T

n
h h-
et on calcule (rn, u: h) vérifiant (4.22), (4.23), (4.43).
b
¢
(ii) Aux point ol on .trouve u: RGP (4.43) est la bonne condition et on passe
b

a l'étape 3.

Y n N} ] 0] rd » 3 P4
(1i1i) Aux points ol on . trouve uY h < 0, la condition (4.43), qui a été imposée
b el
N . . . . . n n
a priori, n'est pas une bonne condition. On refait le calcul de (r,, uY h) en
b

remplagant = en ces points la condition (4.43) par uﬁ,h = 0 avant de passer 3

1'étape 3. :

Concernant l'étape 3, le calcul de un+1 par (4.21) revient 3 la

h
résolution d'un systéme lindaire symétrique dont la matrice est bloc diagonale

et indépendante du pas de temps.

V -~ RESULTATS NUMERIQUES

5.1 - Introduction

Dans tous les essais numériques, on a utilisé des &l&ments' finis

de degré O pour les &quations en pression-débit (4.26),...,(4.28).

Contrairement aux paragraphes précédents, dorénavant, le fluide 1
est 1'eau et les saturations considérées, S et u, non réduites et ré&duites,sont

des saturations en eau.



Elles ont &té approchées par des &léments finis de degré 0,
puis pour tenir compte de la remarque 4 5, par des &léments finis de degré 1

afin de comparer les résultats.

Sauf mention contraire, tous les calculs de coefficients des
équations ont &té effectuds avec des formules d'intégration qui seralent

exactes pour des fonctions 0, b et d lin&aires.

Voici d'abord quelques données physiques communes 3 tous les

essais numériques.

Le domaine § est un carré de longueur de cdté 210m, le puits

d'1n3ect10n se trouvant dans le coin Sud-Quest et le puits de production dans
§
le coin Nord-Est (quart de five spot).

Q ; Le quart de five-spot

De plus on a choisi :

(5.1) K, = K2 = 100 X 5 millidarcy X métre ¢ = 0.3 X 5 métre
K et ¢ sont maintenant la perméabilité absolue et la porosité
multipliées par 1'épaisseur, afin d'introduire une épaisseur de 5 métres au

glsement.
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Le débit d'injection et la pression au puits d'exploitation sont

2qd = 40 m3/jour Pd = 100 Bar

Considérant les viscosités et les permdabilités relatives, on

a utilisé deux jeux de donndes, 1'un scolaire, appelé "perméabilités en croix",

et l'autre réaliste.

(5.3)

Le premier est le suivant :

u] = U, = 1.3 CP (ICP = | centipoise = ]0_2 unité CGS)
S. =0 S =]
min max
k (S) =58 k (8) = 1-8
r r
1 2
PC(S) = p(1-S) ol p est un nombre variable suivant les essais.

Avec de telles données, on a

a(u) = + T?g u(l-u). b(u) = 1-2u d(;) = 5%5

Le terme de transport est linéaire ; les équations en pression -

débit ne dépendent pas de la saturation et ne sont donc i résoudre qu'une seule

fois, ce qui permet de faire des essais numériques dans un temps de calcul

moindre.

Dans ces essais, on a fait varier la diffusion en faisant varier

la pente p de la pression capillaire pour en &tudier 1'effet sur les froants de

saturation.

Le jeu de données réalistes est le suivant :
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My = 1P, = 1043 CP
(5.4 . les perméabilitéé relatives et la pression capillaire sont
représentées sur la figure 5.1

Les fonctions a, b d correspondant d.ce Jeu de donnees réalistes

sont representees sur la flgure 5.2.

Ces données correspondent d un rapport de mobilité voisin de 1,
mais, comme - on. le verra dans la suite, - elles donnent des fronts raides, la

dlffu51on caplllalre étant tres'farble,'

On a dé&jid pu remarquer dans les données ci-dessus que les

ingénieurs du pétrole utilisent un systéme d'unités spécial qui leur est pratique.

Pour se conformer 3 ces habitudes dans les résultats numériques

présentés, le temps sera exprimé en jour mais aussi en

quantité d'eau injectée

% du volume de pore injecté =
volume de pore occupable par l'eau injectée

2q ., X nombre de jours

d

surface de Q x ¢ x (SmaX - Smin)

On notera VPI cette unité de temps.

Rappelons enfin que, pour gérer la production d'un gisement, il
est essentiel d'estimer la date de percée (breakthrough time) qui est le moment

ol 1'eau commence 3 sortir au puits de production, et d'estimer les courbes

de rapport du débit d'eau au débit d'huile 3 la sortie (WOR) en fonction du temps.-

C'est pourquoi ces quantités joueront une place importante dans

la présentation des résultats numériques.
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SATURATION EN EAU SATURATION EN EAU
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Figure 5.1 : Courbes de perméabilités relatives et de
pression capillaire relatives aux donndes
i réalistes.
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Figure 5.2 : Les fonctions a8, b, d correspondant aux données réalistes
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5.2 - Eléments finis mixtes de degré O

Les maillages du carré utilisés sont des maillages 3
2 % 92 = 162 triangles et 2 X 142 = 392 triangles. Ils sont représentés sur
la figure 5.3, Les fronti&res représentant les puits sont indiquées en traits
forts. Les maillages (0.14.a"), (0.14.b') et (0.14.c'") ont des puits de taille
comparable & ceux des maillages (0.9.a) et (0.9.b) afin de faciliter les

comparaisons.

Les fonctions S et P &tant constantes par triangle et les
fonctions q et r étant définies par la valeur constante de leur flux 3 travers
les ar8tes, le tableau 5.4 donne les nombres de degré de liberté pour chaque

fonction et pour les divers maillages.

17
Z

: 4
) H
(0.9.2) : (0.9.b) (0.14.2) (0.14.b)
AN vd
/1 ™ Va
7 v
N
v N
R 5
V4
%
AN
N
2
H
0.14.a") (0.14.p") (0.14.¢")

- Figure 5.3 : Maillages utilisés avec les &léments finis de degré O
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- ->
S et P qetr
maillages (0.9) 162 261
maillages (0.14) 392 616

Tab. 5.4 : Nombre de degrés de libertd pour les divers maillages utilisés

'\“
Utilisant les "perméabilités en croix" (cf. §5.1), on a &tudié
1'influence de la diffusion physique sur les résultats numériques en faisant
varier la pente p de la pression capillaire et en utilisant différents

maillages.

Sur les figures 5.5 et 5.6 on a représenté la saturation en eau
a8 600 jours (0.363 VPI) pour p =.10, 6, 2, calculée respectivement,avec les
maillages (0.9) et (0.14) (chaque densité de hachures correspond & un intervalle

de valeurs de la saturation réduite (i/10, (i+1)/10), i=0,...,9).

Sur les figures 5.7 et 5.8, sont données les coupes, le long de
la diagonale joignant les puits, des saturations calcul@es 3 la méme date sur
les mémes maillages.

Le tableau 5.9 donne les dates de percée calculées.

Sur ces résultats, on peut faire les constatations suivantes :

1 = Quand p (i.e. la diffusion physique) diminue, la largeur des fronts diminue.

2 - Les fronts obtenus avec les maillages b sont plus larges que ceux obtenux

avec les maillages a et la différence s'accroit quand p diminue (fig. 5.8).
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3 - Plus large est le front, plus tdt a lieu la percée et les deux constatations

ci-dessus se traduisent en terme de date de percée de la fagon suivante :

la percée a lieu plus tard quand p diminue et les percées correspondant

aux maillages b ont lieu plus t&t. De plus 1l'écart entre les dates de

percées obtenues avec les maillages a et celles obtenues avec les maillages

b grandit quand p diminue.

0 0.2 04

e
¥

0.6
ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE
maillage (0.9.a)

0.8 1.

+

RN M

0 0.2 0.4 0.6
ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE
maillage (0.14.a) -

0.8 I.

SATURATION REDUITE EN EAU

SATURATION REDUITE EN EAU

ABSCISSE LE LONG DE L.A COUPE
maillage (0.14.b)

 Figuré 5.7 : Evolution, quand p varie, des coupes, le long de la diagonale

' joignant les puits, dés saturations a 600 jours, pour divers

maillages

R
i . P=2
0.8 ]
n.64 P
] p=1o)’
o . ==
0.2 po—
R ¥ R g T
ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE
maillage (Q.9.h)
1. o= —
. e p=2
0-81 e
0.6 L —_
0.4: p=10”/;ﬂ
0.2 =y ]
T f .__-. 1-_ﬂ -—5
0 Y T T y T T T . T
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1.



...43...

maillages » maillages
(0.9.2) (0.9.b) (0.14.2) (0.14.b)

SATURATION REDUITE EN EAU

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

Figure 5.8 : Comparaison des coupes, le long de la diagonale joignant les
-

puits des saturations 3 600 jours, calculées avec les

maillages (0.a) et (0.b).

(0.9.2)] (0.9.b) § (0.14.2) [(0.14.b) B0.14.a")}(0.14.5")
.464 VPI |.428 VPI §.437 VPI 412 VPI
p = 10 '
767 joursl708 jours§722 joursp82 jours
.494 VPI |.442 VPI [.473 VPT |.435 VPI|.513 VPI |.487 VPI
p=©6
816 jours|731 jours{782 jours{719 joursf§848 joursiBO5 jours
.534 VPI {.479. VPI {.526 VPI |.454 VPT §.549 VPI
p =2 '
FBB jours {792 jours%70 jours|{750 joursf908 jours

Tableau 5.9 : Dates de percée calculées pour différents maillages et diverses

valeurs de p.
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L'effet di aux maillages s'interpréte comme suit : la diffusion
numérique est plus importante pour les maillages b que pour les maillages a
et cet effet se fait d'autant plus sentir que la diffusion physique est
faible.

Notons qu'en ne peut comparer sans précautions les résultats
obtenus avec les maillages (0.9) et ceux obtenus avec les maillages (0.14)

car la taille des puits n'est pas la méme.

Pour &tudier 1'effet de la taille des puits, on a fait deux
calculs avec respectivement les maillages (0.14.a") et (0.14.b"). Le tableau
5.9 montre qu'alors les dates de percée sont plus tardives qu'avec les maillages
(0.14.a) et (0.14.b). Ceci s'explique non pas par dés différences éignificatives
sur les fronts mais par le'fait que, plus la frontigre de sortie est grande,

plus il faut d'eau pour la saturer et plus tard a lieu la percée.

A titre indicatif, on montre sur les figures 5.10,...,5.14 des
résultats numériques complets d'un calcul effectud avec les "perméabilités

en croix" (p=2) sur le maillage (0.14.a"),

On notera sur les figures (5.10) et (5.11) 1'accumulation d'eau
sur la fronti&re de production avant la percée. Cette accumulation d'eau est die
4 la condition de percée (4.24) emp@chant 1'eau de sortir avant que la
saturation en eau ne soit maximum sur le bord. Cette accumulation est d'autant
plus faible que la_diffusion physique est faible (voir plus loin les résultats
obtenus avec les données réalistes oii la diffusion physique est -beaucoup

plus faible).
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Figuré 5;13 : Evolution des débits au
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" 'Figure 5.12 = Evolution des saturations

en divers points au cours du temps
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Figure 5.14 :

Rapport débit d'eau/débit d'huile
d la sortie

Evolution du WOR au cours

du temps (maillage (0.l14.a'), p = 2)

Venons en maintenant aux données réalistes.

Sur les figures (5.15), (5.16), (5.17),

(5.18), (5.19) on

présente une simulation numérique complé@te obtenue avec le maillage (0.14.c').

On constate qu'on a affaire 3 des fronts raides. Pour &tudier

1'influence du choix du maillage on a aussi effectué les calculs avec les

maillages (0.14.,a') et (0.14.b'). La comparaison est faite grice aux figures

(5.20), (5.21) et au tableau (5.22).
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Les résultats obtenus avec le maillage (0.14.c') sont intermédiéires

entre ceux obtenus avec les maillages (0.14.a') et (0.14.b"),

ce qui était

prévisible. Cependant les écarts sont peu importants (10 % sur les dates de

percée).
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Figure 5.16 : Coupes des saturations le

long de la diagonale joignant les puits

(maillage (0.14.c'), données réalistes)
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Figure 5.20 : Comparaison des coupes, Figure 5.21 : Comparaison des WOR pour
le long de la diagonale joignant les différents maillages (données réalistes)
puits, des saturations 3 200 jours
pour différents maillages (données
réalistes)
R £
Maillages (0.14.a") (0.14.c") (0.14.p")
Dates de 628 jours 599 jours 560 jours
.696 VPI . 651 VPI

percée .730 VP1

Tableau 5.22 : Comparaison des dates de percée pour différents

maillages (données réalistes)
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Donnons maintenant quelques renseignements sur le temps de
calcul concernant les Simulations effectuées avec les données réalistes sur

les maillages (0.14).

Par itération en temps, le temps de calcul est de 13 secondes

pour un ordinateur CII IRIS 80.

I1 a fallu environ 1034 pas de temps pour atteindre le temps
1.5 VPI.

Il faut toutefois noter que ce nombre d'itérations en temps
n'est qu'indicatif, car nous n'avons pas porté notre effort sur la recherche
de pas de temps optimaux.

¢
Faisons toutefois les remarques suivantes. Rappelons d'abotd

-

que nous utilisons un schéma explicite.En effet, 3 cause de sa difficulté
diie aux nombreuses non-linéarités du probléme et 3 la formulation de la condition
de percée, l'étude de schémas implicites ou semi-implicites n'a été menéde

jusqu'ici qu'en dimension | (cf. FORGES [11]).

Avec un schéma explicite, dans une simulation telle que nous
avons présgntée, les pas de temps optimaux varient de fagon importante : quand
le probléme est particulidrement raide, c'est-a-dire au début de 1'injection
et au voisinage de la percée, les pas de temps doivent &tre petits tandis qu'en

dehors de ces moments, on peut les agrandir, notamment aprés la percée,

Dans notre programme, ces variations se font automatiquement i
partir de critéres empiriques et les pas de temps ont varié de 0.4 jours

(6.4 % 107% VPI) 2 5.8 jours (6.7 x 1073

VPI), soit wun rapport de 1 3 14,

Pour cerner 1l'effet de la diffusion numérique dans le cas de ces
données réalistes, nous avons effectué une simulation sur le maillage (0.14.c'")
en annulant la pression capillaire. Nous avons ainsi annulé la diffusion
physique dans l'8quation en saturation et résolu 1'équation hyperbolique obtenue

(ce qui se fait par la simple introduction de quelques tests dans le programme).
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Si la date de percée a un peu varié, 626 jours (.728 VPI)
contre 599 jours (.696 VPI), les fronts de saturation et les débits n'ont

pratiquement pas varié.

Cela signifie que, dans le cas de ces données réalistes, avec
les maillages utiliséds, la diffusion numérique due au terme de transport est

plus grande que la diffusion physique.

- Ceci est confirmé par la comparaison des saturations en amont
du front calculée,-environ 0.6, et thorique (saturation de Welge) qui est
de 0.8, soit nettement supérieure. Le front s'est "affaissd" sous 1'effet
de la diffusion numérique.
_ ;
Pour donner une évaluation générale de cette diffusion numérique,

nous pouvons caractériser notre schéma numérique de la facon suivante

Bien que ce ne soit pas démontré, mais compte tenu de 1'interpréta-
tion du schéma que 1'on peut faire en dimension 1 (cf. JAFFRE 1 ), 8 condition
d'utiliser des triangilations régulidres, le schéma numérique utilisant les
€léments finis mixtes de degré O est un schéma monotone positif dont le terme
de transport“est approché & 1l'ordre 1, analogue 3 un schéma différences finies
décentré amont. Les solutions numériques obtenues ont donc les mémes qualités’
(monotonie et positivité) et mBmes défauts (diffusion numérique importante)

que pour ce dernier schéma.

Pour remédier & la trop grande diffusion numérique du schéma,

nous avons approché les saturations par des éléments finis mixtes de degré 1.

5.3 - Eléments finis mixtes de degré 1

Dans ce paragraphe, les équations en saturation sont résolues
avec les &léments de degré 1, mais les &quations en pression restent résolues

avec les &léments de degré O.
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Rappelons que les saturations sont alors linéaires sur chaque
triangle et discontinues d'un triangle & 1'autre (3 degrés-de liberté par
triangle) tandis que les degrés de liberté de * sont définies comme en
(4.10).

Les maillages utilisés dans les calculs sont représentés sur

la figure 5.23 et le tableau 5.24 contient les nombres de degrés de libertéd

qui leur sont associgs.

b4

SR

(1.5.a) - (1.5.b)

N/
/|

/

(1.8.3a) (1.8.b) (1.8.¢)

Figure 5.23 ; maillages utilisés avec les €léments finis de degré |
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S 4 P 1

maillage (1.5) 174 314 58 99
(1.8.a)

maillages (1.8.b) 384 672 128 208
(1.8.¢c)

Tableau 5.24 : Nombre de degrés de liberté pour les maillages utilisés-

5

Les maillages (1.5) (resp. (1.8)) ont &té choisis de facon que,
d'une part, les saturations aient sensiblement le méme nombre de degré de
liberté qu'avec les maillages (0.9) (resp. (0.14)) en degré O, et, d'autre
part, que les maillages (1.5), (1.8), (0.14.a"), (0.14.b') et (0.l4.c') aient
des puits de tailles semblables.

On a recommencé avec les &léZments de degré 1, 1'étude faite avec

les éléments de degré 0.

Avec les "permBabllié&s en croix', on a &tudié 1l'influence de
la pente p de la pression capillaire sur les résultats numériques. Sur les
figures 5.25 et 5.26, on a représenté la saturation 3 600 jours (0.362 VPI)
pour p = 10, 6, 2, calculée respectivement avec les maillages (1.5) et (1.8).
Les lignes d'isosaturation ne sont pas lisses comme 3 1'habitude car la
saturation est approchée par une fonction discontinue d'un triangle 3

1'autre.

Sur les figures 5.27 et 5.28 sont dessinées les coupes, le

long de la diagonale joignant les puits, des saturations i la méme date.

Le tableau 5.29 donne les dates de percée calculées.
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La figure 5.30 permet de comparer des fronts de saturation 3
600 jours, et des WOR, calculds avec des &léments fiﬁis de degré O et de
degré 1, pour p = 2, Enfin les figures 5.31,...,5.34 montrent une simulation
effectuée sur le maillage (1.8.a) avec les mémes données que celle présentée
sur les figures 5.10,...,5.14 (p = 2) et qui avait été effectuée en Gtilisant
les &l&ments de degré O. Les WOR de ces deux simulations sont comparés sur la

figure 5.30.

Si, sur les figures 5.25 et 5.26, on constate encore un effet’
de maillage, la figure 5.28 montre qu'il est en fait trés faible et cela
est confirmé dans le tableau 5.29 oii 1'écart des dates de percée obtenues

entre les deux maillages (l.a) et (1.b) reste toujours inférieur a 4 %.

De méme, en regardant les figures 5.25 et 5.26, il semble que
le passage des maillages (1.5) aux maillages (1.8) s'accompagne de différences
numériques notables. En fait, il n'en est rien, comme le montrent les
comparaisons de fronts et de WOR effectudes pour p =2 sur la figure 5.30,

ainsi que le tableau 5.29 des dates de percée.

Cette stabilité des résultats vis 3 vis du maillage obtenue
avec les éléments finis de degré 1 avait déja &té constatée en dimension I

(cf. CHAVENT-COHEN [1], COHEN 1.

Le tableau 5.29, rapproché des résultats contenus dans le
tableau 5.9 concernant les maillages (0.14.a') et (0.14.5'), permet de
constater que les percées ont lieu plus tdt avec les &léments finis de degré
0. De plus les comparaisons effectudes sur la figure 5.30 montrent que le

front, comme le WOR, calculé avec les &léments finis de degré 0 est plus é&talé.

Cela est dii 3 1a grande diffusion numérique du schéma de degré O
par rapport 3 celui de degré 1, ce qui va &tre mieux mis en &vidence avec

les données ré&alistes qui sont beaucoup plus raides.
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N

)

maillage: (1.5.a)

maillagef (1.5.b)

Saturations calculdes & 600 jours (0.363 VPI) sur les maillages

Figure 5.25 :
(1.5.a) et (1.5.b) pour diverses diffusions capillaires

- ("perméabilités en croix"). (Les lignes représentés sont les

isovaleurs 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, 0.1).




p = 10
p=6
p =2

© Figure 5.26
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N

maillage (1.8.a) maillage (1.8.b)

-

: Saturations calculées '3 600 jours (0.363 VPI) sur les maillages

(1.8.2) et (1.8.b) pour diverses diffusions capillaires

("perméabilitds en croix!). (Les lignes représentées sont les

isovaleurs 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, 0.1).
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Figure 5.28
' - puits, des saturations 3 600 jours, calculées avec les

" maillages (1.a) et (1.b)
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(1.5.3) (1.5.b) (1.8.a) (1.8.b)
— @

p = 10 .451 VPI™ 473 VPI : 490 VPI .480 VP1
817 jours 782 jours ? 811 jours 794 jours

p =6 .540 VPI .512 VPI .536 VPI .519 VPL
893 jours 847 jours § 886 jours 859 jours

D ; 2 614 VPI .595 VPI .608 VPI .594 VPI
1015 jours 984 jours 1006 jours 982 jours

Tableau 5.29 : Dates de percée calculées pour différents maillages

et diverses valeurs de p

1.
ir\\? |
1 : 600 jours
: 500 jours
0.8 : 0.363 VPI
T g 10.
0.6 1 -
0.4 o g ]
. =
0.2 4.
i < ]
0. 1 =
L] L LY v T L) T T T O' .‘l . T L 4 1 T
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. 0. 0.25 0.5 0.75 1. 1.25
ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE TEMPS (VPI)

Figure 5.30 :

degré 1 - maillage (1.8.a)

— = — —~ degré | - maillage (1.5.a)

.......... degré O - maillage (0.14.a")

Comparaison des fronts de saturations et des WOR calculés: avec

des élements finis de degré O et de degré 1, pour p = 2
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\

400 jours (0.242 VPI) 600 jours (0.363 VPI)

. . e —————
Percée & 1006 jours (0.608 VPL) 1400 jours (0.847 VPI)

El
Figure 5.31 : Saturations calculées sur le maillage (1.8.a) pour p = 2

- . . - : . - -
("perméabilités en croix"). (Les lignes représentées sont les

isovaleurs 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, O0.1).

1.1] SATURATION\ ]

1.0 3
g X:]
0.8
0.7
0.8
0.5
044
0.3
0.2
0.1
-0:0 _:

sudasssbasndanaslsagabanaslacasdons

-------- IAAARE LERLE B v'v' T Ty Y I rr T T yryrpyrry

0. 0-1 0s2 0s3 0s4 0aS 0e6 007 0.8 0.8 1.0

A
— o A 1400c JOURS GU 0,347 VPI

Figure 5.32 : Coupes de saturations le long de la diagonale jbigﬁént les paits
(maillage (1.8.a), p = 2)
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——— DEBIT OMUILE A LA SURTIE - R
-~ - DEBIT D'EAU_AMWIE :
Figure 5.33 : Evolution des débits i la Figure 5.34 : Evolution du WOR au cours
production au cours du temps (maillage du temps (maillage (1.8.a), p = 2)

(1.8.a), p = 2)

Considérons maintenant les données réalistes. i

La figure 5.35 montre les fronts de saturation & 200 jours
calculés avec les &léments finis de degré 1, en les comparant 3 ceux calculds
avec les &léments de degré 0. La figure 5.36 montre les coupes de ces fronts

suivant la diagonale joignant les puits.

On constate d'abord que le schéma utilisant les &léments finis
de degré | diffuse Eeaucoup moins, montrant ainsi l'ampleur de la diffusion
numérique du schéma de degré 0. La saturation en amont du front calculée dans
des exemples avec le schéma de degré 1 est proche de 0.8, qui est la saturation
amont théorique du méme probléme od 1'on néglige la pression capillaire
(saturation de Welge) . Ceci implique que 1'une et 1'autre des diffusions

numérique et physique sont tras faibles.

On constate ensuite que le schéma de degré 1 n'est plus monotone
positif, comme 1'&tait le schéma de degré O, et comme on pouvait s'y attendre

par analogie avec les autres schémas d'ordre 2.



SATURATION REDUITE EN EAU

v~ev.degré O;maillage(o.lé.a’)

K

wdegré I,maillage (1.8.a)

degré 1,maillage (1.8.b)
ess..degré O,maillage (0.14.b")

Figure 5.35 : Saturations 3 200 jours calculeds avec les données réalistes

(les lignes isovaleurs représentées sont les lignes 0.9 et 0.1)

1. "“'"T‘a\j\\ degré 1, :

h T aillage (1.8.a)
0.8+

4 .. ,degré 0,
0.6 éxlnmillage (0.14.a")
0.4 :
0.2 4
0. e

L4 [} I 1 ¥ L] 1 i i
0. 0.2 0.4 0.6 0.8

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE
Figure 5.36

SATURATION REDUITE EN EAU

de ré 1:
maillage (1.8.b)

degré O, ~

; Eu-#flnaillage (0.14.p7)

1 L i "t ¥ . L4 1 T L

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

: Coupes le long de la diagonale joignant les puits, des

saturations 3 200 jours calculdes avec les données

réalistes
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La figure 5.37 et le

tableau 5.38, comparant les résultats

numériques obtenus avec les maillages (1.8.a) et (1.8.b), montrent que

ceux-ci ont peu varié.

maillage (1.8.a)

-+esseee maillage (1.8.5)

3 1 -\ i1l 1.8.a)
= .+ >\, kr”,mal age (1.8.a
= \\ "
[esl 1\
= 0.8 \
5 1 \
2 0.61 ¥ maillage (1.8.b)
§ -
Z 0.4
et
E )
D 002
= p .
<t f
“I0. A=

0. 0.2 0.4 0.6 0.8

ABSCISSE SUR LA COUPE

Figure 5.37 : Saturations 3 200 jours, et leurs coupes sur la diagonale joignant les

uits, calculées avec les &léments finis de degré 1, pour les données
P P

réalistes g

maillage (1.8.a)

590 jours ou

.686 VPI

maillage (1.8.b)

© 531 jours ou
.617 VPI

Tableau 5.38 : Dates de percée calculées avec les &léments finis de

degré 1 pour les données réalistes.
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Les figures 5.39, 5.40 et 5.4]1 montrent une simulation compléte
sur le maillage (1.8.a). Sur les cartes de saturation, on observe en amont
du front certaines "trainées". Ce ne sont en fait que la représentation
graphique des oscillations en amont du front. De méme si 1'allure générale
des courbes de débits et de WOR semble bonmne, elle est cependant perturbée
par des oscillations. Ces oscillations ne sont pas de l'instabilité numérique
mais sont causées par l'arrivée au puits de production des oscillations

observées en amont du front.

=

200 jours (0;233 VPI) 400 jours (0.465 VPI)

N

Percée 3 590 jours (0.686 VPI) 800 jours (0.930 VPI)

Figure 5.39 : Saturations calculées sur le maillage (1.8.a3) pour les données

réalistes (les lignes représenté@es sont les isovaleurs 0.9 et 0.1)
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Figure 5.40 : Evolution des débits i 1a

production au cours du temps (maillage

(1.8.a), données réalistes),

WOR
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1.50

Figure 5.41 : Evolution du WOR au cours du

temps (maillage (1.8.a), données réalistes).

Pour remédier 3 ces dé&fauts diis au caractdre non positif et

non monotone du schéma, divers moyens peuvent &tre envisagés, les plus

sophistiqués consistant & construire un schéma quasi d'ordre 2 pour le

terme de convection adapté& aux &léments finis discontinus et qui soit monotone

positif.

Pour 1'instant et pour commencer, nous nous sommes content&s

de diagonaliser la matrice de masse de 1'&quation en saturation en appliquant

au premier terme du memEre de gauche de (4.21) la formule d'intégration

utilisant les trois sommets du triangle.

Les résultats sont représentés sur la figure 5.42 et dans le

tableau 5.43. On constate qu'en procédant de cette fagon, on a supprimé les

oscillations au pied du front, mais qu'en méme temps, on a &talé le front

et avancé la date de percée, ce qui traduit une argumentation importante de la

«

diffusion numérique, Quant aux ascillations au sommet du front, la situation

n'a pas &té sensiblement modifiée. Cette procé&dure est donc insuffisante et

1'étude devra donc &tre poursuivie dans d'autres voies:
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0.8 -

0.6 1

0.4 1

0.217

SATURATION REDUITE EN EAU

.
.

M)

¥ T 1 L3 ¥ 3 ) ! 1

0. 0.2 0.4 0.6 0.8 .
ABSCISSE SUR LA COUPE

~————— avec diagonalisation de la matrice de masse des saturations

weeeseeeee sans diagonalisation de la matrice de masse des saturations

Figure 5.42 : Saturation 3 200 jours, et leurs coupes sur la diagonale joignant

les puits calculées sur le maillage 1.8.c pour des donndes réalistes

avec sans

476 jours ou 549 jours ou

.553 VPI .638 VPI

Tabledau 543 : Dates de percée calculées avec les éléments fipis de degré 1

sur le mailldge 1.8.c pour des données réalistes, avec et sans

diagonalisation de la mdttrice de masse des saturations
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Donnons maintenant quelques indications sur le temps de calcul
nécessaires aux simulations effectudes avec les données réalistes sur les

maillages (1.8).

Par itération en temps, le temps de calcul est d'environ 7
secondes pour un ordinateur CII-IRIS 80. Ce temps est inférieur au temps de
calcul d'une itération pour les &léments finis de degré 0 (13 secondes).

Ce résultat paradoxal est d{ en partie i désaméliorations de programmation,
mais surtout au fait que, méme quand les saturations sont approchées par des
€léments finis degré 1, les préssions restent approchées par des &léments
finis de degré O, et donc que leur nombre de degrés de liberté dans les
simulations utilisant les &léments de degré | sur les maillages (1.8) est plus
faible que dans les simulations utilisant les &léments’de degré O,

Par contre, il a fallu environ 5100 pas de temps, soit cing
fois plus que pour les simulations de degré 0 comparables en utilisant toujours
une méthode empirique de variation de pas de temps (le pas de temps a varié

dans un rapport de 1 3 4).
6 — CONCLUSION.

L'utilisation de la formulation mixte permet un calcul facile
des débits en eau et en huile et assure un bon couplage entre les &quations
en saturation et en pression, dans la mesure oi la pression P n'intervient
dans 1'&quation en saturation que par 1'intermédiaire de son "pseudo~gradient”

-

q.

Elle conduit, par 1'intermédiaire d'une méthode d'éléments finis
mixtes et d"un schéma de décentrage pour les &léments finis discontinus, 2 un

schéma de diffusion-convection pour résoudre les €quations en saturation.

Dans ces &quations, le phénoméne dominant et difficile &tant

la convection, toute l'attention doit porter sur le schéma de décentrage.
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L'utilisation .d'éléments finis de degré O conduit 3 un schéma
monotone positif d'un comportement analogue aux schémas d'ordre 1, c'est—i-
dire trés diffusif.

L'utilisation d'éléments finis de degré ! diminue cette diffusion,
mais comme tous les schémas de convection d'ordre 2, perd la monotonie et la
positivité. Les oscillations obtenues sur les saturations perturbent les débits
et le WOR. Il est donc nécessaire de corriger le schéma de transport construit,

ce qui fait 1l'objet de nos efforts actuels.
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