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FORMULATION MIXTE D'ECOULEMENTS DIPHASIQUES

INCOMPRESSIBLES DANS UN MILIEU POREUX

Jérome JAFFRE

RESUME :

sont modélisés par un systeme de deux équations non linéaires dont 1l'une est
du type diffusion-convection et 1'autre est elliptique. Le terme de diffusion
de la premiére s'annule dans certaines parties du domaine de sorte que le
terme de convection devient prépondérant et que la solution présente des
fronts raides. On introduit une formulation mixte de ces equations et on
l'approche par une méthode d'éléments finis mixtes. Le terme de convection est
approché grace a un schéma de décentrage adapté aux méthodes d'éléments finis

discontinus. Pour conclure, on présente des expériences numériques qui concernent

le probléme de la récupération secondaire du pétrole.

ABSTRACT

Diphasic incompressible flows in porous media are modelized by
a system of two non-linear equations, namely a diffusion-convection equation
and an elliptic one. The diffusion term of the first equation vanishes on some
range of the domain so that the convective term dominates and the solution has
stiff fronts. A mixed formulation of the equation is introduced and is appro-
ximated by a mixed finite elements method. The convective term is approximated
by an "upwind'" scheme for discontinuous finite elements methods. We conclude

by presenting numerical experiments concerning the problem of secondary oil

recovery.
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O — INTRODUCTION

L'étude des écoulements de fluides non miscibles dans un milieu
poreux est d'une grande importance, dans l'industrie pétroliére (cf. COLLINS (1],

MARLE [11) ou en hydrologie (cf. MOREL-SEYTOUX [1], WOLSAK [1]) pour ne citer

que deux exemples.

Ainsi on trouvera dans BRENIER {1] une application de la méthode

présentée 1ci 4 un probléme d'hydrelegie 1i€ 3 la construction de barrages.

Pour notre part, nous aurons en vue ici des applications a
l1'industrie pétroliere, cette étude faisant l'objet de contrats éntre 1'INRIA,
1'Institut Frangais .du Pétrole et la_Socié&té Nationale E1f Aquitaine (Production).

Le probleme considéré est le probléme de la récupération secondaire
du pétrole. Un gisement est quadrillé par un grand nombre de puits. Par certains

puits on injecte un fluide, par exemple de l'eau, qui va pousser l'huile contenue

dans le gisement vers d'autres puits ou elle sera récupérée.

puits de production

O O O ()= puits d'injection

Figure 0.1

Les puits peuvent étre disposés de différentes facons. Sur la

figure 0.1 est représentée la configuration dite du "five-spot'.

Afin de déterminer les conditions de l'exploitation, des simulations

numériques doivent eétre réalisées a partir de mesures effectuées autour de

puits 'pilotes'.



Les équations qui régissent le probléme sont des équations aux

dérivées partielles non lindaires dont la solution présente des fronts raides.

De nombreuses études ont été effectuées, surtout en différences
finies (citons par exemple) TODD-O'DELL-HIRASAKI [1], YANOSIK~CRACKEN [11),
mais aussi avec des &léments finis classiques (DOUGLAS~-DUPONT-RACHFORD [ 1],

SPIVAK-PRICE~SETTARI [1], LEMONNIER[1]). Enfin mentionnons & part la méthode
stochastique de ALBRIGHT-CONCUS-PROSKUROWSKI [ 7.

Dans ce travail on fait une étude bidimensionnelle en supposant
que la gravité n'intervient pas (gisement plan horizontal). Partant de la
formulation de CHAVENT [11], on.ﬁrésente une formulation mixte du probléme que
l'on approche par la.méthode d'éléments finis mixtes de RAVIART-THOMAS [ 1].
Le terme de convection est approché par le schéma de LESAINT-RAVIART [1] qui

est un schéma de décentrage adapté aux méthodes d'éléments finis discontinus.
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I — POSITION DU PROBLEME

1.1 -~ Equations fondamentales

| n ; . 1
Un ouvert QC R (n = 1, 2, 3), de frontiére T, figure up milieu
poreux de porosité indépendante de la pression. Dans ce milieu se déplacent deux

fluides incompressibles non miscibles. On néglige 1'influence de la gravité.

On note

Jo, T, T > O 1'intervalle de temps d'étude du phénomene
Q = 0 x JO, TI
£ =T x Jo, T
la porosité du milieu, fonction de R" dans R
la perméabilité absolue dans , fonction de R" dans R ¢

¢

K

P, la pression du fluide i, i = 1, 2

S. sa saturation (pourcentage du volume de pore qu'il occupe)
N .

q

sa vitesse de filtration (vecteur parallele a la vitesse moyenne

-

du fluide i, mais de module égal a son débit par unité de surface

(1.1)

.

normale a la direction de 1l'écoulement).

p, sa masse volumique (constante)

1
W, sa viscosité (constante)
| » ¢ v » " * ¥ n
kri sa perméabilité relative, fonction donnée de Si et de x e R,
kri
k., = sa mobilite
1 u

1

PC la pression capillaire, fonction donnée de 1'une des saturations

(S1 par exemple).

Suivant COLLINS [1], MARLE [1], écrivons les équations fondamentales

des écoulements de deux fluides incompressibles non miscibles.

Loi de Darcy :

——p —— I s U
(1-2) (ql)J ~— Kjkl(grad Pl)j dans Q J = 1,-..,3 y 1 = 1, 2



Equation de la pression ca illaire

(1.3) P, - P, =P dans Q

Equation de continuité

(1.4) S, + S, =1 dans Q

Equation de conservation

3(pi S.)

1 : ~— B _
(1.5)‘ d a4 le(Di qi) = O dans Q i = 1, 2

Les Bguatiens (1.2)554«,01,8) Forment un systéme de six équations

d six inconnues (Sl’ S5 Pl’ P2’ q; > 'qz)-

_1,_"
De plus, les saturations doivent vérifier les inégalités

(1.6) 0 <85, . £ §,<«8, < 1 i =1, 2
i min i i max
ou S, . et S sont des constantes réelles donnédes.
i min i max

La relation (1.3) montre que les deux fluides ne jouent pas

un role symétrique. Celui des deux qui a la plus grande pression est appelé

fluide non mouillant, i.e., si PC > 0, le fluide 1 est le fluide mouillant et

le fluide 2, le fluide non mouillant.

Pour le probléme de 1'exploitation d'un gisement de pétrole, le

de l'eau, et 1l'allure générale des courbes représentatives de kri et de PC
est dessinée sur la figure 1.1.
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Figure 1.1 : Courbes de perméabilite relative et de pression capillaire en

fonction de la saturation en fluide mouillant

i

1.2 -~ Réduction du systeme des équations fondamentales

Suivant la méthode de CHAVENT [1], on va ramener le systeme

-,

(1.2),...,(1.5) de six équations & six inconnues a un systeme de deux équat ions

a deux inconnues.

J
Introduisons la saturation réduite de 1'un des deux fluides, par

exemple le fluide 1, qui sera supposé étre le fluide non mouillant :

51~ Sy i

Sl max Sl min

(1.7) U =

Compte tenu de (1.6) on a évidemment

(1.8) O u=<sl

On note :




(1.9)

B (Sl max S1 mln)¢( ) x €&

= Ei(u) + k, (u) ¥x e€[0, 1]
_ Ei(u)

- m(u)

=
-
W
)
O
-
T
*Y
-
(Ab
[—
Q
1je
=
(D
)
=
et
N
Y
O
£
A
T
Ra
-
(D
arl

. change de

dP
¥(u) = /Y (m, (u) - m( 2
o ‘my u)) (- — (u))du
(1.10) 2 “
_ 1 1
P_2(P1+P2)+_2-Y
Les deux inconnues

la saturation réduite,

(1.5)
(1.11) 7 28

at

Corl o
(1.12) - le[E'(ql

du systéme que nous allons écrire, gomt u,

et P que 1'on appellera "pression globale™.



{

i~

4 r-'

Or, de (1.2), (1.9) on déduit

BPl 8P2
(1.13) (q1 + qZ)j = - Kj[m(m1 5-;‘-]- + m, 5‘};‘ J J

Mais, de (1.3), (1.9), (1.10) on déduit encore

o
(1143 2P 1 “El+ Efg) _ 1 ( - B ) EEE oy
] X, 2 ‘9% 3 X 9 ¥y e, du °~ 3x.
J J J J
S U »
- M1 9x, 2 9x, < B Smranpm
] ]
De (1.13), (1.14) on obtient donc
—— —r aP . _
(1.15) (q1 + q2)j B e Kj m ij j =1,...,n

LY

Remargue 1.1

D'autre part, de (1.2), (1.9),

BPl 3P2
(q, - 4, = - Kj[m(ml T My )]
J ]
BPI
= (ml - mZ)(ql + q2)j - K 2mm1m2 ( xj
Donc grace a (1.3), on a
| dp
- (1.16) (q) - q2)j = (m, - m,){(q, + q2)_] - Kj 2mm, m, (- —=

(1.13) on obtient
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dEC El(u)Ez(u) dPp
a(u) = m(U)ml(U)mz(U)(-— o (u)) = kﬁ‘-‘“W (- o (u))
a(u) = fg a(u)du :
b(u) = ml(u) - mz(u) = + E:T;j—:-ﬁgzzj
o - alu) kl(u) 4 kz(u)
-2 B 2
Compte tenu de la forme des courbes représentatives des fonctions
El’ EZ’ FC’ les fonctions a, b, d ont les propriétés suivantes
a(0) = a(1) =0 s a(u) > 0 Yu e ]O, 1[
(1.18) b(0) = -1 , b(1) = +1 , b monotone
i :';:
d(u) >>d > 0 Vu ¢ [0, 1]

Compte tenu de (1.15), (1.16), (1.17), les équations (1.11), (1.12)

s'écrivent

3 3
(1.19) 2 - 1 =k a(u) 2 Lz odge) 2B 3G 0
at : 0X, j dX , ] X, d X
=1 ] j =1 j i
3 3 oP
(1.20) - I T K, d(uy) — = 0 dans Q
_ 0X, ] X,
=1 ] 3
Posons, avec les notations (1.<17)
(1-21} r, = - K, a(u) i} = - K. 3a(u) j = 1,.04,3
] 3 dX ] 9x,
J ]
- P .

Le systeme (1.19), (1.20) se réécrit alors

(1.23) ;g 24, div'r + q . Q;ZH b(u) = 0 dans Q



| r‘h

(1.24) div q = O dans Q

Les équations (1.23),...,(1.24), compte tenu de (1.21), (1.22)

‘forment un systéme de deux équations i deux inconnues u et P.

e
L'equation (1.23) est, pour g donné, une équation du type diffusion-—
-
Convection avec un terme de diffusion div r qui s'annule pour u = 0 ou u = 1

(alors a'(u) = a(u) = O d'apres (1.18)) et un terme de transport a . grad b(u).

L'équation (1.24), compte tenu de (1.22), est, pour u donné,

une é€quation elliptique en P.

Notons enfin que, avec les notations (1.17), (1.21), Ll el 5

les egalités (1.15), (1.16) s'écrivent

1 ==t o o
(1*25) 5 ( 1 + q2) ~ £ *

1 —ge w— = af .-
(1.26) 5 y T 95) =71 + blu) q

On en déduit les vitesses de filtration de chaque fluide

(1.27) g, = (1 + b(u))g + T -
(1.28) a, = (1 - b(u))g - 7
1;3 - Conditién initiale et conditions aux limites
A 1l'instant init;al, la saturation dans le milieu poreux est
donnée
(1.29) u{x, 0) = u_(x) Vx € Q

Concernant les conditions sur le bord T de 9, on note
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Iy la partie imperméable de T

Pe la frontiere par laquelle on injecte un débit de fluide
mouillant donné qd(t)
(1.30)
', la frontiere sur laquelle on impose une pression donnée Pd(t)

I, =T, lo, t[ L =T x Jlo, Tl ; I =T, x lo, Tl

De plus on partitionne la partie non imperméable Feu PS=T—F£

— e
frontiere en I' et P+ suivant le sens du champ q (on note v la normale 3 T

de la

extérieure a Q).

(1.31)

u étant toujours la saturation réduite en fluide non mouillant,

les conditions sur le bord T de § sont rassemblées dans le tableau ci-dessous

A
Conditions en pression Conditions en saturation

_ > > -+
(1.32) q . Vv =20 sur Ei r .

sur L

Les conditions (1.32) sur z, équivalent, d'aprés .(1.27), (1.28),

e

q, - v = O et ﬁ; » V=0 5 elles expriment donc bien que I' est imperméable .

£



Sur zeCZ I, i.e. q < 0, les conditions (1.33), (1.34)

expriment que [, est une frontiere ou l'on injecte le fluide mouillant.

En effet, dés que la saturation en fluide mouillant est maximale au voisinage

- . 3 -> —>
du bord, on a r = 0, b(u) = -1, et donc ) =05 9y = 29 = 294 sur L.

Sur P+, partie de la frontiere ou le sens de l'écoulement est
sortant, la condition unilatérale (1.36) signifie que le fluide mouillant peut

sortie de § a travers T+ si et seulement si la saturation en fluide mouillant

est maximale.

Sur ZS, la condition (1.35) exprime la continuité des pressions

de chaque phase sur le bord, au terme de pression capillaire prés qui reste faible

devant la chute de pression globale.

Dans le cas ou l'on étudie le probléme de la récupération

seconidaire du pétrole, on a-Fe = I et FS F+. Te modélise alors la paroi du

puit d'injection et Ps celle du puit de production. Dans un premier temps, a

travers I , on ne récupere que du pétrole, puis, quand la saturation en fluide

mouillant, injecté par [,» devient maximale sur Ps’ celui-ecl commence a sortir par T

S
Le temps qu'il faut au fluide mouillant avant de commencer & Sortir par T

, est
5

appelé par les ingénieurs temps de percée (breakthrough).

II - THEOREMES D'EXISTENCE

On énonce ici des résultats d'existence démontrés par CHAVENT [1],
(2], [3]. Un premier théoréme donne un résultat d'existence en dimension 1, 2 et
3 pour les équations (1.19), (1.20) avec des conditions aux limites m&lde s qui

sont des é€galités. Un deuxiéme théoréme donne un résultat d'existence partiel

(valable seulement en dimension 1) quand une condition unilatérale du type (1.36)
SUr une partie de la frontiere est associde aux équations (1.19), (1.20). On trouvera
d'autres résultats en dimension | dans GAGNEUX [ ].

2.1 - Existence pour des conditions aux bords du tvpe égalitd

On suppose que

, n . .
(2.1) # est un ouvert borné de R, n =1, 2, 3 et sa frontiére T est

réguliere.
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On introduit les espaces

H = L(Q)
(2.2) - {w € B (2)|w = 0 sur r.)
V = € W -
{v lv = 0O sur T_ U PS}
Grace a 1'inégalité de Poincaré, on munit V et W de la norme
n
v , 2\%
Lt * vly =5 (,z Fry H)
i=1 1

En identifiant V et W & des sous-espaces de H, et H A& son dual,

on peut identifier H 3 des sous-espaces de V' et de W' tels que

VCHCV' , WCHC W
(2.4)

les injections étant continues et denses

On note ( , ) le produit scalaire dans H, ainsi que les produits

de dualité entre V' et V, et entre W' et W.

Dans la suite la fonction ¢ sera notée o.

-
Soient des fonction ¢, K, a, b, d données vérifiant

(2.5) a, b, d sont continues et bornée de R dans R
(2.6) ® e L (R) ; K€ (L (o))"
(2.7) HJa > 0 tel que d(u)2 a Yu € [0, 1]
lwa > 9(x) > « ¥x € 9
Ki(x)',;;. o] Vx € Q 1 = Lgeews i
(2.8) a(0) = a(l) = 0; a(u) >0 Yu € JO, 1|



W
Ces conditions sont raisonnables pour ¢ et K, puisque nous nous

plagons dans un milieu poreux,et par définition de la perméabilité absolue K.

D'apres (1.18), elles sont aussi raisonnables pour les fonctions a, b, d définies

en (1.17).

Les fonctions a, b, d sont prolongées continuement a R tout

entier par des constantes.

On associe maintenant a toute fonction ¢ de  dans R, les formes

bilinéaires A , BD_, sur V x V et Dqgsur W x W de la facon suivante

"
| e dV  awW
A (v, w) = fg a(e) L KI'EETSE“ dx Vv, w e V
1=l 1 i
= Vv odw
| 2‘ —— T T T —
(2.9) BD (v, w) .hzb(¢0 d(e) _Z Ky yoliryes dx ¥v, w € V
i=1 i i
' 3 IV  ow
: |
D (v, w) L fg d (¢) ifll{l __axi -——axl dx Yv, w € W

On se donne deux fonctions

(2.10) ; Lz(ze) . u e Lica)

44 0

Aux équations (1.19), (1.20) associons la condition initiale (1.29)

3 . 3 X
et les conditions aux bords ci-dessous .

(2.11) sur Ze a .V = qq 3 4 =0
(2.12) SUr ER E " ; = 0 ; : J = ()
(2.13) sur ES P =0 s u = 0O

Ces équations correspondent au probléme du déplacement d'un

fluide non mouillant par un fluide mouillant, u étant la saturation en fluide

non mouillant, r, la frontiere d'injection du fluide mouillant et I la frontiere

par ou le fluide non mouillant sort du domaine.

On est maintenant en mesure d'écrire la formulation variationnelle
des équations (1.19), (1.20) munies de la condition initiale (1.29) et des

conditions aux bords (2.11),...,(2.13).
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- Trouver u : ]0, T[ + V et P : ]O, T[ + W tels que
— ey o et Y, L > W tels que

(2.14) (4 gg, V) ALy (u(e), v) + BD (B(), v) = O

Vv € V, p.p dans ]O, T |

(2.15) u(0) =

(2.16) D (e ) (P(t), w) = Ir_

qd.wdr Vwe W p.p dans [0, T

On trouve alors dans CHAVENT [1] le théoreme suivant

Théoreme 2.1

¥

Avec les hypotheses (2.1) 3 (2.10) et
(2.17) 0 gu ()L 1 ¥x € O

(2.18) :39we]0, 1[ tel que B_l est une fonction Holderienne d'ordre 6 o

(2.19) B(u) = f va(1)dt est une primitive de /a

alors les équations (2.14), (2.15), (2.16) ont une solution u vérifiant

(2.20) B(u) € L2(0, T ; V) : _3_1;_ € L2(0, T ; V')
(2.21) 0 €ulx, t) <1 ¥(x, t) € Q

Remargue 2.1 :

Les hypotheses (2.18), (2.19) sont satisfaites par tout fonction

a véerifiant

s a(u) >0 Vu ¢ |0, 1

a(u) ~u quand u + 0 avec Py > O

P
a(u) ~ (1-u) ~ quand u+1 avec p, >0

Ce qui contient notre situation physique (cf. b 1e37), L1180



L & .

2.2 — Existence pour une condition aux bords du tvpe unilatéral

Nous avons vu au § 1.3 que sur la partie de frontiere E+, on a

en fait la condition unilatérale (1.36).

D'apres (1.28), cette condition unilatérale peut s'écrire de

la fagon suivante

(2.22) ({u >0 sur =

¢
Introduisons les cones convexes fermés suivants

1
M= dv e B(@)] vl, =0; v|], >0}
(2.23) +

cﬁg=: {v € LZ(O, T, V)| v(t) e M p.p sur 0, T[}

D'aprés CHAVENT {2], et en reprenant les notations (2.2), (2.9),

les équations (1.19), (1.20) munies de la condition initiale (1.29) et des

conditions aux bords (1.32),...,(1.35), (2.22), ont formellement la formulation varia

tionnelle suivante

Trouver u : ]O, TL - M et p : ]0, T[ + W tels que :__ﬂ__“_________[

(2.24) (¢ S, v - u(e)) + Au(ey (8CE) s v=u(£)) + BD ((p(e), vou(e)) 3
1 . :
‘ ]r d(u) ('Z K. 5% vi)(v - u(t)) ¥v € M p.p dans ]O, TI
+ 1 =1 _1
) (2.25) u(0) = u,
F { 2 20 ) _ Du(t)(p(t)’ W) = fre qq « wdT ¥w € W p.p dans |0, T|
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L'équation en saturation est ainsi formuléde sous la forme de

l"inéquation variationnelle (2.24).

L'étude théorique du probléme (2.24),...,(2.26) n'a pu étre
faite qu'en dimension 1 (cf. CHAVENT (3]).

On suppose donc que

(2.27) Q = Jo, L[ r, =10} 5 r_={L)

Dans ce cas, l'équation en pression (2.26) est trivialement

résolue car, en tenant compte de (1.22), elle équivaut i
(2'28) Q(x, t) = q(05 t) = Q(t) = 7 qd(t) V(J{, t) € Q

Le débit total est donc constant et connu le long de 1l'intervalle

]0, L[. Si Fe est la frontiere d'injection, on aura q 2 0.

Il ne reste donc qu'a étudier l'inéquation variationnelle (2 24 )

(2-25)-:

On se donne alors

' =T 3 I' =T

¢ - S +

(2.29) q € Lm(O, T) q 7 0O

u, ¢ M uo(x)?r 0 p.p sur JO, LI

Définissons une famille d'opérateurs, notés AB, non linéaires de
V dans V'

L du vV

(2.30) (AB(t ; u), v) = IO Kla(u(x)) el q(t)b(u(x))]'g; + q(t) v(L)

Vu, v € V

L'inéquation (2.24) s'écrit alors

(2'31) (@ 'a'E': VvV - U(t)) + (AB(t ’ U):' V—U(t.))ﬁ}.o Vv € M p.pP Sur ]O’ T[
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Cependant, l'opérateur AB n'étant pas "V-elliptique', on ne
peut trouver, avec nos hypotheéses, une solution de (2.31), (2.25) qui satisfasse

du .
u(t) € Vv, dt(t) e V'.

On est donc conduit a introduire une formulation variationnelle

Trouver u = ]0, T[ » M tel que -—"—————*"——"“—“——_—*““-—*“——"1
T d
(2.32) [o (8 555 v = wdt + [ (AB(t 5 u), v - wdt = 0
dv 2
Vv € Jg,a—:— e L (Q) , V(O)-—-_uo
Dans CHAVENT (3], on trouve alors le théoréme d'existence
suivant

Théoreme 2.2 :

Avec les hypotheses (2.5),...,(2.8) auxquelles on ajoute 1'hypothése

(2.33) -1 gb(u) € + 1

3

et les hypotheses (2.17),...,(2.19), (2.23), (2.27), (2.29), (2.30), l'inéquatioﬂ

variationnelle (2.32) admet une solution u qui vérifie

(2.34) 3(u) € L0, T 3 V) %% e L20, T ; v')

(2.35) 0 ulx, t)g 1 Vix, t) € Q

(2.36) B(uw)| , | < 3 lul 5 lul < lug
L (0, T ; V) H L (0, T ; H) H

IIl - FORMULATION MIXTE

Cette formulation, suggérée par Chavent aprés les travaux de

ODEN-REDDY [1]'et RAVIART-THOMAS [1], consiste i introduire, en plus des fonctions

inconnues u et P, les deux fonctions ; et a, définies par les égalités (1.21), (1.22),

comme inconnues supplémentaires.



Cette fagon de faire permet, d'une part de calculer facilement
grace a (1.27), (1.28) les vitesses de filtration de chaque fluide qui sont deé

grandeurs physiquement importantes, et d'autre part de coupler simplement 1'équation

(1.19) & 1'équation (1.20) par 1'intermédiaire de 1a fonction 3.

Aifsi on-a maintenant & résoudre un systeme de quatre équations

.. - -
(1.21),...,(1.24)&.quatre.inconnues (u, r, P, q).

Dans cette formulation, on va chercher u(t) et P(t) dans un
: . : . : 1 + *
€space moins regulier qui est H = L"(Q) au lieu de H (2). r(t) et q(t) sont

cherchés, pour leur part, dans l'espace.

=

(3.1) X = 15 ¢ (LY div § e L2(a))
muni de la norme

(3.2) 5] = |5 + |div s|
(L2 ()" L2 (2)

Par ailleurs, la formulation des conditions aux bords (1.34), (1.36)

rend, en fait, nécessaire 1'introduction d'une cinquiéme inconnue, notée u ,

v
définie sur I - El’ qui est, dans un certain sens, la trace de u sur la frontiere

I = E2 et vaut donc O sur I .

Plus précisément, la formulation mixte des équations (1.21),...,(1.24)

avec les conditions aux bords (1.32),...,(1.36) et la condition initiale (1.29)

s'écrit de la facon suivante.

Reprenant -les hypothéses (2.1),...,(2.8) et étant données trois

fonctions
)

2

(3.2) ay € L(0, T ; H—I/z(l‘e)) ,: ¢ L2(a)

€ LQ(O, T ; H1/2(FS)) ; U

d O

il s'agit de



e L] -

(u, r) : ]0, T[ > H Xx i T u € Lz(E -~ I )
trouver N | ud : tels que
(Pa Q) = ]0, T[ + H x X
| dv >
- & O)dx - — '
fg uov( )dx [Q du o dxdt + IQ d%vr. v dxdt
- e
— IQ b(u)q » gradv dxdt = 0
1
Yv.€e H (0, T ;3 V) , vw(T) = O
f E‘i’(t) N
(3 o) - IQ E - 's,dx - fQ a(u(t))divsdx + [ a(u (t))s . v dTl =0
i=1 Ky ' | P Y
ad- - 5 -
Vs € X s . vlr =0 ;5 p.p sur Jo, Tl
L
P
% ,
¢
(1 =bu))g . v -1.3% 30
(3.7) uY_?___ O Sur E+
uy[(l - b(uT))E .V -1 . V] =0
3.8 — L - — _
( ) ", 0 sur b =2 = L_
(3.9) {Q diva(t) . vdx = O Yveée H ; p.p sur jo, T
: ' n g (t) . .
3.10 —_ - ' s . vdr =
) fQ a(ale)) .E ‘. sidx fg P(t)divsdx + fr Pd S . vdl' = 0
1=1 i S
-+ -+ >
Vs € X ; s . IT‘ Jgr = O 3 p.p sur ]0, T!
e 2
> -> = -
(3.11) q . u|E =q, 3 q . v[z = 0
e '8

L'équation (3.4) est obtenue en multipliant 1}équation (1.23) par
des fonctions test. Il est nécessaire de les choisir suffisamment régulieres et
d'intégrer par parties car u(t), étant seulement dans H = Lz(ﬂ) pour presque
tout t, n'est pas assez réguliére pour donner un sens fort i %% et grad b(u).

L'équation (3.5), (resp. (3.10) traduit 1'égalité (1.21) (resp.

(1.22)) que 1l'on a multiplide par des fonctions test et od l'on a intégré par

parties.

Enfin la condition (3.7) n'est qu'une réécriture de la condition

unilatéfale (1.36), compte tenu de (1.28).
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LL'étude théorique de la formulation mixte (3.4),...,(3.11) reste

L

a faire.
Remarque 3.1 :

Introduisons la variété affine

! > >
r T d
% e
et le lagrangien défini sur X x H
(3.13) Z(E v)—-l-f—-—-—l——-zz-s-i s, d [ P.(t)s . vd [ vdivsd
3 = 3 Jq dfale)) v . Si X + . d t)s « vdl' - 0 vadivsadx
i=1 B4 S
1/

2(I“S), les équations (3.9),...(3.11)

expriment que (;(t), P(t)) est la seolution du probléme :

(u(t), Pd(t)) étant donnés dans H X H

(3.14) L@, p(e)) = Min Max (3, v) = Max  Min 2L, v)
iqd veH veH > 94

. -+
s € € X

IV - APPROXIMATION DE LA FORMULATION MIXTE

On s'interesse ici au cas de la dimension 2. On trouvera dans

COHEN [1] une étude en dimension 1.
4.1 — Les éléments finis mixtes

On présente ici la méthode des éléments finis mixtes exposée dans
RAVIART-THOMAS [1], THOMAS {1]. On renvoie & ces deux ouvrages pour la démons-
tration des lemmes et propositions de ce paragraphe.

X
Introduisons d'abord l'espace X associé au triangle de référence

K ci~-dessous.
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On note :

P s l'espace des polynOomes a deux variables de degré < k

§k’ l'espace des fonctions définies sur 3K dont les restrictions
(4.1) a chaque coté de K sont des polyndomes de degré £ k

b, ® ki(i), 1 > 1> 3, les coordonnées barycentriques d'un point

X relatives aux sommets de K.

x
L'espace X est choisi de facon a vérifier les propriétés suivantes

y, =
(4.2) (Pk) C X
x
(4.3) dim X = (k+1)(k+3)
| g
> x> > '
(4.4) ¥s € X divs € Pk
-5 'r = - ~ - ' ~
(4.5) ¥s € X S . U € Sk (ou ¥V note la normale extérieure a K)
(4.6) ¥s € X tel que divs = 0 , alors S e (Pk)

Lemme 4.1

On suppose que les conditions (4.2),...,(4.6) sont vérifiédes. Alors

une fonction 5 € X est déterminée de fagon unique par

) "

(a) les valeurs de 3 . ¥ en (k+1) points distincts de chaque coté de K

(b) les moments d'ordre k-1 de E, ie

k-1

>
e
e g
ot
Q.
R
fp=din
|}
H
D
».
+
®;
.l.
2
1

Pour définir les degrés de liberté (a), il est pratique d'utiliser

les points de Gauss Legendre des cotés de K

= +
L'espace X est, par exemple, l'ensemble des fonctions S de 1la

forme



(4.7) 3k

R Dans la pratique, on utilise k=0 ou k=1. Pour ces valeurs de k,
l'espace X, défini par (4.7), (4.8) est composédes fonctions de la forme ci-
dessous. En vis a vis, 3 gauche, on a représenté les degrés de liberté des

fonctions, les Xreprésentant ceux . correspondant aux valeurs de q « Vet les ®

X
Ceux correspondant -aux moments d'ordre k-1. %.

ao + af
(4.9) =) s(E, n) =
bO + an
R ao + alg -+ a2n +€(ﬂl€+ﬁ2ﬂ)
(4.10) k=1 s(g, n) = |

b0 +:b1E + b2n +m(a1€+32n)

(4.11) FK : X+ F (%) =B . + bK : BK_GZZiﬁg) s b Rz

que transforme K en K.

e
o ~
A toute fonction a valeurs vectorielles & définie sur K, on

o
associe une fonction s défine sur K par :

> 1 % -1 2 -1 =+
(4.12) s = i By SO F (8 =J, B, 50 Fie)
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A chaque triangle K, on associe l'espace

| o
e ox AT -» A
(4f13) XK = {s|ls défini par (4.12) avec S € X}.

Le choix de (4.12), (4.13) est Justifié par le lemme suivant quil

permet de calculer les contributions de chaque triangle par passage

au triangle
de référence.

Lemme 4,12

mctlpe

En notant ¢ = v 0 FK’ on a pour toute fonction & € (HI(IE))2 -

- 2,5 ~re  m an
Vv ¢ L7 (K) J~WdivE dx = [ + div g'dx

K K
‘ 2 A e e > >
Vv ¢ L7 ( K) faﬁvs.f)*dy-'f-faKvs.\)dY

Remarque 4.1 :

De (4.4), (4.5), (4.11), (4.12), (4.13), on déduit que les fonctions
de XK ont les propriétés

. r rr
— . -
(i) div s est un polyndme de degré < k

- >
(ii) la restriction de s . v & chaque c6té de K est un polynome de degré < k.

On note :

hK , le diametre de K

(4.14)
P s le rayon du cercle inscrit dans K
Considérons une triangulationcfl de l'ouvert o sera dite réeguliére si
le pas de discrétisation h = Max hK tend vers zéro ;
KéfL
(4.15) il existe une constante C telle que :

| h
Vh , ¥K eﬁfL < C

S|
= 1=



- 26 =~

On supposera, dans la suite, que

(4.16)  est un ouvert polygonal

Considérons une triangulation.réguliére‘t; de @ de pas h. Les
fonctions a valeurs vectorielles et les fonctions scalaires sont, approchées

respectivement dans les espaces.

Xh={sheX| ¥K ¢ h,Ei:IKe XK}
(4.17)
Hh = {vh e Hi YK Eci; : vth_e Pk}
Remarque 4.2 :
On constate que
(i) les fonctions de H ~sont discontinues le long des arétes de%f;
(ii) les flux, a travers les arétes decZ;, des fonctions de f;hsont continus
(11i) ¥57€ X divs_ € H -
" Introduisons
(4.18) Th(r), l'espace des traces sur I des fonctions de H, .
On remarquera que les flux a travers T des fonctions de i;-sont

aussi dans Th(P).

On munit i;.(resp. Hh, Th(P)) de la norme induite par X (resp. H,
2 '
L°(T) qu'on notera | |_. (resp. | IH y | IT (P))'
Xh h h

4.2 - Formulation aEErochée dﬁ Erobléme

On va maintenant donner la formulation approchée des équations

(3ol ymws yL3a11)s
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Les éléments finis ayant été choisis, on a approché le terme de

transport de l'équation (3.4) avec le schéma de LESAINT—RAVIART[:l:|qui est un

schéma de décentrage adapté aux méthodes d'éléments finis discontinus.

définit

(4.19)

Considérons un triangle K et sa frontidre 3K.

> - | +
o q, est la vitesse moyenne de filtration approchée dans Xh, on
r (x €T =T |3 .v < 0) r R
pe = (X - Elqh'v h+-{xe1"-—1"£|qh v 2 0}
!-.+ » .
ou VvV est la normale extérieure a Q.
VK € 3K = 3 . v, <
K fh K- {xeaK|qh Ve 0}
ou Gi'est la normale 3 3K extérieure i K
dKk = 3K - 9K
+ e
Lg;.estj sur les ar@tes de¥’. , la trace amont" de u,
_ -
relativement au sens de Q. : ;
0 sur Ph_fﬁ oK
uh = trace extéerieure 3 K de Uh sur aK_ = (rh*'n BK_),
trace intérieure a8 K de u sSur 8K+
'—I"-I-.-—l-l>
Ih'Vx ~ Y
a‘;l.ﬁ“;{>o
K
q_;l'TK<O
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Ecrivons maintenant la formulation variationnelle approchée des

équations (3.4),...,(3.11) pour un schéma explicite en temps.

L'intervalle ]O, T[ est découpé en N intervalles de longueur At.

Etant données les fonctions,

n n
q, ETh(I‘e) 3 Py ETh(I'S) 0« n < N-1
(4.20)
O
uh € Hh
n
et u;

- étant su 2 i 'agi
L ppose connu, il s'agit, pout tout n, O <N g N-1, de

n+l 1N | il I
(uh E rh) € Hh X Xh ’ u'Y,h € Th(I‘ - Fﬂ,)
trouver . tels que
n n : o
(Ppo qp) € Hy < X
un+l un
(4.21) )X {[. & —E—"—-—-—I-l- . v, dx + [ div;ﬁ v, dx
Kéﬁ; K At } h K n h
+ | ;ﬁ . g?{db(un) . v, dx - | c_la v (b(u') - b(u'D)) . v.dr} = 0
K *h h h 9K “h " K h h " h -
B V‘Vh € Hh |
D,
(4.22) [ )X (s.) dx - Ny ., —= n —— > -
@ - T2 )y dX fg a(uh)dlvsh dx + IF—F a(uY,h) S. . vdl' = O |
i '}
:
V5. € X, ; s. . v]|. =0 |
h h’> "h ° E
4
4,23 I TR
( ) T vIP 0 |




(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Remarque 4.3

¥K €

(4.29)

h IK

a n
=2 0
uy,h sur Fh+
n Tl— T mn -
DO O S R
- :
— ' - i
uy,h O sur | PR Fh
+
| . n
[, div q + v, dx =0 Vv, € H_
2 (¢
1 h i . n ‘ — Il —- P
fﬂ = .Z — (sh)i dx. - fg Ph div S, dx + fP Pd Sy vdlr = 0
d(uh) i=1 K. :
1
Vshéxh,sh.\)[rr=0
e L
LY =g N = 0
€ 2

M

Grace a (4.26), on a :

n
e

— . T - n. n — Il e n .
. gradb(uh)vh dx = IK b(uh)qh : gradvhdx + IaK 4, - Vg b(uh) . vhdR

L'équation (4.21) peut donc encore s'édcrire :

un+1 _ 4"
5 {IK.Q _E“_EE__E v. dx + [ di 0 d
KITZ . Vy g divr, . vy dx
J 3 —ﬁ e —ﬁ R Ii—
- IK b(uh)qh . grad Vi dx + fm(qh : vK.b(uh )vh 421 = 4
Vvh € Hh —
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Proposition 4.1 : RN

Les fonctions uE, rg, qE définies par les équations (4.21),...,(4.285
vérifient, pour tout n, 0 £n < N-1

+
(4.30) VK e CZ-C;I faK q: - \ledl" = 0
1 n n—.. n - n e

4.31 VK € d(u- T _ | s n -
( ) fh IK (uh uh)dx + At !aK [(1+b(ul_l ))qh + Vg v T . vK]dI‘ =

L'égalité (4.30) exprime la conservation, maille par maille, de

la quantité globale de fluide.

L'égalité (4.31) suggére d'approcher les vitesses de filtration

de chaque fluide de la facon suivante

n—-,. n n
(1+b(uh ))qh +

¥

((1+b(u))q + r)(nAt)
(4.32)

N—.. n T

} ¢

((1-b(u))q — r)(nAt)

L'égalité (4.31) signifie alors que la variation de la quantité
de fluide 1 au cours du temps At et dans une maille est égale a la différence

entre les quantités de fluide 1 entrée dans K et sortie de K pendant le méme temps.

Elle exprime donc la conservation, maille par maille, de la quantité

de fluide 1 (et aussi de fluide 2 puisque la quantité globale est conservée).

Les vitesses de filtration étant approchées comme en (4.32), on

comprend pourquoi la condition unilatérale (3.7) est approchée par (4.24).

Démonstration de la proposition 4.1 :

L'égalité (4.26) implique, en choisissant v, = les la fonction

caractéristique du triangle K :

d'ou 1'égalité (4.30) en appliquant la formule de Stokes.

O
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D'autre part, on utilise la remarque 4.3 et on @rendvh == 1K dans
(4.29). Puis on integre par parties le terme en div rz. On obtient
ap - . T - X
¥K ec??h ‘{K b * dx + IBK rh . vadl + IBK qE . ':}_E(uz—*)dl‘ = 0O
ce qui équivant a (4.31).
-

Remarque 4.4

On fait ici une remarque analogue & la remarque 3.1 pour les

“équations continues.

Introduisons la variété affine

N \
(4.33) qu—{? € X Is. .V, =0 3 & .3V, =q%
' h = ""h “h!'"h © Vlp T Y 5 Sy - Vg =gy
% e
et le lagrangien défini sur f; X Hh.
1 1 2 s n N

(4.34) zh(sh’ vh) =7 IQ - Z Sh,idx + II‘ Pd Sh . vdI' -

d(u, ) i=1 K. S

h 1
g
- IQ vh div shdx

(uE, Pg) étant donnés dans Hh x Th(rs), les équations (4.26),...,(4.28) expriment

n
que (qh’ PE) est la solution du probléme
| T _n | a o @
(4.35) jh(qh’ Ph) = Ml':ﬂ, vaﬁ yh(sh, vh) = vMeaz ' Min ‘h%h(sh’ vh)
~7d  E'h h™ h _s__equ
h h h "h

Ainsi on peut envisager de résoudre les équations (4.26),...,(4.28)

b

a l'aide d'un algorithme de recherche de point selle.

Remarque 4.5 :

{ 2~ . — o . —
L'étude de la convergence de la solution (uh, SRRV P, s qh)
des équations (4.21),...(4.28) vers la solution u des équations (38) 504 ,(3.11)

n'est pas faite.,
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Cependant, dans JAFFRE (1], on a appliqué la méthode utilisée ici

une équation du type dif fusion-convection linéaire stationnaire,

-

a démontré sa

convergence et calculé des estimations de l'erreur d'approximation. Cette &tude

montre qu'on peut prévoir en général pour les é

-
k) sur S et r.

quations en saturations (4.21),
(4.22) une erreur en O(h

Mais, dans RAVIART-THOMAS 11], 1'étude des équations en pression

(4.26), (4.27), donne une estimation an.O(hk+1) de 1'erreurvdfapproiimatibn

> .
sur P et q.
Ces resultats théoriques suggerent donc que, si 1'on prend des

€¢léments finis de degré k pour l'équation en pression, on a intérét 3 prendre

des éléments finis de degré k+1 pour 1'équation en saturation.

Remarque 4.6

L'étude faite dans JAFFRE [1] ayant estimé une erreur en O(hk)

pour les équations en saturation, on ne peut en déduire la convergence de

1"'approximation de degré O. Mais, en dimension !, 1l'approximation de degré O,

moyennant une formule d'intégration, peut atre Interprétée comme une méthode

de différences finies décentrée d'ordre | (cf. JAFFRE [1]). Ceci suggére qu'il

en est de méme en dimension 2 et que la méthode est encore convergente avec

les @léments finis de degré O quand on utilise deS'malllages réguliers. Les

résultats numériques présentés au chapitre 5 le conflrmeront

4.3 - Résolution numérique
Décrivons 1l'algorithme de résolution des équations (4.21),...,(4.28).

u, etant donné, on effectue les étapes suivantes : .

i

Etape 1 : Calcul de (PE, qg) en résolvant les equations (4.26),...,(4.28).

s

Etape 2 : Calcul de (rz,

u$ h) en résolvant les édquations (4.22),...(4.25).

Etape 3 : Calcul de u2+1 en résolvant 1l'équation (4.21).
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Pour effectuer l'étape 1, il est pratique d'utlllser la remarque

4.4. Cependant il faut noter que si le probleme (4.35)

admet une solution unique,
l'algorithme d'Uzawa (cf. EKELAND — TEMAM [1])

; appllque a la résolution de ce
probléeme, converge mal car le lagranglenzz’ ne vérifie pas

3, e 4

il h Sl - e L - 2
3= S V) — = (E, v) , - E)> 5T -t | ==
ash h h Sh h h 'h h h h b
qh
4.36 - d
( ) Vsh, th ¢ Xh

Pour resoudre cette difficulté, on utilise un lagrangien augﬁenté
(cf£. HESTENES [1], FORTIN-GLOWINSKI-THOMASSET [17),

o et B —fin. R s — |
(4.37) °."ZR’h (sh, vh) -zah(sh, vh) + 35 fgldlvsh|

On vérifie aisément que le probléme

¥ = | _ . )
(4.38) cz’R,h (qh, Ph) = Mln_ﬁ,__ Max zR,h sh, vh) =
q v, €H
5. €X . h™h
h h
i
MIB.X MlHT QR,}J (Shs Vh)
v. €H q *
h h = €¥ d
h h

a la meme solution que le probléme (4.35) (pulsqudelle vérifie
div qg = 0) et que le lagrangienﬁz; b vérifie une propriété du type (4.36).

On peut alors appliquer l'algorithme d'Uzawa 3 la recherche de

la solution du probléme (4.38). Il s'@crit

- (4.39) (PE)O étant donné arbitrairement dans Hh
.(Pg)m étant connu, on détermine (qg)m par :
N\ m n,m . n.m
(4.40) cZiRﬁh((qh) . (Ph) ) = Mln 2Z; h (Sh, (Ph) )
qd
s, €X

h
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On calcule (P§5m+1 par :

(4 .41 n.m+1 _ nym . . "n.m
) (Ph) (Ph) 2 le(qh)

. »

ou P > 0 est a déterminer.

3e0" —
R,h n.m n,m 0
o (( 3 P . §, = S,
- qh) ( h) ) 51 0 ?sh € Xh
(&.41) ' S
qn
Tn\m . x'd
(qh) g

) qﬁ;m
1 hy i i n
/ ) ’ d_+ R [_ di e 5. dx =
. T i ] s, d_ + fg iv (qh) div sh dx =
h 1
PI’I m d“'? o n e . -> — e — s B
(4.42) fg (Bp)7 dive] dx frs ' ®p v VAT Vs € X sy v!reurz = 0
T.m . n T.m
(qh) ¢ Ulre - qd ) (qh) vlrg = 0

ot R

A chaque pas de l'algorithme, le calcul de (qﬁ)m consiste a

resoudre le systéme linéaire (4.42), dont la matrice est symétrique, & diagonal

dominante et indépendante du pas de l'algorithme. On la décompose donc par une

méthode de Cholevski dés la premiere itération.

; # » - n " A
Cependant cette matrice, qui depend de u, s doit etre reconstruite
a chaque pas de temps.

Suivant FORTIN-GLOWINSKI-THOMASSET [1] oG 1'on trouve

une discussion compléte sur les choix de o et R, il est pratique de chosir

p. = R pour tous les pas de l'algorithme.
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. | n A
Concernant l'étape 2, compte tenu de (4.25), u n'est a

'Y,h-—--
. : n S o n
déterminer que sur Iy, S1i uy,h est connu sur Fh+, le calcul de rE par (4.22),

(4.25) est la résolution d'un systéme lindaire symétrique dont la matrice,

indépendante du pas de temps, peut etre décomposée par une méthode de Cholevski.

Pour rendre compte de la condition unilatérale, on utilise la
méthode suivante

(i) On impose a priori la condition

e s

Tl n > n <+ n
(4.43) (1-b(u_ \))qy « v - r V=0  sur Ip_

'l-*

Il

et on calcule (rh, u: h) vérifiant (4.22), (4.23), (4.43).

¢
I

(ii) Aux point ol on .trouve U n > 0, (4.43) est la bonne condition et on passe
2

.,

a l'etape 3.

; . Il o G . ;oA s
(iii) Aux points ol on . trouve L < 0, la condition (4.43), qui a été imposée
3

-—-.

. ; : § o i ; 3] 13
a priori, n'est pas une bonne condition. On refait le calcul de (r. , uY h) en
y

remplacant  en ces points la condition (4.43) par u = 0 avant de passer a

Y ,h
l'étape 3.

4

Concernant l'étape 3, le calcul de uE+1 par (4.21) revient a la

résolution d'un systéme linéaire symétrique dont la matrice est bloc diagonale

et indépendante du pas de temps.

V - RESULTATS NUMERIQUES

5.1 = Introduction

Dans tous les essais numériques, on a utilisé des &léments finis

de degré O pour les &quations en pression-débit (4.26),...,(4.28).

Contrairement aux paragraphes précédents, dorénavant, le fluide ]

est 1'eau et les saturations considérées, S et u, non réduites et rédultes,sont
des saturations en eau.



Elles ont &té approchées par des éléments finis de degré O,

pPuls pour tenir compte de 1la remarque 4 5, par des &léments finis de degré 1

afin de comparer les résultats.

Sauf mention contraire, tous les calculs de coefficients des

eéquations ont &té effectuds avec des formules d'intégration qui seralent

€xactes pour des fonctions 0, b et d 1lindaires.

Voici d'abord quelques données physiques communes i tous les

essais numériques.

Le domaine §) est un carré de longueur de cdté 210m, le pults

d'injection se trouvant dans le coin sud-Quest et le puits de production dans

1‘:
le coin Nord~Est (quart de five spot).

Le quart de five—spot
o e T RLNVNETSPOT

De plus on a choisi

(5.1) K] = K2 100 X 5 millidarcy X métre o = 0.3 X 5 métre

- .
K et ¢ sont maintenant la perméabilité absolue et 1a pOrosité.

multipliées par 1'épaisseur, afin d'introduire une épaisseur de 5 métres au

glsement.
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Le débit d'injection et la pression au puits d'exploitation sont

(5.2) . qu = 40 m3/jour . _Pd = ]00 Bar

Considérant les viscosités et les perméabilités relatives, on

a utilisé deux jeux de données, 1'un scalaire, appelé "perméabilitds en croix",

et 1Tautre ;?aliste.

Le premier est le suivant :

M, = U, = 1.3 CP (ICP = | centipoise = 10 “ unité CGS)
S = 0 S = ]
j min max
(5.3)
k (S) = S k (8) = 1-8
& 2
PC(S) = p(1~S) ol p est un nombre variable suivant les essais.

Avec de telles données, on a

P * 1
a(u) = + T3 u( 1-u) b(u) = 1-2u d(u) = 5%
Le terme de transport est linéaire ; les équations en pression -

débit ne dépendent pas de la saturation et ne sont donc i résoudre qu'une seule

fois, ce qui permet de faire des essais numériques dans un temps de calcul

moindre.

Dans ces essals, on a fait varier la diffusion en faisant varier

la pente p de la pression capillaire pour en &tudier 1'effet sur les fronts de

saturation.

Le jeu de données réalistes est le suivant :
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My = 1.CP M, = 1.43 CP
(5.4) . les perméabilités relatives et la pression capillaire sont
représeﬁtées‘sur la figure 5.1.

Les fonctions a, b, d correspondant i.ce jeu de données réalistes

sont représentées sur la figure 5.2..

Ces données correspondent & un rapport de mobilité voisin de 1,
mais, comme -on. le verra dans la suite, ' elles donnent des fronts raides, la
diffusion capillaire étant tr&s faible. -

vl X S b ’ 31
On a déja pu remarquer dans les données ci-dessus que les

ingénieurs du pétrole utilisent un systéme d'unités spécial qui leur est pratique.

Pour se conformer & ces habitudes dans les résultats numériques
présentés, le temps sera exprimé en jour mais aussi en

quantité d'eau injectée
mm“”m———"__—“_m

volume de pore occupable par 1'eau injectée

%# du volume de pore injecté

qu X nombre de jours

surface de 2 x ¢ x (S -8 . )
max min

Il

On notera VPI cette unité de temps.

Rappelons enfin que, pour gérer la production d'un gisement, il
est essentiel d'estimer la date de percée (breakthrough time) qui est le moment
ou l'eau commence 3 sortir au puits de production, et d'estimer les courbes

de rapport du débit d'eau au débit d'huile 3 1a sortie (WOR) en fonction du temps.-

C'est pourquoi ces quantités joueront une place importante dans

la présentation des résultats numériques.
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PRESSION CAPILLAIRE (BAR)

PERMEABILITES RELATIVES
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0. 0.23 .75 L 0. 0.23 0.75 1.

SATURATION EN EAU SATURATION EN EAU

Figure 5.1 : Courbes de pérméabilités relatives et de
eeo LT oo c PR Ves CF permedablliltes relatives et de

pression capillaire relatives aux donnédes
Bttt i St b RS Lo LEAGLINES AUR GOUNEES

10”31 ] . 2.
d o o
-
= Z S !
— ' - .
E-' E'* et '
> ¢3 < :
3 : 5 '
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N | _ 'y " - .
0. 0.23 0.75 1. 0. 0.23 0.75 1. O. 0.23 0.75 1.
SATURATION EN EAU SATURATION EN EAU SATURATION EN EAU

Flgure 5.2 : Les fonctions a, b, d correspondant aux données réalistes
— e e 7 - o oeopondant aux données reéalistes




J).2 = Eléments finis mixtes de degré O
e e——— T Poro bR MLICLES HE QSESLE W

Les maillages du carré utilisds sont des malllages 3
2 X 9 = 162 triangles et 2 X 142 = 392 triangles. Ils éont représentés sur
la figure 5.3. Les frontiéres représentant les puits sont indiquées en traits
forts. Les maillages (0.14.a'), (0.14.b') et (0.14.c') ont des puits de taille
comparable & ceux des maillages (0.9.3) et (0.9.b) afin de faciliter les

comparalsons.

fonctions q et r étant définies par la valeur constante de leur flux 3 travers

les aretes, le tableau 5.4 donne les nombres de degré de liberté pour chaque

fonction et pour les divers maillages.

AN VAN R RNAN N NN p N 0 24 2 i 7 2 P A P R i |
ERRSRERRERERR;  BAA AT AA>
NMNALNNNNN SRRRRRRRRRRRRR] Pt
NNNNNNNSNS SOONNNSENNSREN K AAAANNT
SOWNNANNNNN SAERSNSNNSSSRN - Zaaiaz e
SOMONWNNNNNN SRRRRRRNRNNNNNN - gegd A2
' AANANA LN D N A N AN A AN AV AN AN AN AN AN i 2 74 nlﬂﬂﬂﬁﬂ;ﬂj
LNN N ﬂk‘ﬁﬂﬂ“‘t‘ﬂﬂﬂkﬂ Vv , ﬂﬁéﬂﬁﬂﬂaa
SINNNSNSNNSSNSNN - g AN A7
N AN A A AN AN AN NI NN 474 74 P 24 P A P 4 4 A 4
NONSRRRN A7 VY4 4 Y4V Y4 V474

| N \ﬁmn j Y24 Vd"4"4"%

NANANANNN NGy B AN AN PN N A NN

nmug NN %V % . AN,
SONNNNNNSRRERNRKE mjﬁ 7 NANENINIANIANZNE
NONNNANNNNRERRN Egﬂ NN ANENANL NN
SODNNANNNNNRRRRN , _.uug _ NANANZNZNANI N
nmnmnmgmmm 4 4% 4% INNINIZINNIN DN
ANAN AN NN AN AN AN AN AN AN AN NN R 7 % P 2 2 % /] NENANAN NN N
SINNNNNNNNSNSRN PP . INCINANL N INIZISIEN
ANANANANANANANANANANAN RNANAN S v v v u’,?. | INEINEIN NN AN N
SNNNNNNNSKNEKN] 212121 Vi ININANINANZINFIN
ANANANANANAVANAN AN AN AN AN AN S 7 7 72 7% 7% % Y% NYINANZNENZNV N
NN NN i YININVININANZRNE
NN VNN 4% ININININAINZINEIN,
1 W Vet Ve Vit 7l V44V i INZINZINZININIZTS
LN N7

rlaar
oy

(0.14.a") | (0.14.p") (0.14.c")

- Figure 5.3 : Maillages utilisés avec les &l&ments finis de degré O
—e_ T v St TeRR Mh-nebba dvel 1eS elements rinls de degre O



S et P q et r
?maillages (0.9) E 162 261

;maillages (0.14) 392

Tab. 5.4 : Nombre de degrés de liberté pour les divers maillages utilisés

i

Utilisant les "perméabilités en croix" (cf. §5.1), on a étudié
l'influence de la diffusion physique sur les résultats numériques en faisant

varier la pente p de la pression capillaire et en utilisant différents

maillages.

Sur les figures 5.5 et 5.6 on a représenté la saturation en eau
d 600 jours (0.?63 VPI) pour p =.10, 6, 2, calculée respectivement,avec les

maillages (0.9) et (0.14) (chaque densité de hachures correspond 4 un intervalle

de valeurs de la saturation réduite (i/10, (i+1)/10), 1=0,...,9).

Sur les figures 5.7 et 5.8, sont données les coupes, le long de

la diagonale joignant les puits, des saturations calcul@es 3 la méme date sSur

les mémes maillages.

Le tableau 5.9 donne les dates de percée calculées.

Sur ces résultats, on peut faire les constatations suivantes

] = Quand p (1.e. la diffusion physique) diminue, la largeur des fronts diminue.

2 - Les fronts obtenus avec les maillages b sont plus larges gque ceux obtenux

avec les maillages a et la différence s'accroilt quand p diminue (fig. 5.8).
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T

SATURATION REDUITE EN EAU

3 - Plus large est le front,

ci-dessus se traduisent en terme de date de percée

de la facon suivante :

la percée a lieu plus tard quand P diminue et les percées correspondant

aux maillages b ont lieu plus t&t. De plus 1'écart entre les dates de

percées obtenues avec les

b grandit quand p diminue.

oy
0.8 L_'“E £f’ﬂp = 2
0.6 S
| AT p =26
0. 4; p =10 = _
0 z - - i
0 ——r i
9, 0.2 04 0.6 0.8
ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE
maillage (0.9.a)
1. e
1 e o ;
O.84 R = -
] '-“11_ ;_1(___.-13-2
- ; P=6
0.6 i iy 8
0.4 ;///a i_
p=10 e,
0.2 oy (2o
0 dme SO =
O 0.2 0.4 0.6 0.8

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

'@aillage (0.14.a) .

- Figure 5.7

: 'Evolution, quand p varie,
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o d
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= — E P=
= - :
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Eg 0.6 . —_
Z 0.4 H#,;a
= p=10
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— 0.2 I e,
- P
<4, o -
O 0.2 0.4 0.6 0.8

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

maillaee (0.14.bH)

des coupes, le long de la diagonale

- Joignant les puits, des saturations i 600 jours, pour divers
J--orer s oSS pPpULbe, des saturations a oUU jours, pour divers

maillages

plus tdt a lieu la percée et les deux constatations

malllages a et celles obtenues avec les maillages

r-'-_- i

|
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Figure 5.8 :

Tableau 5.9 :

'maillages | malllages
(0.9.a) (0.9.b) (0.14.a) (0.14.b)

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

Comparaison des coupes, le long de la diagonale joignant les

puits des saturations & 600 jours, calculdes avec les

malllages (0.a) et (0.b).

. jours {792 jours70 jours {750 jours908 jours

Dates de percée calculées pour différents maillages et diverses

valeurs de p.



~ 44 -

L'effet dli aux maillages s'interpréte comme suit : la diffusiom
numérique est plus importante pour les maillages b que pour les maillages a

et cet effet se fait d'autant plus sentir que la diffusion physique est
faible.

Notons qu'on ne peut comparer sans précautions les résultats

obtenus avec les maillages (0.9) et ceux obtenus avec les maillages (0.14)

car la taille des puits n'est pas la méme.

Pour étudier 1l'effet de la taille des pults, on a fait deux

calculs avec respectivement les maillages (0.14.a') et (0.14.b'). Le tableau
5.9 montre qu'alors les dates de percée sont plus tardives qu'avec les maillages

(0.14.a) et (0.14.b). Ceci s'explique mnon pas par des différences éignificatives

sur les fronts mais par le'fait que, plus la frontiére de sortie est grande,

plus 11 faut d'eau pour la saturer et plus tard a lieu la percée.

A titre indicatif, on montre sur les figures 5.10,...,5.14 des

résultats numériques complets d'un calcul effectué avec les "perméabilités

en croix" (p=2) sur le maillage (0.14.a").

On notera sur les figures (5.10) et (5.11) 1'accumulation d'eau
sur la frontiére de production avant la percée. Cette accumulation d'eau est die
a la condition de percée (4.24) empéchant 1'eau de sortir avant que la
saturation en eau ne soit maximum sur le bord. Cette accumulation est d'autant
plus faible que la_diffusion physique est faible (voir plus loin les résultats

obtenus avec les données réalistes oli la diffusion physique est beaucoup

plus faible).
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Coupes des saturations le

long de la diagonale joignant les puits
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Venons en maintenant aux données réalistes.

Sur les figures (5.15),

(5.16), (5.17), (5.18), (5.19) on

présente une simulation numérique compléte obtenue avec le maillage (O0.14.c').

On constate qu'on a affaire 8 des fronts raides. Pour étudier

1'influence du choix du maillage on a

aussl effectué les calculs avec les

maillages (0.14.a') et (0.14.b'). La comparaison est faite grace aux figures

(5.20), (5.21) et au tableau (5.22).

§
¥
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Les résultats obtenus avec le maillage (0.l4.c') sont intermédiéires

entre ceux obtenus avec leS'maillages (0.14.,a') et (C0.14.p"),

Ce qui était

prévisible. Cependant les écarts sont peu importants (10 7 sur les dates de

percée),
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Donnons maintenant quelques renseignements sur le temps de
calcul concernant les simulations effectuées avec les données réalistes sur

les maillages (0.14).

Par itération en temps, le temps de calcul est de 13 secondes

pour un ordinateur CII IRIS 80.

Il a fallu environ 1034 pas de temps pour atteindre le temps
1.5 VPI.

Il faut toutefois noter que ce nombre d'itérations en temps

n'est qu'indicatif, car nous n'avons pas porté notre effort sur la recherche
de pas de temps optimaux.
1":
Faisons toutefois les remarques suivantes. Rappelons d'abord

-~

que nous utilisons un schéma explicite.En effet, & cause de sa difficulta

die aux nombreuses non-linéarités du probléme et 3 la formulation de la condition
de percée, l'€tude de schémas implicites ou semi-implicites n'a &t& menée

jusqu'ici qu'en dimension 1 (cf. FORGES [1]).

Avec un schéma explicite, dans une simulation telle gque nous
avons présgntée, les pas de temps optimaux varient de fagon importante : quand
le probléme est particuliérement raide, c'est—d-dire au début de 1'injection
et au voisinage de la percée, les pas de temps doivent &tre petits tandis qu'en
dehors de ces moments, on peut ies agrandir, notamment aprés la percée,

Dans notre programme, ces variations se font automatiquement 3
partir de critéres empiriques et les pas de temps ont varié de 0.4 jours

(6.4 x. 10" VPI) 2 5.8 jours (6.7 x 103

VPI), solit wun rapport de ! 3 14,

Pour cerner l'effet de la diffusion numérique dans le cas de ces
données réalistes, nous avons effectué une simulation sur le maillage (0.l4.c')
en annulant la pression capillaire. Nous avons ainsi annulé la diffusion
physique dans 1'&quation en saturation et résolu 1'équation hyperbolique obtenue

(ce qui se fait par la simple introduction de quelques tests dans le programme).
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S1 la date de percée a unrpeu varié, 626 jours (.728 VPI)
contre 599 jours (.696 VPI), les fronts de saturation et les débits n'ont

pratiquement pas varié.

Cela signifie que, dans le cas de ces données réalistes, avec
les maillages utilisés, la diffusion numérique due au terme de transport est

plus grande que la diffusion physique.

- Cecil est confirmé par la comparaison des saturations en amont

du front calculée, environ 0.6, et théorique (saturation de Welge) qui est

de 0.8, soit nettement supérieure. Le front s'est "affaissd" sous 1'effet
de la diffusion numérique.
: 1‘.
Pour donner une évaluation générale de cette diffusion numérique,

nous pouvons caractériser notre schéma numérique de la facon suivante

Bien que ce ne soit pas démontré, mais compte tenu de 1'interpréta-
tion du schéma que l'on peut faire en dimension 1 (cf. JAFFRE | ), @ condition
d'utiliser des triangulations réguliéres, le schéma numérique utilisant les
éléments finis mixtes de degré O est un schéma monotone positif dont le terme
de transportﬁest approché 3 1l'ordre 1, analogue 3 un schéma différences finies
décentré amont. Les solutions numériques obtenues ont donc les mémes qualités
(monotonie et positivité) et mémes défauts (diffusion numérique importante)

que pour ce dernier schéma.

Pour remédier d@ la trop grande diffusion numérique du schéma,

nous avons approché les saturations par des €léments finis mixtes de degré 1.

5.3 ~ Eléments finis mixtes de degré |

Dans ce paragraphe, les équations en saturation sont résolues

23

avec les &éléments de degré 1, mais leés équations en pression restent résolues

avec les éléments de degré O.
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Rappelons que les saturations sont alors linéaires sur chaque

triangle et discontinues d'un triangle 3 1'autre (3 degrés-de liberté par

triangle) tandis que les degrés de liberté
(4.10).

=p- i .
de * sont définies conmme en

(1.8.3a) (1.8.b) (1.8.¢)

Figure 5.23 : mailla

__m_-.“

ges utilis@s avec les &léments finis de degré 1
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S T q
| maillage (1.5) 174 f 314 | 58
| (1.8.a) |
maillages (1.8.b) ]| 384 128 208

Tableau 5.24 : Nombre de degrés de liberté pour les maillages utilisés"

:.Il

Les maillages (1.5) (resp. (1.8)) ont &té choisis de facon que,

d'une part, les saturations aient sensiblement le méme nombre de degré de
liberté qu'avec les maillages (0.9) (resp. (0.14)) en degré O, et, d'autre

part, que les maillages (1.5), (1.8), (0.14.a'), (0.14.b') et (0.l4.c') aient
des puits de tailles semblables.

On a recommencé avec les élé&ments de degré 1, 1'étude faite avec

les €lements de degré O.

Avec les "perméablltfés en croix'", on a &tudié 1'influence de
la pente p de 1la pression capillaire sur les résultats numériques. Sur les
figures 5.25 et 5.26, on a représenté la saturation 3 600 jours (0.362 VPI)
pour p = 10, 6, 2, calculée respectivement avec les maillages (1.5) et (1.8).
Les lignes d'isosaturation ne sont pas lisses comme & 1'habitude car 1la

saturation est approchée par une fonction discontinue d'un triangle 3

1'autre.

Sur les figures 5.27 et 5.28 sont dessinées les coupes, le

long de la diagonale joignant les puits, des saturations 3 la méme date.

Le tableau 5.29 donne les dates de percée calculées.



-~ 59 -~

La figure 5.30 permet de comparer des fronts de saturation 3
600 jours, et des WOR, calculds avec des &léments fiﬁis de degré O et de
degré 1, pour p = 2. Enfin les figures 5.31,...,5.34 montrent une simulation
effectuée sur le maillage (1.8.a) avec les mémes données que celle présentée
sur-les figures 5.10,...,5.14 (p = 2) et qul avait été effectude en Gtilisant

les €léments de degré 0. Les WOR de ces deux simulations sont comparés sur la
figure 5.30.

S1, sur les figures 5.25 et 5.26, on constate encore un effet

de maillage, la figure 5.28 montre qu'il est en fait trés faible et cela

De méme, en regardant les fipures 5.25 et 5.26, 11 semble que
le passage des maillages (1.5) aux maillages (1.8) s'accompagne de différences
numériques notables. En fait, il n'en est rien, comme le montrent les

comparaisons de fronts et de WOR effectudes pour p =2 sur la figure 5.30,

ainsi que le tableau 5.29 des dates de percée.

Cette stabilité des résultats vis 3 vis du maillage obtenue

avec les €léments finis de degré 1 avait déja été constatée en dimension |

(cf. CHAVENT-COHEN [1], COHEN [1]).

Le tableau 5.29, rapproché des résultats contenus dans le
tableau 5.9 concernant les maillages (0.14.a') et (0.14.5'), permet de
constater que les percées dnt lieu plus tdt avec les éléments finis de degré
O. De plus les comparaisons effectudes sur la figure 5.30 montrent que le

front, comme le WOR, calculé avec les &léments finis de degré O est plus étaleé.

Cela est di 3 la grande diffusion numérique du schéma de degré O

par rapport d celui de degré 1, ce qui va &tre mieux mis en &vidence avec

les données réalistes qui sont beaucoup plus raides.
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maillages (1.5.a) ‘maillagef (1.5.b)

Figure 5.25 : Saturations calculées & 600 jours (0.363 VPI) sur les maillages

(1.5.a) et (1.5.b) pour diverses diffusions capillaires

- ("perméabilités en croix'). (Les lignes représentés sont les

isovaleurs 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, O0.1).
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(1.5.a) (1.5.b)

451 VPT™ 473 VPI .490 VPI .480 VPI

817 jours 782 jours 811 jours 794 jours

.540 VPI 312 VPI .236 VPI .219 VPI

893 jours 847 jours 859 jours

B 886 jours

.614 VPI .595 VPI .608 VPI .294 VPI

1006 jours 982 jours

984 jours

1015 jours

Tableau 5.29 : Dates de percée calculées pour différents maillages
o mgs Zesd - ZenEs CF PeIter Cda.culees pour dirierents mallilages

o

0.8

0.6 1

0.4 4

0.2 4

O. 0.2

ABSCISSE LE LONG DE LA COUPE

Figure 5.30 :

et diverses valeurs de p
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0.363 VPI
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Comparaison des fronts de saturations et des WOR calculés::avec

E

des élements finis de degré O et de degré 1, pour p = 2
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600 jours (0.363 VPI)

Percée 3 1006 jdurs (0.608 VPIL) 1400 jours (0.847 VPI)

Figure 5.31 :

Figure Do 32 B

!

Saturations calculdes sur le maillage (1.8.a) pour p = 2

- 2 & - ¥ & - -
("perméabilités en croix'"). (Les lignes représentées sont les

isovaleurs 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, 0O.1).
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Figure 5.33 : Evolution des débits i 1 Figure 5.34 : Evolution du WOR au cours
production au cours du temps (maillage du temps (maillage (1.8.a), p = 2)

(1.8.a), p = 2)

La figure 5.35 montre les fronts de saturation 3 200 jours
calculés avec les &léments finis de degré 1, en les comparant 3 ceux calcul&s

avec les €léments de degré 0. La figure 5.36 montre les coupes de ces fronts

suivant la diagonale joignant les puits.

On constate d'abord que le schéma utilisant les &léments finis
de degré 1 diffuse Beaucoup moins, montrant ainsi l'ampleur de la diffusion
numérique du schéma de degré 0. La saturation en amont du front calculée dans
des exemples avec le schéma de degré 1 est proche de 0.8, qui est la saturation
amont théorique du méme probléme ol 1'on néglige la pression capillaire

(saturation de Welge). Ceci implique que 1'une et 1'autre des diffusions

numérique et physique sont trés faibles.

On constate ensuite que le schéma de degré ! n'est plus monotone
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Figure 5.36 : Coupes le long de la diagonale jolgnant les puits, des
saturations a8 200 jours calculées avec les données

réalistes
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La figure 5.37 et le tableau 5.38, comparant les résultats

numériques obtenus avec les maillages (1.8.a) et (1.8.b), montrent que

ceux—-ci ont peu varié.

ool —————e

: . -
maillage (1.8.a) = 1. = N\ . ‘/‘ﬂaillage (1.8.a)
. | = ‘ |
| ~eeene. maillage (1.8.5) = \
- 0.8 \
= \
o A
N 2 T —— maillage (1.8.b)
- - # 2 ' E
r"f i % 0-4
e
- S ‘E‘ E
.g‘ N I:}:‘ D 0 ® 2
1 — .
N "1'_ ‘Cﬂ
Y | 43, N—=
0. 0.2 0.4 0.6 0.8

ABSCISSE SUR LA COUPE

Figure 5.37 : Saturations & 200 jours, et leurs coupes sur la diagonale joignant les

purts, calculées avec les éléments finis de degré 1, pour les données

réalistes $

maillage (1.8.a) maillage (1.8.b)

590 jours ou

.686 VPI

531 jours ou
.617 VPI

Tableau 5.38 : Dates de percée calculées avec les €léments finis de
—_— | - -t Lasculles avec les eléments finis de

degré 1 pour les données réalistes.
—2o— e —To COUNCEeS realistes



Les figures 5.39, 5.40 et 5.41 montrent une simulation compléte
sur le maillage (1.8.a). Sur les cartes de saturation, on observe en amont
du front certaines '"trainées'". Ce ne sont en fait que la représentation
graphique des oscillations en amont du front. De méme si 1l'allure .générale
des courbes de débits et de WOR semble bonne, elle est cependant perturbée
par des oscillations. Ces oscillations ne sont pas de l'instabiliteé numérique

mais sont causées par l'arrivée au puits de production des oscillations

observées en amont du front.

200 jours (0;233 VPI) 400 jours (0.465 VPI)

N\ g <

A\

Percée 3 590 jours (0.686 VPI) 800 jours (0.930 VPI)

Figure 5.39 : Saturations calculées sur le maillage (1.8.a) pour les données

réalistes (les lignes représentées sont les isovaleurs 0.9 et 0.1)
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Pour remédier 3 ces défauts dlis au caractdre non positif et
non monotone du schéma, divers moyens peuvent &tre envisagés, les plus
sophistiqués consistant 3 construire un schéma quasi d'ordre 2 pour le

terme de convection adapté aux éléments finis discontinus et qul soit monotone

positif.

Pour l'instant et pour commencer, nous nous sommes contentas
de diagonaliser la matrice de masse de 1'8quation en saturation en appliquant
au premier terme du membre de gauche de (4.21) la formule d'intégration

utilisant les trois sommets du triangle.

Les résultats sont représentés sur la figure 5.42 et dans le
tableau 5.43., On constate qu'en procédant de cette facon, on a supprimé les
oscillations au pied du front, mais qu'en méme temps, on a &talé le front
et avancé la date de percée, ce qui traduit une argumentation importante de la
diffusion numérique. Quant aux oscillations au sommet du front, la situation
n'a pas été gensiblement modifiée. Cette procédure est donc insuffisante et

1'8tude devra donc &tre poursuivie dans d'autres voies .
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ABSCISSE SUR LA COUPE

avec diagonalisation de la matrice de masse des saturations

~-+-secec» sans dilagonalisation de la matrice de masse des saturations

Figure 5.42 : Saturation 3 200 jours, et leurs coupes sur la diagonale joignant

les puits calculées sur le maillage 1.8.c pour des données réalistes

476 jours ou 549 jours ou

.5353 VPI .638 VPI

Tableau 5.43 ¢ Dates de percée calculées avec les éléments finis de degré 1
sur le maillage 1.8.c pour des données réalistes, avec et sans

diagonalisation de la matrice de masse des saturations
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Donnons maintenant quelques indications sur le temps de calcul

nécessalires aux simulations effectudes avec les données réalistes sur les
maillages (1.8).

Par i1tération en temps, le temps de calcul est d'environ 7
secondes pour un ordinateur CII-IRIS 80. Ce temps est inférieur au temps de

calcul d'une itération pour les &lé&ments finis de degré 0 (13 secondes).

Ce résultat paradoxal est d{ en partie 3 désaméliorations de programmation,
mais surtout au fait que, méme quand les saturations sont approchées par des
élements finis degré 1, les pressions restent approchées par des éléments

finis de degré 0, et donc que leur nombre de degrés de liberté dans les

simulations utilisant les 8l&ments de degré | sur les maillages (1.8) est plus

faible que dans les simulations utilisant les &léments de degré O.
Par contre, 11 a fallu environ 5100 pas de temps, soit cing

fois plus que pour les simulations de degré 0 comparables en utilisant toujours

une méthode empirique de variation de pas de temps (le pas de temps a varié
dans un rapport de 1 3 4).

6 - CONCLUSION.

L'utilisation de la formulation mixte permet un calcul facile
des débits en eau et en huile et assure un bon couplage entre les &quatiomns

en saturation et en pression, dans la mesure ol la pression P n'intervient

dans 1'&quation en saturation que par l'intermédiaire de son "pseudo~gradient"
=N

ql

Elle conduit, par 1l'intermédiaire d'une méthode d'é&léments finis

mixtes et d'un schéma de décentrage pour les €léments finis discontinus, 3 un

schéma de diffusion-convection pour résoudre les équations en saturation.

Dans ces équations, le phénoméne dominant et difficile &tant

la convection, toute l'attention doit porter sur le schéma de décentrage.
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L'utilisation d'éléments finis de degré O conduit 3 un schéma
monotone positif d'un comportement analogue aux schémas d'ordre 1, c'est—3-
dire trés diffusif.

L'utilisation d'éléments finis de degré ! diminue cette diffusion,
mais comme tous les schémas de convection d'ordre 2, perd la monotonie et la
positivité. Les oscillations obtenues sur les saturations perturbent les débits

et le WOR. Il est donc nécessaire de corriger le schéma de transport construit,

ce quli fait 1'objet de nos efforts actuels.
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