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RESUME

Nous nous interessons & L'approximation des Equations de L'elastodyna-
mique & deux dimensions par diffenents schémas numendiques .

Dans ce rapport (12re parntie de £'étude) nous comparons Les propriétés
de propagation des sofutions exactes et numériques dans un miliew homogéne
Angind Ls0tnope.

Nous avons €tudie plusiewrs schimas numériques classiques provenant de
La diseretisation par difgerences finies ou par differentes techniques d'éle-
ments finis (Ekements finis Q1 et P1, difftrentes triangulations, diffsrentes
mithodes de caleul de La matrice de masse) . .

En analysant La relation de dispersion associle a chaque schéma, nous
comparons Les ondes P et S numériques a Leur homologue continu : nous ob-
’tenOnb, en gonction des paramiines physiques et numdriques, Les vitesses
de phase et de groupe des ondes numériques ainsi que Les directions du mou-
vement.

Cette etude permet de comparen L'efficacits des differents schémas numé-
niques et comstitue une aide pour Le choix des paramitres de discrdtisation
en fonction des conditions initiakes et de La précision souhaitée.

ABSTRACT

We have been interested in the approximation by different numerical sche-
mes of the 2-D Linear elastodynamic equations.

In Zhis report (ginst part of the szudy) we compare the propagation of
the numerical and exact solutions in an inginite homogeneous and Lsotropde

mediun,

We have studied some classical numerical schemes coming grom discreti-




zations by finite digperences or by different sinite elements techniques (Q7
and P1 finite elements, different triangulations, difgerent computations of
the mass matrix).

Analyzing the dispersion nelation associated Zo each scheme, we compare
the numenical P and S waves fo their continuous homologues : we measute, £n
terms of the physical and numerical parameters, ithe phase and group velocities
04 the numernical waves and the difference between the directions of displace-
ment fon the continuous and numerical waves. '

At Last we compare the efficiency of the numerical schemes and give some
information about the choice of the sampling parameters in terms of the indi-
tial conditions and of the desired accuracy.
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INTRODUCTION




0. INTRODUCTION
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Nous nous proposons d'@tudier différents schémas numérigues pour le systéme
des equations de 1'élastodynamique & deux dimensions d'espace :

2

°u _ 3 du ow du d dw . au

(L1) 0 522"'52'(k(§7 + -52) + 2 5;) t o~ (P(g;_* 5;))
2

. d 9 9 d d 0 d d

(1.2) Pz Ol )t 2 ) g (g )

Nous essaierons de répondre a la question suivante : pour des conditions ini-
tiales et un second membre donnés, comment doit-on, pour chaque schéma numé-
rique envisagé choisir les paramétres de discrétisation de facon & bien ren-
dre compte des phé&noménes de propagation ?

Dans toute cette étude nous supposons que la densité p et les coefficients
de Lamé A et u sont constants. Dans un tel milieu homogéne et isotrope,
peuvent se propager des ondes planes &lastiques qui sont d'une part des
ondes de pression (Ondes P) et d'autre part des ondes de cisaillement
(Ondes S). Le milieu n'est pas dispersif. |

Afin de calculer une approximation de la solution (1.1),(1.2) nous consi-
dérons différents schémas numériques. Pour 1'approximation en espace nous
envisageons des grilles périodiques dans le cas des différences finies et
des maillages périodiques dans le cas des &léments finis. Nous définissons
ainsi un milieu discret, homogéne mais anisotrope puisque certaines di-
rections de 1'espace sont privilégiées.

Nous envisageons des découpages réguliers du temps et des approximations
centrées c'est-a-dire réversibles. Nous montrons que des ondes planes
peuvent se propager dans les schémas numériques : nous définissons ainsi




des ondes P et des ondes S numériques. Le milieu est dispersif : nous
examinons la dispersion de ces ondes en fonction des paramétres de 1'on-
de elle-méme, des paramétres de discrétisation et du coefficient de
Poisson.

- - . N T - U o - = e e =

Les schémas auxquels nous nous sommes intéressés sont des schémas
classiques. Nous examinerons successivement :

- le schéma du second ordre aux différences finies (schéma 1), les pas
de discrétisation suivant les 2 dimensions d'espace &tant les mémes.

- 2 schémas en éléments finis Q1 :

SCHEMA 2 : SCHEMA 3

. Constitution du .

. maillage carrés : ' carrés

f Matrice de :

: exacte : diagonale

© masse : . (condensation de

: : : : masse)

- 2 schémas en &léments finis P1 :

SCHEMA 4 : SCHEMA 5

; Constitution de 1la .
i triangulation . Triangles rectan- f Triangles
: (cf. figure 0.1.) :  gles isocéles : squilatéraux

: Matrice de masse ' Condensation de masse | Condensation de masse |
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Triangulation utilisée Triangulation utilisée pour le schéma 5-
pour le schéma 4 ' (triangles équilatéraux)
(triangles rectangles iso-
céles)
FIGURE 0.1.

e et R e el T P et pudyb s Seoe e it e iy

Le principe d'une expérience de sismique réflexion est schématisé
sur la figure 0.2.

a

yndeur (km) '. - ; ‘/k// .S, z(// !
9. : . B s ) T,
N N i ‘
couche 1
-1 = P1» Xl’ M1

- D ppa >\2= 112

distance (km)

Figure 0,2
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Une source sismique placée en S (3@ quelques métres de profondeur) gé-
nére des ondes élastiques. Ces ondes vont se propager dans le milieu et
se réfléchir , se réfracter, se convertir, diffracter, etc... La réponse
du milieu est enregistrée par des géophones situés en surface de part et
d'autre de la source et 1'on essaie d'obtenir @ partir de ces enregistre-
ments des informations sur la structure géologique du sous-sol. L'enre-
gistrement (d'une composante de la vitesse) du déplacement en surface en
fonction du temps constitue un sismogramme ; sa durée est de 1'ordre de

4 secondes. Nous donnons sur la figure 0.3. un exemple de sismogramme.

m/sec.

W\/WV\W\WJV\/\[\N\WNWNV\WWWWWM

TEMR

T S, 1 x . a " A "

.25 1.50 1.75 2.00 2.25 - 2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75  (SEC

Figure 0.3

0.3.2. Intéret d'une simulation numérique

Nous nous intéressons a la simulation de 1'expérience précédente.

Nous faisons 1'hypothése (non vérifiée au voisinage de la source)
que les ondes élastiques correspondent a de petits déplacements et qu'elles

satisfont avec une bonne approximation le modéle des équations de 1'élas-

todynamique linéaire (1.1)(1.2) (milieu &lastique linéaire isotrope).




005

Nous considérons le probléme réduit & deux dimensions d'espace

(x horizontale et z verticale)
- nous faisons 1'hypothése (bien shr) restrictive que le milieu géo-
logique est constant suivant 1la troisiéme dimension y.

- nous supposons é&galement que les déplacements sont indépendants de
y ou encore quel'excitation est une source ligne (paralléle a y).

Nous supposons connues la stucture géo1ogique du milieu, 1' excitation
de Tla source S et nous proposons de déterminer, d 1'aide du modéle méca-
nique retenu, les sjsmogrammes synthétiques, c'est-a-dire 1'état vibra-

toire en surface qui aurait été enregistré si 1'expérience physique véri-
fiait les hypothéses précédentes.

De telle simulations :

2

- permettent unemeilleure compréhension des phénoménes de propagation d'ondes

dans une structure compliquée.

- constituent une aide a 1'interprétation géologique : on peut, par com-

paraison des sismogrammes synthétiques et enregistrés, valider (ou amé-
liorer) la structure géologique retenue a 1'issue de 1'interprétation
(ceci sans’ limitation pratique sur la complexité de la structure).

- permettent d'élargir la gamme des exemples synthétiques sur lesquels on
teste les nouvelles méthodes de traitement.

Enfin, nous envisageons une simulation numérique car :
- la simulation en laboratoire (modéle réduit par exemple) est malaisée.
- la comp]exité des structures géologiques étudiées ne permet pas d'envi-
sager le calcul de solutions analytiques du probléme et limite considé-

rablement 1'intéret d'approximations par 1'optique géométrique (méthodes
de rayons). ’
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0.3.3. Difficultés numériques

Bien que 1'approche numérique du probléme semble séduisante, elle

-

se heurte a la difficulté que constitue le volume des calculs a3 effectuer :

- le probléme dépend de 3 dimensions (2 dimensions d'espace + le temps).

- Ja discrétisation en espace du probléme nécessite le calcul de 1'état
vibratoire en un grand nombre de points.

L'étude présentée dans ce rapport montre que, pour obtenir une bonne
approximation de Ta solution, i1 faut choisir un pas de discrétisation
en espace égal au diziéme de la longueur d'onde. Cette longueur d'onde
étant d'environ 40 métres, il faut 250 000 points pour discrétiser un
domaine de 5 km x 4 km.

- la discrétisation en temps du probléme nécessite également 1'introduc-
tion d'un grand nombre de points ; environ 2 000 pas de temps sont né-

cessaires pour le calcul d'un sismogramme synthétique de 4 secondes.

Enfin remarquons que les équations a résoudre (1.1), (1.2) sont
relativement compliquées par rapport & 1'équation des ondes par exemple.

Compte tenu de ces difficu]tés, il est essentiel de sélectionner,

en vue de la réalisation d'un code de simulation les schémas numériques

les plus performants et de pouvoir répondre & la question suivante ;

" Pour des paramétres physiques donnés, quel est le schéma numérique per-
mettant d'atteindre une précision donnée en un temps calcul minimum ?".

0.4. Travaux_en_cours

Nous indiquons une liste de travaux que nous sommes en train d'effectuer
ou que nous projetons de faire en collaboration avec d'autres. Ces travaux
compléteront cette premiére partie et feront 1'objet de prochains rapports.
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0.4.1. Prolongements des travaux de la premiére partie
Nous comptons étudier d'autres schémas numériques en considérant
des discrétisations en espace et en temps différentes :

- éléments finis P2
- éléments finis mixtes, etc...
- schémas de Newmark ...

I1 serait important de considérer 1'ensemble de ces questions en di-
mension 3 d'espace ainsi qu'en coordonnées cylindriques.

Nous examinons actuellement :

- les ondes de surface numériques (ondes de Rayleigh numériques).

- la réflexion d'une onde P ou d'une onde S sur une surface "1libre".

- la réflexion et la réfraction d'ondes P et S numériques a 1'interface
plan entre deux milieux homogénes de paramétres (p,),u) différents,

Concernant ce dernier point nous posons le probléme : comment
raccorder au mieux deux demi-espaces avec des maillages de.tai11e dif-
férente ? En effet, la différence de taille du maillage, méme dans le
cas d'un milieu homogéne (milieux 1 et 2 ayant les mémes coefficients)
introduit a elle seule des réflexions et des réfractions numériques.
L'interface joue donc un rdle. Ainsi peut-on sur 1'exemple figuré ci-
dessous dire si une des solutions est meilleure que 1'autre ?




'/
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! i ;
!

MILIEU 1 MILIEU 1

i

et s car o snmme

S, MILIEU 2

B v l 3 1
P NN S D Ly

Interface : solution 1 Interface : solution 2

FIGURE 0.4

Toutes les études effectuées ou envisagées précédemment peuvent
étre traitées a8 1'aide d'ondes planes car les milieux considérés sont pé-
riodiques. Ceci n'est plus le cas si Te maillage est irrégulier dans une
partie du domaine (cf. Figure 0.5.)
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a2y o i !
rd /J' : / \\1// . 7/ \J. i : '
; % i e
- L |
o
FIGURE 0.5.

Cette situation est trés fréquente : elle intervient dés que le
milieu n'est plus stratifié en couches planes et posséde une structure
complexe (dome, faille, poche, ..., cf. Figure 0.2.). De tels milieux
peuvent étre caractérisés par la donnée des différentes interfaces : c'est
& partir du découpage de ces derniéres que de nombreux programmes infor-
matiques générent automatiquement un maillage.

IT est important pour notre probléme de savoir estimer cette dif-
fraction due & la distorsion du maillage, et qui constitue un phénoméne
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numérique parasite. Une approche consiste & considérer la partie du mail-
lage irréguliére comme un obstacle dans un milieu discret et & transposer
la théorie de la diffraction. On peﬁt aussi envoyer une onde plane numé-
rique sur cet obstacle et calculer la partie diffractée. L'étude mathéma-
tique et la résolution numérique du probléme ainsi posé est actuellement
en cours.




CHAPITRE 1

QUELQUES RAPPELS SUR LES EQUATIONS DE

L'ELASTODYNAMIQUE LINEAIRE




1.1

1. QUELQUES RAPPELS SUR LES EQUATIONS DE L'ELASTODYNAMIQUE LINEAIRE

Nous rappelons ici juste quelques résultats que nous utiliserons
dans toute la suite. Nous adaptons la présentation des livres de J.D.
ACHENBACH [ 2] ou J. MIKLOWITZ [251] qui contiennent une étude trés
compléte du sujet.

On se place dans le plan de coordonnées x,z. On note':

u(x,z,t) : le déplacement par rapport & la position d'équilibre, du point
de coordonnées (x,z) dans la direction de 1'axe des x (direc-
tion horizontale) & 1'instant t.

w(x,z,t) : le déplacement par rapport & la position d'équilibre du point
de coordonnées (x,z) dans la direction de 1'axe des z (direc-
tion verticale) & 1'instant t.

Ly’ Ixz i ) .
(x,z,t) : le tenseur des déformations au point de coordonnées (x,z)
Loss L2z d 1'instant t. Les déformations sont définies & partir
des dérivées des déplacements a 1'aide des expressions
suivantes :
_
ij( T O9X
_ow
(13) ZZZ =357
1,9u oW
L= ezx =505+ =)
Z'xx’ Zxz - _
(x,z,t) : le tenseur des contraintes au point (x,z) & 1'instant t
z b '

zX, “zz (cf. figure 1.1).
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On sait que 1'on a : T =T

On envisage ici comme relation contrainte déformation la loi des milieux
homogénes isotropes, linéaires élastiques :

L2 +
L4 TXX A(Zxx Zzz') * ZUZxx
. = D + )
( ) T2z A(Zxx Zzz) ZLZzz
Txz © ZUZxz

ol A, p désignent les paramétres de Lamé du limieu considéré.

On déduit facilement de (1.3) et (1.4) 1'expression des contraintes en |
fonction des déplacements :

= (Y W ou

TXX-)\(BX*’ a)+2u X

_ ou oW oW

(1.5) T TAMext )t 57
U , aw
Xz pb‘f * §Y)

Les équations de la dynamique s'écrivent, en 1'absence de forces exté-

rieures :
g;f 53X Txx | 8z Tzx
(1.6)
Fu_ o
P atZ X Xz 9z 2z

ol p désigne la masse volumique du milieu.

On obtient alors les équations (1. 1) et (1. 2) en remplacant dans (L6)
les contraintes par leur expression en fonction des déplacements donnée par
(L 5).
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Supposons qu'aucune force extérieure n'agit sur le milieu : il
n'évolue donc que sous le seul effet des conditions initiales qui Tui ont
éte imprimées. I1 y a alors conservation de 1'énergie. Les équations (1.1)
et (1.2) traduisent bien cette propriété : en effet les hypothéses effec-
tuées entrainent que les équations (1.1) et (1.2) sont vraies dans tout 1'es-
pace. Multiplions 1'équation (1. 1) par %%, intégrons en espace les égalités

obtenues et sommons. Aprés intégration par partie on a :

(L7) %ff % (p(—g-%)z + O(g—‘g)z) dxdz +

d [1 , | o
+ _tf’zﬁxx DN S Zsz Ly ) dxdz = 0

Posons :
N I ,du2 | 1 ,5wy2
(1.8) K(x,z,t) = 5 ol5g)" + 5 el5g)
y _ 1
(1.9) U(x,2,t) = » (Txx xx T Tzz T2z Zsz xz)

K représente la densité d'énergie cinétique
U représente la densité d'énergie de déformation.

Introduisons les énergies totales

K(t) = f K dxdz : énergie cinétique totale
(1.10) U(t) = /fj dxdz : énergie de déformation totale
W(t) = K(t) + U(t) : énergie totale

L'égalité (1.7) s'écrit alors :

(L1) g
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‘ce qui n'exprime rien d'autre que 1a conservation de 1'énergie.

IT s'agit de déterminer les solutions de (1.1) et (12) qui sont
de Ta forme :

(1.12) =dy(vt -k .X) ou

est Te vecteur de composantes (x,z).

est le vecteur d'onde, de composantes (kl’kz) : i1 indique la di-
rection de propagation.

.—)
X
>
k

w est Ta pulsation.
w

W-est la vitesse de phase de 1'onde. _
%Iest un vecteur qui donne la direction du déplacement.

A > y(X) est une fonction réguliére a priori quelconque. Lorsqu'on
choisit Ta fonction y de la forme

y(Xx) = expi A

on envisage alors une onde plane harmonique.

Rappelons que 1'onde est plane puisque les points pour lesquel le
déplacement est le méme & un instant donné sont des droites .

=3

wt-?.? = constante

N

Figure 1.2

Un calcul simple montre qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que la fonction donnée par(1.12) soit solution de (1.1) et (1 2) est que 1'é-
quation suivante soit vérifiée :
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2 2
) d (A+ 20)k] + uky () Kkq K, \ d
(1.13) ow = )
2
B/ \or ik 0z b\,
Posons : )
‘ (A + 2) K{Huks () kg K,
(1.14) By(k) =

2 2
(A+ 1) kg ky (Ak+ 2u) ky + uky)
La matrice Bn(f) est symétrique définie positive.

L'équation (1.13) dimplique que :

-

(1.15 - pwz est valeur propre de BO(K)

(1.16) - d est vecteur propre associé

Montrons le
Lemme 1.1. :

Les valeurs propres de éo(ﬁ) sont égales a :

(1.17)  s§(R) = (2w (K5 + K5)

2
5)

2
(1.18) s9(K) = (RS + &
Les directions propres correspondantes sont données par :
(1.19) A Rz K
(1.20) LRI

Démonstration du lemme 1.1.

L'équation : éo(?)a = s d, s'écrit :
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2 2
(0 2u)k] dy + uky dy + (M) .kky dy = 5 dg

2
1% -

[
(V2]
(=N

~no

2
(A+u) k1k2 d1.+ (A+2u) k2 d2 + pk

Soit encore :

2 2
WKy * k) dy + () (kg dy + ky dp)ky =5 dy
K2+ K2) dy + (vtu) (kg dy + k, o)k, = s d
wo(kp ko) dy + () (kg dy + k, dy)k, 2

Wk|2-s) T+ ) K. DT =0
d'oll 1e lemme 1.1.

L'équation (1.15) admet deux solutions données par :

(x+2u)(k§ + k2)

2 _ op
(1.21) pwy = sl(k) 5

(1.22) w5 = s8(k) u(k? + k)

Ces deux égalités constituent la relation de dispersion. Elle donne
une condition nécessaire et suffisante sur K et w pour qu'il y ait des
solutions de la forme (1.12) avec d non nul.

1.3.3. Les ondes P et S

Les deux familles de solutions correspondent & deux types d'ondes
notées respectivement ondes P et ondes S.

Ondes P (P comme "presure" au "primary")

ETles correspondent au couple (s?(?),ﬁ?(?)). La direction dudéplacement

3? (f) est paralléle & Ta direction de propagation X :
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0,7 >
dl(k)//k

Le module de la vitesse de phase est donné par :

lw,| 1
(1.23) vy = —0 = (A2
I3
I1 est indépendant du vecteur d'onde k. On dit qu'il n'y a pas dis-

persion des ondes P. La vitesse de groupe (cf. §1.7.) a la direction du
vecteur de propagation k et sa norme est égale a VP'

o
(1.24)
dwy k2
—_— = eV

(on a considéré ici Ta solution positive de (1.21)).

Ces ondes P sont des ondes longitudinales ou de pression. Pour s'en
persuader, il suffit de représenter @ un instant donné le déplacement en
un certain nombre de points, dans le cas d'une onde P harmonique par exem-

ple.

—
—

oy =Yy

Figure 1.3

On vérifie aisénent que Te rotationnel d'une onde P est nul

(1.25) ML Moy




Ondes S (S comme "shear" ou "secondary")

Elles correspondent au couple (sg (?), dg(?)). La direction du dé-

placement 38(Y) est perpendiculaire @ la direction de propagation ¥ :
do(k) 1+ X

Le module de la vitesse de phase est donné par :

Iwgl 1
/2
(1.26) v = (B)yVe -y
2 |_|€| 0 S
I1 est indépendant du vecteur d'onde k. L3 aussi i1 n'y a pas de
dispersion des ondes S. La vitesse de groupe des ondes S a la direc-

tion du vecteur de propagation K et sa norme est égale a VS:

ok, " 2 'S
1 K]
(1.27) ok
2 .2

(on a considéré de méme la solution positive de (1.22)).

Ces ondes S sont des ondes transversales ou de cisaillement. Pour
s'en persuader, il suffit de représenter & un instant donné le dépla-
cement en un certain nombre de points, dans le cas d'une onde S harmo-

nique par exemple.

ol o708
— K
T = FIGURE 1.4.
d
On vérifie aisément que la divergence d'une onde S est nulle
(1.28) M, M _ g




- 7T oz = .
Remarquons que nous 3avons supposé le vecteur k réel, c'est-a-dire
que nous n'avons pas envisagé les ondes évanescentes dans une direction.

Soit U = (u,w) une solution de (1.1)~(1.2). On peut 1'écrire sous
la forme :

- _ 9% _ W

(1.29) u —‘5‘)'(" 'a—z-
R 1)

9z X

ol ¢ et y désignent les potentiels. On montre alors aisément le
Lemme 1.2

La fonction ¢ vérifie 1'équation des ondes avec la vitesse de propa-

gation VP
2

(1.30) 28 & a0
ot

La fonction ¢ vérifie 1'équation des ondes avec la vitesse de propa-
gation VS

(1.31) ¥ Lve =0 N
On effectue la démonstration en dérivant les équations (1.1) et

(1.2) par rapport aux différentes variables : rappelons que nous avons
supposé les coefficients p, A. u constants.

Posons :
o Bu, W
div u = ™ 7
(1.32)
rot U=~ M

9z Ox
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De (1.30) on déduit le

Corollaire 1.1.

La divergence d'une solution U de (1.1), (1.2) vérifie

32 . > 2 >
)

Le rotationnel d'une solution U de (1.1), (1.2) vérifie

2
(1.34) 2 (rot 8) - vZ a(rot T) = 0 0
ot
IT est bien connu que la divergence de u mesure la dilatation :
on retrouve bien que les ondes de pression se propagent avec la vitesse

VP' Ce résultat est cohérent avec (1.25) et (1.28).

On sait que, pour le modéle (1.1), (1.2), un ébranle-
ment se propage au maximum avec la vitesse VP' Supposons par exemple
que les conditions initiales soient nulles en dehors d'un compact C. A 1'ins-
tant t, le déplacement (x) sera nul 3 1'extérieur de Ct ensemble des points
de 1'espace a une distance VPt du compact C.

Figure 1.5

Notons qu'a deux dimensions d'espace, il existe un front d'onde avant

E : mais pas de front d'onde arriére.
t
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- - - e 2
- - - — - e T o - - - -

Remarquons d'abord que dans cette premiére étude, nous raisonnons
dans un milieu homogéne. Nous pouvons donc diviser les équations (1.1)
et (1.2) par . Seuls interviennent donc deux paramétres % et % ou
encore les deux vitesses Vp et Vs définies en (1.23) et (1.26).

_ M2 172
(1.35) Vp (———p )
/2
Vg = (%)

On peut alors effectuer un changement d'échelle en temps et choisir
comme unité de temps, le temps mis par une onde P pour parcourir la lon-
gueur unité. En conclusion, 1'étude des équations (1.1) et (1.2) dans un
milieu homogéne dépend uniquement du rapport des vitesses des ondes P et
des ondes S. Ce rapport peut s'exprimer a partir du coefficient de Poisson

(1.36) ‘):'ZT;TuY;O“”O'S

On a :

(1.37) v

/u A ' i
oy Cu o Toow o (At = ()

P e dwt e v——— ——— d—

|
|
_|
1
|

N

T ¥ | T 7>
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 v

e
r_'|>z\/
—

Figure 1.6

Dans Te tableau 1.1 nous indiquons les valeurs des coefficients de
Poisson qui interviennent dans les problémes de sismique. On constate
gu'elles s'étalent suivant 1'intervalle [0, 0.5].




Milieu Géologique i Coefficientlde Poisson VP
’ Vs

Min Max ; Min Max
Sable & gaz ; 0 0,2 ; 1,41 1,7
Roches compactes : 0,18 0,37 : 1,6 2,2
Granite, roches in- ; 0,18 0,33 i 1,6 2
trusives : :
Calcaire, sel-massif ; 0,22 0,35 ; 1,7 2,1
Grés : 0,25 0,37 : 1,7 2,2
Craie, Tuf : 0,36 0,43 : 2,1 2,9
Argile . 0,36 0,46 : 2,1 3
Sable sec : 0,38 0,42 i 2,3 2,9
Roches non conso]idées; 0,37 0,5 § 2,2 o0
Sable saturs d'eau - 0,42 0,5 ; 2,7 o
Argile saturée d'eau i 0,44 0,5 ; 3 ©

Tableau 1.1. : valeurs du coefficient de Poisson v et du rapport des vitesses
;Ev pour différents milieux aédologiques.

T N s - o e " - = -0 -

Pour introduire la notion de vitesse de groupe, nous suivons la dé-
marche adoptée dans [ 21]. Nous considérons a 1"instant t = 0 un paquet
d'ondes centré autour d'un vecteur d'onde Eb-




(1.40) IIO(SZ) =f a(K)d(k) exp-i X . x dk

Nous distinguons 1'amplitude a(ﬁ) et la direction d(?). Nous sup-
posons donc

~t

N/

‘L__:;// :1 B(Kp )

Figure 1.7

(1.41) a(k) = 0 ¥ K ¢ B(k,.€)

ol € est un paramétre positif petit par rapport aux variations secondes de
1'application

(1.42) K> w(k)

Chaque composante exp - ik.X évolue avec la pulsation w(?) et par
superposition on obtient la solution de (1.1) (1.2) correspondant a la
donnée initiale (1.40). Le paquetd'ondeﬁb(x) évolue alors comme :

(1.43) UlX,t) =ﬁ('k*)a’(r<’) exp i (w(k) t - K.X)dk

Nous développons w(?) autour de Ko

K-K.) + O(IE-KOI

2
0 )

(1.44) w(®) = (k) + grdd w(k,).(

Nous portons cette expression dans (1.43) :




a(i,t) = exp i (m(ﬁo) - grad w(fo) . Ko)t

2

X J(A(K)E(E) (exp - i(? - grad w(Eﬁ)t)E)d? + t 0(|? - fol )

(1.45) | U(X,t) = (exp 1 (0(Ky) - gfad (k). & )t)ig(%-gFad w(k,).t) +
+t -0 (k- I?

Considérons les modules :

2

(1.46) [U(x,t)] = |U.(x - grad w(ky)-t)] +t 0 (JK -9

0

En premiére approximation, le module de U se propage avec le vecteur
vitesse grgd w (Eb) qui est par définition la vitesse de groupe. Cette
approximation est d'autant meilleure que les termes supplémentaires dans
les développements (1.44) et (1.45) sont petits ; ceci dépend

- de Ta variation de la fonction [ w(f) sur la boule B( Ko,e)
- de 1'intervalle de temps [o,t] considéré.
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2. ETUDE D'UN SCHEMA NUMERIQUE AUX DIFFERENCES FINIES

Nous présentons ici un schéma numérique aux différences finies pour
approximer la solution (u, w) du systéme d'équations (1.1), (1.2). Ce
schéma est tré@s classique (cf. par exemple [1], [3], [41, [18], 191, [20]
(223, [231).

Nous‘commengons par étudier la stabilité du schéma. Dans le paragraphe
2.2. nous donnons une condition suffisante de stabilit&. Dans le paragraphe
2.3. nous montrons que cette condition est aussi nécessaire. Nous examinons
ensuite (paragraphe 2.4) la propagation d'ondes planes harmoniques dans le
schéma numérique. Enfin dans le paragraphe 2.6 nous &tudions la dispersion
de ces ondes en fonction des paramétres de 1'onde,des paramétres de discré-

tisation et des paramétres du milieu.

2.1. PRESENTATION DU SCHEMA NUMERIQUE (schéma 1)

I1 s'agit d'un schéma aux différences finies. On construit dans

le plan (x, z) une grille parall&le aux axes, uniforme, de pas (Ax, Az)

Az

Figure 2.1




On indice par 1 et j les points Mij de la grille. Le point

M.. a pour coordonnées (x.,, z.)
1] 1 J

M..(xi, z.) 3 X. =1Ax 3 z. =3 Az

=
(]
[ %)
[
Q.

On désigne par Rij le rectangle de centre Mij et dont la lon-

gueur des cOtés est &gale 3 Ax et Az :
Rij = {(x,2) | lx - x.| <5 [z - z.] < -

A toute suite (double) (uij) de nombres réels, on peut associer

la fonction réelle u constante par morceaux définie par :
z) = u,. X,z) € R..
u(x,z) Uy s Vv (x,2) Rij
On dira que uij est la valeur de la fonction u au point Mij'

On discrétise aussi le temps en introduisant un pas de temps At

et les temps tT.
th=np At ,n=1, 2 ...

Le schéma numérique que nous introduisons permet de calculer
une approximation de la solution (u, w) aux points Mij et aux instants
t . On notera :

n
)

u,, = u(x., 2., t
ij ( i’ 73

£,
n

w(xi, zj, £

Le schéma numérique consiste & remplacer les dérivées par des

différences finies.
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Discrétisation de 1'équation 1.1

N S S U, w2 W, e d®
p _1,3 ;,J 1,] _ O+ 20) i+1,] 1§J i-1,]
(at) (ax)
n n n n
W, L= W, . =W, . W, .
2.1) + (A+n) “i+], j+1 i+1,3-1 i-1,3+1 i-1,j-1 .
4 Ax Az
u - 2wyl
+ U 1,3+1 1,3 1,)-1
| (8z)*
Discrétisation de 1'équation 1.2
n+l n n-1 n n n
. . w., .t w, . . . - 2w, .+ W, .
0 1,] 1,3 1,3 . (A + 2u) Wl’J"'] 1,7 1,j-1
(be)* (b2)*
o — - .
(2.2) + () i+1,j+1 i+1,3j~1 i=-1,7+1 i-1,j-1 .
' L Ax Az
n -9 n
RO 0 I S 0% I CO O
(bx)°

Nous n'avons pas pour ce schéma 1'équivalent de 1'équation (1.33).

En effet posons

u.n _u.n
o, w? . = it
X 1,] AX
wn _Wn
o Wt . = i,j+1 i,j
X 1,]

Az

+

-+
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Dérivons 1'équation (2.1) par rapport & x, c'est—ad-dire

formons 1'équation :

n n
(2.D3,, 5 = @D} Y

Ax

Nous obtenons

n+l n n-1
(Dx u)i,j 2 (DX u)i,j + (DX u)i,j )

(at)?

n
i-1, ,

o Y. . -2 @, u)_‘i1

X i+1,] ] * (DX u)

3

(A+ 2y)
(sx)2

n R , n
1 <(Dz w)i+2,j (Dz W)i+1,j _ (Dz'W)i,j (Dz W)

Ax AX AxX

n
i-1,j

+ (A+u) x -!2-><2

g 4 .
b ) x L] (‘Dz Disg,5-1 = g Vin,j

7 T A% A%

n n
.. - (D
© W)l,J_] ( ) ) +

z z i-1,]
Ax

n n
(DX. u). 2 (DX u)i’j + (DX u)i’j_1

. »3+]

(AZ)2

Formons de méme 1'&quation :

n n
(2.2)i’j+1 (2'2)i,j 6
Az

Nous obtenons
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D w). . =2 (D: . .+ .
p( x i3 ( sz)l,J (DX w)l’j i
(At)
o Wy .. =20 W, + O w®
(b 2y) —E—L2d*] ®, Wi P Wi,5-1
5 +
(Az)
: (0. we . . - (O w?
1 i +2 u. .
+ (A1) = x X "1,] X “i,j+1
2724 ( AZ
(D u) - (0 wt
- ) 1l,] 1
Az
(. w? ., .. - (0 w?
1 1 x “i-1,3+2 e Wit .3
+ 2 hi X 1-1,3+1
(A+p) 7 X5k ( > - oI+
(p uw)? .= ( n
_ X )1—],3 (Dx u)1--],j—1
Az +
n n n
D . - . . .
+u ( b u)l, +1 2(Dx u)l,J * (Dx u)l,j
(bz)”

Nous constatons en ajoutant les deux équations que les termes
ne se regroupent pas comme dans le cas continu. Ainsi le terme

2
3—7-(%§0 est discrétisé de deux fagons différentes suivant qu'il provient

oz
2 2
de %;-(E—%D ou de-%; éiiL—ﬁ.
0z dx 9z
Les 8quations (2.1) et (2.2) permettent de calculer directement
n+i n+1 . .
les valeurs u.. et wij en fonction des valeurs de u et w, aux 1lnstants

n et n-l et aux points Mij’ Mi-l,j’ Mi+l,j’ Mi,j—l’ Mi,j+1’ Mi+l,j—1’ Mi+l,j+]’

Mio1, 5410 Moy 5o
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j+1
3
j-1
i-1 i i+]
Figure 2.2

Le schéma en temps est explicite. Il est aussi centré, puisque
dans les formules 2.1 et 2.2,qui sont les équations discrétisées a 1'ins-

tant n, les instants n—-1 et n+l jouent un rdle symétrique.

Nous indiquons sur les figures ci~dessous les points qui inter-

viennent dans 1l'approximation par différence finie de

82 32 32
’ 5 M
sz az2 9X 0z

__’—‘_____0_— .
J J
1 1 i
82 2 82
— en Mi' — en Mi' en Mi'
3% 3 dz J 9xdz J
Figure 2.3

2.2, ETUDE DU SCHEMA PAR LES METHODES VARIATIONNELLES

. * 2
Introduisons le sous-espace L

2,.2 .
h de L"(R”) des fonctions u,

constantes sur chaque rectangle Rij

* Par h on désigne le couple de paramétres Ax, Az.
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2
= . \ R.. V(i,] € Z
uh(x,z) u. (X,Z) € ( ,J)

Ces fonctions sont entiérement définies par la suite double
u.., et 1'on a :
1]

2 ~ 2
/ uh(x,z) dx dz = iZj uij AX . Az <

>
Nous noterons U le couple (uh, Wh)

G, = (o, w) € @D

Nous introduisons 1'opérateur B, linéaire tel que :

h

B
2.3) @ ow) @D’ P, w6 ad?

ol le couple (u', w') est défini par :

u. .= 2 u. . + u. .
ul, = = O 2y) 1.3 i,j i-1,]
ij 2
(Ax)
(2.4) SRS 3 S 8 UG 0 P B o I £ B o B9 ol
4 Ax . Az
Sy Cign TN Y
(82)?
w. . -2 w,. + w. .
Vo i,j+l ij i,j-1
wij (}\+ 2]—‘) 2 +
(AZ)
u. . - u. . - u. . + u. .
- -1,3+1 -1,3-1
(2.5) - ) i+1,3+1 i+l,5—1 1i-1,3 i-1,3 .
4 AxAz
- qu W1+1’J -2 Wlsj * wi—lsj
(8x)°
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L'opérateur B, est défini de telle sorte que les &quations

2.1 et 2.2 s'écrivent :

(2.6)

Kn+] - 200+ 3n_1
h h h -n

+ B =0
(3t)2 b *h

On peut aussi considérer 1'opé&rateur Bh comme opérant de

(LZ(IRZ))2 dans lui méme :

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Bh

3= (uw) e WP@?))? 3 ) e WP®?))?

u(x+Ax,z) - 2 u(x,z) + u(x—Ax,z)

(AX)2

u'(x,z) = - (A+ 2u)

W(X+AX,2+Az) = w(x+Ax,z-Az) - w(x—=AX,z+Az) + w(x-Ax,z-Az)

= (+w)
4 Ax . Az

u(x,z+Az) - 2 u(x,z) + u(x,z-Az)

(Az)2

w(x,z+Az) - 2 w(x,z) + w(x,z-Az)

(82)2

w'(x,2z) = = A+ 2u)

u(x+AX,z2+Az) - u(x+Ax,2~Az) - u(x-AX,2z+Az) + u(x-Ax,z-Az)

+ (A+u)
4 AxX Az

w(x+Ax,z) - 2 w(x,z) + w(x-Ax%,z)

(AX)2

On désignera par 5; 1'opérateur ainsi prolongé.

________________ n ET By

Démontrons en premier lieu le :

Lemme 2.1 = On a :
By ly = 1By,
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Démonstration du lemme 2.1

i) L'opérateur B_ &tant un prolongement de B

on a :
h

h

ii) Pour démontrer 1'inégalité en sens inverse, considérons le

rectangle Roo de centre (0,0) et de longueur de cdtés Ax et Az

. A

Mij(Po)

Po(xo, zo)

% A >
/ﬂ X
Figure 2.4

A tout point PO de Roo associons la grille paralléle aux axes
de période Ax, Az et passant par Po : 11 s'agit de la grille translatée
de la grille initiale du vecteur 65;. Par définition méme de 1l'opérateur
Bh (cf. (2.8), (2.9)) les valeurs de la fonction Bh 2 aux noeuds de la
grille Mij(Po) ne dépendent que des valeurs de la fonction U aux noeuds
de la grille. Par définition de la norme de Bh on a

Do |B, U0 (@) ]2 ox oz
. i3 ij o 12

< (o [3 a1 )5 ax a2) < [[Byl

i,]
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Intégrons cette relation en Po sur Roo et divisons par Ax Az.

On obtient :
> 2 2 > 2
fIBh u!z dx dz < |Bh|2 -/Iulz dx dz
ce qui démontre bien le résultat annoncé.
Nous montrons maintenant le

Lemme 2.2

Les opérateurs B, et B, sont symétriques et semi-définis positifs.

h h

Démonstration du lemme 2.2

Nous effectuons la démonstration uniquement pour 1'opérateur B

Dans le cas de l'opérateur B, on adapte le raisonnement comme au ii) de

h
la démonstration du lemme 2.1.

On vérifie aisément le caractére symétrique de 1l'opérateur B, .
h

En effet, montrons que l'on a :

v
(Bh U, uh) 9 9 =20 u, € (Lh)
@)
Pour cela posons :
-> ->
(Bh U uh) 2.9 = S1 + 32 avec :
)
5, = (2 u'. u.) Ax Az
.1 i
1,]
8, = (r w'. w.) Ax Az
.1 ij
1,]

Calcul de S1

D'aprés (2.4), le terme uij est la somme de 3 termes.

donc décomposer S1 en trois sommes.

On peut

h




Des intégrations par parties discrétes donnent :

. ui+i . - FTIL A PR Ui s Tou 2
- 2J ’% 17 .3 N Y A 27 DJy ax Az
i,] (ax) J i, Ax

w. . - W. . - W. . + w, .
R AdERA 1+l,j] 17,7+ 171,571 .U, AX Az =
l9j 4 AX Az 1]
u, . o~ ou, . W, . -w, .
= 3 i+1,] 1i-1,3 . i,j+1 1,j-1 AX . Az
i,] 2 Ax 2 Az
. 2
u, . - 2au, .+ u, . u. . -u
+1 - i,
I - 1,] . 1,]  i,j-1 u. 0% Az = I ( 1,j*1 1.3y ax Az
i, (az)" J i,j Az

En multipliant ces égalités par les bons coefficients et en
sommant, on obtient :

2

ui.
’J) AX Az +

u. . =
s, = O 2p) 1§ (e
i,] Ax

u. . ™ u. . wW. . - W. .
+ (A+u) v 1+1’J 1_]:J . i,j+1 1aJ—1

AX Az +
i,j 2 AX 2 Az
L i ..
+u 3 ( 1,7 1sJ) AX Az
i,j Az
Calcul de 82

Pour calculer S2 on procéde de fagon identique. On décompose S

2
en trois sommes que l'on transforme par intégration par partie discréte

2
Yigrl T2 Vi T Vii-1 Vit T YiLg
T - 2 5 2 2 SV Ax Az = % (—==2 2=y AX Az
i,] (Az) » J i,] Az
u. . - u. . - u. . + u. R
5 - i+],3+1 i+1,3~1 i-1,3+1} 1—],J"l,w.' AX Az =
i,i 4 Ax Az 1]

u. . — 4. R wW. . - W. .
= 3 i+l,] i-1,3 1,J+1. ~},J-1 Ax Az
i,] 2 Ax 2 Az
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2

W, .= 2w, . +tow, ] W, s T W, .
g~ 2l S — Ll v, . A% bz =3 ( 11, 1’J> AX Az
i,j (8%) & Ax

En multipliant ces égalités par les bons coefficients et en

sommant, on- obtient :

Wi 4 - W. . 2
S, = (\+ 2u) = ( 2] 1’J> AX Az +
i,] Az
u. . = u. N W. . - WwW. .
+ Oup) z —2tld i-1,7 _i,j+1 1,71y Az
i,] 2 Ax 2 Az
w - w 2
+u I < 1tl,) l’l> Ax Az
i,] Ax

En ajoutant S] et 82 puis en regroupant certains termes nous

> > ' . .
obtenons pour (Bh U s uh) 1'expression suivante :

2
u. .~ ou. . u. . - u. .\2
(8, 35, Gh) =u 3 ( itl,] 1’J> AX Az + p T ( 1,11 1’J> AX Az
i,] Ax i,3 Az
+u I ( 1*1,] 114) AX Az + y I ( 1,j*] l’l) AX Az
i,] Ax i, Az

41,5 7 YL Yi3+1 T Vi3
+ (A+u) (2 2 =22} AX Az + I 2 2 AX . Az +
i,] Ax i,] Az

u. . — u,. . wW. . - w. .
+2 3 i+1,3 i-1,] ) i,3+1 i,j-1

i3 2 Ax 2 Az

AX Az)

Nous montrons que l'expression qui est en facteur de \+u, est

positive en utilisant deux identit&s, qui se vérifient aisément :

z (u - u )2 =1 z (u - u )2
i3 i+l,3 i,] 4 i3 i+, ] i-1,j

E I

z (ui+l LT 2w L +u .)2
i,j s] s] »]




2.13

) w - W )2 = l X (w -w 2
i,j (i,j+] 19.] 4 l,j i,j+1 i’j—])
1 2
TP (e T2 Va5t Y 5e1)

i,j

On obtient alors :

i,] Az
2
Vit SN
+ 5 ) [ AX AZ
i,] Ax
W -w 2
(2.11) YU o3 < i,j+1 "i,j AX Az 4
i,j Az
2
u, .-u. A L
+ O+ g < SLLER BNl % R TR R N T it [N
i?j 2 Ax 2 Az

+ (A+p) I T 5 Ax pz o+
i,] (ax)
2
2 w. + W
271,341 i,] i,j-1
s Om) x4 ( (82)° e

1,]

Remarque 2,1

~

> . . .
uh) = Uh constitue une approximation

u
h h’
de 1'énergie de déformation que 1'on peut &crire sous la forme suivante .

(cf. (1.9)).

1
Notons que 7 (B

oo — 2 — 2
U=>5u /(|grad u|2+ |grad w[z)dx dz
(2.12) »
1 du | 3w
+ 7 ()\"’U) /(B_X + 3;) dx dz.
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- -~ -~

Si on compare Uh et U terme a& terme on constate que Uh comporte

"en plus" deux termes, & savoir :

2
2 fu, . =2 u., . + u. .
(A\+p) = (AZ) ( i+l,] XN 1 ]’J) Ax Az et,

2
i9j ' (AX)
2 [w - 2w + w 2
(A+u) 2 (AZ) ( 1,5*1 L,] 1’1*') Ax Az
133 (AZ)Z

qui sont petits comme (Ax)2 et (Az)2 d condition que :

U s T 2 u, .+ Us_y s 2
T ( L7 »J ;’J = ’J> AX Az et,
i,] (Ax) :
w. . - 2w, . +w, . 2
5 ( i,j+1 i,] 1,J—1> Ax Az
i,] (Az)2
soient. bornés ! |
De (2.11) on déduit immédiatement le
Corollaire 2.1 : On a :
=0 Vi,j
B, u =0 <=> 1]
h “h ~ .
w,. =0 Vi,j
(2.13) 1]
2
- 2
up € (Ay)

Nous exprimons la condition de stabilité du schéma (2.6) &

artir de la norme de B Il s'agit 13 d'un résultat tré&s classique.
P g

h
Pour simplifier les notations nous posons

Ax

h Ax
o

(2.14)
Az = h Az
o
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ol Axo et Azo sont de l'ordre de 1'unité.

Un calcul simple montre :

1
=L s
h h2

(2.15) |B ol

ol B0 est l'opérateur correspondant i (Axo, Azo).

Plus précisément pour tout N appartenant 3 N on a :

>N+1 N Kl _ Ko 2
(2.17) S Cly) (B G, G + [——| )
At At
31 _ zo 2
>N 2N -0 -0
(2.18) (Bh U, Uh) < C(y) ((Bh W, uh) + ———2;:—— )

ol C(y) désigne des constantes dépendant uniquement de y &gal 3 :

At bp -1/2

(219 vy = (D) x (PP
o]

Nous présentons la démonstration, elle aussi tr&s classique.

Démonstration du théoréme 2.1

>(n+1) _ -n-1
u - Uy
i) Multiplions scalairement 1'égalité& (2.6) par AT . On obtient :
zn+1 -n 2 oo gn—l 2 Kn+1 _ -on-l

I_Llh hi _1 p |’h h_i+(B3n h uh)=0

2 At At 2 At At h h°?’ 2 At

Sommons ces €galités den =1 4 n = N et multiplions par st

3N+1 _ aN 2 31 - Jo 2
1 h h 1 ] h h 1 >N >N+1 1 >l -0
7"' At T z°F At *g By Uy Uy ) T g (B s ) =0
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Mais 1'opérateur Bh 8tant semi-défini positif on a :

-+ g > > 1. > > >
] - s - ' - v
@, v v 1 <m0 ) Vi, V) o+ g BuE, - T, T - T
v Gg, V' et Vas>o0
On en déduit
3N+l _ ZN 2
I h h 1 N+ 1 >N N+ 1 =N
7P it 8a By~ up)s (9 up)) *
G - o)
I-q SN+1 N+l < ] h
P Bty s d DT g |
N 1-a' (B >0 l—;o) N 1 (B (1_;] 30) (+] _ —>o))
2 h "h Yh T e PalUn T (g Ty
soit encore en utilisant la majoration :
8, T T 1< [ ] 19, |2
h 'h”> h'!'= h h
3N+] _ GN 2
1 1 2 }h h‘ 1-o N+1  oN+1
(0 =55 Byl (40D At o By gy s ) s
31 _ Go 2
1-a' >0 =0 1 2 |'h h '
7 By U w) +ger [Byf (at) At
N+1 N, 2
Yho T U SN+1 N+1
iii) Pour en déduire une majoration sur et (B, u , u
At h h h
on doit avoir :
I ~a>0
1 1 2
jg_'p-g-&|Bh| (ae)” >0
ce qui donne en éliminant g
2
IBhl (at)” < 4 p
et en utilisant (2.15)
2
At 4
&) s =L ]
h [BOI
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2.3. ETUDE_DU_SCHEMA NUMERIQUE PAR_LA_TRANSFORMEE DE FOURIER

Pour mener une étude plus fine des propriétés du schéma numé-
rique, nous utilisons la transformée de Fourier. Nous pourrons alors
calculer exactement la norme de 1'opérateur E; et donner une condition
nécessaire de stabilité du schéma.

. 2, 2 . <
A toute fonction u de L°(R”) nous associons sa transformée de

Fourier 4
(2.20) ﬁ(ﬁ) = ‘[exp - i (klx + kzz) u(x,z) dx dz
qui s'exprime en fonction du vecteur d'onde K.

I1 est bien connu que la transformée de Fourier est une iso—
. 5 . g . o 2 .
métrie (3 un facteur CF multiplicatif prés) de L2(R ) dans lui-méme.

Nous définissons 1l'opérateur Bh comme la transformée de Bh par cette
isométrie.

- ——
@.21) B () =B, () sy, w e 1h?

-~

Calculons l'opérateur B, : pour cela nous revenons aux défini—

h
tions (2.8) et (2.9). Multiplions 1'équation (2.8) par exp - i(klx + kzz)

. . 2
et 1ntégrons la relation obtenue sur R”.

Aprés avoir effectué des changements de variables dans les

intégrales, on a :

exp 1 klAX - 2 + exp -1 k,ax

') = - Ow2p) S Gy +
(ax) v
exp i(kle + szz) - exp i(k]Ax - szz) - exp i(—k]Ax + k2 Az)
- ()
(2.22) 4 AX Az

+ exp 1(= k,Ax - k_Az)
! 2 W (K) +

exp 1 k,Az = 2 + exp - i k,Az
2 L acd

+u

(Az)2




On obtient de méme 3 partir de (2.9)

> exp i szz -2+ exp - 1 szz N
9100 = = (2w > (%)
(az)
exp 1(k,Ax + k, Az) - exp i(k,Ax = k,Az) - exp i(-k,Ax + k.|
1 2 1 2 1 2
- ()
(2.23) 4 Ax Az
+ exp i(—= k Ax - k_Az)
l 2 (k) +
exp i k]Ax - 2 + exp - 1k, Ax
1 -2
+u — (k)
(4x)
> . ..
On a donc pour tout vecteur k la relation matricielle :
a' (&) /a(i)
(2.24) = B_(0)
@' () \\a(ﬁ>

ol la matrice Bh(ﬁ) est définie par :

NN (1 - cos kl AX) (1 - cos k2 Az)
(Bh(k)) = 2 (A+2u) 5 + 2y 5
11 (Ax) (az)
-~ (1 - cos k2 AzZ) (1 - cos kl Ax)
B, ®) =2 O+2u) 5 + 2y ;
22 (Az) (Aax)
(2.25)
~ sin k] Ax sin k2 Az
(Bh(k))lz = (A+p) A% Az
@, ), = B ),

~

Le lemme suivant donne des propriétés des matrices Bh(k).




ii)

(2.26)

Lemme 2.3
L'application
> S
k -+ Bh(k)

21

Az:I

est périodique de période [%g R

> . o P R ..
Pour tout k la matrice Bh(k) est symétrique semi—définie positive.

Démonstration du lemme 2.3

La péricdicité se vérifie directement sur les formules (2.25). Cette

propriété est une conséquence du caractdre périodique de la grille.
. - > -

Soient en effet deux vecteurs k et k' tels que

k, Ax = k; AX (modulo 211)

1

k, Az k! Az

2 2 (modulo 2I)

. > - = - -
alors les valeurs de exp - 1 k . x et exp - i k' . X sont les mémes
aux points de la grille. Nous dirons qu'ils sont équivalents pour le

. . > . .
schéma. On pourra donc toujours supposer que k appartient au domaine

Kh défini par

K csKh <=>

. >

- /A% //f /A% !
-
Az
Figure 2.5

. ->
Domaine Kh de variation du vecteur d'onde k
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On note ﬁé]>, ﬁéz), Eﬁ3), ﬁéa) les quatre vecteurs ﬁ associés

aux quatre sommets du rectangle Kh.

7 G 32

>(2)_ (- I 1

*
(. LI,

>(4)_ _ I
Kh = ¢ Ax Az

(2.27)

Introduisons les longueurs d'onde. XX (resp Az) dans la direction

de 1'axe des x (resp des z).

(2.28) Ax = — s A = —

Les indgalités (2.26) se traduisent par

b
(2.28)°*° 2 ax < A et 22z < |a]

. . . > . .
Nous choisissons donc le représentant k dont la longueur d'onde dans
chacune des directions x et z est supérieure 3 2 AxX et 3 2 Az. Nous

illustrons ce choix sur deux exemples

4
L . =
Exemple | AX =T A% ;A 4 px.

\ 7
/7 A
Ax - TrTeprésentant AX

-~ - représentant X;
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6
! e . = -
Exemple 2 Ay ST AR 5 AL 6 Ax

I’ \\

/ \

)

\

\

> <
Ax

Figure 2.6

Exemples de longueurs d'onde &quivalentes pour la grille en espace

ii) Ces propriétés découlent immédiatement du fait que 1'opérateur E;
est lui-méme symétrique semi~dé&fini positif et que la transformée
de Fourier conserve (3 un facteur multiplicatif CF prés) le produit

scalaire. En effet :

[(E; 3, %) ax dz = C /(Ehdé) G, 8 dk, dk, ; V3
mais grice au lemme 2.2.
/(3}:3, Daxdz>20 , vie @H?
et donc
/(f;h(ii) 6,0 dk, dk, 2 0 vae LD’
On en déduit alors que l'on a ponctuellement :
B(k) 20 ;v & "

2.3.1. CALCUL DES VALEURS PROPRES ET_DES_VECTEURS PROPRES DE_LA

Nous posons

BI(K) = 1 ~ cos k] Ax s O

IA
w
IA
N

(2.29)

-
Bz(k) =1 - cos kz Az ; O

IA
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Lorsque k parcourt le domaine Kh le vecteur (B](K), Bz(ﬁ))

parcourt le carré C2 = [0,2] x [0,2].

n/Az
4 e -
- = —x
I P o 0 .
, s \\\} 1 0 2'
- 1/ax ¥o—r-=x /A
- II/Az
Domaine de variation de K : Kh Domaine de variation de (81,82)
Figure 2.7

L'application k - (Bl(f), Bz(ﬁ)) est symétrique par rapport &

1'axe des k] et 1'axe des k2.

(1) 2(2) >(3) 2(4)

Ainsi les quatre vecteurs ’ s ’ ont pour image

v

le point (2,2).

230 KD, D, & %D L 0,9,

Posons

b.. = (B, (¥)) i, 3=1,2
ij = h ij pour 1, 3 = 1,
L'équation caractéristique s'éecrit :

s” -~ (b + b22) s + (b]] b - b

11 22 12)

Le discriminant A est &gal & :

2 v 4 b2

A= (byy = byy) 12

Nous utilisons maintenant les formules (2.25) qui, avec les

quantités introduites en (2.29) s'dcrivent :




(2.31)

(2.32)

2.23

by = : (A+§U) By ¥ 2112 By
(ax) (Az)
byy = 2 (ng) By + 2 7 By
(Az) (Ax)
2 (o) 2
(ax)™ (Az)

On en déduit la valeur de A en fonction de 81 et 62

B B, \2 2
(ax) (42) (ax)" (Az)

2 2 2
8 =) (B?(%;ZE *EGD - 288y + 4 B8y *
(4x)" (az)

2
=288, (By +B8,) + B s§>

2
4 (A+p) Az Ax 2
A= (B, 7= + B, =5 - BB,  +
(Ax)z (Az)z ( I Ax 2 Az 172

Az Ax
+ 2 8182 (81(K§ 1) + BZ(ZE' 1))
U . > >
On en déduit les deux racines s](k) et sz(k).

7y = (A+3u) Az Ax. A+u
sl(k> T AX Az <él rx By Az )'P Ax Az

Az Ax 2 Az A
x ((Bl = 82 iz 8152) + 2 8182 (81(3; 1) + BZ(AZ ]))

>y _ (A+3w) Az AX, Aty
550 = a2 Bl a8y ) A% bz

x ((B] —ﬁ—f; + 8, %;—‘ - 8182)2 + 288, B GZ- 1)+ 32%’25— 1)>
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Les deux valeurs propres s](ﬁ) et SZ(K) dépendent de ﬁ par

1l'intermédiaire de B, et B, L'application :

k> (s, (@), s,0)

est donc symétrique par rapport a4 l'axe des kl et 1'axe des k2'

(D CAS PARTICULIER :Ax =Az

a) Calculons maintenant les valeurs propres dans le cas particulier

important, car usuel, ol

(2.33) AX = Az

Les formules se simplifient :

s (K) =22 g+ ) + 2o (g v g, -
(Ax) (Ax)
(2.34)
s, (%) =23 (g 4 gy - A (g g, -
(Ax) (Ax)
On a bien :
(2.35) 0 < sz(ﬁ) < sl(ﬁ)
En effet :

B, + B, - By By 2 (B +B,) =7 (B +8,)
= (8, + 8,001 = 7 (8, * B))

d'ol le résultat d'aprés (2.29).
De (2.35) on dé&duit :

B, B, = s, ()

B, B,)
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Montrons le :

Lemme 2.4 : Avec 1'hypothése AX = Az on a :

- 40 +3u)

(2.36) max ]Bh(ﬁ)lz = IBh(KéJ))|2 3
N (Ax)

keKh i=1,2,3,4

Démonstration du lemme 2.4

D'aprés (2.35), (2.34) et (2.29) on a :

max [B, (&)], = max s, (®) = lﬂz— (8,+8,) + 2Eo (g +8,-8,8,)
i (8,,8,)¢[0,27° (8x) ()
Mais ;
9s
S - oy A (- gp) =2 (2 - 8)) 20
I 0’ uw) (8x)

On a donc :

98 98

1
-a—BTZO et S

—

i

0 v (B], 82) € [0,2]2

w
[N

d'old 1'on déduit
max S](E) = 81(2,2) = i_(ﬁ%

2 (ax)

(81382)6[032]

ce qui avec les définitions (2.27) se traduit par (2.36)

La condition de stabilité (2.16) du théoréme 2.] s'dcrit :

A+3u, At
( > ) o < 1

soit encore avec les notations (1.24) et (1.28)

1/2
AR o A
p s AX
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Nous avons démontré le :

Lemme 2.5 : Avec 1'hypothé&se Ax = Az la condition suffisante
de stabilité (2.16) du théoréme 2.! s'écrit
2,1/2 At

2
(2.37) (Vp + v D <] "

b) Calculons maintenant, toujours dans le cas particulier (2.33),

les directions propres. Nous mnoterons

g, &
la direction propre correspondant a s](ﬁ)
@ (0
-~ =
4, (k) R
la direction propre correspondant 3 SZ(k)
@, (k)

. I . . .
La matrice Bh(k) étant symétrique, les deux directions propres

sont réelles et orthogonales
8,30 . 5,0 + @ @ w0 =0

I1 suffit donc de déterminer par exemple la direction K\

Le calcul donne

-~ >
u](k) b]2

//
-~ ->
@, (k) S; 7 by

1/2

b=z @ A g2 - g8 (2-8.)) 7 avec
12 2 1 1772 2

(ax)

(2.38) E(K) = + ] et dépend du vecteur K comme il est indiqué sur la

figure 2.8




s k,
/Az
-1 + 1
> kl
- II/Ax + II/Ax
+ 1 -1
- II/Az
Figure 2.8
+w)
s, - b, =—=% (28, -8, 8.,)
1 11 (Ax)2 2 |
On a donc :
~ - > ]/2
a, &) e®) (8,(2 - 6)) B,(2 - 8,))
(2.39) //
~ -
a, (k) 28, - B, By

On constate donc que la direction propre ne dépend pas des
caractéristiques du milieu (A, p). Cette propriété interviendra au
moment de 1'étude de la réflexion et la réfraction i 1'interface plane

entre deux milieux de paramétres différents.

Notons que cette propriété n'est plus vraie lorsque 1'hypo-

thése (2.33) n'est pas vérifiée.

@ CAS GENERAL 4x # Az

La norme de 1'opérateur B_ est &gale 3 :

h
-~ > >
IBhl = »@ax ]Bh(k)[2 = ~)'tu:a.x s](k)
keKh keKh
On peut écrire SI(E) sous la forme :

> 4(M+30)

S](k) o ig F(Bl, 62, q,Vv ) avec
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= 11 r_ 2
b F(BysBys a5 V) = B1a + By o T Tz <(61q By g T BB Y

+28.8)(8) (@) + 8, (o~ 1)))

En effet d'aprés (1.36) Aru_ 1

A+3u 3 = 4v

Nous avons préféré prendre comme paramétre le produit Ax Az

. Az . . 2q = .
et le quotient i En effet, il mesure l'aire du rectangle élémentaire
du maillage. Son inverse représente le nombre de points du maillage
contenus dans la surface unité&. On peut alors comparer la condition de

stabilité 3 nombre de points en espace fixés.
Nous posons :

M*(q,v) = max F(B‘,Bz, q, V)
(8,,8,)€00,217

Nous avons montré (2.36) que :
*
M (l,v) =F(2, 2, 1, v) =1

-Le calcul de M*(q,v) dans le cas q # 1 ne peut selon nous
8tre que numérique. Il s'agit de trouver le maximum global de la fonction
F(BI’BZ’ q, v) sur le carré [0,2]2; or, dans le cas envisagé la fonction
peut possé&der des minima locaux. Les résultats figureront dans la seconde

édition du rapport ...
Il est par contre aisé de s'assurer que

lim M*(q,v) = lim M*(q,v) =+ o
g-r+eo g0

La condition suffisante (2.16) du théoréme 2.1 s'écrit donc

/ 2.1/2 At

s (Ax . AzZ)

(2.40)  (M¥(q,v))" < 1.

2 .2
(Vp + V 73




2.29

~

2.3.2. ETUDE DE LA SUITE 2 ™ (¥)

De (2.6) et (2.24) on déduit 1'&quation de rdcurrence vérifide

par ﬁ(n)(g)

— - @MY@ - 23 ™ @) s IO D@y w5 @y 2@y -0
(st)? h

. > _ 3(n) >
Cette relation montre que pour un k donné le vecteur u( )(k) ne

. 3 > 3(1)
dépend que de n et u(o)(k) et u( )(k).
On peut se ramener & 1'étude de suites scalaires en introduisant :

(2.41) ann)(K) - G®ay, ﬁj(i)) i=1, 2

-~

-> > . .
oui les vecteurs u.(k) (§ = 1, 2) sont les vecteurs propres de la matrice

Bh(K) (cf. 2.3.1.). La suite agn)(ﬁ) vérifie :

7. 0 gn+l) N (n) > Sn—l) > . = (n) TN
(2.42) zzz;z (aJ (k) 2 aJ (k) + aJ k)| + SJ(k) aJ (k) 0

od les sj(ﬁ) sont les valeurs propres de la matrice Bh(K) (cf. 2.3.1).

PR - . . n
On est donc ramené 3 1'étude de la suite scalaire a( )

(2.43) a(n+1) -2 a(n) + a(n_]) + r a(n) =0

avec
- (At)2 > > (At)2 -+
(2.44) r = r](k) e s](k) ou r, = rz(k) = ——;——-sz(k)

od o, et o, sont les racines de
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(2.45) o2 _ 20+ | +¢r0 =20

ol O, et 02 sont deux constantes appartenant & € qui dépendent de o o

: (1 g 20

ainsi que a

12 72

et a

I1 est facile d'@tudier les racines de l'équation (2.45).

Calculons son discriminant

A=1x(xr - 4)

On a deux cas 3 envisager :
(2.46) Cas 1 : 0sr<4

Les deux racines 9, et 02 sont complexes conjuguées et l'on a :

(2.47) Cas 2 : < QOour >4

Les deux racines o, et o, sont réelles. Leur produit &tant égal
a1 ona:

lo,] <1 <o

1 2|

2.3.3. UNE_CONDITION NECESSAIRE DE STABILITE
Nous sommes maintenant en mesure de donner une condition néces-
saire de stabilité qui est 3 comparer avec la condition suffisante donnée

par le lemme 2.3,

Lemme 2.6 - Avec l'hypothése

1/2
(2.48) %t_ S (20

IB_|
o
le schéma est instable lorsque h =+ 0. |
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Démonstration du lemme 2.6

Elle est immédiate 3 partir des résultats précédents. De (2.48)

. . . >
on déduit qu'il existe une boule de centre ko et de rayon 60 tel que :

*

r]a?) >’ > 4 Vi ¢ B(ﬁo, 6.)

si 1'on suppose par exemple que SI(K) est égale 4 la norme ]Bh(i)lz.

Attention ! : ﬁé et § dépendent de h. D'aprés (2.47) on a donc
(2.49) o, ()] 26" > 1 VEe BE , §.)

. = O
Introduisons alors la fonction u définie par :

ey

=y
A
It

> > >
](k) pour k ¢ B(ko, 50)

~
~
~
It
o

> >
pour k ¥ B(ko, 60)

et considérons des conditions initiales proportionnelles 3 la fonction u.
D'apré&s ce qui précé&de les composantes de Fourier de la solution pour

k € B(Ko’ 60) augmentent exponentiellement avec un facteur vérifiant (2.49),
On en déduit le lemme 2.6 en raisomnant 3 T = n At fix& et en faisant tendre

h -+ 0 la relation (2.49) &tant vérifiée.

Remarquons que le th&oréme 2.1 et le lemme 2.6 n'envisagent

pas le cas

Nous laissons au lecteur le soin de traiter ce cas particulier.
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2.4. ETUDE DES ONDES PLANES NUMERIQUES

Nous cherchons a déterminer les solutions de (2.1) et (2.2) qui
sont de la forme :
[l?j = z(i Ax, j Az, n At) Vi, j, n) eZ3
b
(2.50) avec

G(X, z, t) = d exp i(wt - k. X)

ek = (kl’ k2) est le vecteur d'onde dont la direction est celle

de la propagation, et le module le nombre d'onde.
(2.51) ) est la pulsation.

-4 est le vecteur qui donne la direction du mouvement

des particules matérielles.

. > =
Nous comparons ensuite pour un vecteur k donné les ondes planes

harmoniques numériques avec les ondes planes harmoniques continues (cf. 1.3)

2.4.1. DETERMINATION DE LA RELATION DE DISPERSION NUMERIQUE

Ecrivons 1'équation (2.1) pour ng donné par (2.50). On obtient :

5 (cos w At - 1) d1 (A+2) 2 5
(at) (Ax)
sin k. AX . sin szz
+
Oct) Ax Az d2
2 (cos k, Az = 1)
2
+ u 5 d
(Az)

0 (cos k1 Ax - 1) d1 +

(2.52)

1

On obtient de méme & partir de (2.2)




2.33

o 5 (cos w At=1) d2 = (A+2p) 2 3 (cos k2 Az—=1) d2 +
(at) (Az)
sin kl Ax sin k2 Ax
(2.53) - () Ax . bz 44
(cos k2 Az = 1)
+ u 2 5 d2
(Az)

Les équations (2.52) et (2.53) peuvent s'écrire sous la forme :

(2.54) p2 (cos w A;—l) I+ gh(g) I-0
(At)

ol Bh(ﬁ) est la matrice définie au 2.3 (cf. 2.25).

L'égalité (2.54) exprime que :

p2 (cos w At-~1)

(2.55) est une valeur propre de B (E).
2 h
(At)
(2.56) d est un vecteur propre correspondant.

La matrice Bh(ﬁ), symétrique, a deux valeurs propres réelles
que nous avons notées s](z) et sz(ﬁ) (cf. (2.31) et (2.32)) et deux

directions propres orthogonales Zl(ﬁ) et EZ(K).

L'équation (2.54) pour K fixé admet deux familles de solution

w](ﬁ) et wz(ﬁ) telles que :

1 - cos w, At

@257 | 2 2‘ =5, ®
(at)

1 - cos w2 At N

2.58) | 2, 2 = s, ()
(at)

. > .
Cette relation entre le vecteur d'onde k et la pulsation w

est la relation de dispersion numérique.
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Nous montrons au paragraphe 2.4.4. que cette relation de
dispersion numérique tend vers la relation de dispersion continue
lorsque les paramétres de discrétisation tendent vers O en respectant

1'inégalité (2.61) et la condition de stabilité (2.40).

_______________ 2

Nous imposons maintenant aux solutions W et w, de (2.57) et
(2.58) d'appartenir 3 un certain intervalle de telle sorte que ces
deux é&quations définissent un couple unique (w](ﬁ), wz(ﬁ)). Ceci est
loisible car nous ne considérons les valeurs de 1'onde plane qu'aux

temps discrets t". On choisit le représentant o vérifiant :
- IT<waAt =1

De plus si w est solution, - w est aussi solution, ceci tient
au fait que le schéma numérique est réversible en temps. Nous imposerons

en plus la condition
(2.59) O0<wAt <1

. >
de telle sorte que la vitesse de phase et le vecteur d'onde k ont le
méme sens.

’ o . . 21
Cette condition se traduit sur la période T =

(2.60) 2 At £ T

2.4.3. LA_CONDITION DE_STABILITE
Pour que le schéma numérique soit stable (au sens de L2) il
faut et il suffit que les relations w](ﬁ) et mz(ﬁ) de (2.57) et (2.58)
soient réelles pour tout vecteur d'onde k. En effet, si cette condition
n'était pas vérifiée, 1'un des wj aurait une partie imaginaire non
nulle et il lui correspondrait une onde plane harmonique exponentiellement
croissante avec le temps (cf. 2.3.3.). Cette condition de stabilité

s'écrit :
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On retrouve bien sir la condition de stabilité (2.16).

Nous sommes dans le cas ol il n'y a pas d'amortissement des
ondes mais uniquement dispersion. Ceci tient au fait que le schéma

est centré en temps et réversible.

DE_DISCRETISATION

. . ) > . :
Nous supposons ici que le vecteur k est fixé et que les para-
métres Ax, Az, At tendent vers 0 en vérifiant les inégalités

(2.61) 0 <qgs %;- $q < +

et la condition de stabilité (2.40) uniformément en q.
On calcule aisément le développement de la matrice Bh(ﬁ).

2 2
(A+2p) ky +u k) (A+y) k, k,
+
k) = +

2 2
(A+pn) k, k, (A+2p) ky + uky

Bh(

(+24) k? x) + kg(Az)z 2 k, kz(kf + kg) e
1
(2.62) - Ti

2%, ky (& + k2) x Az Os20) K5 02)% + k(022

+ 0(max (AX)A, (Az)a)

On a en particulier :

-, - )
(2.63) B (k) BO(K) + 0 (]ax|%)

ol Bo(ﬁ) est la matrice définie en (l1.14).

On en déduit :
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s, = s+ 0 ((a0)h) =
(2.64)
s,(®) = 55+ 0 (%) =
3, =T+ 0 (b =T+ 0 (o)
(2.65)
L) =8+ 0 (aoh =Th o (eoh
Mais on a aussi :
(1 - cos w. At) 2
j - 2 _ 4 (At)
(2.66) 20 (At)z o) wj p wj 17

d'oli 1'on déduit

p oj(®) = O 20) (F + 1) + 0((am)?)

p Wi = u(t + k2 + 0 ()%

w. (k) 1/2
h - (“2“) + 0C(e0) %)
k

P
(2.67) '
w,, (k) 1/2
T+| =<l;_> + 0 ((6x)%)
¥

Rappelons que dans les formules (2.64) ...

_ >
0 dépendent du vecteur k.

G2y G+ Kk3) + 0((ax))

w62+ K2y + 0 (e

+ 0ae)* j

1,2

(2.67) les quantités
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2.4.5. MAJORATION DE_LA VITESSE_DE_GROUPE

Nous montrons le :

Théoréme 2.2 : Soient Ax, Az, At tels que :
* AX = Az

* vy =1 3 condition de stabilité directement vérifiége.

. . ' > (])= T oy . .
Au voisinage du vecteur d onde k = Kh (Ax’ Az) la direction

des vitesses de groupe grad w, et grad W, admet une discontinuité. Le

module des vitesses de groupe est continu et vaut en ce point :

[grad Qll v
= _2. < 1
Yy Vi
(2.68)
l‘éa’d wz' V]
2 A
|

(1)

Les formules (2.68) montrent donc qu'au voisinage du point Kh
le module de la vitesse de groupe des ondes P numériques est approché
par défaut et que celui des ondes § numériques est approché par excés et

A

. . 1
que cet écart est d'autant plus important que le rapport v_ est grand.
2

Démonstration du théoréme 2.2

Nous adoptons les notations introduites au paragraphe suivant.

() Calculons la vitesse de groupe grad w](ﬁ). Pour‘cela
dérivons 1'équation (2.57) par rapport a kl et 3 k2 :
Swl

(sin W At) At EET

o8 2
2 1 2 1 - 2¢

oW o8 2
. 1 2 2 2 1 - 2¢
(sin w2 At) At Wz— E &£” + (—‘2——) B])

i
<
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Mais, au signe prés, on a :

3B

I _ 1/2 - 1/2
a8

2 _ 1/2 _ 1/2
SE; = Ax 62 (2 82)

N R —— o>
Nous cherchons & savoir si |grad wl(k)l reste borné

lorsque k

. ey e, — > .
varie. La seule possibilité pour que 'grad w](k)[ ne soit pas borné est

que sin w, At s'annule. Ceci ne peut se produire que si la condition de

stabilité est strictement vérifide 3 savoir :

y =1

. > . .
et si le vecteur k est au voisinage du vecteur ﬁﬁ]). Les formules précé-

dentes montrent alors qu'on aboutit 3 une forme indéterminée,

peut essayer de lever en effectuant un développement limité.

Posons donc :

By =2-5
By =2 -5
ol S1 et 82 sont petits. Les développements en fonction de S]

au signe prés.

2
. 1 - cos W) At = 2 - (S1 + Sz) (1 - &%)
. sin w, At = 21/2 a1 - g2)1/2 (Sl + 52)1/2
9B
1 1/2 _1/2
. E—E]——sz Sl
9B
1 1/2 1/2
. —ak——AXZ S2

que 1l'on

et S2 donnent,
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d'oli 1'on déduit :

14

1/2
l_ lamll ) Xg 82
vy Tk, Yy (s, + 32)1/2

C) Un calcul analogue pour E;Zd wz(i) donne :

1/2
1_.3332 N Xl 51
TV, G sy 2
1 v 5,
1/2
1 p%ill - Xl 52
Vy ok, Y, (s, + sz)”2

. -~
ce qui entralne :

— >
grad wz(k)': Xl
\f V)

> . P
Pour un vecteur d'onde k mous nous sommes intéressés a comparer
les paramétres des ondes P et S continues correspondantes 3 ceux des

paramétres des ondes P et S numériques.

Nous d&éfinissons ou redéfinissons maintenant les paramétres

et les quantités que nous utilisons et que nous comparons.
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Le nombre de paramétres & faire varier &tant grand nous avons

choisi, pour 1'étude numérique, de nous restreindre au cas particulier :

(2.70) AX = Az

2.5.1. LES _PARAMETRES DE L'ONDE

Nous posons pour le vecteur d'onde k= (kl’

2 2
(2.71) k = (k1 + kz)

=
i

k cos 6
(2.72)

1/2 k,

k2)

k sin ©

s
fl

8 est 1'angle entre 1l'axe des k].

et la direction de propagation de 1'onde.
La longueur d'onde ) est égale 3 :

(2.73) A=

(2.74) + G =

(2.75) c H=

—» k

Nous dirons que G est le nombre de points par longueur d'onde

et H 1'inverse du nombre de points par longueur d'onde. Il faut faire

attention au fait que pour une longueur donnée le nombre de points de la

grille dans une direction dépend de la direction ! Il est maximum si la

direction est celle d'un des deux axes. Il est minimum, divisé par un

facteur V2,si la direction est 3 45° des axes.

2.5.2. LE_PARAMETRE DE DISCRETISATION EN TEMPS :

CONDITION DE

Pour un pas Ax fixé, la condition de stabilité (2.37) indique

que le pas de temps At doit &tre choisi inférieur 3 un pas de temps

maximal At* &gal a
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AX

(2.76) AT = 5
(V1 + V

2,1/2
)

I1 est alors logique de rapporter le pas de temps At 3 ce pas

* .
At  en introduisant le rapport :

At .

*

At

(2.77) Yy =

0 <y <1

Dans l'expression des vitesses de phase et de groupe adimension-

nelles (cf (2.80), (2.81)) intervient uniquement le coefficient de Poisson :

_ A
(2.78) v = TGy 0<v<0,5

Nous utiliserons aussi le paramétre

2
Vl At 2u_ - .
V2 + V2 A+ 3p g-— 2v

(2.79)  £2(v) =

w|r
IA
o
IA

1 2

Nous tragons le graphe de fonctions de v qui interviennent dans

les formules.

T

T

0,1 0,2 0,3 0,4 0

1
1 ooy
g N A-g? N |
1,25- 4 ’
/
1,2
; |
|
1.1
). !
e >, 1 SN N LN
5 0 01 0203 04 08 ¢ 0,1 0,20.3 0,4 ngV

Figure 2.9
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2.5.4. COMPARAISON DES VITESSES DE_PHASE

Nous introduisons les quantités :

e 1/2
(2.80) (¥) = “® L avec v, = (AX2Y
: 9 > v 1 )
k| I
->
(2.81) q (ﬁ) = mZ(k) s avec V, = (E)l/z
o % 2

Ce sont des quantités adimensionnelles qui mesurent le rapport
->
w, (k
N3

entre le module de la vitesse de phase numérique et la vitesse de

>
phase continue Vi' |kl

Remarquons que nous avons fait le choix (2.35)

sz(ié‘) < sI(IE)

5
(k) w, (k)
il est donc logique de comparer —— 3V et ——— 3a V,. Le développe-
|k| ST ?

ment (2.67) pour les petites valeurs des paramétres de discrétisation .

apporte une justification supplémentaire.
De (2.34), (2.57), (2.58) on déduit

2
_ _2f 2 ' (a-2¢€)
(1 - cos w, At) =y (E (8, + B, + 2 B 82)

(2.82)
2

2 2 (2 g7 =-1)
((1—5) (B|+82)+—————7————81 82)

(1 = cos w, At)

2

ol rappelons-le on a posé (2.29)

w
1

1 - cos k1 Ax
(2.83)
82 = ] - cos k2 Az

On choisit (cf. (2.59)) w, et w, vérifiant

(2.84) 0 < w. At £ 1

5 1,2

.
Il
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Les rapports 3l(k) et aé(k) sont égaux a :

.(m

=l

At)

> 11

(2.85)
1

(1 -gH'?

- (w2 At)

> G
A k) = 55

A o et S G e e S s . e o, B e e T o e o S P S (i U i B o S

On peut introduire des quantités adimensionnelles qui mesurent
le rapport entre le module de la vitesse de groupe numérique et celui de

la vitesse de groupe continue

- lgrad v, (®)]
r k) = v,
— >
(K) B |grad wz(k)|
) = v,

On peut de m@me mesurer 1'écart entre la direction de propaga-
. Py > . . . - .
tion donnée par le vecteur k et la direction de propagation de 1'énergie

= . —_— >
donnée par le vecteur vitesse de groupe grad w(k).

§¢, = angle (K, grad w, ()
§¢, = angle (K, grad wzdc’))

Pour réduire le volume des calculs 3 effectuer, nous avons

préféré introduire les quantités :

3w >
> 1 1 — > k
Q k) = ¢ 3 =y erad v, (k)  —
1 1 k|
(2.86)
ow >
> 1 2 I — > k
Q, (k) = v— —=—=— grad w,(k) —
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2.5.6. COMPARAISON DES DIRECTIONS DU MOUVEMENT

A 1'onde P numérique est associée une dlrectlon du mouvement
3 (k) qui est la direction propre de la matrice B (k) correspondant i
1a plus grande valeur propre s (k) Cette d1rect10n est différente de
la direction donnée par k qui est celle du mouvement pour 1'onde P

continue. Nous noterons 60 l'angle entre ces deux directions :
(2.87) 66 = angle (K, 31(k))

A 1l'onde S numérique est associée de méme une d1rect10n du
mouvement d (k) qui est la direction propre de la matrice B (k) corres~

pondant a la plus petite valeur propre s (k)

Cette direction Kz(ﬁ) est différente de la direction perpendi-

culaire 3 z;qui est celle du mouvement pour 1l'onde S continue.
Les directions EI(K) et Ez(f) étant perpendiculaires, on a :
(2.88) 66 = angle (k, él(ﬁ)) = angle (ki, HZ(K)).

La direction gl(ﬁ) est donnée par la formule (2.39) que nous

réécrivons

@) (8,2 - 8,) 8,(2 - 8,2
2.89) 4, //
28,8, 8

ol e(i) =+ | est défini en (2.38). Soulignons encore une fois que
les directions gl(ﬁ) et Ez(g) ne dépendent que du vecteur k et du para-

meétre de discrétisation en espace Ax (Az = AX).

2.5.7. DOMAINE DE VARIATION DE k

>

Nous avons montré au paragraphe 2.3.1 qu'd quatre vecteurs k

de Ky déduits les uns des autres par symétrie autour des axes k et k2
correspondalent 1es mémes valeurs de s (k) et s (k) et donc de qQ, (k),
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Akz
I/Az

>
- II/Ax I/Ax

- II/Az

De (2.38) on déduit aisément qu'a deux vecteurs K et &'
de Kh symétriques par rapport i 1'axe des k] (resp. k]) correspond
deux directions 31 et 3; symétriques par rapport 3 1l'axe des k, (resp.

kz). On a donc :
(2.90) angle (ﬁ, EI(K)) = - angle (ﬁ', 3;(?))

+
On peut donc réduire le domaine de variation de k au quadrant
positif de Kh.

En fait comme Ax = Az les formules sont symétriques par rapport
a kl et k2.
. . . - .
On peut restreindre le domaine de variation de k au triangle

hachuré sur la figure ci-dessous.

k k
A2 AN 2
T I
i Az
9 -> >
I 0 ! k 0
T tax | ! L
X X Ax
-
Az
Domaine d'étude théorique Domaine d'é&tude pratique

Figure 2.10
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En fait nous n'avons envisagé qu'un sous—domaine circulaire
de fagon & obtenir une borne uniforme suivant les directions, sur le

nombre de points par longueur d'onde, c'est-3d-dire nous avons choisi

(2.91) OSHs-;—
et donc
< G

(2.92) 2

Nous présentons les valeurs des vitesses de phase et des
vitesses de groupe des ondes planes pouvant se propager dans le schéma
ainsi que la différence entre la direction de propagation et la direction
du déplacement pour différentes valeurs des paramétres H, Y, 0 et v
(cf. (2.75), (2.77), (2.72), (2.78)). Nous déduisons de ces résultats

des conclusions sur les choix 3 faire pour les paramétres de discrétisation

H et Y en vue d'une simulation utilisant le schéma 1.

2.6.1. ECART 86 ENTRE LA DIRECTION DE _PROPAGATION_ET LA _DIRECTION

On peut voir i partir de (2.89) que la direction du déplacement

est la direction de propagation (86 = 0°) pour 6 = 0° et 6 = 45° Nous

présentons sur la figure 2.11 1'écart entre ces deux directions pour
8 ¢ [10°, 35°] : 1'&cart augmente quand le nombre G de points de discréti-
sation par longueur d'onde diminue mais reste acceptable jusqu'd 5 points

par longueur d'onde (88 < 2°). Enfin l'Ecart 86 est maximum pour une

valeur de 5 voisine de 25°.
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ECART ENTRE LA DIRECTION DE PROPAGATION
ET LA DIRECTION DE DEPLACEMENT

H

17 7
18 |

19

p=10°
f=15°
6=20°
6=25°
8=30°
9=35°

NATURE T TRATT W

Vv

4
50 (en degrés)

Figure 2.11 :

Ecart entre la

direction de propagation et la direction

du déplacement.
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2.6.2. DISPERSION DES ONDES P

Les figures 2.12 et 2.13 représentent respectivement la vitesse
de phase adlmen51onne11e q, et la vitesse de groupe adimensionnelle Ql dans
la direction k des ondes P numérique obtenues pour différentes valeurs des

paramétres. On constate

- que q, dépend peu de O et de V,

~ que la vitesse de phase des ondes P numériques approche bien
(par défaut) la vitesse des ondes P jusqu'3d G=5 points par
longueur d'onde (erreur relative [l—q]‘ inférieure 3 7 7 ;
1'approximation est d'autant plus précise que le nombre de points
par longueur d'onde est grand (erreur relative |1-q]| de l'ordre

de 2 % pour 10 points par longueur d'onde).

- que 1'approximation s'améliore sensiblement quand Y augmente
au-dessus de 0,5 (pour y=1 et 5 points par longueur d'onde
l'erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P est

inférieure 3 2 %).

La vitesse de groupe adimensionnelle Q] dans la direction k des
- ondes P numériques (cf. (2.86)) dépend de Y, O et V sensiblement de la
méme fagon que q 3 l'erreur relative ll-Qll sur la vitesse des ondes P .

est environ trois fols supérieure & Il—qll.

Remarque 2.2

On peut voir que les courbes q](H) (resp. QI(H) sont tangentes &
ql=1 (resp. Ql=1) en H=0 : ceci est la conséquence du résultat (2.67) montranf
que le schéma réalise une approximation au second ordre de la vitesse de

propagation des ondes P.
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2.6.3. DISPERSION DES ONDES S

Les figures 2.14 et 2.15 représentent respectivement la vitesse
de phase adimensionnelle q, et la vitesse de groupe adimensionnelle Q2 dans
la direction k des ondes S numériques obtenues pour différentes valeurs des

parametres .

On constate que_q, dépend peu de Yy mais beaucoup de v ; q. dépend

également beaucoup de 6 : les valeurs de O voisines de 20° sont les

directions de propagation oli la vitesse continue des ondes S est la mieux

approchée.

Schématiquement on peut distinguer 2 cas

- 0 petit (0° et 15°)

Dans ce cas et pour toutes les valeurs de Vv la vitesse de phase

des ondes S numériques approche bien (en général par défaut) la vitesse

des ondes S jusqu'ad G=5 points par longueur d'onde (erreur relative inférieure

a 10 Z) : la dispersion des ondes S est assez semblable 3 la dispersion des

ondes P.
- 0 grand (30° et 45°)

Dans ce cas l'approximation (en géndral par excds) de la vitesse
des ondes S par la vitesse de phase des ondes S numériques est tré&s bonne
pour y petit et devient progressivement mauvaise pour les grandes valeurs

de Vv (20 Z d'erreur pour G=5 points par longueur d'onde et v=0,4).

La vitesse de groupe adimensionnelle Q2 (cf. (2.86)) dépend de
Y, 6 et v sensiblement de la méme facon que qy 3 1'erreur relative {]—Q2|

sur la vitesse des ondes S est environ trois fois supédrieure i l]—qzl
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1,4 e _

Figure 2.14 : Vitesse de phase adimensionnelle q, des ondes S numériques
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Remarque 2.3 :

Si on suppose w (cf. (2.51)) et Ax donnés, le nombre de points
par longueur d'onde S sera inférieur au nombre de points par longueur d'onde
P. En conséquence, dans un programme simulant la propagation d'ondes P et

d'ondes S, la dispersion des ondes S sera plus forte que la dispersion des

ondes P (sauf pour les valeurs de 6 voisines de 20°).

Remarque 2.4

Rappelons que grace d (2.35) la vitesse de phase des ondes S
numériques est toujours inférieure 3 la vitesse de phase des ondes P numéri-

ques.

Remarque 2.5

On peut voir que les courbes qz(H) (resp. QZ(H)) sont tangentes
a q2=l (resp. Q2=]) en H=0 ceci est la consé&quence du résultat (2.67) montran
que le schéma réalise une approximation au second ordre de la vitesse de

propagation des ondes S.

Ces 3 derniéres remarques ont un caractére général et s'appli-

queront également aux différents schémas que nous &tudierons dans la suite.

2.6.4. MODE D'EMPLOI D'UN PROGRAMME DE SIMULATION UTILISANT

1°) Choix du nombre G de points par longueur d'onde

Le paragraphe précédent a montré que la part la plus importante
de 1l'erreur entre la solution exacte de (1.1), (1.2) et la solution numérique
(de (2.1), (2.2)) provenait de la vitesse des ondes S. C'est donc elle qui
va nous servir de guide pour le choix du nombre G de points de discrétisation

par longueur d'onde.
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Le tableau 2.1 ci-dessous donne 1l'erreur relative sur la vitesse

de phase des ondes S (=|]—q2!) ainsi que sur la vitesse de groupe (=|1—Q21)'
G

pt:bgzrde G=5 G=10 G=20

long. 0 e 0 ¢ 6 € 8 e B e 8 €
5~d'ondel [0°,25°] |[25°,45°1 | [0°,25°1 |[25°,45% | [0°,25°] [[25°,45°]

v =0,1 67 (18%) 3% (72) |V,5%(4,57%)]0,8%(2,3%)40,4%(1,1%)|0,2%(0, 6%
V=0,25 |67 (18%7) 67 (157) |1,572(4,57)| 1,7%(4,8%)0,4%(1,1%)] 0,4%(1,27)
v=0,4 6% (18%) }17% (45%) 1,57(4,5%)| 5% (14%) |0,4%(1,1%)] 1,3%@3,8%

Tableau 2.1 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S(]—qz)
et, mentionnée entre parenthéses, erreur relative sur la

vitesse de groupe des ondes S(1-Q,) pour Yy = 0,5.
2

En conclusion, on notera que 1l'utilisation du schéma (2.1), (2.2)

est colteuse (nécessité de 10 points par longueur d'onde) si 1l'on veut
p p g

approcher correctement la vitesse de groupe des ondes S pour toutes les

ao,3.

valeurs de 6 dés que V est supérieur

2°) Influence deYy

Le tableau ci-aprés donne l'erreur relative sur la vitesse de
phase des ondes P numériques (]l-q]|) ainsi que sur la vitesse de groupe

(=l]—Q]|) en fonction de v,
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G (nb de
pts par
longueur =5 G=10 G=20

d' onde)
N
Y = 0,01 6,57 (19,0 %) 1,6 72 (4,8 %) 0,472 (1,3 %)
Y = 0,1 6,4 7 (18,8 %) 1,6 2 (4,7 %) 0,4 Z (1,3 %)
Y = 0,5 5,4 7 (16,2 %) 1,372 (3,9 2) 0,372 (1,0 %)
Y = 0,8 3,77 (11,3 %) 0,87 (2,5 %) 0,2 7 (0,6 %)
Y = 1. 1,8 Z (5,9 %) 0,4 7 (1,2 2) 0,1 % (0,3 %)

Tableau 2.2 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P
numériques (Il—qll) et, mentionnée entre parenthéses,
erreur relative sur la vitesse de groupe (ll—Qll)

pour v = 0,25.

Ayant choisi un pas de discrétisation en espace Ax convenable,
on prendra donc un pas de discrétisation en temps At tel que Y soit le plus
proche possible de 1, ce qui permet des &conomies de calcul et optimise
la propagation des ondes P numériques sans altérer la propagation des ondes
S numériques. Notons que ceci ne sera pas réalisable lorsque le milieu fait
apparaitre de forts contrastes de la quantité Vg + Vg car At et Ax sont fixég

dans tout le domaine : cet inconvénient disparalt quand on utilise un

schéma provenant d'une discrétisation en éléments finis.
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3°) Influence des paramétres physiques

Les 2 paramétres physiques 6 et VvV influent sur le colit d'une
simulation 3 précision donnée, sauf lorsqu'il n'y a pas d'onde S. Retenons
que un cas est particuliérement difficile i bien simuler : celui d'ondes S
se propageant dans des directions proches de la diagonale du maillage pour

des valeurs de Vv supérieures i 0, 3.




ETUDE DE SCHEMAS NUMERIQUES PROVENANT DE LA DISCRETISATION

PAR ELEMENTS FINIS Q7 DES EQUATIONS DE L’ELASTODYNAMIQUE




Nous reprenons dans ce Chapitre 1'étude faite au Chapitre 2 mais dans le
cas d'une discrétisation par éléments finis Ql des équations de 1'élasto-
dynamique (1.1)(1.2). Nous rappelons au § 3.1 la formulation variation-
nelle du probléme aux lTimites associé aux eéquations de 1'élastodynamique.
Aprés avoir présenté 1'élément fini Q1l, (§ 3.2), nous présentons au § 3.3

2 approximations envisageables des différents produits scalaires interve-
nant dans la formulation variationnelle. Le paragraphe 3.4 précise le sché-
ma d'approximation en temps utilisé et le paragraphe 3.5 récapitule les 2
schémas obtenus.

On étudiera la capacité de ces schémas a rendre compte du caractére propa-
gatoire des solutions du modéle : une &tude de la relation de dispersion,

menée pour chaque schéma respectivement aux paragraphes 3.6 et 3.8, permet

d'établir, en fonction des paramétres du milieu et des paramétres de dis-

crétisation, Tes ondes (P numériques et S numériques) qui peuvent se pro-

pager dans le schéma et la vitesse de phase de ces ondes.

Les paragraphes 3.7 et 3.9 présentent, pour chaque schéma, une étude numé-
rique de la dispersion des ondes.

L'étude présentée aux paragraphes 3.6 et 3.7 a été effectuée par B. JAPIOT,
On utilisera dans ce Chapitre les mémes notations que dans les Chapitres 1
et 2.

3.1. RAPPEL DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE DES EQUATIONS DE L'ELASTODY-
NAMI QUE

Soit @ le rectangle de Rz 10,L[L x 10,2 de frontiére T = T01} Fl U P2
(cf. Figure 3.1).
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To
0 5L
Tl FZ
7
A4
z FZ
FIGURE 3.1.

On considére le systéme des équations de 1'élastodynamique

2
_ au 9 ou , ow du, _ 9 ow | dUy, _
(3.1) P2 3K Max *52) ¥ 250 ~ 57 lgg +52)) = 0
2
aw 3 ou aw W 3 oW | dUy, _
(3.2) ez e Waxt ) v A ) e Bt gg)) = 0

et les conditions aux limites suivantes qui interviennent souvent dans les

applications :

sur FO :
_.q0u _owy _ ¢©
(3.3) Ty = U(52~+ §Y) = E;i on exerce sur Ty une
force de composantes
_ ,¢0U . ow w _ 2
(3.4) Ty, = M My g =, 3, ng
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sur Pl :
(3.5) u=0 conditions de symétrie
| par rapport a Fl.
ow
(3.6) T 0
sur Fz :
(3.7) u=20 par exemple
(3.8) w=20

avec comme valeurs initiales :

(3.9) u(xs 2, 0) = uy(x; 2)
(3.10) WX, 2, 0) = W (x, 2)
(3.11) M (%, 7, 0) = uy(x, 2)
(3.12) M (x, 2, 0) = Wy (X, 2)

On introduit 1'espace V :

V= VX X VZ avec :

(3.13) V. = {v e H(Q) verifiant (3.5) et (3.7)}

- tv < HY() vérifiant (3.8)}.

<<
I

Soit v ¢ VX ; multiplions (3.1) par v et intégrons sur Q. On obtient
aprés intégration par parties et prise en compte des conditions aux limites
(3.3) :
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2
3°u ou oV oW oV ou |, oW _
(3.14) /(p——z'v+ )\+2]J)§—)Z 'a‘;("*'}\‘a—z‘ W+u("a—z—'+§i)az)dg-
f

/o&xvdr

De méme soit v « VZ ; multiplions (3.2) par v et intégrons sur Q. On
obtient aprés intégration par parties et prise en compte des conditions aux
1imites (3.4), (3.5) et (3.6) :

2
9w oW oV au v ou oW, 3V _
(3.15) j(p——z V+(>‘+2“)§z' §z"+>‘é7 §;+U-ﬁ+§;)ﬁ)d9-
Q

Le systéme (3.14), (3.15) écrit pour tout v appartenant respective-

ment & Vet V, est la formulation variationnelle du probléme aux limites
(3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7). On peut montrer sous les
hypothéses du théoreme 3.1 1'équivalence du probléme variationnel et du pro-
bléme aux limites. (cf. par exemple DUVAUT-LIONS [14]) et préciser 1'espace

fonctionnel auquel appartient la solution ( ;

) du probléme :

Théoréme 3.1.

Sous les hypothéses suivantes :

(3.16) 0c<p <p(x) ot 50<a  sA(x)sA" 30<y” <ux) <y
¥ Xe @
(3.17) oY et F, e« L%(30,TC x ) et g?c_/’i et $2% ¢ 1%(30,TC x T)

(3.18) <u0)e Vet (ul>e L(0)1° = H
Yo w1
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Le probléme variationnel défini par (3.14)(3.15), (3.9)...(3.12) et le
probléme aux limites défini par (3.1)...(3.7), (3.9)...(3.12) sont
équivalents, la solution (x) de ces problémes étant telle que :

2

o ou © a © ] ~ !

(3.19) ue L7(0,T5V) 5 55 « L7(0,T3H) et E; e L”(0,T3V') od V
est le dual de V. |

Orientation :

Les 3 paragraphes suivants décrivent la facon dont on obtient un
schéma numérique réalisant 1'approximation du probléme variationnel (3.14)
(3.15) par des é&léments finis Ql. Ceci se fait en 2 étapes. La premiére
étape (semi discrétisation en espace), qui fait 1'objet des § 3.2 et 3.3,
consiste a établir 1'approximation des différents produits scalaires dans
LZ(Q) des fonctions ou des dérivées en espace de ces fonctions apparaissant

dans la formulation variationnelle (3.14)(3.15) en supposant le temps fixé.

A 1'issue de cette étape, on est conduit & un (grand) systéme d'équa-
tions différentielles du second ordre en temps portant sur les fonctions
uij(t) et Wij
indices i et j. On approche alors de la solution de ce systéme différentiel

(t) approchant u(x,z,t) et w(x,z,t) au noeud référencé par les

par une discrétisation en temps : ceci est 1'objet de la seconde étape.
(§ 3.4). _ g

3.2. APPROXIMATION DE L'ESPACE V PAR DES ELEMENTS FINIS QI

On découpe le domaine @ par un maillage régulier dont la grille est

formée (cf. Figure 3.2.) des droites d'équation x = iAx et z = jaz ; 1'in-
tersection de ces droites détermine le noeud Mij' On suppose Ax et Az choi-
sis de telle sorte que 1'on ait :

(3.20) L = Iax et Z = Jaz avec I et J entiers.
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A i L=IAx
O! $ X ' 1AX E .
AzI%
M. .
: !
% i
; i
Z=JAz
v
b4
FIGURE 3.2

On appelle h le couple de nombres (Ax, Az)et Qh 1'ensemble des qua-
drilatéres de cdtés Ax, Az formés par la grille précédemment définie.

On considére 1'espace Wh (des éléments finis Q1 définis sur Qh) :

W, = {vh € Co(ﬁ) dont Ta restriction & chaque quadrilatére Q de Qh est en
polynome de degré 1 séparément en x et en z}.

On peut montrer qu'une base de 1'espace vectoriel wh est formée par
_les fonctions Pij définies par :

A
—

(3.21) pij(Mi'j') =§1 tsii=di'etj=J" 0si,i'
0 : sinon J.J'

A

A
Co

En conséquence les fonctions i de W, peuvent s'écrire :
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(3.22) e 2o Yn(Mig)Ps; = ,:E:: Yig P4

i=0,1 i=0,1
j=0,J =0,J
(les Vij sont des nombres, les pij sont des fonctions)

On considére maintenant ]‘espace w,

Vh = th X th
avec
Vg = v, e W telles que Vij = 0 Vij=0,0sii=00ul
(3.23)
= = V' =
Vi, {v, e W telles que Vi 0 vj =0, J et
Vig = 0 Vi =0, I}

L'espace Vh approche 1'espace V défini en (3.13) et on peut énoncer
le résultat classique suivant (cf. par exemple RAVIART [281).

Théoréme 3.2

Pour toute fonction v de V on a :

inf v - vhll ~ 0 quand h ~ 0 ot || ||désigne la norme habituelle
VhEVh
dans (H1(2))2. §

Conclusion : I1 sera donc raisonnable de chercher & approcher & tout instant
t la solution du probléme variationnel (3.14)(3.15) par une fonc-
tion de 1'espace Vh ; cette fonction sera solution d'un probléme
approché que nous allons définir maintenant.
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3.3, DEFINITION DES PROBLEMES APPROCHES (SEMI DISCRETISATION EN ESPACE)D

La méthode des éléments finis consiste & établir un probléme approché
obtenu en remplacant dans le probléme variationnel continu
les fonctions (solution et fonction test) de V par des fonctions de 1'espa-
ce Vh‘ Dans une variante (méthode des éléments finis avec intégration numé-
rique) présentée au § 3.3.2., on calcule certains produits scalaires de la
formulation variationnelle de facon approchée a 1'aide d'une formule d'in-

tégration numérique.

On suppose dans la suite 7}; = f}i = 0.

3.3.1. OBTENTION.DES EQUATIONS SEMI DISCRETISEES EN ESPACE

e e e e et e i e et s . i w3 o S . o e e ot e 805 e i S . e e i S S (o e e e e e . o e s e e

u

h

>1a solution du probléme approché obtenu en
W

h
écrivant la formulation variationnelle (3.14)(3.15) pour toute fonction de
la base de Vh c'est-a-dire pour tout vecteur de la forme pij > Pij appar-

Nous appelons (

0
0
tenant @ la base de Vh X(Mj(pij> s pij appartenant a la base de th.

Aprés avoir introduit les composantes ”i'j'.gt W
<9h)sur les vecteurs de la base de V, (cf. (3.22)) :

"h
Uh": E : u.iljlp.ilj!

g ﬁu vecteur

i'=1,1
J'=0,d
(3.24)
Wh = E ; wi'j' p.iljl
i'=0,1
j'=0,dJ

le probléme approché consiste @ résoudre le systéme d'équations différentiel

les suivantes :
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i'=1,1 it=1,1 Q
J'=O,J jI=O,J
Bp 3p 13 3|3 ] PR

1 i'J ij i'j :E:

(3.25) (Bx 9IX B F: 9z )+ w1'3'/ A
i'=0,1 9)
j'=0,d

Pii B i AP,
J il ARSI ¥io= 1,1
( X 9z MT: 9x ) 0 )
Yi =0,J
dzwi.j. _
Z / pp1j pi'j' + Z W.anu (XA + 2p)
i=0,1 9t Jg §1=0,1 0
j'=0,d j'=0,d
3 ] o J s
PU P; 3 . BPU 8!31 it), Z ’ \

(3.26) 3z 02 X X i'g!
i'=1,1 Q
j'=0,J

Pigt Pag ey Pig) ¥i = 0,1
X 3z 9z X : :
¥j =0,d

Ayant adopté une renumérotation, dépendant d'un seul indice, des
noeuds Mij et ayant posé :

u;5(t) .
U(t)= (vecteur des fonctions discrétes inconnues)
(3.27) Wy 5(t)

ot j =0, ..., Jeti=1, ..., I pouruetO, ..., I pourw

le systéme (3.25)(3.26) peut s'écrire :




Les matrices R et K s'appelient respectivement matrice de masse et

matrice de rigidité.

~ Les matrices R et K s'obtiennent en explicitant dans (3.25)(3.26)

les produits scalaires L2 des fonctions de la base des é&léments finis Ql

ou de leurs dérivées en espace. Nous allons expliciter ces produits sca-
laires en utilisant la méthode des contributions (cf. par exemple MERCIER-
PIRONNEAU [247) : on calcule d'abord (assemblage des sous matrices de masse
et de rigidité) les contributions de chaque quadrilatére dans les produits
scalaires ; puis pour un noeud donné (c'est-a-dire ayant fixé le i et le j
apparaissant dans (3.25) et (3.26)) on somme (assemblage des matrices de
masse et de rigidité) les contributions de chaque quadrilatéres pour obte-
nir les différents termes de la ligne, associée a (3.25) ou (3.26) et au
noeud Mij’ des matrices R et K. Compte tenu du support des fonctions de base
les seules contributions non nulles sont celles correspondant aux produits
scalaires de la fonction de base (ou de ses dérivées) associée au noeud Mij
avec une fonction de base (ou avec une de ses dérivées) associée a un noeud
Mi'j' sommet d'un quadrilatére ayant également Mij pour sommet. En conséquenc
il y a lieu, pour 1'assemblage des sous matrices, d'effectuer les produits
scalaires L2 uniquement des fonctions de base (ou de leurs dérivées) associée

aux sommets d'un méme quadrilatére de Qh.

Etant donné un quadrilatére de Qh’ on numérote ses sommets comme indiqu
sur la figure 3.3 et on note Pj la fonction de forme (*) associée au sommet i

(*) restriction au quadrilatére Q de la fonction de base associée au sommet
i




Az

AX

k7

FIGURE 3.3 : Numérotation des sommets d'un quadrilatére Q pour
1'assemblage des sous matrices.

On va calculer des produits scalaires du type :

(3.29) /p P; P

Q

(ou des produits scalaires analogues obtenus en remplacant p par A ou u et
les fonctions de ferme par Teurs dérivées).

(3.30) On suppose les coefficients p, A, et u constants sur chaque
quadrilatére.

Dans ces conditions i1 est facile d'obtenir les valeurs des produits
scalaires du type (3.29) a partir des produits scalaires L2 des fonctions

de forme ou de leurs dérivées.

Ces produits scalaires sont résumés dans le Tableau 3.1.
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On suppose maintenant que les coefficients p, A et p sont cons-

tants dans les domaines Cj, que 1'on appellera couches :

(3.31)

Cj = {(x,2) e|R2 tels que 0 < x < L et

jAz<z< (j+1) Az, je N}

De plus, afin de simplifier 1'exposé, nous allons seulement établir
les lignes des matrices R et K correspondant a des fonctions de bases Pis
avec Mij noeud intérieur & Q (c'est-a-dire Mij d r).

Soit donc Mij noeud intérieur et v la fonction de base qui Tui est
associée. On va utiliser une numérotation locale attachée a Mij dans 1la-

quelle Mij aura pour numéro O et on numérote 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8 les
noeuds voisins de Mij (cf. Figure 3.4.).

C. : couche 1
j-1

5 iJ 1

Cj = couche 2

Figure 3.4 : Numérotation locale des noeuds voisins de Mij utilisée
pour 1'assemblage des matrices R et K.




On adopte également une numérotation locale pour les couches et les
coefficients. :

on appelle couche 1, la couche CJ._1 et couche 2, 1a couche Cj, les coeffi-
cients dans les couches 1 et 2 s'appellent respectivement P Al, Hq et PP

)\2 £ uz.

En notant respectivement Uy et wkles approximations des fonctions in-
connues u et w au noeud numéro k (dans Te repére local 1ié au noeud Mij)’
on peut expliciter, a 1'aide du tableau 3.1 1les différents produits scalaire
apparaissant dans (3.25) et obtenir 1'équation (en u) semi discrétisée en
espace associée au noeud Mij

32 2 2 2 2

3 u - u o u 9 u

Axdx [ Uy (Prt03) 1 5 7
—g | (pf+05) + ( t—)+ p + 0

172 atz 2 atﬁZ 3t 131:2 2 32

1 82u2 82u4 1 82u8 82u6
RS Uwanibw s S Beov sl Sy )]

(3.37)

ax 2 1 2 1
* 3z “2[§ uy =g (Ug+ ug) =3 uz+ & (up+ ug)

A A
1 2
togm Wy —wgt Wg - w) b g (W - wgt Wy - W)

K1 H2

+ 17'(W2 - Wyt oWy - w5)-k 1—-(w6 - Wgt wg - Wl) =0

De méme, en explicitant (3.26), on obtient pour tout noeud intérieur :
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3 W p«+ p BZW azwg azw Bzw
ot (o) gt =)+ ot ey —
3t 2t° ot 3t ’t

O
=
(@)
+
=
[e0]
g
+
w)
=
~d
1
W=
=
—
+
=
ol
St
—_—

La semi discrétisation en espace par éléments finis Q1 conduit donc

au systéme d'équationsdifférentielles (3.37)(3 38) a écrire pour tout noeud

intérieur a 0 auquel i1 faut ajouter les équations (3.25) écrites pout

Mij €T, et (3.26) pour Mij € Tou Ty~

Remarque :

Le schéma pour les noeuds de la frontiére Iy peut étre obtenu & partir
de (3.37) et (3.38) en prenant p; = Ay =g o= 0
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3.3.2. EQUATIONS SEMI_DISCRETISEES EN_ESPACE_AVEC CONDENSATION
DE_LA _MATRICE DE MASSE

On utilise ici Ta méme démarche qu'au § 3.3.1., la différence
venant de 1'utilisation d'une formule d'intégration numérique pour évaluer
certains produits scalaires apparaissant dans (3.25) et (3.26).

o o e o e o o A o e ey e = o =

Les noeuds (et Tes fonctions de base associées) du quadrilatére Q &tant

numérotés comme exposé sur la figure 3.3, on évalue les produits scalaires des

fonctions de forme pipj dx dz par la formule d'intégration numérique
Q

(valable pour toute fonction f suffisamment réguliére) :

1 4
[f dxdz =Zf(f1+ fot fa+ f,) AxAz+ O(h7)

Q

ol fi i=1,2, 3, 4 désigne la valeur de f au noeud i.

Seule Ta matrice R va étre modifiée ; nous aurons maintenant :

Z d2“1 g dzuo P1*P, 4
(3.40) —— o Pij Pyige = AXDZ — 5 + 0(h")
LI dt 0 dt

En utilisant la numérotation locale des sommets exposée sur la figure
3 4, on obtient donc (analogue de (3.37)(3 38)) le systéme d'équations dif-
férentielles suivant, & écrire en tout noeud intérieur a Q :
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PaP oy
' 1 2 0, Az 2 1 1 1
/AxAz (—2——) :)—1;2—*- X (>d-2u)1 [’3} Uy ~ g(u2+u4) +3 Uy - j(u1+u5)]

A 2 1
+ 5 (e 2u), [? Uy - 61'(“6” ug) +g Uy - 3 (up+ “5)]

(3.41)

(3.42)




3.3.3. CONTRAINTES_DISCRETES

Si 1'on décide d'approcher 1'équation continue :

~ au ow
Txx = (A + 2”)5? ”EE

par (approximation centrée au milieu du segment (0,1) de la figure 3.4.) :

h 1 1
Tex = 3ax L (F2u)p+ (w2u), 1 (up-ug) + 5= O A1); (up - ug)

(3.43)
1 M A
*ogax (Mau)p (Ugmuy) +qz (Wy-WakWg-Wg) + g (Wg-wWikw,=W)

et 1'équation :

_ au aw
Txz = “(§E'+ ?ﬁz)

par (approximation centrée au milieu du segment (0,3) de la figure 3 4.) :

h _ 2 1 M1
(3.44) 14 =357 HlUg ~ug) ¥ grp wplupmugtugoug g (Wyowyt g -wg)
1'équation (3.37) apparait comme 1'approximation (obtenue en remplagant les

dérivées en espace par des différences centrées) de 1'équation continue :
82u - aTxx+ asz
pa—*z x| oz

De méme, si 1'on décide d'approcher les équations continues :

_,9u ow
TZZ = k§§»+ (M 2u) a7

et

_ du oW
Tx T Hzt %)

respectivement par :




1
Th = _l__ ()d-zp)l [2(WO - w3)+2—(w1 - w2+ w5 - w4) ]

(3.45)

(approximation centrée au milieu du segment (0,3) de la figure 3 4)

et

e [20wy - Mg) vy - Wy T 6272{[2(‘”1 - Wg) + wg - vyl
(3.46)
M1 Ho
+qpz (Ug = Uzt Up - Up)+ g (Uuy - ug+ ug - uy)

(approximation centrée au milieu du segment (0,1) de la figure 3.4.) 1'équa-
tion (3.38) apparait comme 1'approximation (obtenue en remplagant les déri-
vées en espace par des différences centrées) de 1'équation continue :

2
AT
ot

8L 2
9X ZX 9z ZZ

Conclusion :

On peut associer aux déplacements u et w du schéma (3 .37)(3 38) des
h h h

contraintes discrétes sz’ Tyz® Tox Tsy cgntrées (comme indiqué sur la fi-
gure 3.5) au milieu des cOtés d'une grille décalée d'un demi pas (Ax,Az)
par rapport a la grille initiale. L'introduction de ces contraintes discrétes
permet d'interpréter le schéma (3.37)(3 38) comme un schéma saute-mouton

" réalisant 1'approximation du systéme (du premier ordre) des 5 &quations de
1'&lastodynamique (analogue de (1.5)(1.6) en remplacant u et w par leur dé-
rivée en temps : le schéma obtenu (formé de 6 équations) n'offre pas d'inté-
rét pratique car il ne fait que détailler les calculs effectués dans le

schéma (3.37)(3.38).
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' h
U) :(Txx u
(o | Tgx) (%)
I A > x
() 5 ()
N Y22/ Nzl

/—'\
— .~
N OX T
X X
\-/'
——
£ C
A

cm——— Lo

FIGURE 3.5.

Remarque : on a,pour les contraintes discrétes, utilisé 2 notations diffé-
rentes Thz et Tgx simplement pour préciser 1'emplacement du point ol est

réalisée 1'approximation de la contrainte .

3.4. SCHEMA D'APPROXIMATION EN TEMPS

On a résolu le systéme d'équations différentielles (3 .B) de facon ap-
prochée en utilisant un schéma numérique "explicite" aux différences finies :

On se donne un pas de temps At et on approche le vecteur U,so]ution de (3 28)
a 1'instant nAt par un vecteur u" en remplagant dans (3 28)

d%J 1 nt1 n n-1
— (nat) par =—, (U - 200+ U
dt At

(3.47) et

U(nat) par u”
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On obtient alors le schéma :

34 Lo wu™!
At

- 2RUM+ RUML 4 k" =0

qui permet le calcul successif des u" a partir de U1 et U0 que 1'on obtient
a8 1'aide des conditions initiales (3 9)(3 10)(3 11)(3 192 .

Le schéma ne sera informatiquement explicite que si la matrice R est
diagonale ce qui est le cas de 1'approximation en espace avec condensation
de la matrice de masse (schéma (3 41)(3 42)).

3.5. SCHEMAS DISCRETISES EN ESPACE ET EN TEMPS

On explicite ici, dans le cas d'un milieu homogéne et de Az = Ax, les

schémas numériques obtenus en utilisant les approximations en espace et en
temps présentées respectivement aux paragraphes 3 3 .et 3 4.

On appelle
(3 48) os A, u: la valeur(constante) des coefficients du milieu
(3 49) u? et w? 1'approximation & 1'instant nAt des fonctions u et w au

noeud numéré i dans la numérotation présentée a la figure 3 4 .

3.5.1. SCHEMA AVEC CALCUL EXACT DE LA MATRICE DE MASSE (SCHEMA 2)

On obtient en utilisant le schéma (3 47) pour le systéme (3 37)
(3 .38) :
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L - -
Ax 4(un+1-2un+ u" 1)+ um'1-2un +u.r?1+ Wl
3At2 0 ) 1 1 1 3
~ N n-1 1 n n-1 1 N n-1
- Qg+ ug +u5 —315+u5 * Uy -2u7+ u; o+
1, m1l n n-1 n1 n n-1 n1 n
+ E(UZ - zu2+ Uy “ + Uy - 2u4+ Ug ~+ ug - 2u6+
n-1 1 n n-1
(3.50) +ug t Ug - a18+ ug )]
n 1, n n n n n n . N n
+ (M ) [4u0 -2(u2+ ug + Ug+ ug) + Ug + uy = Z{up + u5)]
1 ~,
eulad - Fhe e e ) -l s o]
3 n
+I(k+u) [wg-w2+ wg—wsj =0
et
sz n1 n n-1 -l n n-1 n1 n
&'2[4(0 -ZIV0+W ) + W]. "2”1'5‘ W]. +W3 -ZNQ‘*‘
n-1 nl n n-1 n1 n n-1 1, ntl n
+ W, +w5 - 3/v5+ Wg o+ Wy -2w7+ Wy +7[(w2 -3~2+
n-1 n 1 n n-1 n1 n n-1 1 n n
+w.2 +w4 -3/\I4+W4 +w6 -2w6+w6 + Wg 2w8+w8
(3.51) &
1, n n n n n n n
+ (M 2u) [4w2 - ?(w2+ w2+ W + w8) - 2(w3+ w7)+ Wi+ ws]

n n

LR N F SN I ]

3 n
+ g (Mu) [ug - Ugt ug

n —
-U8]—

0
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Le schéma (3.50)(3 51) n'est pas explicité : 1'obtention de un+1 et
de w1l 3 partir de u", w", un'l, w1 nacessite 1a résolution d'un systé-

me linéaire .La matrice associée d ce systéme linéaire est creuse : elte
posséde au plus 8 termes hors diagonale non nuls .

Le calcul du deuxiéme membre du systéme linéaire est plus compliqué
que pour le schéma aux différences finies (2.1)(2.2).La figure 3 6. indique
les points qui interviennent dans 1'approximation des dérivées en espace

32 52 32
»—p et

9X 9z aX 9z
a% 2 o2
3y 2 572 X3z

—5
=
!

FIGURE 3.6.

(Tes points intervenant dans le calcul des dérivées discrétes sont marqués o)
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On obtient en utilisant le schéma (3 47) pour le systéme (3 41)

(3 42) :
éﬁf AT VUL BFR 211 i 1(un +u e W+ !
o Atn 0 o o 3 o " plup+ up+ ugt u8) +
n n n n n 1f{n n
(3.52) + Uzt Uy - 2(u1+ u5)]+ %[4u0 -—2E12+ up toug+ u8) - 2(u’3‘+
o n A tu n n n n, _
toupt US] o [w2+w6-w4—w8J =0
et
% [Wn*rl_an_wn-1]+A+2u 4n_l(Wn+ n, n,n
P2 o o % 3 |Mo ~2Wat Wyt wg * vg)
: n n n nl. utan _ Lo n n n
(3.53) - 2(w3+ w7)+ Wi+ w5]+3 [llw0 2(w2+ Wy + Wg t w8)+ Wyt Wy
_ il n Mu n n_.n_  n. _
2(w1-+ WS)] + 7 Lup+ ug - uy Ugl 0
Le schéma (3 .52)(3 .53) est explicite : on obtient unklet wml a partin

n-1

n-1 W

>

n n

de u, w, u par 1'application de simples formules. .

3.6. ETUDE DES ONDES PLANES NUMERIOUES ASSOCIEES AU SCHEMA 2

Nous reprenons dans ce paragraphe 1'étude (et les notations) des § 24

et 2.5 : on suppose Q = ]R2 et on cherche les solutions de (3 .50

sont des ondes planes harmoniques (c'est-d-dire de la forme (2 .50)) .

Nous nous intéressons particuliérement au probléme suivant :

- s - . N
donné un vecteur d'onde k déterminer les pulsations w et vecteur

)(3 51) qui

étant
s d directig




3.25

du déplacement possibles . Ce probléme est résolu par 1'examen de la relation
de dispersion associée au schéma et nous permet de caractériser les ondes P
numériques et S numériques ainsi que leur vitesse de propagation.

3.6.1. DETERMINATION DE LA RELATION DE DISPERSION

En écrivant les relations (3 50) et (3 51) pour e la forme

n
W. .
1]

(2 .50) on obtient 1a relation de dispersion associée au schéma 2 :

20 > > I S
(3 .56) (cos At - 1) a(k) 3+ B (R)d =0
3at? h

ol Bh(?) est 1a matrice (2 2) définie par :

(Bh(TZ))11 = (k+%”) (4 - 2 cos kle cos k,Ax + 2 cos Kohx - 4 cos k10X

Ax

u
+ » (4 - 2 cos kle cos szx - 4 cos kzgx-+ 2 cos k1Ax ]
(é (X)) oy = (224) [4 - 2 cos k,Ax cos k,Ax - 4 cos kAXx+ 2cos kA
(3.57) h{%)) 20 7 -0s Ky 2 A 14>

Ax

u
+ g;?-[4 - 2 cos kle cos szx + 2 cos szx - 4 cos kle]

- - 3(Mu) . .
(B, (K))py = (B,(K))yp = —-(ZXJ‘Z)— sin kybx sin knax

et a(?) est le nombre (toujours positif) :

(3.58) a(?) = (2 + cos kle)(Z + coS szx)
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La relation (3 .56) exprime que, pour que le schéma (3.50), (3.51) adme;
des solutions de la forme (2.90), i1 faut que

1o 20 (1 - cos wAt) a(K) soit valeur propre de la matrice éh(?)
3AtT

=

> . .=
2° d soit le vecteur propre associé a cette valeur propre .

Le calcul de w et de d & partir de Kk demande donc e calcul des valeurs
propres et Yecteurs propres de la matrice éh(ﬁ). Remarquons tout de suite qus
Ta matrice Bh(?) étant symétrique réelle, ses valeurs propres seront réelles
et ses vecteurs propres orthogonaux .

Pour les raisons exposées au Lemme 2 .3. on impose au vecteur d'ong
3> P
k les conditions :

(2.26) {" m
-

Appelons sl(f) et 52(?) les valeurs propres de éh(F) et introduisg

N

kle <
k2Ax <7

AN
=

[7aY

les notati@ns :

be: = (B, (K)),. i=1, 2 j=1,2

(3.59) By = cos kle

w
~no
I

= C0S kZAx

Le polynome caractéristique s'écrit :

2 2 _
s7 - (byy ¥ byp) s+ byg by - by, =0

et le discriminant A est égal & :
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2
_ (X+u) 2 2 2
= 36 *Z;E— L (51 - BZ) + (1 - 51)(1 - 32)]
2
(M) 2
= 36 (1 - B8,
Ax4 17 2
Comme on a d'autre part :
Xt 3
byy + Dyp = zii—z‘ﬁ (4 -2 818 - By - 8)
X

les valeurs propres de Bh(?) sont

1

S =
sz

[(w, 3U)(4 - 2848y - By - By) = 3(A+ u)(1 - By Bg)]

Pour que Te schéma soit stable i1 est nécessaire que le de 1'onde
plane harmonique {(2.50) soit réel, et par conséquent, que 1'on ait :

4 _—
s1(K) et s,(§) ¢ [0, 2 0 (K)] VK

3At

Vérifions d'abord la positivité des valeurs propres ; il suffit de
vérifier que :

(A + 3u)(4 - 28.By = By = By) = 300+ u)(1 -8y By) 20
V(B By) e [- 1,107 et Vi,uz0

On obtient :

[\
o

}\(1 - Bl)(l - 82) + 3U(3 - 8182 = 81 - BZ)
ce qui est toujours vérifié.

Examinons maintenant le Z2éme condition :
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(>"'3U)(4 = 28182 - B]. - Bz)+ 3()‘+U)(1 = 8182)

4
f(8y> Bp) = 24
b o2+ B)) (2+ 8) 3 ut?

I1 faut donc rechercher le maximum de f(sl, Bé).

L. of of .
Le calcul des dérivées 381 et 5@; donne :
1 p(ZkBl) (2+82)
et
of 1 7

[ - 15 u(By+ 2) - (B, + 1)]
% o(ars, P28y b3 :

%£~ et-%g— sont donc négatifs pour (81,82) e [- 1,1]2 ; le maximum
de f(B ,16 ) es% donc atteint pour B, = B, = - 1 et vaut :
1 2 1 2
oA M3 2
F(-1, -1) = 423 ) = 4 (G V)

D'ol la condition nécessaire de stabilité du schéma :

‘/ 2 2 At 1

=

Comme exposé au § 2.4 2. on impose a w la condition 0 < wAt < 7 .
Si la condition de stabilité (3.60) est réalisée, on peut facilement obtenin
les pulsations wq et w, des ondes planes numériques harmoniques associées

aux valeurs propres SI(K) et sz(f). En convenant, comme au § 2.4 .2.

sz(f) < sl(E) on peut exprimer les vitesses de phaseadimensionnelles ql(?)
et qz(i) (cf. (2.80)(2.81)) respectivement des ondes P numériques et des ond
S numériques en fonction des paramétres introduits au § 2.5.
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Soit donc M, 6, v, & définis (2.75), (2.72), (2.77), (2.79). On obtient
pour qq et 9 :

V3

(3.61) 9 * TE Arc cos [1 -y

, 6E°(1-8,8, 1+ (1-81)(1-8;) ]
2(B+2)(By#2)

2
7-58.8,-B1-B,~6E7(1-B,8,)
(3 62) q = ~_ll§;___f Arc cos [1-Y2 12 172 172 ]

2y V 1-8 2(Byr2){Bg+2)
avec
By = cos (27H cose) et
(3.63)
By = cOs (2mH sing)

Remarque : Comme exposé au§2.5.7, nous restreignons 1'étude &@ H « [0, %J

mais n'explorons donc pas tout le carré défini par (2.91).

Remarque : la fonction § - q; ou g, est périodique de période g-et paire ; il
suffit donc de 1'étudier sur [0,%] . Ceci est une conséquence de la symétrie
du schéma .

Conclusion : comme pour le schéma 1, il n'y a pas amortissement mais seulement

dispersion des ondes.

3.6.5. CALCUL DE da PARTIR DE E (ECART ENTRE LA DIRECTION DU DE-

< - . >
Nous ne nous intéressons qu'au premier vecteur propre d1 car nous
PR - . . =~
savons déjd que d2 est perpendiculaire a 31.

Nous obtenons Hl(x%y en exprimant :

(byy - 51) up + b12 Wy o= 0
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. - byo
d1 est donc paraliéle au vecteur

byy-sy

fh supposant, ce que nous justifions dans la remarque ci-aprés :

IN
A

kle

(3.64) o0
szX

0

A
A

on peut exprimer b12 en fonction de 81 et B, par :

b1y = §i§5ﬁl ‘le -85 - ).

D'autre part :

o 3(+n)
b].l = Ol.l = AXZ (B].+ l)(Bz'l).

Donc 31 est paralléle au vecteur 1/(1 - B?)(l - BS)

(1+ Bl)(l - 82)

On constate donc qu'il y a identité (cf. (2.89 )) avec le ler vecteur

propre de la matrice Bh(f) associée au schéma 1. (Attention les By et 8, ne

sont pas les mémes : comparer (3 .59) & (2.29)).

Remarque : (justification de (3 64)) : 1'application qui & 6 associe les di-
rections propres posséde les propriétés suivantes :

- périodicité (période T)
- symétrie par rapport a 2
- imparité.

3.7. ETUDE NUMERIQUE DE LA RELATION DE DISPERSION POUR LE SCHEMA 2
(CAS AX = AZ)

Ce paragraphe reprend 1'analyse faite au § 2.6 ainsi que les notations
utilisées dans ce paragraphe. Nous avons vu que 1'écart entre la direction
du déplacement et la direction de propagation était le méme que pour le sché
ma aux différences finies. Nous renvoyons donc au § 2 6. pour cette étude et
étudions seulement la vitesse de phase et la vitesse de groupe des ondes P e

des ondes S numériques.
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3.7.1. DISPERSION DES ONDES P

mensionnelle qq (définie en (2.80) des ondes P numériques obtenues pour dif-
férentes valeurs des paramétres.

On constate :

- que 9 dépend sensiblement de & : le schéma (3.50)(3 .51) ne conserve donc
pas le caractére isotrope du mcdéle pour la propagation des ondes P. Les
directions les plus favorables pour la propagation des ondes P sont les
directions proches des diagonales du maillage.

- que d; dépend peu de v

- que la vitesse de phase des ondes P numériques approche bien (par excés) la

vitesse des ondes P jusqu'd G = 5 points par longueur d'onde (erreur rela-

tive inférieure & 10 %) ; 1'approximation est d'autant plus précise que le
nombre G de points par longueur d'onde est grand (erreur relative de 1'ordre
de 2 % pour 10 points par Tongueur d'onde) .

- que gy dépend peu de y . On notera cependant que 1'approximation s'améliore

quand vy diminue .

Comme au § 2.6. nous nous intéressons également & la composante dans la
direction k de la vitesse de groupe grgd (w(f)) et avons représenté (figure
3.8) la vitesse de groupe adimensionnelle Q1 dans la direction k des ondes P
numériques (cf. (2.86)) : Q1 dépend de 8, y et v sensiblement de la méme

facon que q1 3 mais 1'erreur normalisée |1 - Ql| sur la vitesse de groupe des
ondes P est environ trois fois supérieure & 1'erreur normalisée |1 - q1| sur

la vitesse de phase des ondes P.

3.7.2. DISPERSION_DES _ONDES_S

La figure 3 9. représente les valeurs de la vitesse de phase adi-

mensionnelle g, (définie en (2.81)) des ondes S numériques obtenues pour dif-

férentes valeurs des paramétres.
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On constate :

- que q 2dépend peu de vy ,

- que g, dépend sensiblement de v : 1'approximation est d'autant meilleure

que v est petit . Aussi, pour un nombre de points G par longueur d'onde

égale a 10 et pour y = 0,5 1'erreur relative sur la vitesse de phase des
ondes S se propageant suivant la diagonale du maillage (6 = 45°) passe de
0,6 % pour v = 0,1. a 1,4 % pour v = 0,4 .La dégradation de 1'approximation
pour les valeurs de v proches de 0,5 est donc moins forte que pour le sché-
ma aux différences finies pour une valeur de G raisonnable (supérieure & 5).

- que le caractére isotrope (indépendance de g, en 6 ) du modéle est bien

conservé pour les valeurs de Vv inférieures & 0,4 . Pour les valeurs de

proches de 0,5 ar dépend sensiblement de 6, les directions les moins fa-
vorables & la propagation des ondes S étant les directions proches des
diagonales du maillage : i1 y a donc inversion des directions de propaga-
tion privilégiées pour les ondes P et pour les ondes S,

- qu'en moyenne ( sur les valeurs de 6 ) la vitesse de phase des ondes S est

moins bien approchée que la vitesse de phase des ondes P a nombre de points
par longueur d'onde fixé .

La figure 3 10 représente la vitesse de groupe adimensionnelle Q, dans
la direction K des ondes S numériques (cf . (2.86)) : Qz dépend de v, 6 et v

sensiblement de la méme facon que q, ; mais 1'erreur normalisée |1 - QZ' sur
Ja vitesse de groupe des ondes S est environ trois fois supérieure a 1'erreur

normalisée |1 - q,| sur la vitesse de phase des ondes S.

1° Choix du nombre G de points par longueur d'onde

La propagation des ondes S étant moins bien approchée que 1a propaga-
tion des ondes P, i1 faudra choisir le nombre G de points par longueur d'onde
d'aprés 1'étude de 1'erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S |
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(1 - q,l) et de 1'erreur relative sur la vitesse de groupe des ondes S

(11 - Q) - (cf .Tableau 3 2)
(nombre )
pointg G =5 5 =10 G =20
r lon-§
aur d'
le)
O~ 0er0°, 5°7 | 0e025°,45°7 | 0€00°,25°] | 8[25°,45°1 | 6e[0°,25°] | 6e[25°,45°]
),1 7% (20%) | 6% (18 %) § 1,7% (5,0%)11,5% (4,5%) }0,4% (1,2%)|0,4% (1,1%)
),25 7% (21 %) | 7% (22 %) } 1,7% (5,0%){1,7% (5,0%) §0,4% (1,2%)|0,4% (1,2%)
),4 9% (28 %) |12 % (37 %) §2,4% (7,0%)}2,9% (8,7%) }0,6% (1,7%)|0,7% (2,1%)
Tableau 3.2 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S(]l—qzl) et,

mentionnée entre parenthéses, erreur relative sur la vitesse
de groupe des ondes sq1-02|) pour y = 0,8.

En conclusion, 1'utilisation du schéma Znécessite de prendre un nom-

bre G de points par longueur d'onde au moins égal

a 10 .

2° Choix de vy

Le tableau 3 3. ci-dessous donne 1'erreur relative sur la vitesse de
phase des ondes P numériques (|1 - qll) ainsi que sur la vitesse de groupe

(11 - Qll) en

fonction de y pour v = 0,25 .
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G (nombre
de points
par 1onT G =5 G = 10 G =20
gueur d
onde)

>
y = 0,01 6,6 % (19,7 %) 1,6 % (4,9 %) 0,4 % (1,2 %)
vy = 0,1 6,7 % (19,7 %) 1,7 % (4,9 %) 0,4 % (1,2 %)
y = 0,8 7,9 % (24,1 %) 1,9 % (5,7 %) 0,5 % (1,4 %)

Tableau 3.3 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P numériq
(|1-q1]) et, mentionnée entre parenthéses, erreur relative
sur 1a vitesse de groupe ([1—Q1]) en fonction de y pour
v = 0,25.

=

L'examen de ce tableau montre que, quitte @ multiplier Te temps calcy
par 8, il vaut beaucoup mieux diviser Ax et At par 2 (en conservant ainsi |
méme y) plutdt que de garder le méme Ax et diviser At par 8 . En conséquencs
on aura intérét & utiliser le schéma (3 50)(3 51) avec un pas de discrétisg

tion en temps At tel que v soit le plus proche possible de 1.

3 ° Influence de 8 et v

Le schéma 2 est globalement moins sensible aux paramétres physiques ¢
et v que le schéma 1 aux différences finies .Le cas le plus difficile & si
muler reste la propagation d'ondes S se propageant dans des directions pro
ches de la diagonale du maillage dans des milieux & fort coefficient de
Poisson .
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3.8. ETUDE DES ONDES PLANES NUMERIQUES ASSOCIEES AU SCHEMA 3

Nous reprenons ici 1'étude faite au § 3 6 . pour le schéma 2.

3.8.1. DETERMINATION DE LA RELATION DE DISPERSION

En écrivant les relations (3 .52) et (3 53) pour de Ta
n
ij
forme (2 50) on obtient la relation de dipersion associée au schéma 3 :

6p - >
(3 67) 2 (coswdt - 1) d+ B, (K)d = 0

ol éh(T()) est la matrice définie en (3 57) .

La relation (3 67) exprime que, pour que le schéma (3 52)(3 53)
admette des solutions de la forme (2.50), i1 faut que :

6 S
1°—p2 (1 - cos wAt) soit valeur propre de la matrice Bh(k),

At
z°d soit le vecteur propre associé d cette valeur propre .
Nous avons déja calculé les valeurs propres de la matrice Bh(?) au

§ 3.6.2., nous allons en déduire :

3.8.2. UNE CONDITION NECESSAIRE DE STABILITE DU _SCHEMA

Pour que le schéma soit stable, i1 est nécessaire que le wde
1'onde plane harmonique ( 2.50) soit réel et, par conséquent, que 1'on ait :

12
sy(k) et s (k) < [0, E;]

La positivité des valeurs propres a été vérifiée au § 3 63 .
examinons donc la Z2me condition que 1'on peut écrire :
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_ (M 3u - M) bx ¢

Un raisonnement simple montre que le maximum de f(sl,sz) est atteint
en un des sommets du carré [-1, 1] x [-1, 17 .Ce maximum vaut

F1, - 1) = 128220 152
P p

D'ol la condition nécessaire de stabilité du schéma :

At
(3 68) Vg s 1

Comme exposé au § 24 .Z.on impose d w la condition 0 < wAt < 7

Si la condition de stabilité (3 68) est réalisée, on peut facilement obteni
les vitesses de phase adimensionnelles ql(f) et ngﬁ) (cf. (2.80)(2.81)) res
pectivement des ondes P numériques et des ondes S numériques en fonction de
paramétres H, 6 , vy , & définis par (2.75), (2.72), (2.77), (2.79) :

s

3 69 -1l 1 _1 g 8, -8 —2-1—(1'&2) © (1-8.) (14
(3.69) 1 = ZrAy rc cos 3 ( ‘58132 1 2) - or ( 1)(

o

[£2 2 2 2 '
1 £ Y vy (1-£°) ]
(3 .70) q F ZTTH'Y 1-‘5 > Arc cos [1-—6—(1'81)(1'8 2)‘——-—62—2——(7" %182 '81

avec gy et B, définis en (3 63).

-

Remarques diverses :

1° Comme pour le schéma 2, il suffit d'étudier les fonctions 6 ~ qq 0U g,

pour 6 [0, %-]

2° Comme pour les schémas 1 et 2, i1 n'y a pas amortissement mais seuleme!
dispersion des ondes .

3° La matrice Bh(f) étant la m@me que pour le schéma 2, ses vecteurs prop
(direction des déplacements des ondes P numériques et S numériques) so
les mémes que pour le schéma z.
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3.4

ETUDE NUMERIQUE DE LA RELATION DE DISPERSION POUR LE SCHEMA 3

(CAS AX = AZ)

ONDES P NUMERIQUES

La figure 3 .11 représente la vitesse de phase adimensionnelle g,

(définie en (2.80)) des ondes P numériques obtenues pour différentes valeurs

des paramétres .

On constate :

- gque qq dépend peu de v,

- que qlhdépend sensiblement de 6, les directions les plus favorables a la

propagation des ondes P sont les directions proches des axes du maillage,

- que la vitesse de phase des ondes P numériques approche bien (par défaut)

la vitesse des ondes P jusqu'@a G = 5 points par longueur d'onde (erreur re-

lative inférieure a 10 %) ; cette erreur tombe a 2% pour G = 10 points par

Tongueur d'onde) ;

- que 1'approximation s'améliore sensiblement quand y augmente au-dessus de

vy = 0,5 (pour vy = 1 et 5 points par longueur d'onde 1'erreur relative sur

la vitesse des ondes P est inférieure & 5 %) .

La vitesse de groupe adimensionnelle Q1 (figure 3 .12) dans la di-

rection k des ondes P numériques (cf. (2.86)) dépend de y, 6 et v sensible-

ment de la méme facon que a7 1'erreur normalisée |1 - Qll est environ 3

fois supérieure a [1 - q1| - Remarquons que Q; prend des valeurs négatives

quand H est proche de 0,5.




Figure 3.11

: Vitesse de phase adimensionnelle q,_des ondes P numériques solutions du schéma 3
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3.9.2. ETUDE DE LA VITESSE DE PHASE qs (FIGURE_3.13) ET DE LA

On constate que :

- que g, EE 02 dépendent un peu de y : 1'approximation s'améliore quand v

augmente au-dessus de 0,5, (1'amélioration est d'environ 10 % quand vy
passe de 0,54 0,8) ;

- que q, et 02 dépendent peu de v pour 6 ¢ [0°25° ; quand v se rapproche
de 0,5 la propagation des ondes S dans des directions proches de 1a dia-

gonale du maillage s'améliore sensiblement

- que, sauf pour le cas trés particulier y = 1, 1'erreur normalisée |1 - q
g Z

(resp. |1 - in) sur la vitesse de propagation des ondes S est, en moyenn

sur 6 et a nombre G de points par longueur d'onde fixé, plus petite que
1'erreur normalisée [1 - q;| (resp. |1 - Q1|) sur la vitesse de propagati
des ondes P. En fait a Ax fixé, les erreurs normalisées seront approximat

vement équivalentes. ;

- que 1'erreur normalisée |1 - 021 sur la vitesse de groupe des ondes S est
environ 3 fois supérieure & 1'erreur normalisée [1 - q,| sur Ta vitesse d
phase des ondes S. ’

1° Choix du nombre G de points par longueur d'onde

Les tableaux 3.4 et 3.5 donnent les erreurs normalisées sur les vi-
tesses de phase et de groupe respectivement des ondes S numériques et des
ondes P numériques .

On constate que le schéma 3 permet des simulations &conomiques ; par
exemple pour des milieux ol X§ est voisin de 0,5 (soit un coefficient de
V
P
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(nombrge - _ _

pointh G=5 G =10 G =20

r lon-
eur d'

de)
Vv~—19 ¢ [0°,25°] |6 ¢ [25°,45°1f 6 « [0°,25°3{0 ¢ [25°,45°1]6 « [0°,25°1 (8 e [25°,45°]
0,1 6% (16%)| 6% (17%) §1,4% (4,0%)| 1,56 (4,4%) | 0,3% (1,0%) 0,4% (1,1%)
0,25 6% (16%)| 6% (15%) 1,3 % (3,8%)| 1,3% (3,8%) | 0,3% (0,9%) 0,3% (0,9%)
0,4 6% (16%) 3% (9%) 1,5% (4,3%)] 0,7% (2,1%) 0,4% (1,1%) 0,2% (0,6%)

bleau:3.4 : erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S ({l—qzl) et, mentionnée
entre parenthéses, erreur relative sur la vitesse de groupe des ondes S(|1-0,|
pour v = 0,8

nombre
pointg G=25 G =10 G = 20
Ton-
ur d'

vy 4 8e00°,25°] 0e[25°,45°] | 6e[0°,25°] 8e[25,45°] | 8e[0°,25°] Be[25°,45°]

0,011 10,5% (25,5%) 11,0% (30,2%)]2,3% (6,7%) {2,7% (7,9%) | 0,6% (1,6%)(0,7% (2,0%)

0,1 §8,7% (25,4%) 10,4% (30,1%)}2,3% (6.6%) [2,7% (7,9%) | 0,6% (1,6%)|0,7% (2,0%)

e S ST et e

0,5 4§ 7,5% (23,2%) 9,3% (27,3%)}1,9% (5,6%) {2,3% (6,9%) | 0,5% (1,3%)]0,6% (1,7%)

0,8 | 5,3% (16,2%' 7,1% (21,9%)}1,3% (3,8%) | 1,7% (5,1%) | 0,3% (0,9%)/0,4% (1,2%)

1 2,9% (9,02)] 4,9% (15,7%))0,6% (2.0%) | 1,1% (3,4%) | 0,2% (0,5%) 0,3% (0,8%)

\bleau 3.5 : erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P(]l-qll) et mentionnée entre
parenthéses, erreur relative sur la vitesse de groupe des ondes P(]l-Qll) pour
v = 0,25
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Poisson v voisin de 0,33) on peut envisager une simulation en prenant & poin
par longueur d'onde S, soit 10 points par longueur d'onde P. Dans ce cas 1'e

reur sur la vitesse de phase des ondes S sera inférieure & 6 % tandis que
1'erreur sur la vitesse de phase des ondes P sera inférieure a 2 %.

2° Choix de vy
IT est clair que 1'on aura intérét & choisir y aussi proche que possib

de 1 ce qui permet une propagation des ondes S et surtout des ondes P optima
tout en minimisant le temps calcul . Malheureusement ceci ne sera pas toujour

réalisable par exemple dans le cas ol la structure du domaine a conduit a 1'
tilisation d'éléments de taille trés différente sans que les contrastes de v
tesse ne compense 1'irrégularité des rapports %§ ainsi obtenus .

3° Influence de 9 et v

On notera que le schéma 3 est relativement peu sensible aux paramétres
6 et v.




CHAPITRE &4

COMPARAISON DES SCHEMAS 1, 2 ET 3




Nous comparons dans ce chapitre les performances (temps calcul,
précision,...) des différents schémas étudiés : schéma aux différences
finies (schéma 1), schéma en é&lément fini Q1 avec matrice de masse exacte
(schéma 2), schéma en élément fini Q1 avec condensation de masse (schéma 3).
Ceci nous permet de préconiser 1'utilisationdu schéma 1 ou du schéma 3

selon que 1'on est ou non intéressé par les propagations d'ondes S -

dans des milieux & fort coefficient de Poisson v. Nous commengons.par 1a
comparaison des schémas 2 et 3 qui est la plus facile.

4.1. COMPARAISON DES SCHEMAS EN ELEMENTS FINIS Q1 AVEC MATRICE DE MASSE
EXACTE (SCHEMA 2) ET AVEC CONDENSATION DE MASSE (SCHEMA 3)

Le schéma 3 permet un calcul explicite de u?+§ et w?+¥ a 1'aide des

formules (3.52) et (3.53). En revanche T'utilisation du séhéma 2 ((3.50)
et (3.51)) conduit & la résolution d'un systéme linéaire pour 1'obtention
de unJ’1 et wn+1. Le temps de calcul nécessaire a 1'exploitation du
schéma 2 dépend de la facon dont on résoud le systéme 1inéaire mais est
de toute fagon nettement supérieure au temps de calcul nécessaire a

1'exploitation du schéma 3.

4.1.2. COMPARAISON DES SCHEMAS POUR LA PROPAGATION DES ONDES P

| 'examen des tableaux 3.3 et 3.5 montre que le schéma 3 permet une
aussi bonne approximation de la vitesse de propagation des ondes P que
le schéma 2 dés que y est assez grand (compris entre 0,5 et 1). Pour v
petit (inférieur & 0,1) le schéma 2 donne un meilleur résultat.

Le tableau 4.1 ci-dessous synthétise le comportement des schémas 2
et 3 en fonction des différents paramétres.
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erreur normalisée
sur la vitesse de dépendance dépendance -
phase des ondes P en v en o dépendance en y
(11 - qll)
Schéma 2 pratiquement fonction fonction 1égérement
indépendante |décroissante| croissante en y ; schéma
de v de 6 sur plus précis que le
[0°,45°) schéma 3 pour vy < 0,5
Schéma 3 pratiquement fonction fonction décroissante de
indépendante | croissante | y sur [0,1] ; précision
de v de 6 sur meilleure que celle du
£0°,45°] schéma 2 pour y > 0,5
TABLEAU 4.1. : Comportement des schémas 2 et 3 en fonction des

paramétres pour la propagation des ondes P.

Remarque 4.1. : Dans les simulations la direction verticale est en général

prépondérante par rapport aux directions horizontales et obliques (de 1a
1'intérét de certains modéles a une dimension d'espace) ; le fait que le
schéma 3 ait, & 1'inverse du schéma 2, un comportement meilleur pour les
petites valeurs de & ne fait que renforcer son intérét.
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L'examen des tableaux 3.2 et 3.4. montre que, pour 1'approximation

de la vitesse de propagation des ondes S, le schéma 3 est en général

aussi bon que le schéma 2 et nettement meilleur que celui-ci dés que

v est supérijeur a 0,3.
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erreur normalisée

sur la vitesse de dépendance - 2
phase des ondes S en v dépendance en v dépendance en 0
(11 - qu)
Schéma 2 pratiquement |dépend peu de v la dégradation de
indépendante {pour v < 0,3 ; 1'erreur pour
forte dégradation |v > 0,3 est d'autant
pour les valeurs |plus forte que © est
de v > 0,3 grand
Schéma 3 fonction dépend peu de v dépend peu de 8 pour
1égérement |pour v < 0,3 ; v < 0,3.Pour v > 0,3
décroissante |amélioration pour |1'amélioration est
en y sur v > 0,3 et d'autant meilleure
[0,1] 8 e [25°,45°] que 6 est grand
TABLEAU 4.2. : Comportement des schémas 2 et 3 en fonction des

4.1.4. CONCLUSIONS

paramétres pour la propagation des ondes S

Le schéma 3 est nettement plus intéressant que le schéma 2 qui demande

un temps de calcul nettement supérieur sans apporter d'amélioration sensible

sur la propagation des ondes numériques. Le schéma 2 pourra éventuellement

étre supérieur au schéma 3 dans le cas treés particulier ou 1'on est obligé

d'utiliser de petites valeurs de y (y < 0,1) et ol v est inférieur & 0,3.

4.2. COMPARAISON DES SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES (SCHEMA 1) ET EN

ELEMENTS FINIS Q1 AVEC CONDENSATION DE MASSE (SCHEMA 3)

Le temps calcul des schémas 1 et 3 dépend sensiblement de 1'agencement

des calculs associés a ces schémas.

Nous envisageons 2 organisations possibles des calculs :

- la programmation utilisant Te caractére homogéne du milieu :

i1 s'agit alors de la programmation naturelle des schémas
(2.1 ) (2.2 ) et (3.52) (3.53).




bl

- 1a programmation dans le cas général d'un milieu non homogéne
(et éventuellement d'éléments finis de taille différente).

I1 est clair que la deuxiéme organisation des calculs est la plus
intéressante en pratique ; malheureusement 1'analyse du temps calcul dans

ce cas sera moins fine que pour la programmation & milieu homogéne.

1° Programmation_utilisant_le_caractére_homogéne du milieu_et_du_maillage

En sachant que les résultats intermédiaires peuvent gtre
réutilisés par la suite

- la programmation du schéma 1 (2.1 ) (2.2 ) demande 24 additions
et 6 multiplications.

- 1a programmation du schéma 3 (3.52) (3.53) demande 38 additions
et 8 multiplications.

En supposant qu'une multiplication est équivalente, du point de vue
temps, a8 5 additions :

- le schéma 1 demande, pour une valeur donnée de i, j et n,
1'équivalent de 54 additions.

- le schéma 3 demande 1'équivalent de 78 additions.

On constate donc que si At et Ax sont identiques le schéma 3

demande environ 1,5 fois plus de temps que le schéma 1.

Dans ce cas les schémas 1 et 3 s'écrivent sous la forme :

(4.1) UL TS S WA

@.2) Wt - Wt

+ A" +Btu”

Méme en ne tenant pas compte du temps d'assemblage des matrices A,
A', B, B', le temps calcul du schéma (4.1) (4.2) depend sensiblement de
la facon dont on a stocké les matrices (creuses) A, A', B, B' (méthode
du profil, stockage des adresses des &léments non nuls, ...).
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Dans ces conditions, la comparaison des temps calculs des schémas 1
et 3 n'est pas facile a faire. On peut cependant remarquer que les
matrices associées au schéma 3 étant généralement moins creuses que les
matrices associées au schéma 1, le temps calcul du schéma 3 sera entre

1 et 1,5 fois supérieur au temps calcul du schéma 1 si les pas de
discrétisation en espace Ax et en temps At sont identiques pour les

2 schémas.

Ces conditions de stabilité sont :
2

V2 + V2 At <1 pour le schéma 1
P S 2
Ax

.VP *%5— <1 pour le schéma 3.

Le schéma 3 permet donc, a Ax fix&, 1'utilisation de pas de temps
plus arands que le schéma 1. Ce résultat joint & la conclusion du
paracraphe précédent montre que, du moins dans le cas d'un milieu
quelconque, les temps calculs des schémas 1 et 3 sont a peu preés
identiques quand Ax et y sont fixés. ’

L'examen des tableaux 2.2. et 3.5. montre que la vitesse de
propagation des ondes P est environ de 1,5 fois (pour 6 compris entre 0°
et 25°) a 3,5 fois (pour 6 compris entre 25° et 45°) mieux approchée

par le schéma 1 que par le schéma 3.

Le tableau 4.3. ci-dessous synthétise le comportement des schémas 1
et 3 en fonction des différents paramétres.




4.6

erreur normalisee
sur la vitesse de dépendance dépendance dépendance
phase des ondes P en v en o en y
(ll = qll)
Schéma 1 pratiquement |pratiquement fonction
indépendante |indépendante | décroissante
de v de 6 de vy sur
ro,13
Schéma 3 pratiquement fonction fonction
indépendante | croissante | décroissante
de v de & sur de vy sur
[0°,45°] {0,113

TABLEAU 4.3. : Comportement des schémas 1 et 3 en fonction des

paramétres pour la propagation des ondes P.

4.2.4. COMPARAISON DES_SCHEMAS POUR_LA PROPAGATION DES_ONDES_S

L'examen des tableaux 2.1. et 3.4. montre que la vitesse de propa-
cation des ondes S est approchée avec la méme précision
et 3 pour 6 ¢ [0°,25°] a 0,25, le schémg
est nettementpréférable au schéma 1 car il permet d'obtenir,ad Ax donné, une

par les schémas 1

. Pour 8 ¢ [25°,45°] et v supérieur

erreur sur la propagation des ondes S sensiblement identique & 1'erreur sur |
propagation des ondes P pour des ondes P et S de méme fréquence temporelle.
Précisons ceci : Soit GP (nombre de points par longueur d'onde P) = 10
et appelons GS le nombre de points par longueur d'onde S. On suppose que
les ondes P et S ont 1a méme pulsation w. GS dépend de v et on a :
)

_ S
GS = GP —V;_ .

Le tableau 4.4. ci-dessous donne en fonction de v 1'erreur relative
|1 - q2| sur la vitesse de propagation des ondes S numériques, pour

8 ¢ [25°,45°] et GP = 10.
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v Vp/Vs G 11 - q2| (schéma 1) |1 - q2[‘(schéma 3)
0,1 1,5 7 1,5% 3,5%
O,éS 1,7 4% 4%
0,4 2,5 30% 5%
TABLEAU 4.4.

Le tableau 4.5. ci-dessous synthétise le comportement des schémas 1

et 3 en fonction des différents paramétres.

erreur normalisée
sur la vitesse de dépendance = 5
phase des ondes S en y dépendance en v dépendance en 6
(ll - qu)b
Schéma 1 pratiquement dépend peu de v la dégradation au
indépendante |pour 8 ¢ [0°,25°; |deld de v = 0,3
de v forte dégradation j[est d'autant plus
au dela de v = 0,3:forte que 8 est
pour 6 ¢ [25°,45°]{grand
Schéma 3 fonction  |dépend peu de v dépind’ge%.:§é$io-
légérement |pour 1:ang1e 9 le 52%18%\dé ia-précﬁ
deg:o1s§32te plus défavorable 51 on auand 6 croit
[0Y1] sur [0°,45°1 pour
? v>0,3
TABLEAU 4.5. : Comportement des schémas 1 et 3 en fonction des

4.2.5. CONCLUSIONS

paramétres pour la propagation des ondes S

Le schéma 3 sera supérieur au schéma 1 dans le cas (qui n'est pas rare

en pratique) ol 1'on est intéressé par la propagation d'ondes S suivant des

directions faisant un angle supérieur & 25° avec 1'une des directions du

maillage dés que le coefficient de Poisson du milieu dans lequel s'effectue

la propagation & une valeur voisine de 0,3.




CHAPITRE 5

ETUDE DE SCHEMAS NUMERIQUES PROVENANT

DE LA DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS Pl

DES EQUATIONS DE L'ELASTODYNAMIQUE




5.1

Nous reprenons, dans ce chapitre, 1'étude faite au chapitre 2 mais dans
le cas d'une discrétisation par &léments finis Pl de la formulation va-
riationnelle (3.14) (3.15). Aprés avoir présent& au § 5.1 1'élément fini
Pl, nous envisageons au § 5.2 deux semi-discrétisations en espace du
probléme variationnel (3.14) (3.15) correspondant 3 deux triangulations
différentes du domaine Q. Les deux schémas numériques (schémas 4 et 5)
obtenus aprés discrétisation en temps sont présentés au § 5.3. Puis

nous étudions les ondes numériques qui peuvent se propager dans chaque
schéma : au § 5.4 nous établissons la condition de stabilité et caracté-
risons les ondes numdriques, solutions du schéma 4; puis nous étudions
numériquement au § 5.5. comment ces ondes dépendent des paramétres phy-
siques du milieu et des param@tres de discrétisation. La méme &tude est

reprise, pour le schéma 5 aux § 5.6 et 5.7.

On utilise, dans ce chapitre, les notations et certains résultats intro-—

duits au chapitre 3,

5.1. APPROXIMATION DE L'ESPACE V PAR DES ELEMENTS FINIS P1

Considérons le domaine Q de la figure 3.1 et l'espace V défini en

(3.13). Nous effectuons un découpage (triangulation) de Q par des

triangles comme indiqué sur la figure 5.1 : on appelle Th 1'ensemble des

triangles ainsi formés et on numérote par 2 indices i et j les noeuds

Mij de la triangulation.

N7 . . FZ

Fig. 5.1 : Triangulation du domaine {




5.2

On appelle h le rayon du plus grand cercle circonscrit aux diffé-

rents triangles et on considére 1l'espace W (des éléments finis P1 définis

sur la triangulation Th)

Wh = {vh

un polyndme de degré 1 globalement en x et z}.

€ Co(ﬁ) dont la restriction i chaque triangle de Th est

On peut montrer qu'une base de l'espace vectoriel W, est formée par

h
les fonctions pij définies par :
1 si j=j'eti=1"
(5.1 p--(M-v-|) =
R 0 sinon

En conséquence, les fonctions N de W_ peuvent s'écrire :

h

(5.2) vy = ‘Z. Vh(Mij) p]._j =.z.v.. p..
1,] 1,]

(1les vij étant des nombres et les pij des fonctioms).

On considére maintenant 1'espace Vh :

(5.3)
th = {vh € Wh telles que vij =0 si Mij el v Tz}
th = {vh € Wh telles que vij =0 si Mij € Fz}

L'espace V, approche 1l'espace V (cf. par exemple RAVIART [281)
b P P

Théoréme 5.1

Pour toute fonction v de V on a :

inf |lv - v +~ 0 quand h » 0

vaVh

wll

oi || || désigne 1a norme habituelle dans (H](Q))z.




5.3

5.2. DEFINITION DES PROBLEMES APPROCHES (SEMI-DISCRETISATION EN ESPACE)

Aprés avoir défini une triangulation du domaine @, nous obtenons le
probléme semi-discrétisé en espace en utilisant la méthode exposée au
§ 3.3.2. On remplace dans la formulation variationnelle (3.14) (3.15) les
fonctions (solution et fonction test) de V par des fonctions de Vh'
Compte tenu de la supériorité du schéma 3 sur le schéma 2 (cf. chapitre 4)
nous n'avons développé que la méthode de condensation de la matrice de
masse, c'est-d-dire que les produits scalaires L2 des fonctions seront

évalués 3 1'aide d'une formule d'intégration numérique.

Nous n'envisageons ici que deux triangulations particuliéres du
domaine Q dans lesquelles tous les noeuds ont les mémes caractéristiques
géométriques ceci afin que la relation de dispersion soit formée seulement

de deux équations comme aux § 3.6 et 3.8.

On suppose dans la suiteq}; =(3'; = 0.

5.2.1. EQUATIONS SEMI _DISCRETISEES EN_ESPACE POUR_UNE_TRIANGULATION

On considére une triangulation du domaine Q semblable & celle

de la figure 5.2. Le choix d'une telle triangulation est expliqué dans la

remarque suivante :

Remarque : Tous les noeuds intérieurs ont les mémes caracté-
ristiques géométriques c'est-d-dire qu'ils sont liés a leurs voisins
comme indiqué sur la figure 5.4 : ceci est une particularité de la trian-
gulation que nous avons adoptée. En conséquence, nous obtiendrons des
8quations semi-discrétisées en espace indépendantes du noeud intérieur choisi

d'oli une relation de dispersion réduite 3 deux &quatioms.
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AX

Az

Figure 5.2 : Triangulation du domaine 2 par des triangles rectangles

Dans cette triangulation on note M, . le noeud situé en

1]
X = iAx et z = jAz,

On peut alors suivre exactement la démarche utilisée au

§ 3.3.1 et introduire les matrices de masse R et de rigidité K (cf. 3.28)

que nous allons établir maintenant par la méthode des contributions.
1°) ASSEMBLAGE DES_SOUS-MATRICES

11 faut considérer 2 types de triangles (appelés T et T')

et pour chaque triangle T ou T' on numérote les sommets comme indiqué

sur la figure 5.3. On note 1 la fonction de forme associée au sommet i.




Az

5.5

Ax. - Ax

N

v
N
Vv

-

Figure 5.3 : Numérotation des sommets des triangles T et T' pour 1'assemblage

des sous—matrices

Si on suppose que

(5.4) Les coefficients p, A, u sont constants sur chaque triangle.

On peut facilement ré&aliser 1'assemblage des sous-matrices emn
. . 2 .
calculant les produits scalaires L° des fonctions de forme ou de leurs
dérivées. Les produits scalaires des fonctions de forme ont &té calculés

en utilisant la formule d'intégration numérique

(5.5) f £ dx dz =% (£, + £, + £;) ax bz + o™
T )

o f. i =1, 2, 3 désigne la valeur de f au noeud i.

Les valeurs obtenues des produits scalaires figurent dans les

tableaux 5.1 et 5.2,

Az




5.6

triangle T AT I eI P3| 2
riangte P 3% 3z Py 5% 32 P3 5% 3z
Ax Az
Py 6 0 0
Bp]
— 0 0 0 0 0 0
ox
ap1 0 Ax 1 0 R Ax
dz 2Az 2 2 2Az
p AxXAz
2 0 A 0
Py 0 1 sz |, bz | _ 1
ax 2 2Ax 2Ax 2
sz
— 0 0 0 0 0 0
oz
6
%P3 o 1 _bz | bz 1
3 2 2A% 240x 2
3 o | - T TS
3z 2Mz 2 2 Az
Tableau 5.1 : Valeur du produit scalaire des fonctions de forme associées

d un triangle T et de leurs dérivées.




5.7

Triangle T T ®y | 3y %y | 9pg
ng Py Ix 0z Py X 3z P X 3z
. AxAz
P 3 0 0
oP; Az 0 Az _1 0 1
X 2hX 7AX 2 2
ap]
—_— 0 0 0 0 0 0
3z
AxAz
Py 0 5 0
) _ Az 0 Az 1 0 1
X 2Ax 2Ax 2
) 1 0 1 bx 0 Ax
oz 2 2 20z 2Az
AxAz
P4 0 0 6
ap3
— 0 0 0 0 0 0
X
P3 1 0 Sl o] o |t
3z 2 2 2Az 20z
Tableau 5.2 : Valeur du produit scalaire des fonctions de forme associées

& un triangle T' et de leurs dérivées




5.8

Nous allons seulement établir les équations semi-discré-

tisées 3 partir de (3.25) et (3.26) pour i et j indexant un noeud intérieur.

Nous supposons, comme en (3.31) que les coefficients p, A, u

sont constants par couche horizontale et nous utilisons, &tant donné un

noeud Mi" une numérotation locale des noeuds voisins et des couches

(cf. figure 5.4).

3 2
Mij ‘ Couche 1
—_— — — 4 : 1.
. 0 . .
. : : Couche 2
5
6
Figure 5.4

Numérotation locale des noeuds voisins deé Mij

pour l"assemblage des matricesR et K

On appelle Pys A], Hy et Py XZ’ Uy les valeurs des coef~

ficients du milieu respectivement dans les couches 1 et 2.

En notant_u et w, les approximations des fonctions incon-
nues u et w au noeud numéro k (dans le repére local 1lié au noeud Mij)’ on

peut expliciter, 3 1'aide des tableaux 5.1 et 5.2, les différents produits
p

scalaires apparaissant dans (3.25) et obtenir 1'équation semi~discré@tisée

en espace associ@e au noeud Mij'




(5.6)

intérieur :

(5.7)

5.9

2
Py * Py d Y Az
(———E———O AX Az dt2 + [(n + 2u)1 + (0 + 2u)2] A% (2 u -y

Ax

Ax
* Hy Az (u

o u3) T U Az (u6 - uo)

.)‘1 A
+ 5 (w2 SwWytw - w3) + E—-(w

2 1 T, h W, T W)

5

H )
g ey ey Swg) ks (W Wy g W) =0

De méme, en explicitant (3.26), on obtient pour tout noeud

2
Py tog W up Uy,

0
Ax Az ( 7 ) 7+ 5 = (2 LA W4)
dt

Ax Ax S
*ag A+ 20, (v - wg) * 5y 2w, (w, = we)

Xl A
tg (ug s muy mug) 5= (g = uy ¢ ag - )

Ul H
+ 57 (u2 -y + u - u3) + 7 (u5 -y, + u - u6) =0

La semi-discrétisation en espace par &léments finis Pl

conduit donc, pour la triangulation choisie au systéme d'é@quations diffé-

rentielles (5.6 ) (5.7 ) 3 Bcrire pour tout noeud intérieur 3 Q auquel il

faut ajouter les &quations (3.25) décrites pour Mij € Fo et (3.26) pour

M.. el ur
1j o

1 équations que nous n'avons pas explicitées.




5.10

I1 n'est pas possible de trianguler le rectangle { uniquement
par des triangles équilatéraux. Comme nous ne nous intéressons qu'aux
équations semi-discrétisées en espace & l'intérieur de @, nous considérons
cependant des triangulations de  semblables @ celle de la figure 5.5 et
appelons noeuds intérieurs les noeuds 3 l'intérieur du domaine Q' représenté

sur cette méme figure en traits épais.

AX
—>

3

\VAVAV/IR

NN

AVAVAVAVAV

e frontiére de Q

Fig. 5.5 : Triangulation de §' par des triangles &quilatéraux

Remarque : Comme pour la triangulation envisagée au § 5.2.1

les noeuds intérieurs (3 Q') ont les mémes caractéristiques géométriques

ils sont liés a leurs voisins comme indiqué sur la figure 5.7.

Dans cette triangulation on note Mij le noeud de coordonnées
(1 et j elN):

3 i Ax si j est pair

i+ %JAX si j est impair




En utilisant la démarche utilis&e au § 3.3.1, nous alloms

8tablir les matrices de masse R et de rigidité K définies en (3.58).

1°) ASSEMBLAGE DES_SOUS-MATRICES

La triangulation de la figure 5.5 posséde 2 types de trian-

gles (appelés T et T'). On numérote pour chaque triangle T ou T' les sommets

comme indiqué sur la figure 5.6 et on note P; la fonction de forme associée

au sommet 1.

AX

1 & >
. = AX
Triangle T K Triangle T'

Figure 5.6 : Numérotation des sommets des triangles T et T' pour 1'assem-

blage des sous-matrices

Si on suppose que les coefficients du milieu p, A et y sont

constants sur chaque triangle on peut facilement réaliser 1'assemblage des

sous-matrices 3 partir des produits scalaires des fonctions de base et de

leur dérivées calculés dans le tableau 5.3.

Les produits scalaires des fonctions de base ont Eté obtenus

en utilisant la formule d'intégration numérique

(5.8) f dg dz = (£, + £, + £.) sz !§T+ O(Axa)
T 1 2 3 12
ot f, i =1, 2, 3 désigne la valeur de f au noeud i.

1




e ? | Ppy By | 2P CET
Triangle Py 3% 5z ) o9x oz P3 3x 9z
2 V3
p] Ax "]—2— 0 O
apl
—_ 0 0 0 0 0 0
X
2] 0 /3 1A R |
9z 3 2 6 2 6
2V3
P, 0 bx 17 0
apZ 0 __l_ _/:3_ -_— -l—— - [:i - l
3% 2 4 4 4 4
Py o | -3 1| A 1| A
Y 6 4 12 4 12
2 V3
2 4 4 4 4
X
dp4 0 .3 _1 3 LI )
3z [ 4 ) 4 12

Tableau 5.3 : Valeurs du produit scalaire des fonctions de forme associées &

un triangle T et de leurs dérivées.

Pour le triangle T', on note que les dérivées d'une fonction de
base sont les opposés des dérivées de la fonction de base de meéme numero du

triangle T : les produits scalaires sont donc les mémes.




= e o e o e . e i S e . i S T e TP i . o e it e B . A Y e

Nous supposons, comme en (3.31) que les coefficients du

milieu p, A, p sont constants par couche horizontale et nous utilisons,

é€tant donné un noeud intérieur Mij’ une numérotation locale des noeuds

voisins et des couches (Fig. 5.7)

Couche 1

Couche 2

Fig. 5.7 : Numérotation locale des noeuds voisins de Mij utilisée pour

1'assemblage des matrices R et K




On appelle s A], My et p,, 12, My les valeurs des coeffi-

cients du milieu respectivement dans les couches 1 et 2.

En notant__uh et

w, les approximations des fonctions incon-

h

nues u et w du noeud numéro h (dans le repére local 1lié au noeud Mij) on

peut expliciter, & 1'aide du tableau 5.3, les différents produits scalaires

apparaissant dans (3.25) et obtenir 1'équation semi-discrétisée en espace

assoclée au noeud Mij

2
2 /— d u
ax_ V3 (0 ,4p,) ——= + [(W+2u), + (A+2u) ]-ﬁg (2u -u, - u,)
2 4 1 72 2 1 27 4 o 1 4
At dt
V3 1 2 /3 1 2
vy b gl T glugrug d ey g ey ogleyrey) - glegh
(5.9)
A] AZ
+ T (2 W, = 2 vy + W, ~ wd) + i (2 Wy = 2 Ve + Wy w4)
8! Y2
+ T (2 w, = 2 Wy W, - WA) + (2 wg - 2 Ve + L/ wl) =0
De méme, en explicitant (3.26), on obtient pour tout noeud
intérieur :
2 d2w
Ax” V3 o /3 _ _
5 Z—'(Ol+02) 5 * (ul+u2) i (2 v, T v, wa)
At dt
V3 1 2
+ (>\+2u)1 5 [wo g (w|+w4) 3 (w2+w3)]
V3 1 2
(5.10) * (H20), 5= [v + ¢ (w +w,) — 5 (w5+w6)]
A Ao
+ T (2 u, = Ug + u, - ua) + Z—-(Z ug - 2 ug + u, - u])
! Y2 -0
+ Z—-(Z u, - 2 ug +tu, - ul) + . (2 ug - 2 ug +u - uh) =




La semi-discrétisation en espace par Eléments finis P}

conduit donc, pour la triangulation choisie, au systé&me d'é&quations dif-

férentielles (5. 9) (5.10) & écrire pour tout noeud intérieur 3 Q' auquel

il faut ajouter les équatiomns (3.25) et (3.26) pour les autres noeuds,

équations que nous n'avons pas explicitées.

5.3. SCHEMAS DISCRETISES EN ESPACE ET EN TEMPS

Nous explicitons ici, dans le cas d'un milieu homogéne, les

schémas numériques obtenus en utilisant le schéma d'approximation en

temps présenté au § 3.4 pour résoudre le systéme différentiel constitué

les équations semi-discrétisées en espace.

On appelle :

(5.11) 0, A, u : la valeur (constante) des coefficients du milieu

n

n . . - . .
(5.12) u, et wo 1'approximation 3 1'instant n At des fonctions u et w

au noeud numéro i dans la numérotation locale présentée & la

figure 5.4 ou 5.7.

5.3.1. PRESENTATION DU SCHEMA 4 (&lément fini P1, triangulation & 1'aide

de triangles rectangles, condensation de masse, schéma explicite
en temps)

Le schéma obtenu est constitué des deux équations :

p_Ax Az (un+] -2 a4+ ) + (A+2u) (2 at - u? - un)
At2 0 o o 1 4
(5.13)
+-%§§(2 un n ) + (A+u) (2w +wg ? §+w§—w2—wg) =0
p AX Az n+l n n-1 Ax n_ n_ . n
———ZZE——(WO 2 Wt Y + (A+24) Az (2 W T Vg w6)
(5.14)
HAz _.n_ A+u n_onn,no oo
+ o (2 w - wa) =) (2 u +u2 u-u 3 ug u, u6) 0




Commentaires sur le schéma :

Py . . + - .
1°) Le schéma est explicité : on obtient uz ! et w a partir

de un, wn, un_l, wn—l par une simple formule.

2°) L'approximation des dérivées en espace fait intervenir les

points indiqués sur la figure 5.8.

Fig. 5.8 : Approximation des dé&rivées en espace dans le schéma 4

(les points intervenant dans ces approximations sont marqués ®).

5.3.2. PRESENTATION DU SCHEMA 5 (élément fini Pl, triangulation & 1'aide
de triangles &quilatéraux, condensation de masse, schéma expli-

cite en temps)

Le schéma obtenu est constitué deux &quations :

2
Q_AE__fE (un+] -2 %+ un—l) + (A+ 2u) Y3 (2 T un)
At2 o o 0 o 1 4

ny _ g n n n n ]
) -5 (uy Fugdug +oug

o n_1 1
(5.15) +p V2 [2 u + 3 (u1

+ (A+p) (wg —wr+ - w?) =0

3 5 6)




2
pAx™ V3 n+l _ n n-1 n_ _n__n
—-———————(wo 2 v + LA Yy +u ¥3 (2 LA W4)

At2
n 1 n n 2 n n n n ]
= - = +
(5.16) + (A+2p) V3 [2 vt g Gy + w,) 3 (wy + Wy + Wy i)
n n n n, _

+ (M) (u2 u, + ug u6) 0

Commentaires sur le schéma :
° ~ . . . n+l n+l o .

1°) Le schéma est explicite : on obtient uo et wo a partir

du un, wn, un-l, wn_] par l'application d'une simple formule.

2°) L'approximation des dérivées en espace fait intervenir les

points indiqués sur la figure 5.9.

Fig. 5.9 : Approximation des dérivées en espace dans le schéma 5

(les points utilisés dans ces approximations sont marqués e).

5.4, ETUDE DES ONDES PLANES NUMERIQUES ASSOCIEES AU SCHEMA 4 (cas Ax = Az)

Nous reprenons dans ce paragraphe 1'étude (et les notatioms)
des § 2.4 et 2.5 : on suppose Q = Rz et on cherche les solutions de

(5.13) (5.14) qui sont de la forme (2.50).

A partir de la relation de dispersion nous déterminons, &tant
- + » - .
donné un vecteur k, les pulsations w et les vecteurs d direction du

déplacement possibles. On suppose Ax = Az.
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5.4.1. DETERMINATION DE LA RELATION DE_DISPERSION

n

u., .

En écrivant les relations (5.13) et (5.14) pour( ;J>de la
‘forme (2.50) on obtient : 'wij
(5.17) 28 (cosy dt -1 d+p @ T=0

At
gg_Bh(K) est la matrice (2,2) définie par :

B, @®)., =2 X2 L sk ax) + 28 (1 - cos k. 4x)

h 11 2 1 2 2
Ax Ax

(T _ 5 (A+2y) -
(Bh(k))22 =2 ————7—-(1 cos k2

AX) + 2—% (1 - cos k] AX)
Ax Ax

(5.18)

2 (T P = O+ - _
(Bh(k))]2 = (Bh(k))Z] = ~Z;7— (1 cos k] Ax cos szx +

cos(kI - kZ)Ax)

Le calcul de w et de d & partir de ¥ demande donc le calcul
des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice Bh(ﬁ). On peut remar-
quer que la matrice Bh(f) est symétrique réelle; ses valeurs propres seront

donc réelles et ses vecteurs propres orthogonaux.

Pour les raisons exposées au lemme 2.3 on impose au vecteur

>
d'onde k les conditions

(2.26)

-7 £ k2 AX

IA
=

> > s>
Appelons Sl(k) et sz(k) les valeurs propres de Bb(k) et

introduisons les notations :

(5.19)

= = - A
Ax, 82 cos k2 Ax et 83 cos(k1 kz) X




Le polyndme caractéristique s'écrit :

2 2 _
s (b, + bzz)s + ‘n]1 b b, =0

11 22 12

et le discriminant réduit A' est &gal & :

1
= -
A" =g by = byy) 12

2
= O+ - - -

Comme on a d'autre part

=9 43w, _ o
by * by =2 2 (2 -8y~ 8y)

les valeurs propres de Bh(ﬁ) sont :

2]
]

1 2 2
Z;E [(A+3u) (2 - B; ~ 62) £ (M) 1/?82-81) + (1-81-82+B3) ]

Pour que le schéma soit stable, il est nécessaire que le u
de 1'onde plane harmonique (2.50) soit réel et, par comséquent, que l'on

ait :

> .
sl(k) et sz(k) e [0, é—ﬂj

At2
ou encore, e€n convenant :
(5.20) 52(1?) < sl(ﬁ)
les deux conditions :
G20 0 s s, =y [0e3n @op8y - e f (8,87 +(1-g syt 7
2 ) 1782 2 B 1 82783

Ax

et

5.22) s, = é[:mu) (2-8,-8,) + O 4/(By=8 )7 + (l-s,~62+e3)2]si%
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L'étude de ces deux conditions fait l'objet des lemmes suivants.

Lemme 5.1 (positivité des valeurs propres)

La relation (5.21) est vérifiée pour tout couple (A,u) positif

-
de paramétres de Lamé et tout vecteur d'onde k.

Démonstration du_lemme 5.1

Etudions 1'inégalité :

O 3) (28,78, = Ovw) /(887 + (1-8,-8,+8,)°

ue nous pouvons élever au carré et n'étudier que dans le cas le plus défa-
p q P

vorable p = 0 :

(28,807 = (58,7807 = (1-8,-8,+8,)°

2

En exprimant : By = By B, ¥ EN/(I - B%)(l - 82)

ol € =t | on obtient, en développant 1'inégalité précédente :

e a2 2.2 2 _ _ \/ 2 g1 l2

ou encore :

(1-8,) (1-8,) (1-8,8,) = e(1-8,) (1-8,) y/ (1-62) (1-82)

inéquation que 1'on vérifie aisément.

Lemme 5.2 (condition nécessaire de stabilité du schéma)

L'inégalité (5.22) est vérifiée sil'on a :

(5.23) v g—ts‘_
P 4X /7
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Démonstration :

L'inégalité (5.22) s'écrit encore :

2
£(8,8)) = (#3u) (2-8,-8,) + O+u) ﬁ&;,—sl)2+t(l-sl)(l—62) + (-8 (1-65) ]

S4pA—¥-2-
At

Inégalité que l'on doit vérifier v(B,,B,) € [—1,1]2 et e ==t 1,
1’72

Etudions le cas le plus défavorable ¢ = + 1 et recherchons le
maximum sur [-1, 1]2 de f}(81’82)' On pose :

g=2-8 "8
(5.25) >
b= Bme)? ¢ [O-8))(1-8,) + {(1-8]) (1-6)]

et (cf. fig. 5.10)

E=-{(q),u:)e;R2 t.q. 0SSy SQPet 0SP<b=0( =~1,8 =-1]
E = {(@,v) obtenus quand (8],62) parcours [-1, ]]2}

On a donc : Eo c E d'aprés le lemme 5.1.

v A
! q
, .
A Il &
A ==
7
- // ;
,// -
4 N
< i 7Y

Fig. 5.10
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La fonction fl(Bl’Bz) s'écrit :
£,(858,) = (A+2u) @+v) + v @-y)

Le maximum de f] sur E est atteint pour ¢ = ¢ = 4. Comme ce point

appartient également a E, c'est également le maximum sur E qui vaut :

£,(=1, =1) = 8(A+2n)

d'ol la condition de stabilité (5.23).

5.4.4, OBTENTION DE_w A PARTIR DE K (VITESSE DES_ONDES NUMERIQUES)

Comme exposé& au § 2.4.2 on impose 3 w la condition 0 < 4 At < 7
Si la condition de stabilité (5.23) est ré@alis&e, on peut facilement obtenir
les vitesses de phase adimensionnelles ql(ﬁ) et qz(ﬁ) (cf. (2.80) (2.81) res-
pectivement des ondes P numérigues et des ondes S numériques en fonction des

paramétres H, 6, y définis par (2.75) (2.72) (2.77).

2
V2 2
(5.26) 9y = 3y Are cos [ - o+ + £ @-p)) ]
23 1_2_ 2
(5.27) q, = Ty Arc cos [1 - 7 -y + ¢ «p+w))J
avec
Q=2 - cos (27 H cos 8) - cos(2y H sin 9)
, 2
Y= ([cos(Zn H cos 9) - cos(27 H sin 8)]
(5.28) + [I - cos{27 H cos 8) - cos(2¢ H sin 9)
1/2
+ cos(2n H(cos 6 - sin © )]
v 11 -2
£ = V§'= 5 -—rf:%% avec v coefficient de Poisson

P




5.23

et symétrique par rapport 3 § = T : on l'étudiera donc dans [= Ey EJ.
4 4 4 4

Remarque : Comme exposé& au §2.5.7, nous restreignons 1'é&tude

aHelo, %J mais n'explorons pas tout le carré défini par (2.91).

N : . -
Nous ne nous intéressons qu'au premier vecteur propre d1 car
oa s = . . - =
nous savons déja que d2 est perpendiculaire 3 dl'

u

Nous obtenons HT'( l) en exprimant :

Y1

w, =0

TSPy by, W

11 12

ou encore

- b
ET est paralléle au vecteur( 12 )
byp 7 o8

Nous pouvons exprimer ce résultat en fonction des paramétres

H et §

—_— -
dl est paralléle au vecteur

1 - cos(Z-n H cos 6)- cos(21r H sin e>+ cos (211 H(cos g — sin e))'

cos(?w H cos %)- cos(Zw H sin s)+ U

ol | est défini en (5.28).

(5.29)

Nous pouvons définir comme en (2.88) l'Bcart 86 entre la direc~

tion de propagation et la direction du déplacement :

8§ = e] - B avec
(5.30) S

d;

—
| avec 1'axe Ox

9] = angle formé par
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Nous constatons que cette fonction ne dépend ni de y, ni du
coefficient de Poisson v. Compte-tenu des propriétés de périodicité (pé-
riode 7) et de symétrie (par rapport i %) de la fonction g » 8g , nous

étudierons cette fonction de H pour 8 e[- %3 %].

Remarques diyerses

- On peut voir 3 partir de (5.29) que la direction du dé&place-

ment est la direction de propagation pour 8 = 0, %, %n Pour 6 = - &

1'angle de la direction du déplacement est - %{66 = 0°) pour H < 1 et

+ %-(69 = 90°) pour H > —l—-. 2/2
2V2

- L'écart entre la direction du déplacement des ondes S numé-
riques et la direction du déplacement des ondes S continues est encore
donné par (5.30) en n'oubliant pas que H est, dans ce cas, le nombre de

points par longueur d'onde S (dans la direction x ou la direction 2z).

5.5. ETUDE NUMERIQUE DE LA RELATION DE DISPERSION POUR LE SCHEMA &

(cas Ax = Az)

Ce paragraphe reprend 1'analyse faite au § 2.6 ainsi que les

notations utilisées dans ce paragraphe.
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\

DIRECTION DU DEPLACEMENT (FIG. 5.11)

) 86
rés) (degrés)
4\ Ar
) 90.0 - o -
I
LI .f 80.0 |
I‘ I
) o W0 |
8=30° & |
> \\gff. 60,0 ] l ]
. '... e_.o° 0=-45 ’I
o -~ = e 50,0 .
‘."_." 9=45 I R
8 ——*’“"w” V(/ £0.0 ] | ’
~_~\_\\\\ | R
™~ | -
o 20,0 N
>\ ]
o _ -] .‘.I e=_‘ 5 °
. 6=15 2.0 6=-30 >/
S d
0 \ 10,0 | I/
\ B
»"#-.
° ¥ Y T Y > 0 _“.;.-z"-‘i'/' T I T >
0. 0,100 04200 0,300 0,400 0,500 : 0. 0+100 0,200 0.300 0,400 0,500
] I
8 >0 8< 0

Figure 5.11 : Erreur sur l'angle du déplacement

L'8cart 86 est nul pour 6= 0°, 45° et — 45° (du moins pour
des valeurs raisonnables de H). Pour les autres valeurs de § il faut distinguer

deux cas :

- 6 positif : l'écart entre la direction du déplacement et
la direction de propagation est faible; il reste inférieur a4 1 degré jus-

qu'a H = 0,25, soit G = 4 points par longueur d'onde.
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- 0 négatif : la direction de propagation est sensiblement dif-
férente de la direction du déplacement; §6 étant de l'ordre de 6 degrés pour

G = 5 points par longueur d'onde.

Le comportement du schéma est donc sensiblement différent selon

la direction du vecteur k : la figure 5.12 schématise la qualité de 1'appro-

ximation de la direction du déplacement des ondes continues par des ondes

numériques.

N\

7V

Fig. 5.12 : Approximation de la direction du déplacement en fonction du

+ - - . .
vecteur d'onde k (on a hachuré les quadrants ol 1'approximation

-

est difficile 3 réaliser).

Le tableau 5.4 donne les valeurs de 1'écart & obtenues pour

G = 5, 10 ou 20 points par longueur d'onde en fonction de 1'angle €.

G=5 G =10 G = 20
g = - 45° 0 0 0]
g = - 30° 4,76° 0,99° 0,24°
g = - 15° 3,04° 0,73° 0,18°
g =0° 0 0 0
6 = 15° - 0,43° - 0,10° - 0,03°
8 = 30° 0,51° 0,12° 0,03°
8 = 45° 0 0 0

Tableau 5.4 : Valeurs de §6 obtenues pour différentes valeurs de 8 et H
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5.5.2. DISPERSION DES ONDES P

Nous distinguons deux cas suivant le signe de 8
1°) 6 positif
Les figures 5.13 et 5.14 représentent respectivement la
vitesse de phase adimensionnelle q, et la vitesse de groupe adimensionnelle
. . P ez
Ql dans la direction k des ondes P numériques, obtenues pour différentes

valeurs des paramétres. On constate :

- que q dépend peu de v.

- que q, dépend sensiblement de 6 : les directions les plus

favorables 3 la propagation sont obtenues pour 6 voisin de 45°.




0,7
}0’6 T T T 7
H 0 0,2 0,4 H
Yy =1 by
N
1 [o0)

0,7
T r > v v v v > 0,6 . : . —_ -
0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H
6 =0° 8 =15° ... 6 = 30° — e — B = 45°

Figure 5.13 : Vitesse de phase adimensionnelle q, des ondes P numériques solutions du schéma 4 (pour O positif)
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1,5 =
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N \ N b \ ~ v=0, 1
. N \ N \ " A \

..-... N . '-._".. \ ] -...-.' . | J
0,5 \\\\xhz\y 0,51 \\ KH 0,5 \\\\ "] 0,5 \\

\ ™ \\ A\ \\

\ N\, \ > 0 4
O T T T T > (‘ -r T T T R r 4 O T T T 1) -~ T T ¥
0 0,2 0,4 H' o0 0,2 0,4 'H 0 0,2 0,6 H 0 0,2 0,6 H
Y = 0,01 Y = 0,5 Yy = 0,8 . f_f 1
1,5T.~-—- 1,5 e 1,5 oo 1,5
i I -
v=0,5 \""-.,.-.\ ~
\ .
SN |
0,51 \ A 0,5
\
O T T T ¥ —% 0 T T
0 0,2 0,4 H 0 0,2
6 =0° —_—— . 6 =15° cevienee . B =130 el W - B = 45°
Figure 5.14 : Vitesse de groupe adimensionnelle Q, dans la direction k des ondes

P numériques solutions du schéma 4 (pour 6 positif)

62°¢
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- que la vitesse de phase des ondes P numériques approche

bien (par défaut) la vitesse des ondes P jusqu'd G = 5 points par longueur

d'onde (erreur relative inférieure 3 6 %); cette erreur tombe & 1,5 % pour

G = 10 points par longueur d'onde.

- que l'approximation s'améliore sensiblement quand Y aug-

mente au—dessus de 0,5 (pour y = | et 5 points par longueur d'onde l'erreur

relative sur la vitesse des ondes P est inférieure 337%).

La vitesse de groupe adimensionnelle Q, dépend de B et v
P 1 9&P Y, 9 et

sensiblement de la méme fagon que q;3 1'erreur normalisée |1 - Q1| est

environ 3 fois supérieure 3 |1 - qai-

2°) 6 négatif

L'examen de la vitesse de phase adimensionnelle 4, des

ondes P numériques (fig. 5.15) montre que

- dans tous les cas l'approximation est plus mauvaise que
PP p

pour B positif; 1'approximation se dégrade au fur et 3 mesure que 0 se

rapproche de - 45 degrés.

- la vitesse de phase des ondes P numériques approche rela-
tivement bien (par défaut) la vitesse des ondes P jusqu'd 5 points par lon-
gueur d'onde (erreur relative inférieure a 10%); cette erreur tombe & 27

pour G = 10 points par longueur d'onde.

- que l'approximation s'améliore un peu quand y augmente
au-dessus de 0,5 (pour Y = 1 et 5 points par longueur d'onde l'erreur re-

lative sur la vitesse des ondes P est inférieure & 8%).




|
9,9 0,9 0.9,
x=0,01 Y =0,01
0984 0,8 0’8.
0,7 0,7 0,7l
- 0,6 >
H 0 H
I
0,9
Y=t 1=
0, 8]
0,71 0,7
0,6 T T T T ) 0,6 T T L T ) 0,6 . —_— T T *)0,6, T T T T v A’
0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H
8 =0° — —— B ==15° ... 8 =-30° = e m - B =-45°

Figure 5.15 : Vitesse de phase adimensionnelle q; des ondes P numériques

solutions du schéma 4 (pour 8 négatif)

te°q



Figure 5.16 :

. . . . . > L.
Vitesse de groupe adimensionnelle Q1 dans la direction k des ondes P numériques

solutions du- schéma 4 (pour O négatif)
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- que q, dépend peu de V pour 6e€ [~ 20°, 0°J; mais 1'appro-

ximation se dégrade sensiblement quand V augmente pour © compris entre

- 45° et - 20°. Notons que cette dégradation au voisinage de v = 0,5 est

trés g€nante compte tenu de 1'importance quantitative des ondes P dans

ce cas.

. . . - » » +
La vitesse de groupe adimensionnelle Q] dans la direction k des

ondes P numériques (fig. 5.16) dépend de y, 6 et v sensiblement de la

méme fagon que q;; 1'erreur normalisée |[I - QII est pour G supérieur 3

5 points par longueur d'onde, environ 3 fois supérieure 3 |1 - q

-

5.5.3. DISPERSION DES ONDES S

Nous distinguons 3 nouveau deux cas suivant le signe de 6-
1°) g positif

L'examen de la vitesse de phase adimensionnelle 4, des

ondes S numériques (fig. 5.17 montre que :

-9, dépend peu de v

- g, dépend peu de y: on a cependant une légére amélioration

quand y augmente.

-9, dépend sensiblement de 6: les directions favorables
sont celles voisines de 6 = 30° et les directions défavorables sont celles
voisines de 6 = 0°. Notons que le coefficient de Poisson v influe sur les

directions privilégiges.




L}
(%]
o

v = 0,25

it
(%]
o
o

Y Y T A

0,6
.0 0,2 0,4

"

" Figure 5.17 : Vitesse de phase adimensionnelle q, des ondes S numériques solutiong

du schéma 4 (pour 6 positif)
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Figure 5.18 : Vitesse de groupe adimensionnelle Q2 dans la

» . > - - »
direction k des ondes S numériques solutions

du sch@ma 4 (pour 8§ positif)
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- que la vitesse de phase des ondes S numériques approche

bien (par défaut) la vitesse des ondes S jusqu'a G = 5 points par lon-

gueur d'onde (erreur relative inférieure 3 7 7%); cette erreur tombe &

1,6 % pour G = 10 points par longueur d'onde.

La vitesse de groupe adimensionmnelle Q2 dépend de v, 6 et v

(cf. fig. 5.18) sensiblement de la méme facon que 955 1'erreur normali-

sée |1 - Q2[ est environ 3 fois supérieure i |1 - q2|.

2°)0 négatif
La figure 5.19 représente les valeurs de la vitesse de
phase adimensionnelle q, des ondes S numériques obtenues pour différentes

valeurs des paramétres.

On constate que dépend peu de v mais beaucoup de § et
q d, P P Y 3

dey ; i1 faut distinguer deux cas

- 6 compris entre — 20° et 0° : le coefficient de Poisson

influe peu et 1'approximation est de bonne qualité jusqu'd G = 5 points

par longueur d'onde (erreur relative |1 - q2| inférieure a 107).

- § compris entre - 20° et - 45° : dans ce cas l'approxi-

mation est d'autant moins bonne que 6 est proche de - 45°. Le coefficient

de Poisson influe considérablement : 1'approximation est bonne pour v = 0,1

moyenne pour v = 0,25 et tré&s mauvaise (pire que celle du schéma 1) pour
v = 0,4,

La vitesse de groupe adimensionnelle Q, dépend de vy, 6 et v

(cf. fig. 5.20) sensiblement de la méme fagon que g,. L'erreur normalisée

1 - Qzl est, pour G supérieur 3 5 points par longueur d'onde, environ

3 fois supérieure 3 |1 - qzl.
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ondes 'S numédriques solutions du schéma
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Yy = 0,01 Yy =1
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Figure 5.20 : Vitesse de groupe adimensionnelle Q, des

‘ondes 'S numériques solutions du schéma 4

(pour B négatif)
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1°) CHOIX DU NOMBRE G DE POINTS PAR LONGUEUR D'ONDE

Les tableaux 5.5 et 5.6 donnent les erreurs normalisées sur

les vitesses de phase et de groupe respectivement des ondes P numériques et

S numériques pour y = 0,8.

G =35 ¢ =10 G = 20
be[~45°,-20° 1] 0e[-20°,45°] | 0e[~45°,-20° ]| 6[-20°,45°] 8e[-45°,-20° J0e[-20°,45°]
0,1 6,6%2(19,77) 5,1%(15,0%) 1,7%C¢4,9%) 1,3%2(3,77%) 0,4%2(1,27%) 0,2%(0,9%)
0,25} 7,8%(23,1%) 5,5%2(16,2%) 1,972(5,7%) 1,47 (4,0%) 0,572(1,47) 0,3%(1,0%)
0,4 9,5%(28,2%) 6,0%(17,87) 2,4%(7,07%) 1,5%2(4,5%) 0,6%2(1,77%) 0,472(1,17)
0,5 11,27%(33,3%) 6,6%(20,07%) 2,87%(8,2%) 1,7%(4,97) 0,7%2(2,0%) 0,4%(1,2%)
Tableau 5.5. : Erreur relative sur la vitesse de

phase des ondes“P(]l—qll)

et, mentionnée entre parenth@ses, erreur relative sur la

vitesse de groupe des ondes P(|1~Q1|)'pour vy = 0,8.

G

pel-45°,-20°]

5

6el-20°,45°]

G

Bel-45°,-20°]

10

6 el-20°,45°]

G

8 e[-45°,-20°]

20

0 e[-20°,45°]

0,1 7,82(22,92)| 5,72(16,9%)| 2,2%(6,9%) 1,52(4,2%) |  0,6%(1,8%) 0,4%(1,0%)
0,29 14,3%(37,82)| 5,92017,40)| 4,12(11,7%) 1,5%(4,3%) 1,172(3,02) 0,4%(1,1%7)
0,4 | 35,02(88,97)| 6,22(18,27) 10,7%(30,0%) 1,52(4,67))  2,87(8,12) 0,4%(1,1%)

Tableau 5.6 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S(ll-qzl)

‘et, mentionnée entre parenth@ses, erreur relative sur la

‘vitesse de groupe des ondes S (II—QZ‘) pour Y

0,8
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On constate que pour simuler la propagation d'ondes S dans
toutes les directions il faut au minimum 10 & 20 points par longueur d'ondes
suivant la valeur du coefficient de Poisson v du milieu, ce qui rend 1'utili-

sation du schéma 4 relativement onéreuse.

2°) INFLUENCE DE y

Le paramétre y influe essentiellement sur la vitesse des
ondes P numériques qui se propagent dans une direction faisant un angle 6
avec 1l'axe ox compris entre - 20° et 45°. Le tableau 5.7 donne les erreurs
relatives sur les vitesses de phase et de groupe des ondes P en fonction

de y pour v = 0,25 (nous avons vu que la valeur de v influait peu sur ce

résultat).
G=5 G =10 G = 20
0e[-20°,20°] 0e[20°,45°) |6e€[-20°,20°] |6e[20°,45°] |6e€[-20°,20°] | 6e[20°,45°]
= 0,01 7,3%(20,9%) 5,5%(16,2%) 1,92(5,5%) 1,47%(4,17%) 0,5%(1,4%) 0,47(1,17%
= 0,1]7,2%(20,87%) 5,5%(16,1%) Il,QZ(S,SZ) 1,47(4,17) 0,5%(1,47%) 0,47(1,17
= 0,516,5%2(19,1%) 4,8%(14,27%) 1,7%(4,97) 1,27(3,67%) 0,47%(1,27) 6,32(0,92
= 0,8]5,5%(16,2%) 3,67(11,0%) 1,47(4,07%) 0,97(2,6%) 0,3%(1,0%) 0,27(0,67
=1 4,47%(13,0%) 2,47(7,67%) 1,072(3,27) 0,6%(1,8%) 0,37%(0,8%) 0,1%(0,47

Tableau 5.7 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P et,

mentionnée entre parenth&ses, erreur relative sur la vitesse

de groupe des ondes P en fonction de y pour v = 0,25.

Il est clair que 1'on aura intérét 3 choisir Yy aussi proche
que possible de 1 : en plus des économies de calcul ce choix permet une
amélioration de la propagation des ondes P surtout appréciable lorsque le

- R — .
vecteur d'onde k fait un angle 8 avec 1'axe Ox compris entre 20° et 45°.
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3 ) INFLUENCE DE 6 ET DE v

Nous avons vu que le schéma &4 est surtout sensible au
paramétreqg (ceci &tait prévisible compte tenu des dissymétries de la

triangulation et du schéma).

Le comportement du schéma est donc mauvais pour § compris

entre — 20° et ~ 45°; on a dans ce cas :

- une erreur importante (environ 5° pour 5 points par

longueur d'onde) sur la direction du déplacement.

- une propagation des ondes P moyenne et des ondes S trés

mauvaise dés que le coefficient de Poisson v dépasse 0,3.

Le comportement du schéma est, au contraire, bon et insen-
sible au coefficient de Poisson v pour 8 ¢ [~ 20°, 45°] (comportement trés

-~

comparable 3@ celui du schéma 3).

5.6. ETUDE DES ONDES PLANES NUMERIQUES ASSOCIEES AU SCHEMA 5

Nous reprenons, dans ce paragraphe, l'étude (et les mnotations)
des § 2.4 et 2.5 : on suppose Q = Rz et on cherche les solutions de (5.15)
(5.16) qui sont de la forme (2.50).

A partir de la relation de dispersion, nous déterminons, &tant
= > . . .
donné un vecteur k, les pulsations-w et les vecteurs d direction du

déplacement possibles.

5.6.1. DETERMINATION DE LA RELATION DE_DISPERSION
. u
1]
En écrivant les relations (5.15) (5.16) pour < a > de la
w

forme (2.50), on obtient : ij
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21% (coswAt = 1) d + ih(ﬁ) i=0
At

ol Bh(f) est la matrice(2,2) définie par :

(B (K)) = iﬁig&l—i (1 - cos k,Ax) + ¥ 3 (1 + 1 cos k,Ax
h 11 2 1 2 3 1
Ax Ax
: k. Ax
1 V3
-3 co8 —5 cos szX T)
(5.31) { (B, (X)), = W3 (1 - cos k A%) + (A+2“)' (1 + % cos k,ax
h\%/22 T 2 3 1
AX Ax
k,Ax
1 Axv3
- 3 cos—; k -————)
N o () . Ax AxvV3
(Bh(k))IZ = 2 sz sS1in kl '2" Sln kz 2

>
Le calcul de w et de d 3@ partir de Q.demande donc le calcul
des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice B (k) On peut
remarquer que la matrice B (k) est symétrique réelle; ses valeurs propres

sont donc réelles et ses vecteurs propres orthogonaux.

5.6.2. CALCUL DES VALEURS PROPRES DE LA MATRICE Bh(K)

Pour les raisons exposées au lemme 2.3 on impose au vecteur

>
d'onde k les conditions :

-Zwsk] AX < 27
(5.32)

A

ol

Ej's k2 AX
V3

Appelons SI(K) et sz(ﬁ) les valeurs propres de Bh(ﬁ) et

introduisons les notations :

P . .
blj = (Bh(k))ij i=1,2 ] 1, 2
(5.33) k, 8% k, &% /3
Bl = COS 5 82 = cos —
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Le polyndme caractéristique s'écrit :

2
s7 = (b *+byy)s + by byy =~ by, =0

et le discriminant réduit A' est égal a :

1

A" =g (byy = byy) 12
2
o 1 22 22

Ax

Comme on a d'autre part :

_,03)Y3 42 2 2
by + by, =2 o (3 -3 8 ~ 38 81

Les valeurs propres de Bh(ﬁ) sont :

! L _2 22 1 2,2 _2]
s -;x—z [()\+3u)/§ 3= 58] — 7 8,8y = 20a+w) 4/ 3(B8, — 287*D)" + (1 87) (1-85)

5.6.3. UNE_CONDITION NECESSAIRE DE_STABILITE DU_SCHEMA

Pour que le schéma soit stable il est nécessaire que le y de

1'onde plane harmonique (2.50) soit réel et, par conséquent, que l'on ait :

s,(K) et s,(®) ¢ [0, Zﬂfg ]
d'oli, en convenant :
(5.34) 5,(K) = s, (®)
les deux conditions :
k5.35) 0 < sz(ﬁ) = —lf (A+3p) /§(% - %—8? - % 8182)

Ax

- 20 /28,8, - 265417 + <1—ef)(1—s§)]
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et
> 1 4 2 2 2
(5.36) Sl(k) = —-2-[(>\+3u)f3_ (3‘ -3 B] 3 3182)
Ax
1 2 2 V3
. 2(A+u)~/;(8 g, - 282 +1)% + (1-8D) (1-8 )] < 203
37172 1 i 2 2
At
L'étude de ces deux conditions fait 1'objet des deux lemmes

suivants

Lemme 5.3 {(positivité des valeurs propres)

La relation (5.35) est vérifiée pour tout couple (},u) positif

-
de paramétres de Lamé et tout vecteur d'onde k.

Qémonstration du lemme 5.3

Etudions 1'inégalité :

2 2 2

Aosny G-262 -2y 2 20m0 ey, - 262 + D2+ (1-gD) (1-8)

que nous pouvons élever au carré et n'é@tudier que dans le cas le plus

défavorable p = 0 :
2 2 2 2 2 2
(2 - Bl - 8182) z (8182 - 281 +6]) + 3(1 B])(l 82)
En factorisant, on obtient :

3(1-8%) (1487 - 28,8,) = 3(1-87) (1-83)

inéquation que l'on vérifie aisément.

Z

Lemme 5.4 (condition nécessaire de stabilité du schéma)

L'inégalité (5.36) est vérifiée si l'on a :

hﬂ&ﬁ

At
(5.37) Vp &

La démonstration, un peu longue, de ce lemme, est donnée en

annexe.
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Comme exposé au § 2.4.2, on impose & w la condition (2.59).
Si la condition de stabilité (5.37) est réalisée, on peut facilement
?Ptenir les vitesses de phase adimensionnelle ql(ﬁ) et qz(ﬁ) (cf. (2.80)
(2.81)) respectivement des ondes P numériques et des ondes S numériques

en fonction des paramétres H, 0, y , définis par (2.75) (2.72) (2.77)

2
(5.38) g, = Arc cos [1 - 1= (@ + v + £2@-y))]
! wHy/§ 2 ¢
(5.39) 4, S Arc cos [1 - %3 (P~ + 52«P+¢))]
wHy£/§
avec

s - 2_

_ L2 2 2, .2
Jes, - 282+ )2+ 30 - £ - 8d)
\'

<
|

(5.40)
£ o= =, /7 ¢
P

cos(TH cos 8> et 82 = cos(nH V3 sin 0 >

17::2333 ol v est le coefficient de Poisson

8

Remarque : Grice 3 la condition (5.32) nous restreignons

1'étude 3 H 5[0,-% mais n'explorons pas tout le rectangle défini

par (5.32).

Remarque : La fonction 6 - q; ou q, est périodique de période %

(cf. lemme 5.5 en annexe) et paire : on l'étudiera donc dans [0, %}.

o . -+
Nous ne nous intéressons qu'au premier vecteur propre d1 car nous

savons déjd que 32 est perpendiculaire 3 31.
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u
—_— 1 .
1( ) en exprimant :
Y1

- sl)u] + b12 L 0

Nous obtenons

by

ou encore :

= by,

)

11 1

ET est paralléle au vecteur <

Nous pouvons exprimer ce résultat en fonction des paramétres 6 et

)

By By *+ W)

H (sous la conditiong que nous justifions ci-apres, b12 positif)

Ja -8 a-)

7
3

(5.41) 4.

1 est paralléle au vecteur <

(262 - 1 -

ol 81’ 62 et P sont définis en

Nous pouvons définir

de propagation et la direction

(5.42) 8¢ =96, - 6

1

ol 6, est 1'angle formé par le

(5.40).

comme en (2.88) 1'écart 80 entre la direction

du déplacement.

— —
vecteur d1 avec 1'axe OX.

Nous constatons que cette fonction ne dépend ni de y, ni du coef-
ficient de Poisson v. Compte tenu des propriétés de périodicité (lemme 5.5)
et d'antisymétrie de la fonction 6 - &8, nous étudierons cette fonction de H

. - 1
pour 8 ¢ [0, %J. La condition b, 2 0 est alors réalisée pour H ¢ [0, 7l

Remarque : L'8cart entre la direction du déplacement des ondes S
numériques et la direction du déplacement des ondes S continues est encore
donné par (5.42) en n'oubliant pas que H est, dans ce cas, le nombre de

points par longueur d'onde S (dans la direction x ou la direction z).
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5.7. ETUDE NUMERIQUE DE LA RELATION DE DISPERSION POUR LE SCHEMA 5

Ce paragraphe reprend l‘'analyse faite au § 2.6 ainsi que les notations

utilisées dans ce paragraphe.

5.7.1. ETUDE _DE_L'ECART_ 66 _ENTRE_LA DIRECTION DE_PROPAGATION ET_ LA
DIRECTION DU _DEPLACEMENT (FIG. 5.2 1)

86
(degrés)
/[\‘

8,00 - -
8.00 |

%00 //
o | /
500

o 6=15° y4

3.00 | \\N ///

2,00 ,/// °

100 -
0,00 A_-——""/’/ 2(/

-1,00 ] ~

~2.00 ]

N
4,00

o
8
”

T | 7
0. 0100 0,200 02300 0400 0,500

]

Fig. 5.21 : Erreur sur 1'angle du déplacement

L'écart 86 est nul pour 8 = O et 6 = 30° ce qui est bien naturel

compte tenu des symétries du schéma

Pour les autres valeurs de 8 l1l'écart 66 reste faible : il est in-

férieur 3@ 1° pour G = 5 points par longueur d'onde et i 0,25° pour G = 10

points par longueur d'onde.
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Les figures 5.22 et 5.23 représentent respectivement la vitesse
de phase adimensionnelle q, et la vitesse de groupe adimensionnelle Q1 dans
. . g e . -
la direction k des ondes P numériques, obtenues pour diffé&rentes valeurs

des paramétres. On constate :

- que q, dépend peu de v

- que q, dépend relativement peu de 8; cette propriété &tant d'au-
tant plus vraie que v ou y sont petits, les directions les plus favorables a

la propagation &tant les directions proches de 30°.

- que la vitesse de phase des ondes P numériques approche bien

(par défaut) la vitesse des ondes P jusqu'd G = 5 points par longueur d'onde

(erreur relative inférieure 3 7%). Cette erreur tombe 3 1,67 pour G = 10

points par longueur d'onde.

- que 1'approximation s'améliore sensiblement quand y augmente

au~dessus de 0,5 (pour y = | et G = 5 points par longueur d'onde l'erreur

relative sur la vitesse des ondes P est inférieure 3 27).

La vitesse de groupe adimensionnelle Q] (fig. 5.23) dans 1la
direction k des ondes P numériques (cf. (2.86)) dépend de y, 6 et v semsi-
blement de la méme fagon que q,; 1'erreur normalisée |1—Q1! est environ

trois fois supérieure & Il—ql‘.
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Figure 5.22 : Vitesse de phase adimensionnelle q, des ondes P numériques solutions du schéma 5
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5.7.3. DISPERSION DES ONDES S (Fig. 5.24 et 5.25

On constate :

- que q, et QZ dépendent sensiblement de 9.

- que l'erreur normalisée ]l-qzl dépend en moyenne peu de v et
de y; notons cependant que cette erreur diminue en général lorsque y aug-

mente au—dessus de 0,5.

=~ que les erreurs normalisées Il—qll et Il—qzl sur les vitesses

de phase respectivement des ondes P et des ondes S sont approximativement

€quivalentes 3 nombre G de points par longueur d'onde fixée pour y < 0,5.

- que l'erreur normalisée JI-Q2| sur la vitesse de groupe des

ondes S est environ trois fois supérieure i 1'erreur normalisée [l—qzl

sur la vitesse de phase des ondes S.
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Yy = 0,01
1 = i
0,9- 0,917
0’8< Vo= O,] 0,8*
0,7 0,71
0,6 ¥ v 4% 0,6 T T v v >-
0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H
1 . e
\ ..,
S
0,9 \ 8= 0°
g.a ——— e —— 0= 15° ¢
0,8 0=45°
] Mosoeoddn e 0@ 6= 30°
0’74 0,7‘
0,6 T . y 1 > 0,6 y v ; - >
0 0,2 0,4 H 0 0,2 0,4 H
1,4 1,4
]
1,2 4 1,21
. 1
—

0,5 | "-.,\.' 0,51 ..

v

Figure 5.24 : Vitesse de phase adimensionnelle a, des ondes S

‘fumériques solutions du schéma 5
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v = 0,25

1,5

0 -~
T L T — rd
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Figure 5.25 : Vitesse adimensionnelle Q, dans la direction k

"'des ondeés S numériques solutions du schéma 5

15°

= 45°
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1

5.7.4. MODE_D'EMPLOI D'UN PROGRAMME DE_SIMJLATION UTILISANT LE SCHEMA 5

Les tableaux 5.8 et 5.9 donnent les erreurs normalisées

sur les vitesses de phase et de groupe respectivement des

et des ondes S numériques.

ondes P numériques

G(nombre de’
points par - - _
y \longueur G=235 G =10 G = 20
d'onde
y = 0,01 5,9%2 (17,3%) 1,57 (4,4%) 0,4% (1,12)
vy = 0,5 4,9% (14,5%) 1,2% (3,57) 0,3% (0,9%)
y =0,8 3,0% (9,47) 0,77 (2,2%) 0,2% (0,5%)
y =1 1,2% (3,97%) 0,3% (0,8%) 0,17 (0,2%)

Tableau 5.8 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes P (Il—ql|)

et, mentionnée entre parenthéses, erreur relative sur la

vitesse de groupe des ondes P (|1-Q1|) pour v = 0,25
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G (nombre de -

| points par G =5 G =10 G = 20
A ongueur
d'onde

\

v-=0,1 3,6%(10,9%) 0,9%(2,6%) 0,2%(0,6%)

v = 0,25 3,9%(11,8%2) 1,0%(2,9%) 0,2%7(0,7%)

v = 0,4 4,4%(13,1%) 1,1%2(3,3%) ' 0,3%7(0,8%)

}

Tableau 5.9 : Erreur relative sur la vitesse de phase des ondes S ([l—qzl)

et, mentionnée entre parenth@ses, erreur relative sur la

vitesse de groupe des ondés S(II-QZI) pour y = 0,8

Le schéma 5 permet donc des simulations &conomiques : par
v

exemple pour des milieux ol le rapport vé-est voisin de 0,5 (soit un coef-

P

ficient de Poisson v voisin de 0,33) on peut envisager une simulation en
prenant 5 points par longueur d'onde S soit 10 points par longueur d'onde P.
Dans ce cas l'erreur sur la vitesse de phase des ondes S sera inférieure 3
47 tandis que l'erreur sur la vitesse de phase des ondes P sera inférieure

a 17 pour des valeurs de y raisonnables (0,6 < v < 1),

I1 est clair que l'on aura intér€t 3 choisir y aussi proche

que possible de | ce qui permet une propagation des ondes S et surtout

des ondes P optimale, tout en minimisant le temps calcul. Malheureusement
ceci ne sera pas'toujours réalisable, par exemple dans le cas ol la struc-
ture du domaine a conduit d 1'utilisation d'éléments de taille tré&s dif-
férente sans que les contraintes de vitesse ne compensent 1'irrégularité

des rapports-%% ainsi obtenus.
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3°) INFLUENCE DE 6 ET v

On notera que le schéma 5 est relativement peu sensible

aux paramétres O et V.
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ANNEXE

DEMONSTRATION DES LEMMES 5.4., 5.5. ET 5.6.




max (M+3u) V3 (3-3 B] -3 848,
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LEMME 5.4.

4 2 2 2

, 2
(Bl 962)6["191]

- 4 22 (o)

DEMONSTRATION

10

20

On rappelle que ¢ et ¢ sont défi

La valeur (A+2u) —igg;

Y

Dans ce cas ¢ = ¢ = 3

est atteinte par exemple pour 81 = 82

)+ 20v) Y3818, - 2821)2 + (1-62) (1-62)

nis par (5.40)
= 0.

Montrons maintenant que 1'inégalité

(A+2u) (o+p) + u(o-y) < (A+2u)

est vérifiée V¥V A et u=0 et V(Bl,Bz)e[-l,IJ .

11 faut donc vérifier :

Mor -2+ ugen -2 < 0
soit :

(A1) g s 2

(A2)  3¢+p < gf

473
Hp < — g

OU encore

4/3

3

2

2-8?-8162 + J(Blsz - 23§+ 1)2 + 3

2

(1-6%) (1-83) =< 4
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soit :
2,.2 2 2,,.2
(A3) 362(81- 1) - 26182(3614-1) + 81(361- 11) < 0

Inéquation du second degré en Bs- Calculons le discriminant :

AI

3§B33§+1)2-3(5?-14(33%-118

22,2

Donc pour By « [-Jg ,@] (A1) est verifié.

Pour |81| > ‘/?1'équat1’on du second degré associée a (A3) admet deux

168

racines Bé et B5. I1 faut donc vérifier dans ce cas que

[Bé,BEJ n [-1,11 = 0.

Remarque : Le changement de By en -8By, change Bé en —Bé et
BE en -85.
Compte tenu de cette remarque, en posant
2,,2 2 2,45,2
f(BZ) = 382(81- 1) - 28182(381*-1) + 81(381 ~11)

i1 suffit de vérifier que f(l) < 0 et f'(1) >0 VB, e [}1, - VC?]'

4

F(1) = 38] - 683 - 887 - 28, - 3.

On étudie donc la fonction

y = 3X4 - 6X3 - 8x2 - 2X -~ 3 pour X ¢ [—1,-1]%-]

y' o= 2[6x3 - 9x2 - 8x - 1]
" 2 2
y" = 4[9x~ - 9x - 41 > 0 pour X ¢ [-1,-\[;]

y' vaut -4‘/-:2; - 7 pour x = -4%
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On a donc :

2
X -1 V3
yll +

1 —/ -4J2" -7
Yy -16 3

y 0 \

f(1) est donc négatif ‘\7’81 € [-1,-4%—]

Vérifions maintenant que f'(1) > 0 VB ¢ [—1,-\[%]
£1(8,) = 2038,(85-1) - 8,(382 +1)1
2 271 171

£1(1) = 20-383 + 367 - B, - 3

On étudie donc la fonction

y= -3x3 + 3x2 - X -3

y' = -l 4 6x - 1=-(3x - 1)% <0
On a donc :

X -1 - %

y' -

’ T 5o

donc f'(1) est positif VB, € [—1,-{%]
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3¢p+p < 8 %?7—

Oou encore

2 2
1)(1-83) <8

3(2-35-6182) +J(8182- 2sf+ )% +3(1-8
soit :
(M) B5(585 +3) + 28,8,(118+5) + 82(562+19) = 0

Inéquation de second degré en 62. Calculons le discriminant

At = 62[(1182+5)2 . (562+3)(562+19)]
1 1 1 1
2,,,2
= 3287(387 - 1)
Donc pour Bl € [-'l*rl—] (A2) est vérifie.
/3 /3

Pour ]Bl| > j& » 1'équation du second degré associée i (A4) admet
3
deux racines Bé et 85. I1 faut donc vérifier dans ce cas que

[BésBE] n ['191] = g-

Remarque : le changement de 61 en -81 change Bé en -Bé et
5 en -B5.

Compte tenu de cette remarque et en posant :
F(8,) = B5(585+3) + 28,6, (1182 +5) + 82 (587 + 19)

-1
i1 suffit de vérifier que f(1) > 0 et f'(l1) <0 ¥B, ¢ [-1, 7§:]

4

3 2
1 + 2231 + 2481 + 1031 + 3

£(1) = 58
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On étudie 1a fonction

y=5x4+22x3+24x2+10x+3'
' 3 2
y' = 2(10x” + 33x~ + 24x + 5)
" . 2 1
y" = 4(15x~ + 33x + 12) < 0 VX ¢ -1,-—
V3
On a donc
X -1 S
V3
yu -
8
| TTTo—
y /
\ "

f(1) est donc positif VB, e [—1,- _/13__]

Vérifions maintenant que f'(1) < 0 B € [—1,- —;_—]
3
£1(8y) = 208,(565+3) + 31(11334-5)]
, _ 3 2
£1(1) = 20118] + 58] + 58; + 3

On étudie donc la fonction :

3

y = 11x5 + 5x% + 5x + 3

y' = 33x% + 10x + 5> 0

On a donc
x | -1 S
/3
y' +
y _2 (1347731 <0
-8

. 1
Donc f'(1l) est négatif VB, ¢ [—1,- -————]
1 /3
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LEMME 5.5.

Les fonctions

6 ; q1

8 >q, c¢f. (5.38), (5.99) et (5.42)
et

8 >~ 86

sont périodiques de période —131

Remarque : ce résultat est naturel compte tenu des propriétés géométriques
de la triangulation utilisée.

DEMONSTRATION

Dn considére deux vecteurs d'onde K, et EZ de méme nombre d'onde mais

1
dont les directions sont différentes de %

it
. k cose N k cos(e +-3-)
Ky = Ky = i
k sine k sin(e +§)
et on appelle B(8) et B(e+%) les matrices :
- ! H -
B(e) = Bh(k*l) et B(e+3) = Bh(ﬁz)

I1 faut montrer que :

(P) {Les matrices B(6) et B(o +-I3-[-

directions propres différent de%

) ont mémes valeurs propres et que leurs

D'aprés le lemme 5.6. ci-aprés le propriété P revient & montrer :

1 a3 1 /3
I J 2 K ¥
(A5) B(e+3) = B(8)
M I 31
2 2 2 2
On appelle :
{bij les termes de la matrice B(¢) et
b;.j les termes de la matrice B(s +%)
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9n doit donc vérifier :

.1 _ 3 3

b'yy =7 b1y -7 P12 t 7 by

A ¥
(R6) {b'1p = —7— b1y = 3 D1~ —7— Dy

. _ 3 3
b'ry =g b1y * 7 P12 * 7 by
Les relations (A6) doivent &tre vérifiées pour tout i et‘u.

Vérifions les pour x =1 et u = 0, la vérification pour A =0
et y = 1 étant tout & fait analogue. La matrice B(o) s'écrit alors
(on a simplifié par sz)

b

/3(1 - cos{2mH cosa})

11
b12 = 2sin{mH cose}sin{mHv/3 sine} = cos{2mH cos(e-%%)}-—cos{ZﬂH cos(e-%)
(A7) '
b22 = f?b.+%-co${2nH cose}-—% cos{mH cose}cos{nH/3 sine}]

/§[l+% cos{2nH cose} —%— cos{21H cos(e -%)} -—g— cos{2nH cos(e +%)}]

i

En calculant b'11 a partir de (A6) avec les valeurs bij définies par
(A7) on obtient :
3 /3

11 = —2— - —7— Cos{2mH cose} - /3 sin{nmH cose}sin{mH sinev3}

L33, Jgidcos{znﬁ cose} - V3 cos{nH cose}cos{mH sinev3}

= /§<1 - cos{21H cos(e +%)}>

ce qui correspond bien a la valeur de b11 définie en (A7) en rempiacant 6

par 6 +-§-.

On vérifie de facon analogue les relations (A6) pour b'12 et b'22.
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LEMME 5.6.

La propriété (P) est équivalente & Ta relation (A5) sur les matrices
B(s) et B(e+%).

DEMONSTRATION
Considérons la base de vecteurs propres de 1'opérateur associé i la
matrice B(¢). Dans cette base,

- 1'opérateur associé & B(8) est défini par la matrice

- 1'opérateur associé a B(e-r%) est défini par la matrice
A 0
SYE 1

A' =P P =P “AP

0 AZ

ou P est la matrice de passage de la base de vecteurs propres de
B(e-+£) d la base de vecteurs propres de B(6). La matrice P est donc

d'aprgs (P) la matrice associée a une rotation de -% dans la base
vecteurs propres de B(e+~%) :
13
P = 2 2
/3 1
T 7 2

Enfin, en revenant & la base initiale et compte tenu des propriétés

des matrices de rotation la relation (A8) donne :

1 /3
B(e-rg) = 2 2 B(o)

/3

1
2 2
31 <
2 2 2 2




CHAPITRE 6

COMPARAISON DES SCHEMAS EXPLICITES AVEC

CONDENSATION DE MASSE EN ELEMENTS FINIS

Q1 ET P1 (TRIANGLES EQUILATERAUX)




6.1

Nous comparons dans ce chapitre les 2 schémas qui ont un bon comportement
pour toutes les valeurs des paramétres physiques 6 et v :

- le schéma 3 (élément fini Ql, schéma explicite avec condensation
de masse)

- le schéma 5 (é1ément fini P1, triangulation en triangles
équilatéraux, schéma explicite avec condensation de masse).

6.1. COMPARAISON DES TEMPS CALCUL

Comme au chapitre 3, nous envisageons 2 agencements possibles des
calculs associés & ces schémas :

- la programmation utilisant le caractére homogéne du milieu :
il s'agit alors de 1a programmation naturelle des schémas ;
(3.52) (3.53) et (5.15) (5.16).

- une programmation se réservant la possibilité de traiter le cas
général d'éléments finis de taille différentes et d'un milieu
non homogéne.

6.1.1. PROGRAMMATION UTILISANT LE CARACTERE HOMOGENE DU MILIEU

- e - e v v e e v - e - - ——

Nous avons vu (cf. §4.2.1.) que la programmation du schéma 3
demandait 38 additions et 8 multiplications par point de discrétisation
en espace-temps.

En programmant de la méme facon le schéma 5, i1 faut 10 multiplications

et 24 additions.

En supposant qu'une multiplication est équivalente au point de vue
temps calcul & 5 additions, on constate donc que les schémas 3 et 5
demandent respectivement pour un point de discrétisation d'espace-temps,
1'&équivalent de 78 et 74 additions.




[oa]
v
™~

o e o - e ot e s o — - = -

En appelant T3(resp. T5) le temps calcul requis pour une simulation
a 1'aide du schéma 3 (resp. du schéma 5) avec un pas de discrétisation
en espace Ax donné, 1'évaluation du nombre de noeuds et 1'examen de la
condition de stabilité permét d'établir les relations :

78 74 4
T = K X T = K X X =
3 (ax) ° (ax)° 3
T
Le rapport des temps calcul 7 d Ax et y fixés est donc d'environ 1,26.
3
6.1.2. PROGRAMMATION_ DANS_LE_CAS_GENERAL D'UN MILIEU QUELCONQUE

- " - WP G A = . W " A — - - - G " - - -

Les schémas 3 et 5 s'écrivent alors sous la forme synthétique
(4.1) (4.2). Le colt informatique du schéma dépend essentiellement de :

- la place mémoire nécessaire au stockage des matrices A, A',
B et B'.

- le temps calcul requis pour effectuer le produit de ces matrices
par u” et w" que nous allons évaluer, & Ax et Y donnés, dans
Te cas ol 1'on dispose d'une méthode permettant de ne stocker en

mémoire que les termes non nuls des matrices A, A', B et B'.

Le schéma 3 est un schéma 3@ 9 points et le nombre de noeuds est propor-
si bien que la place mémoire requise pour le stockage

tionnel a
AX
9

des matrices A, A', B, B' est proportionnel & — .
AX

Le schéma 5 est un schéma & 7 points et le nombre de noeuds est
proportionnel a '":L?_ : la place mémoire requise pour le stockage des

34X
matrices A, A', B, B' est donc proportionnel a ~m§§2— .
3AX

En conclusion les colits en place mémoire des 2 schémas sont

pratiquement identiques & Ax fixé.
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Le temps calcul nécessaire au calcul des produits du type A" est

proportionnel au nombre de termes stockés pour Ta matrice A ; comme &

Ax et y fixés, Te nombre d'itérations en n a éffectuer est‘ ﬁ?‘ fois plus

pétit pour le schéma 3 qué pour le schéma 5;1é3'temps calcul des schémas
sont dans le rapport 28x2_ . 1,2.

6.2. COMPARAISON DES SCHEMAS POUR LA PROPAGATION NES ONDES P

Le tableau 6.1. donne Te maximum en o de 1'erreur normalisée |1 - q1|
pour les schémas 3 et 5 en fonction de y pour G = 10 points par longueur
d'onde et v = 0,25.

max |1 - q schéma 3 schéma 5
8
Y = 0,01 2,7% 1.5%
y = 0,5 2,3% 1,2%
y = 0,8 1,7% 0,7%
y =1 1,1% 0,3%

TABLEAU 6.1.

On constate donc que le schéma 5 est de 2 (pourypetit) & 3,5 (pour y

proche de 1) fois plus précis que le schéma 3 vis a vis de la propagation

des ondes P a nombre de points par longueur d'onde fixé G fixé.
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6.3. COMPARAISON DES SCHEMAS PQUR LA PROPAGATION DES ONDES S

Le tableau 6.2. donne le maximum en 6 de 1'erreur normalisée
i1 - qzl pour les schémas 3 et 5 en fonction de v pour G = 10 points par
longueur d'onde et y = 0,8.

max |1 - q,| schéma 3 | schéma 5
)
v = 0,1 1,8% 0,9%
v = 0,25 1,5% 1,0%
v = 0,4 0,7% 1,1%
TABLEAU 6.2.

En résumé le schéma 5 est supérieur au schéma 3 pour v < 0,3 c'est &

dire dans le cas ol les ondes S obtenues par conversion d'ondes P sont
relativement importantes

6.4. COMPARAISON DES SCHEMAS POUR L'ECART 56 ENTRE LA DIRECTION DE
PROPAGATION ET LA DIRECTION DE DEPLACEMENT

Le tableau 6.3. donne, pour chaque schéma, 1'écart 66 en fonction de
& pour G = 10 points par longueur d'onde.

[s6] schéma 3 | schéma 5
6 = 0° 0° 0°
6 = 15° 0,41° 0,24°
6 = 30° 0,42° 0°
8 = 45° i 0° 0,24° N

TABLEAU 6.3,







6.5

Le schéma 5 est donc en moyenne meilleur que le schéma 3 pour
1'approximation des directions de déplacement des ondes P et S & nombre

G de points par 1onguéur d'onde donné.
6.5. CONCLUSION

L'ordre de précision des schémas 3 et 5 étant en sz et les temps
calcul de ces schémas étant proportionnels é-——lg—, 1'utilisation
AX

du schéma 5 est donc préférable & celle du schéma 3 sauf dans le
cas particulier de la propagation d'ondes S dars des milieux i

coefficient de Poisson voisin de 0,4.
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