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METHODES DE DISCRIMINATION NON PARAMETRIQUE

ASYMPTOTIQUEMENT EFFICACES AU SENS DE BAYES.

RESUME : On présente des méthodes de discrimination qui utilisent la distance

de Kolmogorov-Smirnov entre distribution de probabilité.

Les méthodes proposées se situent dans le cadre de 1'approche Baye-
sienne de la discrimination et nous montrons qu'elles sont asymptotiquement

efficaces au sens de Bayes.

D'autre part, ces méthodes, qui conduisent 3 la construction d'arbres

de décision, sont intéressantes par leur simplicité et leur rapidité.

En particulier, on résoud le probléme de la discrimination multi-classe

3 1'aide d'un seul arbre de décision.

On propose également une méthode utile lorsque les classes & recon-

naitre sont assez mélangées.

ABSTRACT : We present discrimination methods using the Kolmogorov-Smirnov dis-

tance between probability distributions.

These methods are asymptotically Bayes' risk efficient. On amother
hand, they give decision trees and are interessing by their simplicity and quick-

ness.

In particular, we solve the multiclass discrimination problem by using
only one decision tree. We also propose a method whose aim is to separate patterns

which are somewhat mixed.
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1. - INTRODUCTION

Le probléme de la discrimination est de classer un ensemble d'individus

caractérisés par un vecteur de mesures dans plusieurs classes définies a priori.

Dans ce probléme, ces individus ne peuvent pas étre affectés directement

mais seulement en utilisant leurs mesures. X
N

)

=

X3
On note :
{wl,..., w._} un échantillon de § ou chaque 1nd1v1du(u. est considéré comme
une observation de la population . Wl,..., WK 1'ensemble des K classes a priori.
1
X, = {x.,..., xp} le vecteur de dimension p qui représente 1'individu Wy de §

i
dans 1'espace des var1ab1es. Ainsi & chaque wl est associé le vecteur suivant :

w, -~ (9, xil,..., x‘.l’)

ol @i =0 Qni) est la classe a priori deuﬁ_ et x; = Xj Qui) est la valeur demi
sur la variable Xj'
Le probléme de la discrimination est de construire dans 1'espace des variables

K régions Ri""’ RK qui doivent vérifier au mieux les conditions suivantes :

1. beaucoup d'individus de W ont leurs vecteurs de mesures dans la région R..

2. peu d'individus de @ - Wy ont leurs vecteurs de mesures dans la région R..

Ainsi ayant K régions R, ..., R et un échantillon {wl’ cees wN} de Q, nous
pouvons construire le tableau de contingence suivant entre les régions Ris eeos Ry

et les classes a priori W] .o WK de Q.
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ol nij est le nombre d'individus de 1'échantillon {w tuN} appartenant 2 la

LEREE;
classe a priori Wi et classés dans la région Rj'

n,,
Le pourcentage de mauvaise classification ——ﬁl— de la classe a priori Wi
et de la région Rj est une estimation de la probabilité de mauvaise classification

entre W, et R..
1 J
P (wifn Rj) =P (Rj/wi) x P (Wi)

ol P (Wi) est la probabilité a priori de Wi et P (Rj/wi) représente la probabilité

conditionnelle de Rj sachant wi.

Le calcul du cdut de mauvaise classification quand les régions Rl""’RK
sont sélectionnéds se fait ainsi : On note C (W R ) le coiit de mauvaise classi-
iéme
fication quand la décision de classer un 1nd1V1du dans la j M€ classe est prise

. éme

alors qu'il appart1ent alai classe. Alors le coiit moyen de mauvaise classifi-

cation (risque de Bayes) est :

IIM

. c W, IRJ.) P (W, n Rj)

I,
j=1

K
,K
Les méthodes de discrimination faisant décroitre ce risque sont appelées

méthodes bayesiennes et sont &tudiées ici.



2. - APPROCHE BAYESIENNE DE LA DISCRIMINATION

Pour simplifier nous considérons deux classes W, et W, avec les probabilités

a priori ™
par rapport i la mesure de Lebesgue dans 1'espace des variables, des classes

P(Wl) et m, = P (Wz). Nous supposons que les densités de probabilité

W1 et w2 existent.

On veut construire la fonction de décision qui sépare 1'espace des variables

en deux régions R] et R2. On note C (1,2) le cofit de classer une observation de
Wl dans R2 et C (2,1) le colit de classer une observation de W2 dans Rl'

Ceci nous permet de construire le tableau des coiits suivants :

R R,
W, 0 c(1,2)
W, ci,nl o

On a la table des probabilité&s correspondante :

R R;

1 2
w1 P(1,1)| P(1,2)
W, P(2,1)| P(2,2)

Ainsi le cofit moyen de mauvaise classification s'écrit :
P(2,1).C(2,1) + P(1,2).C(1,2).

La connaissance des probabilité&s a priori ™ de W, et des fonctions de

densité fi de Wi dans 1'espace des variables permet de calculer ce coit.
La probabilité de bien classer un individu sachant qu'il est issu de Wl est
[ f, (x) dx avec dx = dx ,... dx;.
R 1 1 p
1

La probabilité de mal classer cet individu est [ fl (x) dx
d'oil R2
R

2



Le coflit moyen de mauvaise classification est alors :

ﬂ] .C(1,2). f f] (x) dx + ﬂz.C(Z,])- S ‘f2 (x) dx,
Ry R

Une procédure qui minimise ce coilit est une procédure bayésienne.

Lorsque les probabilités a priori sont connues la régle de décision consiste

a minimiser (si on pose RP = Rl U R2) :

ﬂ]'C(l,Z) . fp foo(x) dx + ﬂz-C(Z,l) ) f2 (x) dx

1

soit m, C(1,2), S ) fl (x) dx + [ [ﬂz.C(Z,J) f2 (x)—ﬂ] Cc(1,2) fl (x)] dx
R R ’
1

Le premier terme étant constant la régle de décision est de choisir Rl

tel que :
R = {xe Rp/ﬂ].C(l,Z) £, () > 1. C(2,1) £, ()}
soit @ cen o,
Ry = {x e rY/ L, e, T, }
et
£ ®)  C@2,1)
= P ! 2
Ry = {x e RY/ @ oD 7, }

Dans le cas ol ™ Cc(1,2) = m, C(2,1) il vient :

R, = {x ¢ RP/ fl (x) 2 f2 (x)}

Probabilité de mauvais classe-
Probabilité de mauvais .classement ment de la classe W2
de la classe W]




Les fonctions de densité &tant souyent inconnues partiellement ou totalement

le probléme nécessite d'estimer ces fonctions de densité,
Trois voies sont utilisées :

1) On suppose que les foncti~ns de densité de WJ et dg»Wé sont des distri-~

butions normales de vecteurs moyennes i, et M, et de matrice yariance Z.

Cette approche a &té utilisée par Wald (1944) . [Wal 44].

2) La procédure des k plus proches voisins permet d'estimer les fonctions

de densité
Cette approche a &té utilisée en premier par Fix et Hodges (1951) [FiH 51].

3) On peut utiliser d'autres méthodes non paramétriques pour estimer

les fonctions de densité. (cf. Henrichon et Fu (1969) [HeF 69], Friedman (1977)(Fri 771

2.1. - Analyse discriminante linéaire (approche classiqué)

Dans le cas de deux populations multinormales de méme matrice variance I et

. . . &
de moyennes H, et U, la fonction de densité de la i°"C classe est :

1

1 -1
f. (x) = ———— exp [- 3 (x=u)' I (x-i) ]
1 ('/:Z-ﬂ)p |Z|l/2 2 1
d'oi
f](x) 1 -1 , ol
log ——— == = [((x-p)' I (x-u,) - (x-u,)"' L~ (x-u,)]
f 2 1 1 2 2
2(x)
=x' T Q) - o Gy 2T (pe,)
| 2 1 72 1 72
Cette fonction étant linéaire en x, les régions sont données par :
o1 1 -1
R, = {x e RP/x" I (up=ip) = 3 Gi#p) T (uymip) 2 Log
et | (
- p | =1 - . _]_. - - < L k
R, = {x e R%/x" T~ (u;-¥) -3 (uy*uy) (0 =Hy) < Log }

avec k défini par :

ﬂ2 c(,1)
T 1“ c(,2)



Dans beaucoup d'applications les paramétres des fonctions de densité sont
inconnues. Dans ce cas, nous disposons d'un &chantillon de chaque classe normale

et nous utilisons cette information pour estimer ces paramétres.

. 2
Supposons que nous ayons un &chantillon xgl), sees xél) de Wl et xfz),.., é )
2
de WZ. !
Dans ce cas les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres M,
sont : n. (1)
‘(i)_ 1 Xa
X = I
o=1 i
et celui de T est S qui vérifie
LoCE ) (D) (D) g(D)
(n, +n, -2)s= I I (xTT-%) (x -3
: 2 i=l a=1 * &

En substituant ces estimations dans 1'expression de la fonction de décision,
on obtient :
Ry = {x ¢ RE/x's @M - 39y - %_— [ + )—{(2))3-1(;(1) -xPy7 Log k}

Le premier terme de cette fonction discriminante a été suggéré par Fisher en

1936.

Comme la fonction discriminante f est lindaire en x, (f (x) = ax + b)la sur-
face de séparation entre R] et R, est un hyperplan d'équation

f(x) =ax +b = 0.

Une nouvelle observation x est assignée 3 la classe W1 si f(x) 2 0 et 3 1a
classe W, si £(x) < 0. Pour chaque paire de classes un hyperplan peut €tre cons-

truit. Pour K classes, il y a %—K(K-l) hyperplans séparateurs.
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Exemple : K

Dans cet exemple, le point A est classé dans la région R,, mais le point B
ne peut &tre classé car il doit &tre classé dans la classe 2 si on compare Wl et
WZ’ dans la classe | si on compare Wl et W3 et dans la classe 3 si on compare W2

-~

et Wj. Ainsi par cette régle, ce point est impossible & classer.

Remarque :
Dans cette approche, on suppose que les classes sont des populations nor-
males. Cette hypoth&se assez forte n'est pas toujours acceptable et demande 3 @étre

vérifiée au préalable.

2.2. - Régle de décision des k plus proches voisins

I1 est clair que les résultats de la régle de décision dépendent de 1'esti~-
mation des fonctions de densité. Si elles ont plusieurs modes le probléme de 1'es-
timation des fonctions de densité est difficile. Une des approches consiste & sup-

poser les densités composées de mélanges de lois normales.[Par 621.



Une autre approche est d'estimer les densité@s en chaque point que 1'on désire
classer, c'est l'approche des k plus prbches voisins. Cette technique suppose que
la distance d entre deux individus de RP soit connue. Ayant un échantillon
{xl, ceey xn}, la fonction de densité fi est estimée au point x de la maniére sui-
vante :

Une suite de régions {Bk} k = I,n centr@es sur x est construite. Chaque ré-

gion a un volume ¢k et contient k points de 1'échantillon.

Parmi ces k objets, ki sont issus de W,

- k.,
. _ 1 . P - )
On estime fi(x) par fi(x) = ni¢k , k étant fixé, avec n. card W1

A partir de ces estimations, on prend la décision de classer x dans la classe

w.
i s1i
fj(X) § c(i,3)m, i
-~ = - J-
£.(x) c(j,i)nj
Remarques :

La procédure des k plus proches voisins utilise une distance définie sur RP et

les résultats dépendent du choix de cette distance.

De plus, la recherche des k plus proches voisins d'un point x dans un espace

de dimension P est souvent trés couteuse.

3. - APPROCHE NON PARAMETRIQUE DANS LE CAS DE 2 FAMILLES

Dans cet article nous allons &tudié une procédure paramétrique di & J. FRIEDMAN
[Fri 77] intéressante par sa simplicité et sa rapidité. Diverses extensions sont
proposées.

3.1. Principes de la méthode dans le cas de 2 familles et d'une seule variable

Soit W la population totale, W, et W, les deux familles avec card Wl = n,
card W, =m = N - n. Dans le cas, ol une seule variable décrit la population, on
pose f](x) et fz(x) les densités continues de probabilité des 2 familles et F](x)

et Fz(x) les fonctions de répartition correspondantes.



_]0_

On notera T, (resp. ﬂz) la probabilité a priori pour un &lément d'appartenir
i la famille W, (resp. WZF. On a m, + T, = 1. On notera &, (resp. 22) le cofiit de

mauvaise classification d'un €lément de W, (resp. WZ) dans W, (resp. W]).

Soit Z30e1 un individu supplémentaire, on veut classer Zye dans w] ou W2 a
partir de 1'échantillon Zys ees Zy, €D utilisant le point coupure c de la maniére
sulvante :

sizyg, S C il est affecté dans la population "inférieure", W, par exemple,

sizy,, >6 il est affecté dans la population "supérieure", soit w,.

Dans ce cadre, on veut choisir c de telle maniére a minimiser le risque de
Bayes R de mauvaise classification de cet individu test. On se restreindra ici au

cas ol ™ 21 = ﬂz 22.

La valeur du risque de Bayes R(z) de mal classer Zyyp OO utilisant un point

quelconque z pour effectuer la coupure est
R(z) = SL] ™ (1 - F](z)) + 22 1r2 Fz(z).
On en déduit que sous 1'hypothése ™ 2y = Ty 22, on a 1'équivalence :

min R(z) <=> max (Fl(z) - Fz(z)).
z z
Comme on ne connait pas a priori la population inférieure et la population

supérieure, le point qui minimise le risque de Bayes est le point c tel que

D(c) = sup D(z) = sup |F1(z) - F2(2)|.
z z
La quantité D(c) n'est autre que la distance de Kolmogorov-Smirnov entre
les deux distributions et est une mesure bien connue de la séparabilité des 2

fonctions de répartitions.

En pratique, F1 et F2 ne sont pas connues et on les estime par les fonctions

de répartition empiriques :définies ainsi
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0 si x <x: 0 si x<'x%
k 1 1 . _ ) 2
Fl(x) o si % < X< UK FZ(X) si x < X< UK
1 s1i 8 <X ] s1 x_£X
n

formules dans lesquelles x; est le k™€ point de la famille Wi (i =1, 2) les

points &tant rangés par ordre croissant.
On estime D(c) par D(C) = sup IF](Z) - F2(Z)|
z

Le risque effectif de mauvaise classification résultant de cette procédure

est R(8). Le risque "estimé" de mauvaise classification est
R(E) = 21 m (1 - Fl(c)) + 22 T, Fz(c))

Sous la restriction ™ 2] =T, 22, la proposition | revient & montrer que le

risque "estimé" R(E) converge en probabilité vers le risque de Bayes (R(c)).

Le proposition 2 (cf. STO 54) revient 2 montrer que le risque effectif

R(8) converge en probabilité vers le risque de Bayes.

3.1.1. Proposition 1

-~

D(2) converge en probabilité vers D(c).

~

Démonstration : Dire que D(Z) converge vers D(c) en probabilité signifie que :

.

¥ >0 ¥n > 0 = N tq pour tout n > N, P [|D(E) - D(c)| > e I 7
Ceci est équivalent 3 la conjonction des deux propositions suivantes :
(p.1.1) ¥e >0Wu¥n> O:IN] tq pour tout n > NpP[(D(c) - D(@)> €l <n

(p.1.2) ¥e >0¥n>0 EJN2 tq pour tout n > NZ,P[(D(E) - D(c))> el <nm



Démonstration de p.1.1
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Pour tout z, D(z) = |F1(z) - F2(z)| converge en probabilité vers D(z) car

la fonction de répartition empirique converge en probabilité vers le fonction de

répartition.

~

En particulier, D(c) converge en probabilité vers D(c). On peut alors écrire :

¥€ >0, ¥n> 0 4 N, tq pour tout n > N, .

Pl D(c) < D(c) - ¢ 1<n

Or il est clair que D(8) = max |Fl(z) - F2(z)|> |F1(c) - FZ(C)| = D(c),

on a donc bien a fortiori :

¥4

PEﬁ(e) ¢ D(c) - €] <n

Démonstration de p 1.2 :

On a :

B(E) - D(c) = max I%l(z) -
z

B(E) - D(e) < max[l%](z) -
z

et on peut écrire :

IF,(2) = Fy(2)] - |F(2) -
d'ol :
F,(2) - Fy(2)| - |F (2) -

F,(2) - F(2)] + |F,(2)

A

[F,(2) = F(2)] + |F,(2)

F,(2)| - 2

F ()| - |F (2) -
Fy(2)] = |F,(2) -
F2(2)| < |;](z) -

- F,(2) + F,(2) -

- Ez(z)l + |F](z)

max|F1(z) - Fz(z)|

F,(2)]]

F,(2) - F(2) + F ()] - [F (&) = Fy()]|
F ()] + |F,(2) - Fy(2)| = |F,(2)F, )]
Fy(2)| - |F,(2) - F,(2)|

- F2(2)| - |F,(2) - F,(2)].
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Donc :
7,() - B, @) - [F(2) - Ry = [P @ - F @] |7, (2) - Fy(2)]
On en déduit :

B(;) - D(¢) <€ max [l%l(z) - FI(Z)I + |%2(Z) - Fz(zﬂ]
z

= > B(Z) - D(c) < max[|%1(z) - F](z)|] + max[l%z(z) - F2(zﬂ]
z z

et d'aprés le théoréme de Glyvenko-Cantelli, pour i = 1, 2 max |Fi(z) - Fi(z)l
z

tend vers O presque slirement donc a fortiori en probabilité. Donc : pour € > O et

n > 0 fixés, J N, tel que pour tout n > N2 P [D(c) - D(c)) > €] <n.
Finalement

¥e >0, ¥y >0 3 N3 = sup (N], Nz) tq pour tout n > N3 P[I D(c) - D(c)|> €] < n

A~ A

et donc D(c) converge en probabilité vers D(c).

~

D(c) converge en probabilité vers D(c).

Démonstration :

On a :
w@)-mwl=w&)—&b+5é)-m@|sﬁé)-mol+ﬁé)—mb|

La proposition précédente permet d'affirmer que |p(2) - D(c)| converge en

probabilité vers 0.

Examinons maintenant le deuxiéme terme : |D(c) - D(c)|.



~

convergence en probabilité vers D(E) d'ol
|D(c) - D(c)' tend vers O en probabilité et finalement 1'inégalité

|D(E) - D(c)| < lD(c) - D(c)l ID(c) - D(c)l assure la convergence en proba-
bilité de D(Z) vers D(c).

3.2. - Extension de la procédure 3 plusieurs variables

Une extension naturelle de la procédure précédente au cas multivariable est
d'effectuer la coupure pour la variable ol la distance de Kolmogorov-Smirnov entre
les deux distributions est la plus grande. On réapplique ensuite la procé&dure a

chaque sous-population jusqu'd ce qu'on rencontre un test d'arr@t.
Plus précisément, l'algorithme peut se ré&sumer ainsi
On calcule pour toutes les variables la quantité :

D(c.): = max |F1(z) - F%(z)l (Fi (resp. F%) représentant la fonction de répartition
z
de la famille W1 (resp. Wz)pour la variablej )et 1'on effectue la coupure pour la

variable j,_ tel que

D(Cj*) = m?x (D(Cj))

La coupure se fait au point Cj*‘

Si 1'un des deux sous—-échantillons satisfait au test d'arrét, il est affecté
3 1'une des deux classes (celle qui est majoritaire dans le sous échantillon) et
on obtient ainsi une cellule terminale. Sinon on reprend la procédure a partir de
ce sous—échantillon. En particulier, on recalcule D(cj) méme pour la variable j
choisie au(x) pas précédent(s), en effet dans le cas od fl(x) et/ou fz(x) sont mul-

timodes, il se peut qu'une seule coupure ne fournisse pas une bonne discrimination.



I1 reste a définir le test d'arrét. L'assignement & une des familles est
fait sur la base de l'estimation du rapport fl/fZ' Le cardinal de chaque famil-
le dans les sous—échantillons doit &tre assez grand pour permettre une estima-
tion raisonnable du rapport des densités. Aussi le partitionnement s'arrétera
chaque fois que le partitionnement suivant n'assurera pas des échantillons de

taille minimum pour chaque famille.

Le choix du nombre k minimum doit &tre déterminé par l'utilisateur et dé-
pend du probléme posé. k doit croitre avec n, mais plus lentement que n. En
effet, Gordon et Ohlsen montrent LGoO781 que la procédure décrite ici est effi-

cace asymptotiquement au sens de Bayes si

lim kr(ln) -0 et 1imn ) - 4 o
n n n
Autrement dit, toujours sous la restriction 21“] = 4.7 lorsque la taille

2°2°
des deux échantillons devient grande, le risque de Bayes de classement d'un nou-
vel individu approche, avec une probabilité arbitrairement proche de I, le risque
de Bayes basé sur une procédure de Bayes construite a partir d'une connaissance
compléte des distributions F, et F,. 11 s'agit en fait de la généralisation au

cas multivariables de la proposition 2.

3.2.2. Affectation de_nouveaux_individus

Le partitionnement par cette procédure conduit d un arbre de décision bi-
naire. Un sous-échantillon & chaque &tape est représenté par un noeud de 1'arbre.
Le sommet de 1'arbre redonne 1'échantillon tout entier. Les deux successeurs de
chaque noeud non terminal représentent les 2 sous-ensembles définis par partition-

nement. Les noeuds terminaux représentent les cellules terminales.

La régle de classification d'un nouvel individu est donc simple. On 1'assi-
gne 3 la classe caractérisant la cellule dans laquelle il tombe. Partant du sommet,
1'individu descend l'arbre jusqu'ad ce qu'il arrive 3 un noeud terminal. Si celui-
ci représente une classe unique, il est affecté & cette classe. Si le noeud repré-

sente un mélange de classes, il est assigné & la classe majoritaire. En descendant



1'arbre, la décision d'aller a gauche ou & droite est prise ainsi : si X., S C..,
J* 1]
on va au successeur gauche, sinon on va au successeur de droite. Ici j* et c, re-

présente la variable et la coupure correspondante a ce noeud,
3.2.3. Remarques

La procédure garantit le meilleur partitionnement & chaque noeud de 1'arbre.
Mais elle ne passe pas en revue tous les choix de séquences de coupures possibles.
Ainsi le partitionnement de l'espace obtenu est sous optimal au sens statistique,
Ceci &tant, sauf cas particulier, il ne semble pas que cette restriction altére
les performances de l'algorithme et de toute fagon, 1'examen de toutes les suites

de coupures n'est pas réalisable méme pour de petits &chantilloms.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que ﬂ] 21 = ﬂz 22, ce qui garantit
pour la procédure la propriété d'efficacité assymptotique au sens de Bayes. Ceci
étant, le critére choisi’ici la distance de Kolmogorov-~Smirnov entre les 2 dis-
tributions se justifie en dehors des considérations de convergence, par son bon

pouvoir de séparation entre 2 distributioms.

Si 1'on désire conserver la propriété de convergence du risque de Bayes et

si 1'hypothése 7 2] =, 12 n'apparait pas satisfaisante, on peut définir le cri-

1
tére A partir d'une estimation de ﬂ],ll,ﬂz,ﬁz

On doit alors a chaque pas de l'algorithme trouver ¢ qui minimise le risque

de Bayes R(z) = % n](l - F](z)) + 22 Ty Fz(z) et en pratique on doit considérer

- 1
R(z) = 21 ﬂ](l - F](z)) + 22 ﬂz F2(z) ol ﬂl,l 2,ﬂ1,22 représentent les estima-
tions des valeurs théoriques. La modification introduite dans 1'algorithme garan-

tit 1'efficacité assymptotique au sens du risque de Bayes [GoO 781.

4. - APPROCHE NON PARAMETRIQUE DANS LE CAS MULTI-CLASSES

4.1, Introduction

Une extension possible. de cette procédure a des problémes a plus de 2 classes

consiste 3 les considérer comme une succession de problémes d 2 classes.

Si on a K classes (k>2) a discriminer, on construit les K arbres de décision

correspondant a chaque classe (contre toutes les autres).
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Pour classer un individu, Friedman préconise de procéder ainsi £ [Fri 777.

L'individu 3 classer tombe dans K cellules terminales. Pour chacune de ces
cellules, on calcule Cj = nombre d'éléments de la classe j dans la cellule de
l'arbre j et 0: = nombre d'&léments n'appartenant pas d la classe j dans cette

J
méme cellule.

On affecte 1'individu dans la classe j qui maximise Cj - Oj sur les cel-

lules.

Cette procédure peut s'avérer peu efficace dans le cas ou ¥j=1, ..., K
Cj - Oj< ‘0. I1 y a alors un risque d'affecter 1'individu dans une classe i la-

quelle il a peu de chances d'appartenir.
Aussi nous proposons dans ce cadre la régle d'affectation suivante [Ccel 781.

L'individu 3 classer tombe dans K cellule terminales. Pour chacune de ces

cellules, on calcule Cj - Oj‘

On affecte 1'individu & la classe j* qui maximise Cj - Oj’ i condition que
c. —-0. =0.
J* J*
Sinon, on calcule pour les K cellules la quantité Mj - Nj avec Mj = nombre
d'éléments de la classe qui a le plus grand nombre d'éléments dans la cellule de

1'arbre j.

Nj = nombre d'é&léments n'appartenant pas & cette classe dans cette méme cel-

lule.

On affecte, alors, 1l'individu & la classe j qui maximise PH - Nj sur les

K cellules terminales.

Dans les différentes applications que nous avons faites de cet algorithme,

cette régle d'affectation s'avére systématiquement meilleure que la précédente.



Ceci dtant, la stratégie qui consiste & ramener un probléme multi-classe 3

une succession de problémes & deux classes ne nous parait pas la meilleure.

D'une part, la procédure d'affectation de nouveaux individus perd en rapi-

dite.

D'autre part, les décisions offertes par cette méthode peuvent €tre contra-

dictoires si 1'on considére chaque arbre de décision pris séparément :

Soit, par exemple, trois classes A, B, C. Au vue de 1'arbre de décision de
la classe A, un individu peut &tre affecté 4 la classe A et au vu de 1'arbre de
la classe B, étre affecté a4 la classe B, etc...

Bien sur, les régles d'affectation que nous avons indiquées permettent de
trancher, mais ces procédures ne nous paraissent pas tré&s fiables dans de tels

cas douteux.

Aussi la méthode suivante nous semble préférable.

4.2. - Approche multiclasse avec un seul arbre de décision

4.2.1. Introduction
Le probléme est de construire un seul arbre de décision associé & un ensemble
de K classes. Nous noterons w], ooy WK les K familles et Hl’ ey HK les probabi-

lités a priori associés 3 ces familles et F], cees FK leurs fonctions de réparti-

tion théoriques. Soit W {WI, cees WK} alors pour A ¢ P(W) la fonction de répar-

tition théorique est :
FA(X) - X Hi . Fi(x) avec T = I Hi' Ainsi pour un ensemble

HA W.eA A W.€A
i i

A de familles a priori le risque de Bayes au point zest &gal & :
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R(2Z) = ,Q,A'nA(] - FA(z)) + &_m_ F_ (%) avec A=W-Ad'ol T_= 1 W et si
AA A A wieA

on suppose %, = &_on a R(z) =m, +m_T (%) - WRNRE

A % A

g

Ty est une constante et comme on ne connait pas & priori la population in-
férieure et la population supérieure le point c qui minimise le risque de Bayes

est :

D(c) = Sup |7 F(@ - m_F_(2] .
z AA AA

On estime D(c) par D(c) = Sup |ﬂ F (z) - 1T (z)l
z AA A

1

car on suppose que les probabilités m, et m_ sont connues. On note A 1'ensemble

des partitions en deux classes de {Wl, cves Wi}.

4.2.2. Proposition

e o e e . e e o

D(2) converge en probabilité vers D(c) ce qui revient 3 démontrer que le

risque effectif R(Z) converge vers le risque R(c).

Démonstration

Ip(@) - p(e)| =|mF, (&) -1 F_ (&) - m,F,(c) -m_F_(c)]
A A ik AA A

IN

|D(@) - D(e) | IWAFA(E) - nAFA(c)I + |m E_(&) - F_(c)|

AA A A

|D(2) - D(e)}

N

1w |F.(@) -F.()| + I m [F.(®) - F. (c) |
1 1 1 1 1 1
WieA Wi¢A

-~

Fi(E) converge en probabilité vers Fi(c) car Fi(é) converge en probabilité vers
Fi(E) et Fi(E) converge presque surement vers Fi(c) ce d'aprés les propositions

1 et 2 du paragraphe 3.l1.1.
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4.2.3. Extension de_la _procédure a plusieurs_variables

Cette extension est identique a celle du paragraphe 3.2.. Ainsi on calcule

-

pour toutes les variables la quantité :
R(c.) = max max |m_ F_(x) - nAFA(x)l
3 AA x A A
et 1'on effectue la coupure pour la variable j _ tel que :

R(cj*) = m?x {R(cj)}.

4.2.4. Considération numérique

La recherche de la classe A réunion d'un ensemble de classes a priori ne
nécessite pas l'énumération compléte de tous les cas possibles d'un regroupement
en deux classes d'un ensemble de k classes a priori. Cette recherche ne nécessite
que la construction de K-l regroupements car il suffit d'ordonner les classes en
fonction de la valeur de leur fonction de répartition en un point donné. La solu-
tion optimale est nécessairement dans les (K-1) regroupements formés par les

(K-1) coupures possibles : Cys +ors Cpge

Ceci peut se démontrer comme ceci : soit K valeurs ordonnées X <eee < xg
et on suppose que la partition en deux classes de ces K valeurs ne forme pas deux
intervalles disjoints. Dans ce cas il existe une valeur X n'appartenant pas 3 la

premiére classe (classe des petites valeurs) et inférieure 3 une valeur X1 appar-

tenant 3 cette premiére classe. En calculant les moyennes des deux classes :

1
z X, et X, = oy z X,

1
1 n : .
1 iec,

nous obtenons un écart A = ;2 - X En permutant les deux valeurs Xy et Xp, on

obtient deux nouvelles classes avec les moyennes suivantes :
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| .
v = ' -
xl o Z' X. avec c] cl {xl,} + {XR}
lec
1
et comme X > xm on a :
-, -
X < ¥
- l .
| B, ' = -
Xy = = Z' x, avec ¢, = c, {x 1+ {xz,}
lec
2
et comme XQ < xg, on a :
- - .
X, > Xz d'ou
x5 = x| > Ixy = %]
0 F (%) F (x) F (x) F (x) F_ (x) 1
oy az al % aK

L]

'~
Fax(X) < < < Faz(x) d'ol la classe A

¢c. <F (x) d'ou la classe A
2 2 o

F_ (x) <e., < Fa (x) d'oli la classe A
i 1 i+l

F (x) < c < F (x) d'oi la classe

Og-1 k-1

Ainsi la recherche de la solution

fonction de K.

v, )
{Wa > W, }

optimale est de complexité lingaire en
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4.2.5. Exemples d'applications

L'ensemble des données choisies pour cette application est l'ensemble des
données de Fisher [Fis 35] concernant 3 populations d'Iris. Chaque population
d'Iris est échantillonnée avec 50 individus. Dans Fisher [Fis 35] est utilisé
1'analyse discriminante lin€aire sur les variables. Il comstruit une fonction
lindaire discriminante entre deux populations d'Iris ; cette fonction linéaire
n'est pas nécessaire pour séparer la population des Iris Setosa des autres Iris
car la moyenne de ces Iris sur la variable n°® 4 (largeur de la pétale) est de
0,246 et 1'étendue est de 0,2 3 0,6 alors que pour les autres Iris le minimum
est de 1,0. Ceci démontre que cette 4&me variable est assez discriminante en
elle-méme pour séparer les Iris Setosa des autres. Par contre, la discrimina-
tion entre les Iris Versicolor et Virginica ne peut se faire parfaitement par

une seule variable.

La construction d'une fonction discriminante linéaire dépendant de plusieurs
variables permet une tré&s bonne séparation entre ces deux populations. Cependant
1'utilisation de nos arbres de décision binaires permet d'obtenir une aussi bonne

séparation.

Cet ensemble de données a &té utilisé par Kendall [Ken 66] avec sa
"distribution-free method". De la méme fagon que notre méthode, cette méthode uti-
lise uniquement le caractére ordonné d'une variable quantitative. Cette méthode
découpe la variable en trois zones ; les deux zones extrémes définissent l'inter-
valle de décision d'affection & une population : la zome centrale est l'intervalle
d'indécision. Sur 1'échantillon test les zones extrémes ne doivent contenir que
des individus de la méme population. Par exemple les variables n® 3 (longueur de
la pétale) et n° 4 (largeur de la pétale) sont des variables relativement discri-
minantes pour les deux populations versicolor (Vers) et Virginica (Virg) (voir

Table 1 ci-dessous).
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Largeur de la pétale (PW)

: Longueur de la pétale (PL)

4
e oo eo op se e

: Valeur : Vers : Virg : Valeur : Vers : Virg

e o}

<4.3 ¢ 25 <1.3 28 :
ok 4 1.4 o '
; 4.5 ; 7 : 1 : 1.5 10 ; 2 :
fo4e 3 ‘1.6 o :
P BT S 2 TP B
Y B 2 f 2 R - I :
L4 i 2+ 3 iz19 T
Foso b 3 ; ; ;
; 5.1 : 1 : 7 ; ; ;
Prsz o ; ;
; Total ; 50 ; 50 ; Total ; 50 ; 50 ;
d'oti la régle de décision suivante :
PL < 4.4. affectation 3 la population Versicolor
PL = 5.2. affectation & la population Virginica

4.5, £ PL £ 5.1, indécision (choisir une nouvelle variable).

Ainsi il reste 37 cas d'indécision. Dans ce cas la variable PW est main-

tenant choisie et nous obtenons la régle de décision suivante :

avec 4,5, < PL < 5.1.
PW < 1.4, affectation & la population Versicolor
alors si PW = 1.9. affectation & la population Virginica
1.5, < PW < 1.9, indécision et choix d'une nouvelle variable.
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Maintenant il reste 22 cas d'indécision. La variable largeur de la sépale

(SW) est maintenant choisie et nous avons une nouvelle fonction de décision :

SW > 3.1, affectation Versicolor

SW < 3.1. indécision, choix d'une nouvelle variable,

TI1 reste 16 cas d'indécision et la derniére variable longueur de la sépale

(SL) permet de construire la fonction de décision suivante :

SL 2 6.4. affectation 3 la population Versicolor
SL < 5.3. affectation 3 la population Virginica
5.3. < SL £ 6.3. indécision.

Aucune amélioration n'est possible et nous avons 13 cas d'indécision.

L'arbre de décision de cette '"distribution-free method'" est la suivante :

Vs
Vg

Versicolor

Virginica
Echantillon de départ
[Vs=50, Vg=50]

/ mz 5.2.
|

[Vvs=29, Vg=0] [Vs=0, Vg=34]

A4
[vs=21, Vvg=]6]
PW = 1.9,

[vs=7 Svg=0] [Ve=0, Vg=8 ]

[Vs=14, Vg=8 ]

[Vs=6 *{
N
[Vs=8 , Vg=8 ]
w < 5.3.
[Vs=2 , Vg— [Vs20 , Vg=1]

v

[Vs=6 , Vg=7]
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De méme que la méthode précédente, notre méthode du § 4.2 a comme but la cons-
truction d'un arbre de décision mais la coupure d'une variable s'effectue en fonction
du risque de Bayes. Ainsi notre méthode ne permet pas d'obtenir directement des zones ne
contenant que d'individus de la méme population. Dans l'exemple de Fisher les deux
populations ont la méme probabilité a priori (p=0.50) et on peut dire que ce coiit
d'erreur est le méme pour chaque population. Ainsi minimiser le risque de Bayes re-
vient 3 maximiser le test de Smirnoff-Kolmogorov. Ce test de Smi rnoff-Kolmogorov
est calculé pour toutes les coupures possibles sur toutes les variables. Ce calcul

est repris ci-dessous pour les variables n® 3 et n® 4, ces variables &tant les plus

discriminantes.

: Longueur de 1la pétale (PL) : Largeur de 1la pétale (PW) :
: Valeur :Vers: fre- :Virg: fre_: test :+ Valeur ;Vers: fré- :Virg;fre_ : test :
. : .quence "quence. SK | ) “quence ‘quence SK |
P c4.3. ‘25%0,50°  f0,00f0,5 °<1.3 28 ‘0,5 ° ?0,00%0,56 °
: 4.4 : 4 : 0,58 : : 0,00 : 0,58 : 1.4 : 7 :0,70 : 1 : 0,02 : 0,68 :
P4 fo7io,72f 170,021 0707 1.5 ‘10 0,90 ° 2% 0,06} 0,86 °
: 4.6 : 3:0,78 : : : 0,76 : 1.6 : 3:0,99: 1 :0,08 :0,88 :
P47 s ioss i ‘0,86 1 1.7 . 10,98  1%0,10 0,8 °
: 4.8 : 2:0,92: 2 : On06 : 0,86 : 1.8 : 1 :1,00 : 11 : 0,32 : 0,68 :
* 49 P 270,96 % 310,12 0,8 219 o f,00%3 1,000
: 5.0 : 1:0,98: 3:0,18 :0,80: : : : : : :
©osa 1,000 700527 0,68 S S A A S
: 25,2 : : 1,00 : 34 : 1,00 : 0,00 : : : : : : s
: : : : : : : : : : : : H
: : : : : : : : : : : 3
: Total : 50 : : 50 : : : Total : 50 : : 50 : : ;
d'ol pour la variable PL

max IF](x) - F2(x)| = 0,86 et la valeur d& la convergence est 4,7; d'ol pour la vgq’i
X riable PW

max lﬁl(x) - Fz(x)l = 0,88 et lavaleur & la convergence est 1,6 ou 1,7.

X
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La variable discriminante est PW et la coupure est la valeur 1,6,

Vs Y
PW < 1,6 : 48 : 4 :
PW: >1,6 : 2 : 46

A la deuxiéme &tape la variable la plus discriminante de 1'ensemble des Iris
vérifiant PW < 1,6 est la variable PL(longueur de la pétale) .avec un test de Smir-

nof f-Kolmogorov de 0,979 et la coupure en 4.9. La fonction de décision est la sui-

vante :
PW £ 1,6 PL < 4,9 [vs =47, Vg = 0]
[Vs = 48, Vg = 4] PL: >4.9 [Vs =1, Vg = 4]

L'ensemble défini par PW < 1,6 et PL < 4,9 est un ensemble terminal car il
y a une discrimination parfaite des Versicolors., Par contre, il faut décomposer

l'ensemble PW < 1,6 et PL' > 4.9 .

La variable la plus discriminante de l'ensemble des Iris vérifiant PW > 1,6
est aussi la variable PL avec un test &gal & 0,826 et la coupure en 5. La fonc-

tion de décision est la suivante :

PW >1,6 PL < 5.0 [Vs = 2, Vg
[Vvs = 2, Vg = 46] PL: >5.,0 [vs = 0, Vg

8]
38]

Ici 1'ensemble défini par PW > 1,6 et PL >5.0 est un ensemble terminal et

caractérise les Iris Virginica.

A la troisiéme &tape nous reprennons les deux ensembles non discriminants.
Avec l'ensemble [PW < 1,6 et PL: >4.9] la variable la plus discriminante est la
longueur de la sépale (SL) et la valeur de la coupure est 6. Avec l'ensemble
[PW: >1,6 et PL < 5.0] la variable la plus discriminante est la largeur de la sé-
pale (SW) et la valeur de la coupure est 3.0, l'arbre de décision de cette méthode

est le suivant :



- 27 -

[Vs=50, Vg=50]

PWS]/ NW?>].6

[Vs=48, Vg=4] [Vs=2, Vg=46]
PL < 4.9/ \PL' >4.9 PL < 5.(L)_/ \PL: >5.0
[Vs=47, Vg=0] [Vs=1, Vg=4] [Vs=2, Vg=8] [Vs=0, Vg=38]

L >6 SL < 6 ‘3 > *
(%) S>/\£< Sw</ \sw>3()

[Vs=0, Vg=3] T[vs=1, Vg=11 [Vs=0, Vh=6] ([Vs=2, Vg=2]
(%) (1) (*) (1)

Les ensembles marqués d'une &toile (*) sont des ensembles composé&s uniquement

d'individus appartenant & la méme population.

Avec cette méthode il reste deux ensembles d'indécision (i), ‘ces deux ensem-
bles comprennent 6 individus. Sur cet ensemble de données cette méthode s'avére

meilleure que la méthode proposée par Kendall [Ken 66].

La méthode de Kendall construit 3 chaque &tape de la segmentation des en-

sembles totalement discriminés.

Dans notre méthode, ces ensembles totalement discriminés n'apparaissent qu'a
la deuxidme étape car notre méthode recherche des ensembles assez discriminants

au sens du risque de Bayes.

Le risque de Bayes semble &tre un critére bien adapté dans la recherche de

groupes discriminants.
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5. - UNE VARIANTE : ARBRES DE DECISION TERNAIRES

L'algorithme que nous avons présent& vaut par sa rapidité de mise en oeuvre

et la facilité d'interprétation des résultats.

La principale critique que 1l'on peut lui faire est son manque de finesse.
S'il est trés efficace et agréable pour reconnaitre des classes relativement bien

sépardes, il est moins performant pour reconnaitre des classes ''proches" 1'une

de 1l'autre.

Dans cette partie, nous présentons une variante dont le but est de fournir
une discrimination plus fine tout en conservant la facilité d'interprétation des
résultats de la méthode précédente et qui reste performante au’'point de vue de

la rapidité.

5.1. - Principes de la méthode dans le cas de 2 familles

L'idée est la suivante : au lieu de construire des arbres de décision binaires,
on va construire des arbres de décision a4 3 branches, la branche du milieu &tant une
branche d'indécision.

Le formalisme de cette variante est tout 3 fait analogue a celui de la méthode

de base. Aussi nous 1'exposons en suivant le méme plan que précédemment.

5.1.1. Cas d'une seule variable ( p = 1)

Les définitions sont les mémes qu'au début du § 3. Mais en plus des coiits
21 (resp. #,) de mauvaise classification pour un &lément de W] (resp. Wz), on in~

troduit un colit de non décision 2'] (resp. 2’2) pour un élément de w1 (resp. WZ).
Le probléme s'énonce alors ainsi :

Au vu de 1'échantillon z -+ 2, ON Veut classer un individu supplémen-

])
taire Z 4l dans W1 ou w2 en utilisant deux points coupure ¢

la maniére suivante :

j et ¢y (¢ <¢y) de
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si Z ol S e, il est affecté dans la population "inférieure", W, par exemple.
si z 41 > S il est affecté dans la population "supérieure", soit W,.

si ¢ < 2z 4 < G, on ne prend pas décision, ce qui signifie que la variable con-

sidérée ne permet pas de décider de l'affectation de Z 41°

Dans ce cadre, on veut choisir c, etc, de maniére 3 minimiser le ris-
que de Bayes R(zl, ZZ) de mal classer un individu en utilisant les deux points

coupures z, et z (z1 < z2).

2
L3 encore, on se restreindra au cas T 2] =T, 22. Et de maniére cohérente

avec cette derniére restriction, on supposera de plus que ™ 2'1 =T, 2'2.

Enfin, on posera l] = a2'1 avec a 2 1, ce qui entraine que 22 = 32'2 car de

= 1 '
m, & ﬂz 22 on tire n‘ a2

= = ' . LI '
1 ﬂz 22 a ﬂz % 9 puisque T, A 1 n22

1 1

Notons que prendre a > 1 est naturel : le colit de mal classer un Elément de Wl

est plus grand que de ne pas classer cet individu 3@ 1'aide de la variable considérée.
Le risque de Bayes s'écrit :
R(gl, 22) =, 2. (1 - FI(ZZ)) + T, 22 Fz(zl) T 2; (F](zz) - Fl(zl)) +
+ T, Qé (FZ(ZZ) - Fz(zl))

2; =amw, !, i1 vient :

Dans le cas ou ﬂl 2] = ﬂ2 22 =arT 2 %

1

- A - - -
R(z],zz) =T, 2] [a + F](zz)(l a) Fl(zl) + F2(z])(a 1) + Fz(zz)].
On a alors 1'équivalence :

min R(z],zz) <=> max [F](zz)(a—]) + Fi(zl) - Fz(zl)(a—l) - Fz(zz)]
z]szz Z] ’;.22

Z] < 22 zlSzz
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En fait, on ne connait pas a priori la population inférieure. Mais nous
verrons que 1'algorithme détermine au début la population inférieure de la ma-

niére suivante :
wl (resp. WZ) est la population inférieure si
D(c) = sup |F1(z) - F2(2)| = F,(c) - F,(c) (resp. D(c) = F,(c) - F, (c))
z
Dans toute la suite on supposera donc que W, est la population inférieure.

-

La variante consiste donc 3 chercher les deux points coupures c; et ¢, qui

maximise le critére
D(z,,2,) = [F (2y)(a=1) + F (z)) = F,y(z))(a=1) = Fy(z,)]
En pratique, on maximisera
D(z,,2,) = [F,(z,)(a=1) + F (z)) = Fpz)) (a=1) = Fy(z)]
et donc on estime D(cl,cz) = sup D(zl,zz) par B(CI,CZ) = sup B(z],zz)

Zl,z2 21529

zlSz2 z]522

De manidre analogue au cas binaire, on a les propriétés de convergence sui-

vantes :
Proposition : D(cl,cz) converge vers D(cl,cz) en probabilité.
Proposition : D(cl,cz) converge en probabilité vers D(cl,cz).

On en déduit le résultat suivant :

~ ..A

Le risque effectif de mauvaise classification R(cl;cz) converge en probabi~-

1ité vers le risque de Bayes R(c],cz).
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Démonstration de la premiére proposition :

V(z],zz) D(z],zz) converge en probabilité vers D(z],zz) car la fonction de répar-

tition empirique converge en probabilité vers la fonction de répartition,

-~

En particulier D(CI’CZ) converge en probabilité vers D(c],cz). On peut alors

écrire :

¥e >0 ¥n>0 3N, tq pour tout n > N,

p[ﬁ(c],cz) <D(c ,e,) =€l <n

Or par comnstruction, D(E], 52) > chl,cz) d'ol P(D(E], 62) < D(cl,cz) -] <y

pour tout n > N].

D'autre part :

D(2 )58 = Depsep) = swp  L(amD) Fy(ay) + Fi(z) = (a=1) F,(z)) - F,(z,)]
1’72

ZI,Z2

sup

z <z

1

D(E],E2

On a :

[(a-1) F (z,)

+

+

Z. <2z

2

[(a-1) Fl(zz) + F](zl) - Fz(z])(a-l) - Fz(zz)]

) - D(cl,cz) < sup {[(a—l) gl(zz) + ;1(21) - (a-1) Ez(zl) - 52(22)3-

Z‘,Z2

z Lz

2

[(a-1) Fy(z,) + F (z)) - (a-1) Fp(z)) - F,(z,)1}

~

El(z]) - (a-1) Ez(z]) - Fy(z,)]1 - [(a-l)F](iz) + Fl(z]) - (a-l)Fz(zl)—

FZ(ZZ)]
Fz(zk))

|F1(21)

"

[(a-1)(F,(z)) = F (z)) + (F (z)) = F (z))) - (a=1)(F,(z)) -

- (F,(2,) - Fplz)] < (a=1) [F)(2)) - F (z))] +

S F )] * (e [Fy(z) = Bz + [F,(z) - Fy(z))].
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On en déduit :

D(E],GZ) - D(c],cz) < zup (a-1) IE](ZZ) - F](zz)l + iup |F](zl) “ Fl(zl)l +
2 1

+ sup (a-1) |Fy(z)) = Fy(z )| + sup |F,(2z)) = Fy(z,)].
z z
1 2
et d'aprés le théoréme de Glyvenko-Cantelli, on a donc :
¥ > 0, ¥n > 0, 31\12 tq pour tout n > N2
P E(D(EI’EZ) - D(cl,cz))> e 1<nq
Finalement :
¥e» 0, ¥n>0 3 N, = sup (N, Nz) tq pour tout n >N,

P [|D(8,,8,) - D(cscy)(>el < n.

Démonstration de la deuxiéme proposition :

On a :

~

ID(2,»2,) - D(c;sc,)| < [D(&),8,) - D(¢},8,)]

+ |D(E],62) - D(cl,c2)|~

D'aprés la proposition précédente D(EI,EZ) converge en probabilité vers
D(CI’CZ) et D(EI,EZ) converge en probabilité vers D(EI,EZ) puisque la fonction
de répartition empirique converge en probabilité vers la fonction de réparti-

tion. On en déduit aisément le résultat annoncé.



- 33 - o N

5.1.2. Extension de la méthode & plusieurs variables

L'algorithme est alors le méme que dans le cas binaire.
A chaque pas on sélectionne la variable qui maximise le critére -:

D(Z,,E,) = sup [(a-1) F,(z,) + §l(z1) - (a-1) Ez(z]) f§2(z2)]

et on effectue les deux coupures aux points E] et 62.
On réitére la procédure sur chacun des sous—échantillons ainsi obtenus. Le

test d'arrét est le méme que dans le cas binaire.

Le partitionnement par cette procédure conduit & un arbre de décision ou de :
chaque sommet part deux ou trois branches selon les cas. Il part deux branches si

au sommet considéré les points coupures E] et 82 sont égaux, trois branches si

Ce dernier cas se produit lorsque la variable j sélectionnée au sommet consi-
déré ne permet pas de discriminer entre les deux familles tous les individus dont’
la coordonnée xj pour cette variable vérifie E] <'xj < 62.

L'introduction de cette branche du "milieu" permet ainsi d'é&viter une affec-

tation peu siire d'individus 34 1'une des 2 familles définies a priori.

Lorsque la branche du milieu disparait, c'est-d-dire lorsque pour le sommet
q P

considéré et la variable sélectionnée correspondante on a E] =g le critére

2’
s'écrit :

D(2;,¢)) = a Sl;'p IEI(Z) - ;2(2) |

L'unique point coupure est alors le méme point que 1l'on obtient dans le cas

binaire.
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Ainsi, si les familles a priori sont bien sépar@es, cette variante donnera
les mémes résultats que 1'algorithme de base : de chaque sommet de 1'arbre de dé&-

cision, il ne partira que deux branches.

5.2. — Cas multi-classes : (L > 2)

I1 est clair que quel que soit la maniére d'envisager le probléme multi-

classe les algorithmes que nous avons présenté se généralise sans peine pour cette

variante.

5.3. - Le choix de a :

Dans la variante proposée, le nombre a = 1 tel que 2] = a 2'] est un para-

métre de 1'algorithme qui doit @tre défini par 1l'utilisateur.
Remarquons tout d'abord que le critére est une fonction croissante de a.
Cas limites :

Si a = 1, (coiit de mauvaise classification égal au colit de non décision), le

critére s'écrit :

D(El,Ez) = sup [F](zl) - FZ(ZJ\]

~ ~
D(CI’CZ) = sup IFl(z) - Fz(z)|
z
On retombe alors sur la procédure utilisant la distance de Kolmogorov-Smirnov
entre les deux distributions et donc sur un arbre de décision binaire.

Si a + © (colit de non décision négligeable devant le colit de mauvaise clas-

sification).
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On a alors &', + 0 et 2', > 0 car % est fixé. Le critére devient :

D(EI,EZ) = sup [Fl(zz) - Fl(zl)]
Z122 '

zISzz.

11 suffit alors de prendre :

et

x(l) étant la plus petite valeur rencontré sur 1'échantillon,

x(n) étant la plus grande valeur rencontré sur l'échantillon.

On a alors :

Tous les individus vérifient El <‘xi<i‘é2 et sont classés dans la classe du

milieu. Ce qui conduit 3 ne jamais prendre de décisionm.

Entre ces deux extrémes, l'utilisateur doit choisir a de maniére a réaliser

un compromis entre la qualité de la discrimination d'une part et la simplicité

des résultats.

Si a est trop grand, l'arbre de décision aura de nombreux sommets et sera

difficile d interpréter.

Si a est trop petit, 1'arbre sera peu différent d'un arbre de décision bi-

naise et 1'on risque alors d'obtenir des résultats moins bons.

D'autre part, on a le résultat suivant :



-.36_

Proposition : Pour 1 <a <2, on a :
D(E],Ez) = a sup lFl(z) - Fz(z)l = a D(c)
z

Démonstration :

¥ (z‘,zz) avec z; = 2,

Dzpzy) = (a-1) F(z)) + F (z)) = (a=1) Fy(z)) = Fy(zp)

D(2;,2,) = (=D (F,(z) = F,(2)) + (@=1(F,(z)) = Fy(z))

+ (a=2) (Ez(zz) - ;‘l(z,))

d'otl

D(z;,z,) s 2(a-1) D(c) + a - 2

et

2(a-1)D(c) + a = 2 < a D(c) dés que a ¢ 2, d'ol D(ZI’ZZ) <aD(c) si ac<g 2,

Ainsi 1'on est amené & prendre a > 2 pour éviter de retomber sur le critére

de Kolmogorov-Smirnov.

3 o', est une assez bonne solution.

Nous pensons que prendre a = 3, soit Zl 1

En pratique, l'utilisateur pourra faire varier a au cours de différents essais
de maniére 3 obtenir un arbre de décision qui le satisfasse en regard du probléme

posé.

5.4, - Intérét de cette variante

Cette variante permet d'affiner la discrimination lorsque les familles a priori

sont difficiles & séparer.

D'un point de wvue théorique, cette variante généralise l'algorithme de base.

En effet, lorsque les familles a priori seront bien sé&parées, les branches du mi-
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lieu de 1'arbre de décision disparaitront et 1'on retombera exactement sur 1'arbre

de décision binaire.

D'un point de vue pratique, dans ce dernier cas, cette variante allongera inu-
tilement le temps calcul. Ceci é&tant, il est difficile de savoir a priori si les

familles 3 reconnaitre sont bien séparées ou mnon.

Un autre intére@t de cette variante résulte dans le fait qu'elle facilite le

‘dialogue homme machine.

En effet, cette méthode de reconnaissance automatique ne décide pas forcément
de 1'affectation de tous les individus. Cet &tat de fait correspond d une réalité.
Dans pratiquement tous les problémes de discrimination, il existe des individus qui
sont mal classés quel que soit la qualité des fonctions de décision. Cette mé-
thode permet de les déceler facilement. Le spécialiste (le médecin par exemple) de-

vra envisager de les affecter a une famille par d'autres moyens,

A ce propos, nous voulons faire la remarque suivante : les derniers sommets
peuvent s'avérer moins fiables car plus sujets aux fluctuations d'échantillonage

que les premiers sommets.

Ainsi dans les cas ol les arbres de décision obtenus comportent de multiples
niveaux, il peut &tre intéressant de les couper i un certain niveau qui ne soit
pas forcément celui des cellules terminales. Par la méme, on peut améliorer la

sureté de la discrimination.

Coupure de 1'arbre &

un niveau qui fournit

8 classes dont 2 de- — — -
non décision




-~ 38 -

5.5. - Considérations numériques

Dans ce paragraphe, nous allons voir qu'il n 'est pas nécessaire de passer en

revue tous les couples (z],z ) pour optimiser le critére D(c‘,cz) sup D(ZI’ZZ)’
Z10%

ZISZZ

On pose card W]
card W

[}
8

2

On examine le critére pour une variable donnée.
On suppose toujours que :

suplF](z} - Fz(z)l = F](c) - Fz(c).
z

Autrement dit W, est la population inférieure et WZ est la population supé-

rieure. On suppose d'autre part que a > 2.
P q

Au point c est associé le couple (nc,mc), vérifiant n,,m, € N,
0 < n, <n, 0 < m, < met tel que !
n, = card lwew /x@ < cl, m = card {wew, / x(w <c}
On a: - = — - _t
Fl(c) F2(c) = -
soit
~ n, m
c(c) = sup D(z,z) = a(;— - ES) avec a > 2.
z -
De maniére analogue, a chaque point coupure c, et c2'maximisant le critére :
(D(cl,cz) up D(zl,zz)) est associé& un couple d'entiers (nc > W ) pour <y
y2 I 1
| 2
21522
et (n. , m ) pour c, vérifiant 0 < n_ <n <netO0O<m <m <met tels que
c c 2 c c c c
2 2 1 2 1 2
- n, n m m
D(c,,c,) = (a-1) 2 + €1 - (a-1) "1 - ©2
n n m m
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Proposition :

Pour a > 2, le couple (cl,cz) vérifiant D(cl,cz) = sup D(zl,zz) est tel que

2,2,
<
2,52,
- - - - n, m
< - PR _ = - =& __t
cpscsecyouc est défini par sup lF](z) F2(z)| Fl(c) Fz(c) = -

z

Démonstration :

Soit (zl,zz) tel que z, <z, <c.

On a :
n, m, n, m
. e fae 2 _ 7 1 _ "2
D(z,;2,) = (a l)[ - — ]4[ - - ]
n m
nc z, nE z,
D(z,¢) - D(zy,2p) = (=D& = )|~ o= *
. n
- 2 c
zy $ec=> —<—eta-1> 1
n n

d'otd

=}
N
B
N

n m
% %2
si.[——— —-——-]s 0, on a D(zl,c) - D(ZI’ZZ) 20

n m

n m n m
22 2 2 22 nC mc
si - = —~%1>0, on a de toute fagon, par définition de ¢ :| — - ———] — -

On en dé&duit que D(zl,c) > D(z],zz) ¥ z, < c.

On montrerait de maniére analogue que

D(C;zz)'z D(zl’ZZ)v V(z],zz) vérifiant c < z, < z,- D'oli la proposition annoncée.
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Proposition :

Le couple (c],cz) vérifiant D(cl,cz) = sup D(zl,zz) est tel que :
Z.,,2
1°°2

21222

D(cl,c) = sup D(zl,c) et D(c,cz) = sup D(c,zz).
Z]Sc zzbc

Démonstration

Soit c, etc, vérifiant D(cl,c) = sup D(z],c) et D(c,cz) = sup D(c,z2)

z]Sc zz;c )
on peut poser : ncl =n, -n, mC] =m -m n,m ¢ N
B, e Topm Tm YD ny,my € N
2 2
~ nc mC m] nl
= a(— - =) + (a-1) — - —
et on a D(c,,c) = alg m) (a-1) — =
- n m f m
- Al - -y 2o 2
D(C’CZ) = a(-n— m) + (a-1) 3 o
Soit maintenant (c¢' ,c',) vérifiant D(c],cé) = sup D(z,2,) -
z,,2
1°72
-~ o, . - - 2,5z
D'aprés la proposition précédente, on a : 1772
= - ' = - ' » = ! = '
Ber e TR W M =0 Do n, oy W Te To,
1 1 2 2
o'y, m'y, 'y, 'y e N
Et on peut écrire :
- n m m' n' n' m'
ety = et -8 -y -1 -y —2_-_2
D(c'|,c'y) = a(= - =) + (a-1) — — + (a-1) — -
- : m'] n'l m, n,
| < 2 : - e - - -
de D(c l,c) < D(cl,c) on déduit (a-1) = — < (a-1) - =
~ Ry " ™
et de D(c,c'2) < D(c,cz) on déduit (a-1) - "= < (a~1) — T

d'od D(c'],c'z) < D(c],cz) et donc (c'],c'z) = ¢],c2)



Cette derniére proposition permet de simplifier 1'algorithme de recherche du

couple (c],cé) optimal :
On cherche d'abord le point c tel que :
sup Igl(z) - %2(2)| = |F1(c) - Fz(c)|
z
Cela nous permet de déterminer les populations inférieure ef supérieure.

~

c est alors obtenu par maximisation de D(zj,c) et c, par maximisation de

D(C,Zz) .
‘Cet algorithme nécessite 2 N investigations (N &tant la taille de 1'échan-

tillon) au lieu de :

N + N
2

si 1'on avait dii examiner tous les couples (c],cz) avec ¢, < ¢

Conclusion :

Le cofit de 1'algorithme reste linéaire par rapport i la taille de 1'échantillon.

5.6. — Exemples d'applications.

Sans illustrer cette méthode et la comparer 3 1'algorithme de Friedman,
nous présentons deux applications sur des données réelles qui correspondent a

des situations limites :

Dans la premiére application, les deux formes 3 reconnaltre sont bien sé-
parées. Dans la deuxiéme application les deux formes a reconnaitre sont assez mé-

langées.

APPLICATION 1

I1 s'agit d'un probléme de reconnaissance de spectres de machines tournantes

tirées de [Cel 78].
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Au vu de leurs spectres de fréquence discrétisés on doit discerner si la

machine est bonne ou présente un défaut de fabrication.

Chaque spectre est caractérisé par 24 paramétres quantitatifs exprimés en

décibels.

On dispose d'un échantillon de 113 machines dont 32 sont bonnes et 86 pré-

sentent des défauts.

Pour ce probléme nous avons appliqué les deux méthodes qui conduisent res-

pectivement 3 un arbre de décision binaire et i un arbre de décision ternaire.

Dans la représentation des arbres, on donne, pour chaque segment, la répar-

tition des deux formes (BO : machines bonnes, DE : machines avec défauts).

ARBRE DE DECISION BINAIRE

B0O:32, DE:81

Var Sel. : n° 9

'BO:24, DE:11 ) Qo:s, DE:70 |
Jar Sel:n°9 ///// / i _....Var sel:n°23

. BO:15, DE:0 ) (B0:9, DE:11 \ BO:8, DE:17 ! \B0:0, DE:5

i

\\_____m_m_// N, XT—’/ m"_wifn__—“\\\

Var sel:n°l '\ / E Var sel:n° 10

i T e e e~ T T T | e s g _ﬁ
B0:0, DE:8 , ~ B0:9, DE:3 ;/ BO;7; DE:l )  BO:l, DE:16 )

N N L

Il y a 4 objets mal classés : 1 du groupe BO et 3 du groupe DE.
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ARBRE DE DECISION TERNAIRE

/‘__~———-\~\
\BO:32, DE:81
""’jizzzzj Val Sel n° 9
/____—_——— " ST . - S /___.__————-\—?t\\

/
\80:20, DE:4 ) /\30:4, DE:7 (@0:8, DE:70

4
Sel - < Val Sel n° 22
l /’ N Var Sel n® 13 B

\ /—_'_‘——'___\ /_'—‘—-——\ /———_.__4___—\ ) e e - 'ﬁ\‘
DE:4 BO:19, DE:O

\ BO:4, DE:2 ) \ B0:0, DE:5 ) 0:8, DE:17 ) \po 0, DE:53 /
- \ e e

N,

\Val Sel n° 10

rd H
1

/

£ e e e

e e e e

LT N ) :
‘B0:6, DE:l (\BO:], DE:1 ) | BO:1, DE:16
\ : N e

I1 y a 5 objets mal classés : 2 du groupe BO, 3 du groupe DE et 2 objets

non classés : ! du groupe BO et 1 du groupe DE. .

Cet exemple montre que dans le cas oli les groupes sont bien séparés, il y a
trés peu de différences entre les deux méthodes ; ainsi, pour les données de Fisber

les résultats sont les mémes.
L'arbre ternaire a trés peu de branches d'indécision, les variables expli-

catives sélectionnées sont pratiquement les mémes et les résultats analogues.

Dans ce cas, l'arbre binaire est préférable. I1 fournit d'ailleurs ici des

résultats meilleurs.

APPLICATION 2.

11 s'agit d'un probléme d'aide au diagnostic en médecine tiré de [Lec 771].
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Nous devons discriminer les personnes bien portantes des personnes pré-
sentant une hépatite virale 3 1'aide de 5 paramétres quantitatifs qui sont les

protéines sériques suivantes : albumine, orosmucoide, IgG, IgN, IgA.

On dispose d'un échantillon de 549 patients : 316 sont bien portants et

233 ont une hépatite virale.

Ces deux groupes de patients sont assez mélangés. L3a aussi, nous avons
appliqué les deux méthodes. Nous ne reproduisons pas ici les arbres de décision
qui présentent de nombreux niveaux et prennent trop de place. Les résultats fi-

naux sont les suivants :

Pour l'arbre de décision binaire : il y a 65 mal classé&s sur 549 : 25 parmi les

316 bien portants, 40 parmi les 233 malades.

Pour 1'arbre de_décision_ternaire : il y a 26 mal classé&s : 16 parmi les biens

portants, 11 parmi les malades.

I1 y a 126 individus non classés : 98 parmi les biens portants et 28 parmi

les malades.

Les arbres ont des structures différentes ; de chaque noeud de 1l'arbre

ternaire, il part systématiquement 3 branches.

L'arbre ternaire donne des pourcentages de mal classés substanciellement
inférieurs en particulier pour les patients ayant une hépatite virale (11 mal

classés contre 40).

Le prix payé est le suivant : 126 individus ne sont pas classés. Ils de-
vront étre affectds soit directement par le médecin, soit automatiquement &
1'aide d'autres variables. Cette opération représente &videmment un colit sup-

plémentaire.
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L'arbre de décision ternaire induit donc une procédure de reconnaissance sé-
quentielle et un dialogue homme-machine. Par la méme, elle donnera de meilleurs

résultats dans les cas délicats.
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