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RESUME
EEREENNNENNNE

Nous €tudions le probleéme de Cauchy dans Rn.pour les équations hyper-
boliques non-linéaires du type : 9 u + div(B(u))=0, et plus générale-
ment pour les équations d'évolutiog semilinéaires.

Nous en approchons les solutions entropiques -au sens de Krufkov, par

exemple- au moyen d'une semi-discrétisation en temps :

on résout d'abord & chaque pas de temps une collection de problémes

de Cauchy linfaires d'équation : 19 s + B'(w).grads = 0,
t
le paramétre w décrivant R ; on integre ensuite leurs solutions

par rapport 2 w.

ABSTRACT
2111213 T2 2222 ]

We introduce a step-forward operator T(§t) to approximate the
nonlinear contractive evolution operator S(t) corresponding to the
scalar conservation law :

Qu + div(B(u)) = 0 (or more general semilinear evolution equations).
t .
We obtain T(§t)u by integrating in weR the solutions at time 8t

of the initial value problem corresponding to the LINEAR operator :

D + B'(w).grad and the initial data : x =) {0<w<u(x )} -¥{0>w>u(x)} .
t
n
Then we prove the product formula : S(t)=1lim T(t/n) .
n—>e0
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INTRODUCTION
ERRRERNERRRNS

‘Dans les années 60, Oleinik, Volpert et Kru¥kov (£101,0111,(8]) ont
introduit pour les €quations du type : ‘9 u + div(B(u))=0, 1la notion
de solution entropique grfce 3 laquelle iis ont pu obtenir des résul-
tats d'existence globale et d'unicité.

Rappelons, en comparaison, qu'il n'y a en général pas d'existence
globale de solutions classiques, ni d'unicité‘pour les solutions
faibles (au sens des distributions) ,quelle que soit la régularité

des données.

Pour approcher les solutions entropiques, on utilise généralement des
schémas de différences ou d'éléments finis (voir [4],[8]1,[2]), ou en-

core 1l'algorithme stochastique de Glimm ([71,[3]).

Nous proposons ici une méthode d'approximation de nature sensiblement
différente. I1 s'agit d'une semi-discrétisation en temps, dont le

principe est le suivant :



i1

t

Pour résoudre le probleéme de Cauchy :i?u + div(B(u)):O
u(0,.) = ug

on cherche A construire un opérateur d'évolution discret T(§t) tel
que la solution.entropique u(t,x) puisse s'écrire sous la forme :
n
u(t,.) = lim T(t/n).u .
n—>00
Dans ce but, on considere la famille d'équations LINEAIRES :
D s + B'(w).grads = 0, ol le param®tre w décrit R, _
et la famille de .semi-groupeé associée ((S (t),teﬁ_._) ;i weR)
W
Cela nous permet de définir un opérateur d'évolution discret G(§t),

agissant sur les fonctions f(x,w) définies sur l'espace-produit xR

suivant la formile : G(§t)£(.,.) (x,w) =[S (§£)C.,Wx) .
L

La construction de T(§t) est alors tré&s simple : on associe A toute

fonetion u(x) sur lRl, la fonction ju(x,w) définie sur R%R par :

ju(x,w) = x{0<w<u(x)} - x{0>w>u(x)} ;
on applique 2 ju l'opérateur G(8t), ce qui nous donne une fonction
N .
f(x,w) définie sur R xR, qu'on intégre ensuite sur R par rapport & w,

et on obtient ainsi la transformée T(§t)u(x)

Ce procédé est strictement équivalent & la méthode de transport-
écroulement que nous avons récemment introduite dans [0] et dont on

trouvera les développements numériques dans [1].
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Dans les pages qui suivent, nous &tudierons d'abord -dans un cadre
assez général- la constructidn d'un opérateur non-linéaire dans L'

a partir d'une famille A un param@tre réel d'opérateurs linéaires
(paragraphes 1 et 2) ; nous appliquerons ensuite cette construction
au cas des équations 5ux dérivées partielles semi-linéaires, en déga-
geant les conditions qui assurent la convergence du procédé (paragra-
phe 3) et sa continuité par rapport aux données (paragraphe 4) ; en-
fin nous considérerons le cas particulier des &quations hyperboliques
du premier ordre et nous énoncerons un résultat de convergence, en
nous apéuyant sur le théoréme d'unicité de KruZkov (péragraphe 5).
L'extension de la méthode est ensuite envisagée pour les

équations paraboliques semi-linéaires dégénérées (paragraphe 6).



(X,dx) es£ un espace mesprable y on munit 1l'espace er de la mesufe
prbduit dxxdw, ob dw ést la mesure de ﬁebesgue sur R . |

Dans le cas particulier ot (X,dx)’est mn muni de la mesure de Lebes-
gue, on définira la variation totale TV(u) d'une fonction de L par :
TV(u) = sup f u(x).divi(x)dx ob Y décrit l'ensemble des champs
de vecteurs réguliers A support compact sur m' qui vérifient :

IY(x)l € 1,V xelRN ( |.| désignant une norme fixée sur B ).

% % % % % B X B OE E R X ¥ E R E R X E N EEEEEESEEEENE R E X EER

A toute fonction u sur X,on associe la fonction j(u) sur Xa«R :

(1) j(u)(x,w) = 1 siulx) >w>0
-f1 siu(x) <w<o

0 sinon

L B R BN BE BN B R BE BE BN
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On a immédiatement les propriétés suivantes :
() mgulx) {M p.p.. si et seulement si :
0 ¢ sgn(w) J(W)(x,w) < ximgwgM) p.p.
en particulier : j(0) = 0 ;
(3) uel(X) si et seulement si j(u)eL}(XxR) et :
[T = [ueotex 5 I smewanax = [ ucoa .

) VuvelX): Bju-3vl = fu-vl .
N(XsR) Xx)

Retenons aussi la formule suivante ("intégration par tranches") :
W (- -]
(5) pour u€L1(X) et B(x,w) = f b(x,v)dv , avec beL(X«R),
0
fB(x,u(x))dx = ff b(x,w) j(u)(x,w) dwdx ;

On a également (d'apres Fleming et Rishel, voir [6]), lorsque (X,dx)

N .
est R muni de la mesure de Lebesgue, 1la relation :

(6) TV(u)= -( W(j(u)(.,w))dw (TV désignant la variation totale).



# Remarque.
Les propriétés (3),(4),(5) découlent directement du théor2me de Fu-

bini. On a en effet pour (5) par exemple :

u(x) '
fB(x,u(x)) dx = f(f b(x,w)dw )dx
0

ff b(x,w).( x{0<w<u(x)} - x{u(x)<w<0} ) dwdx

f b(x,w) j(u)(x,w) dwdx

1.2 Définition 2

B OEEE R EE R OEREEEEEEEEENEEEEEEREEEREREEEREN
# »
* Réciproquement, étant donné h€Lip(R), telle que h(0)=0, #
# *
bd on associe 3 toute f de I}(X«R), la fonction i (f) de x) : #
# h &
» &
s (M 1 (06 = | £x,wn (Waw | '
% h #*
® *
* Lorsque h(w)=w, on notera i(f) au lieu de i (f). #
#* h #
* #
R OE N EE B OE B N N E R E K NN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE




(8)

(9)

(10)

1.3

On peut montrer les propriétés suivantes :
1 (j(u)) = heu (et en particulier i(j(u))=u ) pour uel}(X) ;
h

si h est convexe, alors : hei(f) ¢ 1 (f)
h

pour toute fe l}(X-IR) vérifiant p.p. : 0 ¢ sgn(w)f(x,w) ¢ 1.
Lorsque (X,dx) est RY muni de la mesure de Lebesgue, on a aussi :
V(i(f)) ¢ f W(r(.,w))aw .

Remérdue.
La vérification de (8) est élémentaire.

Pour montrer (10) on évalue TV(i(f)), et pour cela on considere la
quantité fi(f)(x).inY(x)dx | ol Y est un champ de vecteurs
régulier sur Rntel que : 1Y(x)! € 1 ¥x ; cette quantité vaut :
I f(x,w).divY(x)dxdw | or, & w fixé,ff(x,w) divY(x)dx

est majoré par : TV(f(.,w)) ; on peut donc finalement majorer par :

f TV(f(.,w))dw , ce qui donne bien la relation (10).

preuve de la propriété (9)

Pour montrer la relation (9), il nous suffit d'étudier 1'inégalité :

too

400
h( J.f‘(v)dv) £ ‘(f‘(v)h‘(v)dv , pour fELX(R).
-0t

e



Etudions d'abord le cas od h est deux fois contintiment dérivable.
On note dr(v) la mesure positive de masse finie h"(v)dv.
L'inégalité s'écerit :

F(00) " et w
f h'(v)dv < fh'(v)f‘(v)dv od F(w)= f f(v)dv ;

0 -00 -00

ce qui donne en intégrant par parties :

F(c0) o0

F(%0)h' (F(00)) -,f vdr(v) § h'(00)F(e0) - [F(v)dr'(v) ; soit :
o - ~00

400 ’ F(ﬂ) T ed00

fF(v)dr'(v) 4 f vdr(v) + F(o0) f dr(v) .

-e 0 F(00)

Elle est donc verifiée si :
w

F(w) ¢ L(w) =[ 1(v)dv,

-0
ob 1(v) vaut sgn(F(c0)) pour v compris entre 0 et F(e0), et O ailleur's.
I1 n'est pas trés difficile de s'assurer que c'est en particulier vrai
lorsque : 0 ¢ sgn(w)f(w) ¢ 1 (on commence par normaliser F et on se ram&ne
aux cas F(e) = -1,0 et 1.
Lorsque h est seulement lipschitzienne, on 1'approche par une suite de
fonctions régulilres dont les dérivées convergent p.p. vers h' en restant
uniformément bornées, on se ram®ne au cas précédent et on passe 2 la limite

dans 1'inégalité %*




2.1,

(1)

(12)

(13)

(14)

On considere la classe des opérateurs T bornés dans EYX), non néces-

sairement linéaires, et on s'intéresse aux propriétés suivantes :

" conservation de 1'intégrale ":
fTu’(x)dx = fu(x)dx H
"monotonie": ugv p.p. = TugTv p.p. ;

"principe du maximum":

infess u { infess Tu { supess Tu § supess u ;

"préservation de la variation totale" (dans le cas od (X,dx) est RN

muni de la mesure de Lebesgue) : TV(Tu) < TV(u)

2.2

- (15)

Soit une famille (g ,wegR) d'opérateurs linéaires dans L}X) ;
W
on pose :

Gf(x,w) = g (£(.,w))(x) pour fe LXXxR)
W

et on suppose Gf mesurable sur XxR.

On a alors les propositions suivantes :



Proposition 1

8 & 8B R OB OEEOE R EE X EEEEE R EEEEEEENEEREEER RS

% Si les g sont uniformément bornés dans tkx),
W
alors T=zieGej définit un opérateur borné dans ﬁ(X)
et chacune des propriétés (11) a (14), prise séparément,

est vérifiée par T dé&s qu'elle l'est par les g

w
I'EEEEEEREEZEIINE I B 2 B BN SR NE S B B EE B B B B BE BN B SR B B 2 J

L 3 I B BN BE B R N R RN
L B B B BE N B BN BN BN BN

% preuve de la proposition :

a. Soit ueiXx) ; posons s=j(u) ; comme les g sont uniformément bornés,
W

on a @ f lg (s(.,w))(x)ldx ¢ C _rls(x,w)ldx H
W . .

"done ﬂ lg (s(.,w))(x)|dxdw ¢ C_ﬁ‘ls(x,w)ldxdw =C flu(x)ldx
w

compte tenu de la propriété (3) ; Tu(x) = (iGjlu(x) = I.g (s(.,w))(x)dw
W

est ainsi bien défini dans I}(X) et T est un opérateur borné dans x).

b. Supposons que les g vérifient (11) ; soitt:élRX) et s=j(u) ; on a :
W

}-Tu(x)dx = ff g (s(.,w))(x)dwdx =ff s(x,w)dwdx = fu(x)dx s
W : ’

compte tenu de (3). T vérifie donc aussi (11).

c.Soit u et v dans U(X) telles que : u { v p.p. ; cecl se traduit exacte-
ment (vu la définition de j) par : j(u) € j(v) p.p. et implique donc :

Gj(u)(x,w) € Gj(v)(x,w) p.p. dans XxR , si les g vérifient (12). En inté-
W



grant par rapport 2 w, on obtient : 1G3(u) (x) € 4Gj(v)(x) p.p. dans X

?

c'est-a-dire : Tu ¢ Tv p.p.'; ainsi T vérifie aussi (12).

d.Soit u telle que : m ¢ u(x) ¢ M p.p. ; d'aprés la propriété (2), on a :
0 ¢ sgn(w) s(x,w) ({1 si mgwgM

0 sinon , ol 1l'on a posé : s=j(u) ;

si les g vérifient (13), alors : 0 ¢ sgn(w)g (s(.,w))(x) ({1 si mgwgM
W W

0 sinon ;

on en déduit : m {fg (s(.,w))(x) dw ¢ M, et donc : m § Tu(x) ¢ M p.p.
W
b |
e.Soit u€L(X) et s=j(u) ; comme Tuz(iGj)u, on déduit de (10) que :

TV(Tu) ngV(g (s(.,w)))dw ; si les g vérifient (14), on peut majorer
W w :

par J-TV(s(.,w))dw y c'est-a-dire par TV(u) , compte tenu de (6) #*

Corollaire

IR AR AR R A A I I I N RN I I N N EEEERERE]

Si les g vérifient les propriétés (11) et (12), alors
W .
T est une contraction dans L1 :

(16) §Tu - Tvlé fu - vl . Vu,v e x)
L

#
]
#*
#*
3
I *
%
#*

OO OB X OE R E R XN E X XX EE RN E X E R K EE EE R EE R KR



® preuve du corollaire :

"I suffit de remarquer (suivant Crandall et Tartar, voir [5]) que tout opé-

Mo W M W Wk sk ac M ik ok Wk Ok ok Wk e O Ik kW

(18) 5~h(Tu(x))dx g.gh(u(x))dx et [Tul

rateur dans f , monotone et conservant 1'intégrale, est une contraction *#

Proposition 2

Si les g vérifient le "principe du maximum" (13),
W A
alors, pour heLip(R) convexe, telle que h(0) = O,

on a la propriété "entropique" :

(17)  h(Tu(x))-h(u(x)) < s-Eg - Id)J(u)(.,wﬂ(x).h'(w)dw p.p. sur X
W

Si de plus les g vérifient (11), alors :
W

£ fu 1,00

FRLIR Vrel1,00]

(inégalité dans [0,00])

MM M sk ko K W e M M ak ok MR ok M I W R W

'l*-l*lll'iillil*li*iii!*ill*ill*lillil

% preuve de la proposition :

Pour montrer la propriété "entropique", on remarque que Gj(u) vérifie :

0 € sgn(w).Gj(u)(x,w) = sgn(w).g (J(u)(.,w))(x) ¢ 1 p.p. dans XxR

W
(parce que les g vérifient (13) et que : 0 £ sgn(w).j(u)(x,w) < 1 p.p.) ;
W
on utilise ensuite la propriété (9), pour en déduire : h(Tu) £ i (Gj(u)),
h
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et la propriété (8), pour obtenir enfin : h(Tu)-h(u) €1 (G3(u)) -1 (j(u))
h h

ce qui équivaut A la propriété (17) annoncée, compte tenu de (7) et (15).

Lorsque les g vérifient (11), on a :.ff Eg - Id)j(u)(.,wﬂ(x)dwdx =0
et, en intégr:nt (17) par rapport 2 x, on ob:ient le début de (18).

Pour ce qui est des normes ﬂ’, i1 faut d'abord mettre & part le cas p=00
(le résultat découle de la proposition 1: T vérifie le principe du maximum)

et dans les autres cas approcher les fonctions I.!P par des fonctions con-

vexes lipschitziennes ##%



(19)

(20)

11

Etant donné un pas de temps &t et une famille ((S (t) ,t€Ry); weR)
’ w
de semi-groupes linéaires sur Li(lRN), on peut poser :

8=S(8t)’
W w

et ainsi construire un opérateur T ‘-, non-linéaire, sur Ll(IRN), sui~
8t
vant le procédé qu'on vient d'exposer. Notons que la propriété

"entropique" de la proposition 2 est vérifiée si les semi-groupes

vérifient le principe du maximum et se traduit par la relation :

h(T u(x))-h(u(x)) S (8t) - 1d .
ot J-[ ) ju(.,w):l(x) h'(w)dw p.p.

Indiquons d'abord formellement comment cette construction s'applique

3 certaines équations aux dérivées partielles semi-linéaires.

Supposons qu'3 w fixé&, le semi-groupe S (t) ait pour générateur
W
infinitésimal un opérateur différentiel linéaire sur w:

4‘ D?‘(bu(x,w). ) (ol m est une constante entidre ) 1 fixée)
locl<m

et qu'il vérifie le principe du maximum (13).

- — - 0 o - S S W G G WP SO TS T D D P Y S A D e D - - — -



(21)

12

~ Multiplions la relation (20) par une fonction test fe Co®¥), posi-

tive, intégrons sur B et passons & la limite, eh faisant tendre §t

vers 0. On obtient alors formellement, pour h€Lip@), convexe :

8t fx)dx
St

lim
&t —0

f h(T u(x))-h(u(x))

!
” 3() (x,w) E (=1, (x,w) DE(x)h* (w)awdx
«

le terme de droite s'écrivant encore (suivant la formule (5)) :

f E -1) 53 (x u(x)) .0%F(x)dx  ob :

W
B (x,w) = f b (x,v)h'(v)dv .
o,h 0o «

En particulier, en prenant successivement h(w)=w et h(w)=-w, et en

W
posant B (x,w) = f b (x,v)dv, on obtient :
o § 0 (>4

T u(x)=-u(x) ™ «
lim f.jt.__..-. f(x)dx =f (-1) B“(x,u(x)).D f(x)dx
§t =0 §t 2
K



(22)
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n

‘De ce fait, si 1lim (T ) u_  existe et définit une fonction u(t,x)

v n—00 t/n
dans c°(m+;3(m")), on peut s'attendre A ce que cette fonction
soit solution faible du probléme de Cauchy dans IRN:
o N
D ult,x) =ZD (B (x,u(t,x)) x€R", t>0
t ot <m x

u(x;O):uo(x)

On peut meme parler de solution "entropique", par référence aux tra-
vaux de KruZkov ou Volpert (voir [8] et [12]),

u vérifiant, pour toute fonction h€Lip(R) convexe, 1'inégalité :

(23) 79 (h(u)) {Z DX(B (x,u)) (au sens des distributions sur m'-m:).
t !

3.2.

(24)

x| m o,h

On peut rendre ce raisonnement rigoureux comme suit.

Estimations

En premier lieu on s'assure de l'existence d'une limite ; pour cela,

on introduit les hypoth&ses suivantes (avec les notations de 3.1) :

Quel que soit t>0, les S (t) vérifient les propriétés (11) a (14) ;
W
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(25) Pour f‘eC:(IRI), vel}(an) et t>0 quelconques :
o S (t) - id
-I.f(x).(._w_______.)v(x)dx est majorée par K(f‘).lvl1
: t L
& N
od K(f) = C.sup{ ID%(x)1 ; x€R ; KIXlgm] ;

et, lorsque t tend vers 0, converge p.p. en w sur R vers :

focl
J‘v(x)b“(x,w)Z(d )“D“f‘(x)dx ou les be( appartiennent 3 l?(lRleR) .
X

(26) I1 existe un sous-espace E dense de L](IRN), dont tous les éléments u

vérifient : TV(u) <00 ~ et }JTu- uﬂé C(u).t ¥§ft>0;
t L

Remarques sur ces hypoth2ses.

* L'hypoth&se (24) est un peu forte : la propriété la plus importante
que doivent vérifier les S (t) est le principe du maximum (13).
w
Les propriétés (11) et (14) permettent seulement de simplifier les
démonstrations et auraient pu &tre affaiblies comme suit :
E N
(1) sup IS (t)ul ¢ Hull.exp(Ct) ,¥t>0 ,Hu€L®) ;
: WER w s it
(14')  sup TV(S (t)u) < TV(u).exp(Ct) ,¥t>0, Vue @) .
weR W
* Dans 1'expression de K(f) (hypoth®se (25)) ne figurent -3 dessein-

que les derivées d'ordre >0 de f.

% Contrairement aux précedentes, 1'hypothd®se (26) concerne 1'opéra-

teur T 1lui-méme et non pas simplement les S (t) : elle est done
t w
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a priori plus difficile A vérifier. Elle équivaut approximativement

3 une hypoth®se de régularité sur le probl2me de Cauchy (22) #

Ces hypothéses faites,

1 0N
on construit alors, pour §t>0 et pour uoeL ® % la fonction :

(27) t +—> u (t) définie sur E&_ A valeurs dansL](RN), affine sur chaque
st
4 k
intervalle [két,(k+1)8t] , et valant (T ) u_ au point t=két, kelN.
&t

On a le résultat suivant :

Proposition 3

BN R N E N N XN OEEEEE K E K E N B B K N EE NN N EEEEREEEN N
* ' 1 N *
* Sous les hypoth&éses (24),(25),(26) et pour u € LR ), #
* *
* l'ensemble { u ,&t>0}, défini par (27), #
» st . N *
* est relativement compact dans C (m+;ﬁ&m )) *
» *
BOEOE N N R OE N R E K E EE R EE N E N KR E XN EENENEEEEUEN
¥ rappel
1 N

La topologie de C°GR+;L(B )) est définie par les semi-normes :
v — sup lv(t,x)|dx , I décrivant 1l'ensemble des compacts de R.
te1 /" +

1

C°G&+;L GR”)) est un espace métrisable.
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¢ preuve de la proposition :
Notons d'abord qu'il suffit de montrer la proposition dans le cas oh
u,€ E. Le résultat se généralise par densité (pour plus de détails,

voir annexe 1), gréce 2 la propriété (16) que vérifie T (en méme

St
temps que les propriétés (11),(12),(13),(14),(17),(18)), en raison de
1'hypothése (24).

De 1'hypothese (26), on deduit que les u sont €quicontinus de R
&t

dans ﬂ(BN) y en effet, on a, pour t et s dans [két, (k+1)8t]

|t-si

flu (t) - u (s)} = Ju ((k+1)8t) - u (k&) (iei : § .4 = “'"1)
. &t &t §t &t &t L

- parce que u est affine sur 1l'intervalle -

§t

|t=-s]| k+1 k jt=s]
M =T Huf AT u -u )
5t st &t ° st & ° °

IN

(car T est une contraction) £ C(u,).lt=s| (hypoth®se (26)) ;
&t

et, de méme, si (k=1)8t € s ¢ k8t < (k+r)8t ¢ t ¢ (k+r+1)8t :

jt=(k+r)8t| k+r+1 k+r
hu (£) = u ()N < T -1 ul
it &t 8t st st

| s-két| k k-1 k+p kep-1
+ —_— (T -T Hu | + I(T -T )uoﬂ
St st &t ° p=1,r 5t 8t




(28)
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¢ O It=(ker)8t1+] s-kStI+ r8t ).C(u)) = It-s|.C(u,)

Montrons qu'a t fixé {u (t),8t>0} est relativement compact dans (rN) .
st

Cet ensemble est borné en norme e et en variation totale, dés que uy,

est intégrable et & variation bornée .

On a en effet (grice aux propriétés (14) et (18))

k k

V(T u ) € TV(u,) ; T uw il g Mhul_, p€l1l,0] d'ol :
st ° st L °P ¥

TV(u (t)) ¢ TV(u ) lu (t)1 € Hu d (compte tenu de (27))
8t ° st [ °r

I1 est donc relativement compact dans L’1 (BN), en vertu du théoreme de
Helly. Cela ne nous suffit pas, il nousl?:ut la compacité dans L‘(RN) H

un moyen de l'obtenir est de dégager l'estimation 2 1'infini (uniforme

par rapport a &§t) :

sup / fu (t,x)ldx—> 0 , R —>00, ou encore :
$t>0 Ix|>» R &t :

sup ff‘(x/R)-lu (t,x)ldx—> 0 , R >00
§t>0 it
ol f est une fonction fixée, régulizre 3 dérivées bornées, positive,
qui vaut 0 pour |x| € 1, et 1 pour {x{ » 2.
Or, en utilisant la propriété (20), on a pour toute veLi(IRN) :
IT v(x){f(x/R)dx -flv(x)lf‘(x/R)dx
8t
< fj f(x/R) .ES (§t) - id)jv(.,w)l(x)sgn(w)dxdw
. W
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et grice 2 1'hypothese (25), on peut majorer le terme de droite par :
_ luﬁ o N
C.8t.J ] IJw(x,w)ldxdw. sup{ (1/R) | (D f)(x/R)| ; x€R'; 1<ligm }
et donc par : St.uvllf0(1/R) (compte tenu de (3)). On en déduit :
L .
n
ff‘(x/ﬂ).l(T ) vix){idx (ff(x/R).lv(x)ldx + n-st-ﬂvﬂ1~0(1/ﬁ)
St I

(par récurrence sur n, et compte tenu de (18)).

D'ou la relation (28) et, par conséquent, 1la compacité dans ﬁ%m”).

Dans ces conditions, on sait par le théor2me d'Ascoli que l'ensemble
{u ,8t>0} est relativement compact dans C°(lR+;L1(BN)) %
it

Convergence.

* Supposons que la famille (u ,&t>0) , définie par (27),
st
ait une valeur d'adhérence u dans C°(IR+;L1(IRN)),
quand 8§t tend vers O.

Cette valeur d'adhérence vérifie nécessairement :
u(.,O):u° dans I?'(IRN)

(parce que les u sont continues, valent u, en t=0 et convergent
&t

uniformément ).

On peut d'autre part passer 3 la limite dans (20) gréce A 1'hypothdse

(25) (voir le détail dans 1'annexe 2), ce qui permet d'énoncer :
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Proposition U

LAL AL BN BN B B AR B IR IR R IR BN I A N N I N N N N N N N N NN EEEREE X

Sous les hypoth&ses (24) et (25), toute valeur d'adhérence

St

»
.

™

*

° . 4( N

LA dans C (R, ;L(R")), des u quand §t—>0,
*

# est solution du probl2me de Cauchy (22), au sens de (29) et (23)
*

%

!ll‘lil‘ll*liil&ll!l!l*ll*llllllil!ll

Théoréme 1
B OEOE KR R R O N BN E E B E RN EEE N NN ENENEEEEEE NN EEEK
* : : *
* Sous les hypotheses (2U4),(25) et (26), et pour uoel:l(lﬁN), ¥
* ~ .
# le probléme de Cauchy (22), au sens de (23) et (29), *
* *
® admet au moins une solution dans c°(m+;1f'(m"))._ ¥
* %
* *
bd Si, en outre, la solution est unique, alors elle s'éerit : *
* n ] #*
¥ u(.,t) = 1lim (T Yu (dans Li(lRN)) *
* n oo t/n *
® *
* H

# R % B X OB OB K EE R OE R X K E R R X E N E K X X E EEREEE N ER
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Lorsque'nous avons défini la famille ( u ,8t>0) par 27), 1les
8t

fonctions Qx(.,.) et la donnée initiale u_ étaient fixées.

Si nous faisons varier q = (b“(.,.),lodgm) dans une partie Q
oo N

de LR xR), et v = u, dans une partie V de ﬁﬂRN),

on peut alors définir la famille :

( U[St,QyV] ’ 8t>O,QGQ,V€V )

En reconsidérant les paragraphes 3.2. et 3.3., on s'apergoit que
si les q = (b&(.,.),lulgm) éonvergent p.p. sur RRvers une

N
limite ¢*, tout en restant bornés dans ﬁ?m xR), si les v convergent

dans ﬁ%m”) vers une limite v*, et si §t tend vers 0,

1'énoncé de la proposition 3 reste valable pour les u[§t,q,v] ,

a condition de supposer les hypoth®ses

(25) et (26) uniformément vérifiées par rapport 2 q , c'est-A-dire
(avec des notations évidentes)

sup K(f,q) < +oo sup C(u,q) < 400
q€Q q€eQ

De plus, il apparalt (en reprenant le contenu de 1'annexe 2) qu’

alors toute valeur d'adhérence des u[&8t,q,v] est solution du

probl®me de Cauchy (22) correspondant aux données limites v* et q*.
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Supposons que Q et V sont fermés respectivement pour la convergence

presque partout et pour la norme Lf.

S'il n'y a qu'une solution au probldme de Cauchy (22) pour chaque
(q¥,v*)€ QxV, on peut donc 1'écrire sous la forme :

ulg¥,v*] = 1im u[8t,q,v] .
§t-0
q —>q¥
v Dv¥

Il en résulte la continuité de la solution par rapport aux donn€es,
puisque : ulq¥*,v*] = 1im { lim u[St,q,v]} = 1im wu[q,v]

q —>q¥* §t -0 _ q —aq¥
v —>v¥* v —v¥*
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On peut résumer ces résultats comme suit :

Théor&me 2 : "continuité des solutions par rapport aux. données"

*l**********!**li&**i‘:i*l***l*iii*'i!**'*

Supposons que les coefficients q = (b«(.,.),lm|<m) varient

dans une partie Q bornée de ﬂ?ﬁ"am) fermée pour la conver-
gence p.p. et les données initiales v dans une partie V fermée
de ﬂﬂRN), telles que :

1) les propriétés (24),(25),(26) soient uniformément vérifiées ;
2) le probleme de Cauchy associé (22) -au sens de (23) et (29)-

ait pour chaque (q,v)e€ QxV au plus une solution H

Alors :
1) le probldme de Cauchy (22) a une unique solution ulq,v]
dans C°UR+;ﬁkRN)), qui dépend continliment des données,

q€Q (pour la convergence p.p.) et veV (pour la norme L‘) ;

2) la solution approchée u[8t,q,v] donnée par (27) converge
dans C°(1R+;L1(BN)) vers u[q,v] quand 8t tend vers O ;
on peut de plus remplacer q et v en les approchant respec-

tivement dans Q en convergence p.p. et dans V en norme El.

.t-.‘**‘.*“.".‘..t‘..‘..“-‘l‘

*
»
*
#*
*
*
*
%
#
%
#
#
#
*
]
#*
*
%
*
#
#
#*
4
#*
#*
*
*
*
*
*
]
*
#
#

Qﬂlil*i*lilllllll!llllll!!illIll§i!li
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(31

(32)
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5. Un exemple :

les lois de conservation scalaires.

- - —— - . — - . e G - -

Nous allons maintenant traiter le cas particulier de 1'équation :

Q} u + div(B(u)) =0
t
w
avec B(w) =] b(v)dv
J

od b est supposée mesurable bornée sur R a valeurs dans RN.
Conformément au paragraphe 3, on introduit, pour chaque w €R,
le semi-groupe S (t) de générateur infinitésimal :

- b(w).grad )

Dans ce cas simple (b ne dépendant ni de x ni de t), on peut

expliciter S (t) par la formule :
W

S (t)(uw)(x) = u(x-tb(w)) .
W

La vérification des hypothdses (2U) et (25) est élémentaire.

vérification de 1'hypothase (26).

Soit u, intégrable et 3 variation bornée sur RY.

On a :

T u - ull =fif(s (t) - Id)ju(.,wKx)dwldx
t h w :}
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=j~|j‘[ju(x—tb(w),w) - Ju(x,w)ldwldx
£ J]‘Iju(x-tb(w),w) - Ju(x,w) ldxdw
<t f V(. ,w) )dw

L“ .

(une propriété bien connue de la variation totale -qui peut d'ailleurs

servir A la définir- est que pour heRN: f lv(x+h)-v(x)ldx { |h].TV(v) ) ;

On a donc, compte tenu de (6)

(33) JT u - uff ¢ t.fbl.TV(u)
t Lt bt

Ainsi 1'hypothése (26) est vérifide

(E étant 1'espace des fonctions intégrables et A variation bornée surlRN).

5.3. 1le théordme de convergence.

Rappelons qu'une solution entropique de (30) est une fonction u(t,x)
localement intégrable vérifiant pour toute fonction h lipschitzienne
et convexe 1'inégalité au sens des distributions sur m:.m":
, : w
(34) 7 (h(w) + div(B (u)) < 0 ol B (w) / b(v)h' (v)dv
t h h 0
Remarque : la formulation de KruZkov [8] ne prend en compte que les
fonctions h(w) du type |w-c| -od c décrit R- ; mais cela revient au
méme, parce qu'elles "engendrent" toutes les fonctions convexes

lipschitziennes.
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Nous pouvons finalement énoncer, en nous appuyant sur le théor2me
d'unicité de KruZkov ([8]) -qu'il faut d'ailleurs adapter p.uis-que
: o0

KruZkov considére ses solutions dans L(B::BN) et non dans

c°(m+;13(m")) -(voir annexe 3)

Théoréme 3
R OR R RN RN N R KRR N KRR R E XE RN KR EEEEE NN EEEERR
* . .
* Si 1'application B : R—RN est lipschitzienne, *
* : .
* alors pour toute donnée initiale u_ dans I.?(IRN), *
* , »
* il existe une unique solution entropique u(t,x) de 1'équation : #
* : %
* , ¥
hd 9 u + div(B(u))=0 *
* t *
* s *
* Cette solution est continue de IR+ dans L(IRN) et peut s'éerire : #
* *
# n 4N
* u(t) = 1im (T ) u (dans L(R")) #
* n—>00 t/n #
. , *
R OE RN R R OE R R R R EE R EE NN R K EKEEEEEEEEERREEE NS
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(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

- - - — - - — - " - — ....._..,__--_-..,________-..__-__~_~.,_

Nous considérons maintenant 1'équation :

Q u + div( B(u)- grad(A(u)) )=0
t

w

W
avec A(w) ;]’ a(v)dv et B(w) fj b(v)dv
: 0

0
od b et a sont supposées mesurables bornées sur R 3 valeurs

respectivement dans mNet.m - On fait 1'hypothdse suivante :

a(w) 3 0 ,MweR ;
c'est une hypothese de parabolicité "faible", qui englobe le cas

hyperbolique pur (cf. Volpert [12]).

Conformément au paragraphe 3, on introduit, pour chaque welR,

le semi-groupe S (t) de générateur infinitésimal :
W

- b(w).grad + a(w)A.
Dans ce cas simple (a et b ne dépendant ni de x ni de t), on peut

expliciter S (t) par la formule :
w

S (t)(uw)(x) = Jﬁ u(x-tb(w)=- V2ta(w).y).g(y)dy , on :
W

-N
gly) = (2")’2.exp(-1lyi2) , ye€BRN,
5 ,

La vérification des hypoth2ses (24) et (25) est élémentaire.
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I1 n'en est pas de méme de 1'hypoth®se (26), sauf dans le cas
hyperbolique pur (voir paragraphe 5)
6.2.  vérification de 1'hypoth2se (26).

Soit uecf._'(m“) ; pour évaluer IT u - ull 4considér'ons une fonction test
t L

fQC:_o(IRN) et 1'intégrale f(T u(x)-u(x))f(x)dx qui vaut :
t

- J‘ES (t) -Id)ju(.,wi(x).f(x)dxdw  (compte tenu de (20)),
)

soit : fdwfdxfdy £(x).[ju(x=-tb(w)- \/2a(w)t.y,w) - Ju(x,w)].gly)

Séparons cette integrale en deux termes I' et I" :

I'= fdwfdxfdy f(x).[ju(x-\’Za(w)t.y,w) - Julx,w)].g(y)
In- fdwfdxfdy f(x).[ju(x-tb(w)- \J2a(w)t.y,w) - ju(x-\}Za(w)t.y,w)].g(y)

On peut majorer la valeur absolue du second par :
il fdwfdx fju(x-tb(w),w) - ju(x,w)l|
Loo

(en utilisant le changement de variable x'——>x-\/2a(w)t.y y, & y fixé, et en
notant que g(y)dy a pour masse 1) ;

ce terme (qui correspond au cas hyperbolique pur) est majoré par :

t.iol.Bfl. fTV(ju(. yW) )dw (voir paragraphe 5)
® ™
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On a donec, compte tenu de (6) :
(40) HIn) < e el bl TV (u)
r ®
Intéressons nous maintenant a I', qu' on peut écrire sous la forme :
I'= dedefdy Julx,w) .[f(x+ Er(w).y) - £(x)].g(y)

(ou &=\Jt et r(w)=\/2a(w) ) ; soit encore :

I'= fdwfdxfdyfds Jul(x,w) .X{O<s<r°(w)} -£yg(y) .gradf (x+gsy)
r(w)
(parce que : f(x+ gr(w).y) - f(x) =/ Ey.gradf(x+esy)ds )
' 0

Comme yg(y) = -gradg(y), on obtient en intégrant par partie eny :
I'= fdw[dxfdyfds julx,w) .X{O(s(r(w)} . e"'g(y)sAf‘(x-'-ssy)

soit : I'= J‘g(y)dyJ‘sdsfdx.u (x)AF(x+Esy)
s

ol 1'on pose pour s €R et xeRN : u (x) =f ju(x,w)X{O(s(r(w)} dw
' S

De maniére imagée, on beut dire que u s'obtient 2 partir de u ,
s
en retirant toutes les coupes w = cte du sous-graphe {(x,w) ; u(x)< w},

pour lesquelles r(w) { s (voir figure).



/Pw
=
On voit que :
(1) grad u (x) = M (x).gradu(x) ou M (x) = X{r(u(x)) > s}
s s s
et donc : VCPQC:(]RN) ‘
[ o conpet < TV(MS)ugraduuL; Al FAgl st ococ brl

0 si non .

Ainsi on peut majorer |I'| par :

R
fllfll. g(y)dy.{ ligradull fs.TV(M Yds + HAudl f sds} oM R = firll .
[ o s 1/ 1%

Comme fs.TV(M )ds =ifTV(N yas = 2 W(rt(w)) = Tv(a(u))
s 2 s 2

(ou N (x)=x{r2(u(x)) > s} ), on a finalement :
s ,

(42) It} t el { TV(a(u)) igradull + Ha(u)il.iAul }
o fhad > 4
En rassemblant (40) et (42), on obtient que la norme de T u - u, en tant
t

que mesure de Radon sur m", qui est égale A sa norme EL, est majorée par :

t.{ Iofl.TV(u) + TV(a(u)).ligradufl + Na(u){.lA ull }
> b = @
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Ainsi 1'hypoth®se (26) est vérifiée, en prenant par exemple E ='cfaRN),

a condition de supposer w+—> a(w) lipschitzienne. Les résultats des para-
graphes 3 et 4 (propositions 3,4 et théoréme 1,2) sont alors valables pour
1'équation (35).

Nous définirons donc comme solution entropiquelde (35), toute fonction
u(t,x) localement intégrable, vérifiant pour toute fonetion h conQexe et
lipschitzienne 1'inégalité au sens des distributions surlRIme:

W
(43) 2 (h(w)) + div( B (u) -grad(h (W) ) <0 od B () =f b(v)h*(v)dv
t h h h 0

w
et A (w) =/ a(v)h'(v)dv .
no o

Nous n'avons pas résolu la question de 1l'unicité de telles solutions
mais on peut espérer une réponse positive, compte tenu du travail de

Volpert ([12]).
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6. Annexe 1 : un lemme pour la proposition 3.

r -

l'extension par densité du résultat de la proposition 3 est justifiée

par le lemme suivant :

¥ Soit F et H des espaces métrisables, G un ensemble quelconque.

Soit (z(s,.),s€G) une famille d'applications de F dans H telle que

d (z(s,u),z(s,v)) ¢ d (u,v) Vu,veF,VseG ;
H F

Soit M 1l'ensemble des u€F pour lesquels {z(s;u)ﬁseG} est relative-

ment compact dans H,.

Cet ensemble est fermé (et donc coincide avec F s'il est dense) #

On appliquera le lemme en posant :

F = ﬁkRN), espace des données initiales ;

’
G

m+ , espace des pas de temps §t ;
H

1}

C°G&2ﬁﬂﬁ")), espace des solutions ;

M contenant 1'espace des données initiales vérifiant 1'hypoth2se (26).
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Preuve du lemme

_ On procéde pér extraction diagonale. Précisément, soit (u ) une suite de
- p

points de M convergeant vers u€F. Pour montrer que u€ M, c'est-A-dire que

{z(s,u),s €G} est relativement compact dans H, il nous faut trouver, étant

donné une suite (s ) dans G, une sous-suite extraite telle que son image
n

par z(.,u) soit de Cauchy dans H.

Or on peut trouver une suite (n ) d'injections croissantes N+-N telle que

P
pour chaque p , la suite (z(s »u ),k €N) soit de Cauchy dans H,
N (k) »p
p
OO N =nen .....on .
p p p-1 0

De plus, on peut trouver une suite croissante (K ) d'entiers tels que :

P
‘ -1
d (z(s yu ), z(s yu ) (p+1) pour m,k ) K
H N (m) p N (k) p p
p p
On vérifie alors sans peine que (z(s ,u ),peN) est de Cauchy dans H.

N(K)p
P P
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11 s'agit de passer 2 la limite dans la relation (20), en vue d'obtenir,
pour fecﬁ(mfxm"), positive :

(A0) IgJ ob I= -ﬁfa £(t,x)h(u(t,x))dxdt
t

et J =If Z (-1)I«|B (x,u(t,x))Duf‘(t,x)dxdt
(» 8

oh

= (2 cause de (5) et (21)) |
g[g E (-1)Iglbx(x,w)ju(t)(x,W)Duf(t,x)h'(w)dxdwdt
&

Introduisons : t =k8t, k=0,1,2,...
k

On déduit de (20) la relation : I1 § J1 ou Il et J1 sont définis par :

h(u (¢t ,x)) - h(u (¢t ,x))

‘ E 8§t k+1 §t k
(A1) I1 = §t f(t ,x) . .dx
k St

kelN

A . S (St) - Id
(A2) J1 = 8t [If(t 7 X) (W) ju (¢t )(.,wl(x)h* (w)dwdx

kelN St 8t k

Introduisons également :

. .
Z k+1 S (8§t) - Id
(A3) J2 =/ [ ffr(t yX) JleeWeee——— ) ju () (.,w)[(x)h* (W)dwdxdt
t k
Kk

kel St st
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S (8t) - Id
(A4) J3 =ﬂj f(t,x).E_w__ Jju (£)(.,w){(x)h' (w)dwdxdt
_ St 8t

_ S (St)‘- Id
(A5) JU = .”‘J‘ f‘(t,x).E_.w_____)ju(t)(.,w)(x)h'(w)dwdxdt
St .

Evaluons J1 - J ; A 1'aide de 1l'hypothd®se (25), on a :

t
Z k+1
|J1 = J2] ¢ [{ K(f,t ) uju (t)(.,w)=Ju (t ) (. ,W)ll lh'(w)ldwdt
kel k st
.A k
£ C(f,h)JIT u -u i
St o o L
(en effet :
Hiu (£)(.,w)=Ju (t )(.,w I ¢ Hu (t)-u (t )H (a cause de (4))
st 8t k L St Stk 12
k+1 k
SHT u =T u |l (compte tenu de (27)) ST u-=-u i )
sto 8t°L1 Sto OLi

k+1
{J2 = I3} ( Z.f[ K(f(t y )=f(t,.))fiu (£)C., Wl .1h'(w)}dwdt

kKEN st i
k
£ St.C(f,h).HuOH N (vu la définition de K dans (25) et compte
L
tenu de ce que : J.Hju ()C,wlH dw = flu (8) Nu i
St 14 st L. L
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193 = J4] <“x<r(t, ). LEACIORE RO IR - 1h (w) ldwdt
t

C(f,h).sup flu (t)- u(t)ll (ou 1(f) est un compact de ﬂi_:

£
A LEI(L) St 14

tel que : f(t,x)=0 si t ¢I(£)) ;

Ainsi : 1J1 - J4} ¢ C(f,h).{ IT u -u H » St.iu i ;s Hu (t)=u(t) }
st ° °ot °11 tei(r) &t 14

Cette quantité tend vers 0 avec 8t, puisque d'une part u converge
St
o 4, N 4 N, .
vers u dans C (IR+,L(R )), et que d'autre part on a pour tout uoe LR ") :

(A6) 1im NIT wu -u | =
§t—0 §t° °it

(cetbe relation découle facilement de (16) et (26) : on choisit ver telle
que flu -v Il <& ; d'aprds (16), on a : §T u -T wv_lI ;
°© °L : st © st L4

v etant fixé, on a pour §t assez petit :

(o] .
NT v -v fl (& -d'aprds (26)- ; d'ou : T wu -u_ H £ 3¢8).

st © °ni st ° ot
Enfin, on vérifie sans peine que J4 converge vers J, en vertu de la se-

conde partie de l'hypothese (25) et & 1'aide du théordme de convergence

dominée de Lebesgue (en effet, pour presque tout t,w €IR+:_(]R :

S (&t) - 1d
J‘f(t,x).(_.w_______)ju(t)(.,w)(x)h'(w)dx converge vers :
st

lot| Y,
5- % (=1) Ju(t)(x,w)b_(x,w)D £f(t,x)h"(w)dx ,

ol




Ab

et est dominée par lh'(W)l-K(f(t,.))HJU(t)(-,W)H‘l, quantité intégrable
L

en t,w sur IR::R ).

On a ainsi montré que J1 converge vers J quand §t tend vers 0 et on

montrerait de méme la convergence de I1 vers I. En passant A la limite

dans 1'inégalite I1  J1, on obtient le résultat voulu, & savoir (A0) #



AT

KruZkov a démontré (dans [8]) l'unicité des solutions de (34), lorsque

la donnée B est localement lipschitzienne et lorsque les solutions sont
Q0 . .

dans L(mrme). Nous nous proposons d'adapter ce résultat au cas ou les

4
solutions sont dans CP(R ;L(IRN)), la donnée B étant lipschitzienne.

i

Pour prouver 1'unicité, il suffit de démontrer que deux solutions de (34)

u,ue c°(m+;L’(m")), vérifient 1'indgalité au sens des distributions :
12

(A7) 9 (lu -u |) + div [sgn(u -u )(B(u )-B(u ))] ¢ O, sur m:xIRN;
t 1 2 1 _2 1 2

dont on déduit aisément la relation de stabilité (qui implique 1l'unicité):

(A8) f Nlu

(tyx)=u (t,x){dx g[ fu (0,x)-u (0,x)}{dx .
R 2 RN 1

1 ‘ 2
On utilise pour cela le lemme suivant :

% Soit U un ouvert de IRH, F une application lipschitzienne de R
dans IRM,et soit u (y) ,u (y) € Ld' (u),
1 2 loc

vérifiant, pour tout ¢ réel, au sens des distributions sur U :

(29) V- tsentu -o)€ () (N1 g0, 11,2
i i

1



A8

Alors, on a au sens des distributions sur U :

(A10) V- [sen(u ~u )(® (u)F (w NIg0 s
1 2 S | .2 b
L'inégalit€ (A7) découle directement du lemme, en posant :
M= Nl 5 U= RGRYG y o= (6,00€0 5 V= (2 ,grad) 5 F(w) = (B(w), )RR ;

t
et en prenant : h(w)=|w-c| dans (34)

Preuve du lemme :

Introduisons, pour a,b réels : H(a,b):sgn(a-b)(F(a)-F(b))e:IRM ;
1'application H vérifie la propriété suivante :

(A11)  {H(a,b)-H(b,c)| < L.la-c] ,“VL a,b,ceR,

od |.| est une norme fixée sur RM et L 1a constante de Lipschitz de F,

associée A cette norme.

Soit r une fonction positive, C“i 3 support contenu dans la boule unité B
de.m’t d'intégrale égale & 1, et vérifiant : r(-x)=r(x).

o .
Soit f € Co(U), une fonction test positive et fixée.

A partir de (A9), on obtient élémentairement (voir [81) :

(A12)ff H(u (y ),u (y ))-Vf(.l(y+y))r((y-y))dy dy 2 0,
Sl 1 1 2 2 2 2 & 172

1 1 2

ou : rk(y)=(£§4r(y/£) et & varie dans ]0,8],

$ étant choisi assez petit pour que K = supp(f) + §.B soit un compact de U.
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En passant formellement 3 la limite dans (A12) en & y on obtient :
(413) f H(u (y),u (v).Veyay » o0,
1 2

ce qui est précisément la relation qu'on dé€sire obtenir.
On trouvera dans Krufkov [8] 1la Justification du passage 3 la limite,

lorsque u et u sont essentiellement bornées sur K.
1 2

Si elles ne sont que localement intégrables, on peut toujours trouver

v etyv y €ssentiellement bornées sur K, telles que :
1 2

(A1Y) j’ tu (y)-v (y)ldy € n , i=1,2, pour n arbitrairement petit.
K i i

Gr8ce & la relation (A11), on peut substituer v ,v & u ,u dans (a12),
1 2 1 2
au prix d'une erreur inférieure 3 :

o {lu (y )-v
j;f; 1 1

(ou C est une constante qui ne dépend que de f et F),

(y ) + lu (y )-v (y )I}.re((y -y ))dy dy
1 2 2 2 2 1 2

1 1 2

qu'on peut majorer par : 2Crl y compte tenu de (A1l4) et du fait que :
fre(y)dy = f re (~y)dy = 1.

La majoration étant independante de £, il ne reste plus qu'd passer A la

limite en €, 2 la mani2re de Kru¥kov.
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