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UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTES NON CONFORMES EN

VITESSE POUR LE PROBLEME DE STOKES TRIDIMENSIONNEL

Vitoriano RUAS

RESUME

On donne une généralisation tridimensionnelle de 1'élément triangulaire
P2XPo standard, pour la formulation vitesse-pression du probléme de Stokes.
Vus sous 1l'angle de cette généralisation, les résultats de convergence que

1'on obtient pour les deux éléments peuvent &tre considérés comme optimaux.

SUMMARY

A generalization of the standard velocity-pressure P2><Po triangular
element is given for solving the three-dimensional Stokes problem. From
the point of view of this generalization the convergence results that are

obtained for both elements may be seen as optimal.



1. INTRODUCTION.

Le but de cet article est de pré@senter une généralisation i la dimension
3, naturelle sur le plan physique, de 1'€lément bidimensionnel introduit par
FORTIN [ 3] pour la résolution du probléme de Stokes en formulation vitesse-
pression. On rappelle que 1'élément en question consiste & approcher sur
chaque triangle, la vitesse par des polyndmes de degré 2 complets et la

pression par une fonction constante.

La généralisation tridimensionnelle qui peut paraitre i premi&re vue la
plus simple 3 envisager est le choix de ces mémes espaces de fonctions asso-
ciés 4 des tétraédres. On peut supposer que 1'8lément ainsi défini donnerait
des résultats satisfaisants du point de vue numérique. Cependant, pour ce
qui est de l'analyse formelle, il semble difficile d'obtenir des résultats
de convergence analogues 3 ceux de 1'élément de Fortin 3 savoir, que 1l'er-
reur de la vitesse en norme [Hl]2 plus l'erreur de la pression en norme L2
sont en O(h), dés que l'on suppose une régularité suffisante de la solution
(h étant comme d'habitude le diamétre maximal des &léments d'une triangula-
tion uniformément réguliére). La difficulté consiste essentiellement i
démontrer la condition de BREZZI [ 1] avec une constante indépendante de h,
puisque les degrés de liberté pour la vitesse autres que les valeurs aux
sommets, sont des valeurs sur les arrétes et non pas sur 1l'intérieur des

faces. Or, c'est bien sur celles-ci que porte le flux en dimension 3.

Dans ce travail on reléve cette difficulté en plagant les degrés de
liberté purement et simplement au barycentre des faces moyennant la défini-
tion d'un espace de polyndmes de degré 2 judicieusement réduit. On introduit
par contre, l'inconvénient que 1'élément ainsi défini est non conforme pour
la vitesse, raison pour laquelle on est obligé de procéder i une étude de la
convergence un peu plus &laborée que celle donnée par THOMAS [8] et GIRAULT

et RAVIART [4] pour les &léments mixtes conformes.

Dans ce qui suivra nous utiliserons les notations suivantes :

Q étant un ouvert borné de R%, n=2 ou 3, de frontigére I, pour tout

ouvert D contenu dans §! on dénotera par respectivement la

m,D et I.Im,D o o
norme et la semi-norme habituelle de 1l'espace de Sobolev H (D) avec H (D) =

L
LZ(D), et les modifications &videntes lorsqu'il s'agira de [H®(D)1 , LeN ,



£>0. Lorsque D est le domaine 2 lui-méme, on supprimera cet indice et 1l'omn

')
dénotera le produit scalaire Hm(Q) par (°,')m, de méme que celui de [HP(Q)] .

Pour tout espace de fonctions V définies sur D, V désignera l'espace

de champs & n fonctions, dont chaque composante appartient a V.

On dénotera par x*y le produit scalaire euclidien de deux vecteurs x

et y deng, ol en général L sera égal 3 n dans le cas de vecteurs de R" et
n

-~

. 2 nX . . . .
d n” dans le cas de tenseurs de R . La norme associée d ce produit scalaire

sera dénotée par .
Enfin pour toute fonction ou champs y défini sur un certain ensemble

D, on dénotera par y/g sa restriction 3 un sous—-ensemble S, Sc<D.

Pour éviter des difficultés non essentielle pour ce travail, on ne traitera
que le cas stationnaire du probléme de Stokes, dont la formulation vitesse-
pression est la suivante :

On veut trouver un champs de vitesses g,€§L(Q) et une pression pe:LZ(Q)/R,

qui pour un champs de forces fe EZ(Q) donné, satisfont 3 :

. 1
(Vu,Vv)  + (div v,p) = (£,v)  ¥vel (O)
(P)
(div u,q) = 0 vqe L2 @) /R

ol V désigne 1'opérateur gradient.

. 2 -~
Notons que dans cette formulation L°(f2) /R peut €tre avantageusement
2 2 . S s
remplacé par LO(Q), le sous-espace de L™ () de fonctions & intégrale nulle
sur . Remarquons aussi que lorsque I' est suffisamment réguliére on a [7],

ue Ij(l)(Q) nI;Iz(Q) et pe Hl ) nch,(Q) et que 1l'on peut écrire :

Au + Vp + £ = 0 p.p. dans &

(1.1) divu=20 p.p. dans &

g

u = sur T

tO



2, RESULTATS D'APPROXIMATION POUR LES ELEMENTS FINIS MIXTES NON CONFORMES
POUR LA PREMIERE INCONNUE.

Avant d'introduire notre élément tridimensionnel on va donner dans ce

paragraphe quelques résultats abstraits d'approximation pour les éléments
finis mixtes non conformes en une des inconnues. Pour ce faire on se place
dans le cadre suivant :

On se donne deux espaces de Hilbert V et  avec normes dénotées respec-

tivement par et Je[. On représente par L(v) le produit de dualité de

LeV' etveV , par G(q) celui de Ge @' et g€ @ et on dénote par (+,°)

le produit scalaire dans V auquel la norme est associée.

Soient deux formes bilinéaires a et b avec a : VXV >R et b : VXQ +R.

On suppose qu'il existe des constantes strictement positives A,a,B et B telles

que :
(2.1) - aw) <A |lull||v]| Vu,veV
(2.2) a@,) 2aljv||? WV
(2.3) b(v,q) < Bllv|| Jgf Wel , ¥geq
(2.4) sup 222D 28 jor Vgeq

ve? ||v|

cette derniére condition &tant connue sous le nom de condition de Brezzi.

On sait [8] que sous ces hypothéses, pour L € V' et Ge @' données, le

probléme de trouver (u,p) € Vx ¢ tel que :

a(u,v) + b(v,p) =LE®W) WweV
()
b(u,q) = G(q) Vg e @

admet une solution unique.

On va s'intéresser maintenant 3 1'approximation de (P) moyennant 1'intro-
duction de deux familles d'espaces de dimension finie {Vh}h et (Qh)h, appelées
d approcher V et @ avec QhCQ mais Vh ¢ V ¥h.On suivra essentiellement la

démarche de THOMAS [8] pour le cas conforme, soit le cas ou th V ¥h.



Soient donc deux formes bilinéaires a, et bh avec a, : th Vh + R et
bh : thQh + R, les deux formes &tant définiesaussi sur VXV et VX@g res-

pectivement, de telle maniére que :

L}

ah(u,v) a(u,v) Vu,pelV
bh(v,q) = b(v,q) WelV et Vge@

On munit Vh d'un produit scalaire °,')h avec norme associée ne et

on fait 1'hypothése suivante :

* * * *
JA ,0 ,B et B, constantes strictement positives bornées et indépendantes

de h telles que ¥h on ait :

(2.1), a, o) <A [l Moy Ml %y v, € VY
(2.2) a, w,,0)2a || || W, eV
*“n h'Yh’’h Y h€'n
. .
(2.3), by @pa) <B vl dayl W, eV, et ¥, €Q
b (v ’q ) *
” (2.4)h sup b bR 2B thr thth

v, €V v
el oy
cette derniére condition étant connue sous le nom de condition de Brezzi discréte.

Sous ces hypothéses, si Lh est une forme lin€aire continue sur Vh qui
approche L, comme pour le cas de (), le probléme approché de trouver

(uh’ph) € th Qh tel que :

ap (V) + by b)) = L) o ey
by (u,q,) = Gqy) ¥q, €9,

admet une solution et une seule, résultat qui, bien entendu, reste valable si
*
¥

A",0",B" et B" dépendent de h [81].




On supposera que la norme “.”h est définie sur V aussi avec ||v||h = ||v||

VeV, et on s'appliquera a4 trouver des majorations de 1'erreur ||u-'uh||h +

Jp-phl'. Pour ce faire, on introduit d'abord les variétés linéaires suivantes :

G

U ={veV/ ¥qeQq, b(v,q) = G(q)}

G
Uy = lop eV / ¥aq, €@, by ,q,) = Glgy)}

et les espaces
U={veV/ ¥qeQ, b(v,q) = 0}
Uy, = {vhe "/ ¥a; € L > bp(®qy) = 0}

Avec ces définitions, il est clair d'aprés la formulation de (P) et de

(Ph) que uel , uheUh et que 1l'on a :
(2.5) a(u,v) = L() Wwel
(2.5)h ah(u,v) = Lh(vh) Vvhe Uh

On va d'abord chercher une majoration pour ”u—uhHh . Soit donc w = Uy

ol v, est un élément quelconque de Vh. On a wh € Uh et on peut &crire :

ah(wh,wh) = ah(uh—vhm—u,wh) = ah(u—vh,wh) + ah(uh,wh) - a.h(u,wh)

1]

ah(u_vh’wh) + Lh (wh)-bh (wh »P) -bh (wh’ph)+bh (wh ,P)-a-h (u ’wh)
d'ol, d'aprés (2.1)h et (2.2)h :
ot*llwhllz <A™ flumwy Il lwg I, + by, WP Py 4Ly () -2, (u,y0,) by () ,P)

Comme bh(wh,ph) = bh(wh,qh) =0 Athth on a :

b, Wy P=q,) || 11y ) -2y G, )by o) |

*

A
Il = ety + 220 T |
o o Hylly o ¥y lly



En posant :
(2.6) E, (.p wy) = Lh(wh) —ay () ~b, W, >P)»

en appliquant 1'inégalité triangulaire et en majorant Ibh(wh,p-qh)| par

(2.3)h, on obtient enfin :

lEh(u,p,wh) |

* *
At B . .
2.7) Hu-uhHhS(H E) »mfc;“u_vh“h*'_; .mg Ip-q,J+ sup o* ||, ||
vy o v ey “n<Vh h' h

Cherchons maintenant une majoration semblable pour Jp—phl' .

On a thth et Vvhth :

bh (vh ,ph‘qh) = Lh (Uh) -ah (uh :vh) _bh (vh ’qh)

Ly, () -a (w—wtyy 5o, ) =by (wysq,P*P)

Lh (Uh) -a-h (u ’vh) -bh (vh ’p)"'a-h (u_uh ’vh) +bh (vh sp-qh)

Io, Il loy Il o, I,

Mais d'aprés (2.4)h, (2.1)h et (2.3)h on a :

|E. (u,p,w, )]
8"p -q [ < A" |juw || + B*lp-q. [ + sup —2 h
h *h LY LS |
h¢'h h'lh
d'ol on déduit enfin :
* * |E, (u,p,v )
(2.8) Ipp T < 2 flumu ||, + 1+ 2 inf ip-qf + L sup —2 |
h B* h''h * q. €@ h 8* w. &V “w ”
h"h h ' h hilh

Maintenant en faisant des modifications é&videntes dans un Lemme di & THOMAS
(8], afin de tenir en compte 1'indexation par h des formes a et b et de la

norme, on peut s'affranchir de la restriction de 1'appartenance de Uh i U:’

dans la majoration (2.7), avec le résultat suivant :



Lemme 2.1 : Si (2.3)h et (2.4)h sont vérifiées, on a la majoration :

mfG ||u—v || (1+ E‘:-) inf |u-v

v, eV,

”
h"h
h Uﬁ 8 h 'h

Ce Lemme et les majorations (2.7) et (2.8) nous permettent de déduire aisément

le résultat suivant :

Théoréme 2.1 : Sous les hypothéses (2.1)h v (2.4)h, il existe une constante C

indépend ™,
pendante de h telle que :
|E_(u,p,0)|
(2.9) s Il + Jp-py T <l ing fluv Il + inf 1p=q.T + sup —B "B
vhth qhth whth ”wh”h

ol Eh(u,p,wh) est donné par (2.6).
Remarquons que Eh s'annulle identiquement lorsque Vh<=V et L = Lh’ et
que dans ce cas, (2.9) devient la majoration classique pour les méthodes

finis mixtes conformes [8].

Maintenant on va appliquer ces résultats au probléme (P).

Ici V est 1'espace de champs de vitesse H () et la norme H || devient

|'|]. De méme on a Q= L (Q) et J*[ devient 1a norme

Le probléme () est donc (P) lorsqu'on pose G=0 et :

(2.10) a(v,v) = (Yy,Yy)o
(2.11) b(v,q) = (div v,q)
(2.12) L(v) = (£,v),

Soit maintenant CL une partition de £ en éléments finis de diamétre

maximal égal 3 h. Les espaces Vh et Qh seront ainsi Yh et Qh’ espaces de

(*) Ici comme partout ailleurs dans ce travail la lettre C indexée ou non
sera utilis@e pour désigner les diverses constantes indépendantes du
paramétre de discrétisation h.



champs et de fonctions réguliéres sur chaque &lément K de t;, ol Qhe Li(ﬂ).

Maintenant si v € I-ll (K) ¥v,_ eV et ¥Ke ‘C’h on définit :

h/K h
(2.10), ap(umuyy) = ] J Vo Vv, 9% VuLv eV
Kesffkl K
(2.11)h bh(yh,qh) = Z J CIN div Vi dx Vyh€:Yh et the Qh'
K 613h K

On supposera d'autre part que 1'on définit bien un produit scalaire sur

Yh par :

(W ¥pdh = 2 (Yo p)

Dans ce cas, la norme H'Ilh de Vh sera donnée par l'expression ci-dessus,

qu'en général ne définit qu'une semi-norme :

2 1/2
(2.13) v Il =[ ) JK | Vv, | d§]

Ke

Notons maintenant que méme si V5¢ Iﬁ#ﬂ) » L est définie sur V_. On peut

he
donc se passer de forme linéaire approchée Lh et en tenant compte des défini-
tions (2:]0)h, (2.11)h et (2.12) de ah,bh et L, le probléme approché (Ph) du

problém (P) consiste & trouver un couple (gh,ph) appartenant & thQh tel que

ap (upsvy) + by (vypy) = L(vy) Wy eV
(Pp)
b, (4,9,) =0 ¥q, € Q,

Notons tout de suite que, d'aprés les définitionms (2.10)h et (2.11)h,
et pourvu que ll.“h donné par (2.13) soit effectivement une norme sur Yh’
(2.l)h, (2.2)h et (2.3)h sont trivialement satisfaites pour tout Yh et Qh’
I1 restera 3 vérifier (2.4)h pour chaque choix de Yh et Qh’ afin de pouvoir
appliquer l'estimation de 1'erreur”g—gh“h + |p-ph|0 donnée par (2.9).

Pour ce qui est de cette derniére relation, par ailleurs, les deux premiers
termes de son second membre se majorent de fagon classique en théorie de
1'approximation, alors que, s'il y a lieu, il restera & trouver des majo-
rations convenables pour le dernier terme dit de non-conformité (avec L =L),

-~

de fagon a s'assurer de la convergence lorsque h tend vers zéro.
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3. - DEFINITION ET PROPRIETES DE L'ELEMENT.

On supposera désormais que {! est un domaine polyédrique convexe dont
on se donne une partition ﬁL en n-simplexes, n=2 ou 3. On supposera égale-
ment que C; appartient 3 une suite fﬁ;}h de partitions réguliéres de 2 au

sens habituel, c'est-3d-dire :

Si hK est le diamétre de la sphére circonscrite i 1'@lément K' et on
pose
h = max hK
Ket%
et si P est le plus petit diamétre des sphéres inscrites dans les &léments
de ql, il existe ¢> 0 telle que ph—l 2 c pour toutes les partitions de 1la
suite. Pour raison de simplicité cependant, on appelera une partition appar-

tenant a4 une telle suite, une partition réguliére.

K étant un n-simplexe, on dénotera par Si ses sommets et Xi désignera la
coordonnée barycentrique de K associée & Si’ i=1,2,...,n+1. On appelera enfin

Bi le barycentre de la face du simplexe opposée i Si'

Dans ce qui suit Qh sera l'espace de fonctions constantes sur chaque
simplexe de la partition E% définies par sa valeur au barycentre B de K,

avec intégrale nulle sur .

Soit maintenant P 1'espace de fonctions définies sur K, engendrées par

. e . . s 2,
les 2(n+1) fonctions linéairement indépendantes Ai’ Ai’ i=1,2,...,n+1, n22
Notons tout de suite que 1l'on a 1'inclusion PICPSP2 ol Pk désigne 1l'espace

de polyndmes de degré inférieur ou égal 3 k définis sur K(*);

I1 est facile de vérifier que pour toute fonction ge P l'ensemble de
}2(n+l) -,
i=t

degrés de liberté {(g)i

(g)i est la valeur de g au sommet Si’ i=1,2,...,n+l

(g)

s+n+1 oSt la valeur de g au point Bi’ i=1,2,...,n+l

(*) Si on veut définir P pour n=l aussi, on est obligé de tenir compte que
A%-Al = A§~k2. Par conséquent la dimension de P serait 3 au lieu de 4

et dans ce cas on aurait P=P2, tout comme dans le cas n=2.



est P-unisolvent, et que les fonctions de base associées sont données par :

1 2
Pi = a (MA)
(3.1 2 Ll )
Pientt ~ a1 M7+ rT—TJ.Z1 Q572925 1=152, 0000t
On définit Vh comme l'espace de fonctions continues aux sommets et aux
barycentres des simplexes K€ €. , dont la restriction 2 chaque K est une

fonction de P, et dont les degrés de liberté situds sur I s'annullent.

Sur la Figure 3.1 ci-dessous on donne une illustration de 1'élément

pour chaque cas de dimension :

o degrés de liberté vitesse

X degré de liberté pression

Illustration des &€léments en dimension 2 et 3

Figure 3.1

Notons que, comme on avait déja souligné au début de ce travail, dans
le cas n=2 1'élément en question n'est rien d'autre que 1'élément PZXPOF(déjé
largement abordé par d'autres auteurs, voir par exemple [3] et [4]) et qu'on

a VhC:Hi(Q)' Cependant, dans le cas n=3 cette inclusion n'est pas vérifiée :

Etant donnés une fonction vhéth et deux tétraédres K et K' ayant une
face commune F, les restrictions vh/ﬁ/F et Vh/ﬁ'/F ne colncident pas néces-
sairement, puisqu'elles ne dépendent pas seulement des degrés de liberté

associés a F.
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On peut néanmoins démontrer la propriété suivante :

Lemme 3.1 : Si g est une fonction définie sur un tétraddre K avec geP, son
intégrale sur toute face F de la frontidre 9K de K, ne dépend que des degrés

de liberté de g associés a F et de la mesure de celle-ci.

Démonstration : Sans perte de la généralité supposons que F est la face

opposée i SA'
D'aprés (3.1), la partie de la trace de g sur F dépendant de degrés de

-~

liberté autres que ceux associés & F, est domnée par Z (2). d., ot
1<js3 A¥4 D

3
=9 02 3 A2y
ds = 3 (Aj Aj) +3 kzl A A i=1,2,3

Mais d'aprés des résultats bien connus, on a pour d1 par exemple :

d ds = aire(F)
7 1 3

oii M] est le milieu du coté de F opposé 3 Sl et M, et M3 sont les milieux

| d, (M)

0 o~

i

des autres cotés de F.

Comme d, (M,) = 3/4, d,(M,) = d,(M,) = -3/8, on a d.ds = 0.
1Y 1Y7°2 173 F 1
Par symétrie il en va de méme pour d2 et d3, d'oli le Lemme.

c.q.f.d.

On remarque ensuite que, grdce 3 la continuité des champs de Vh aux
sommets des €léments de t; et 4 la nullité des degrés de liberté sur T,
la semi-norme (2.13) est bien une norme sur Vh.

Maintenant on rappelle un Lemme df 3 CIARLET [2], pour les formes
bilinéaires :

Soit 4 : YXY + R une forme bilinéaire avec Y = Hk+l (D), keN, et :

’

141l = sup A(y,w)
(y,w)eYxy

y w
Pl 5 T

- . » . +
Alors si pour un espace P de fonctions définies sur D tel que PchCHk l(D),

A satisfait pour 2e¢N :
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i
[

A(y,w) = ¥ye¥Y et Vwe P

L

1]
o

et VwelP

A(y,w) ¥ye P

k
il existe une constante qui ne dépend que de D, telle que :
lA.(y,w)I sC”A.“ IWI2’+]’D |y| k+1,D ¥(y,w) € XY

Maintenant, soit F une face d'un tétraddre K et PO(F) 1'espace de fonctions

constantes définies sur F. On introduit 1'opérateur "moyenne"

gt 1 2ax) P_(F) par
I gds
(3.2) Mg = i Vge u' /2(8K)
mes (F)

avec une généralisation évidente pour le cas vectoriel.

On considére maintenant 1'espace Hh = Vh ® H(Q), muni de la norme h'
On définit également 1' opérateur d'interpolation linéaire ry ¢ > Rh oll
Rh est le sous-espace de H () des champs de fonctions contlnues v dont
chaque composante v, est telle que v, €P,, avec r.v, (S) = v, (S) pour

hi hi/K i h~h ~h
tout sommet S de CL. I1 est clair qu'on peut définir Ty aussi bien sur

g°(§) .

Lemme 3.2 : Soit une partltlon réguliére de { et z un champs de fonctions
et p

de H () nH (). Alors si —g-des1gne la dérivée normale extérieure 3 9K d'une

fonction g, Ke%‘;‘, on a :

oz
(3.3) ) JK T W ds<Cnlzly lhwlly,  Vay ew

Ke f;

Démonstration : On a d'abord :

9z

5&-'yhds

L] & Ll
*w, ds = J
Re® Jax ™ hT T ple g Jp
h h
Le Lemme 3.1 implique la nullité de 1'intégrale de W, sur les faces

situées sur T.
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Pour la méme raison, l'intégrale de wh/SK Yh/3K' sura la fa<]:72commune a deux
tétraédres adjacents K et K' est nulle. Le fait que 5—% € H""(9K) ¥K permet
ainsi d'écrire
Bz

a—n 'thx =

85 9z
E_);-Fa)w ds Vwew

~h

) J ) f(
Keb’h K Ket,‘h Fc3dK ’F

D'autre part comme rhwhe c°@ Vw, €W , on a forcément

82
Y (——-n F)er wds = 0 Vw e W
KeGhJ F ~h ~h < Zh

d'ol on conclut que :

Z J 9z z z 9z dz
— ew,ds = J (= - M, ==)*(w, -r.w.)ds Vw, € W,
K ¢ q_l 3K an ~h Ke‘% FedR JF on F 9n ~h "h~h ~h " ~h

On définit maintenant o : Hl (K) x Hl (K) + R par :
(3.4) a(y,w) = (y-m,y) (w-rw)dx
F F F
ol rp est la restriction de r, 3 Fc 3K, Kerh.

h

Comme d'habitude, soit K 1'élément de référence et G : H] (K) XHl('K) -+ R

défini par :

8(?,6‘1) = Jﬁ (?-Trf?) (ﬁ-rﬁw)ds ¥F e 9K
D'aprés des résultats classiques on a :

|o¢y,w| = cnl [8¢5,9)]

D'autre part, il est aisé de vérifier que pour k=0 et £=0 ou | on a :

(5, =0 ¥er® et Wiep,
G(§,#) =0 ¥§eP et VieP

k



V'

_]5..

Comme Poc P CHI(K) on a :

G <SSl 191, ¢ 191, g
ce qui, moyennant des tranformations tout 3 f‘ait standards donne :

lo(y,w)| < ChKlyll,Klwl 1K

Maintenant, si on fait successivement pour chaque Ke c;, chaque F < 9K,

y égal 3 la dérivée de z; sur K suivant la direction de n/F, et w = wh s

i=1,2,3, on obtient la majoration (3.3) par sommation sur i, F et K ett

1
1'inégalité de Schwartz. c.q.f.d.

1
h ot HED >V,

a savoir, l'opérateur de projection orthogonale selon le produit scalaire

(.’.)h'

On introduit maintenant un autre opérateur linéaire s

Lemme 3.3 : Soit c une partition réguliére de Q et e l'erreur de la projec-

tion e, T VoSV, V€ H (). Alors on a 1'estimation suivante :

leg ] schllell,

nlo

Démonstration : On a

(£, o

e,| = su
el feLB(Q) H

o
D'aprés [4], lorsque § est un polygone convexe, ¥f el (Q) il existe un champs

z €M unique, avec M = H ) nH (Q), tel que —Az = f. En outre on a :
lzl,=claz] , ¥zeM

On peut donc écrire :

~(Az,e.) I(Az,e )l
= Sup ————— ~h’o <C sup —————— ~h

e, |
Tzt el zar |l
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Cependant, d'apré&s la formule de Green on a :

oz
(3.5) | (Az,e,) | <|(z,e.), | + | ) J == *e ds|
~’~h’0 ~’<h’h Keeh 5K on -~h

Soit maintenant une suite {vl}zc BH(R) telle que vl + v dans HL(Q), et

posons 52' = Y’- = 5V, L'appartenance de v et de 172' a El(])(ﬁ) implique :
z J 9z Z 0z 2
= *e, ds = J =— *e,ds W¥ReN
KeT, /oK on ~h KeT ‘oK on ~h
Mais d'aprés le Lemme 3.2 on a :
L] 21, et
= ¢« e.ds < Ch|z e ¥4,
Keq—l aK an ~h ~'2 ~h h
Comme clairement ”S}%”h > ”Eh“h on a :
L[ 2 2l Ny |
(3.6) J = *e,.ds < Chlz e
KE"; 9K on ~h ~'21h"h

2 o . s . .
D'autre part, comme z e H (), d'aprés le Théoréme de 1'inclusion de
o,= . . .
Sobolev on a ze C (). Par conséquent r,z a bien un sens et comme forcément .

rhfeyh on a :

(E’Sh)h = (E-rh-\z.h’gh)hsllg_rhfllh “Sh”h
Or, d'aprés des résultats bien connus de la théorie de 1'approximation on a :
”E_rhEHhS Chlglz

ce qui avec (3.5) et (3.6) donne le lemme.
c.q.f.d.

Remarque : En utilisant le Lemme 3.2 on pourrait déduire sans difficulté que :

I < Ch[gl2 Vxegz(ﬂ) nEIcl)(Q),

nll

ce qui donne immédiatement une estimation de 1'erreur pour le probléme de
. . . 3 - 21z .
Dirichlet pour 1'opérateur —A dans R™, résolu avec cet élément quadratique ¢

réduit.
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4. - RESULTATS DE CONVERGENCE.

Comme nous avons déja souligné au Paragraphe 2, pour démontrer 1'existence
et la convergence des solutions approchées non conformes en vitesse, il faut
vérifier la validité de la condition de Brezzi (2.4)h. Pour ce faire on donne

d'abord le lemme suivant :

Lemme 4.1 : Pour toute partition réguliére fh et pour tout champs ve H(IJ(Q)

il existe un champs v €Vh tel que :

(4.1) J div Yh dx = J div v dx W¥Ke L’h
K T K v
(4.2) Ivplln = € lvly

Démonstration : Remarquons d'abord que, d'aprés le Lemme 3.1 et quelques

calculs simples on a :

(4.3) J gds =[]l—2 Vge P,
F .

k J
j

oL e R
N
o9
~
+
&
~
4]
~—
P
+
&~
—
8
o
/2]
~
*j
o
~

1
k
ol Fk est la face de K opposée a Sk’ 1<k=<4,

(4.3) permet d'affirmer que 1'on peut définir de fagon unique un champs
Yheyh’ dont chaque composante Vi i=1,2,3, satisfait 3 :
i

(vhi)j = ((shv)i)j J=1,293’4
(4.4) J v, ds = J v.ds k=1,2,3,4
F,_ P F,
k k
En effet, avec (4.3) on peut définir les degrés de liberté (vh )

i k+4’
k=1,2,3,4 par :

3p 1!

4
Vp dkws = 3L mes J vids =33 1 (5w )]
i k Fk j=1
j#k
Maintenant soit n = (nl ,nz,nB) le vecteur normal extérieur 3 JK.

Si on multiplie chaque membre de (4.4) par n, et on somme sur i puis sur k,

on obtient :



- 18 -

J v, *n ds = J ven ds
3K~h~ -
oK

L'application de la formule de Stokes donne ainsi (4.1).
D'autre part, compte tenu du Lemme 3.3, on peut utiliser les mémes
arguments de [ 4, Lemme 2.5] d'ol on déduit (4.2).

c.q.f.d.

Théoréme 4.1 : La condition (2.4)h est vérifiée si les espaces V,_ et Qh

sont ceux définis au Paragraphe 3.

Démonstration : Soit qy € Qh' D'aprés [4, Lemme 3.2] il existe un champs

Ve gl(ﬂ) tel que :

2
(4.5) b(v,ay) = la, |3
et lvl,sc la,l

On construit maintenant un champs vhesV associé 3 v dans les conditions

spécifiées au Lemme 4.1.

Comme q; est constant sur chaque K, de (4.1) on déduit par sommation sur

D'aprés (4.2) on a d'autre part
(4.7) ”Yh“h SCItho avec C = <,

(4.5), (4.6) et (4.7) donment enfin la condition (2.4), avec 8" =C .
c.q.f.d.

-~

Pour obtenir une estimation de l'erreur i partir de (2.9), il ne reste

[

maintenant qu'd trouver une majoration convenable pour le terme Eh(g,p,yh)

donné par (2.6), (E’p) étant la solution de (P).



K
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" Théoréme 4.2 : Si ue HZ(Q), pPE H](Q) on a :

(4.8) Eh(g,p,yh)SChflylz + |P|1] ”‘~"h”h

Démonstration : On rappelle d'abord (2.10)h, (2.11)h et (2.12).

Par application de la formule de Green on obtient :

’ Ju
(uyw) =} = ew, ds - J Vuew, dx
a11~~ Kech‘aKan ~h Q~~h~
et _
b, (w, ,p) = z w, *np ds - J Vpew, dx
ho~h Ke® Jok T 7 g B

D'aprés (1.1) on a f+Vp+Au = 0 p.p. danms 2 d'ol :

Avec les hypothé&ses de régularité qu'on a faites pour u et p on peut
P pour u et p on p

utiliser les mémes arguments du Lemme 3.2 d'oil :

ou du
E (u,p,w ) = - J [(G=+p) - T (5= + p)l*(w_-r w )ds
h 'SP ¥ kee v e on F on ¥h"Th¥h
4
Maintenant si on pose dans (3.4) y successivement égal i oo 0 PRy

et w =w , i=1,2,3 et en procédant toujours comme dans le Lemme 3.2 on
déduit (478).
c.q.f.d.

En supposant maintenant la méme régularité pour u et p que dans le
Théoréme 4.2, comme P]C PcP,, d'aprés des résultats tout 3 fait classiques

on a la majoration :

ing Ilg—Yth1+ inf |p-qh|0S Ch[|g|2+|p|1]
Yhéh 9hE  n

ce qui donne immédiatement lieu au théoréme de convergence suivant :

Théoréme 4.3 : Si le probléme (P) est approché par (Ph), Yh et Qh sont les

espaces définis au Paragraphe 3 associés a une suite {Gh}h de partitions

réguliéres de ! supposé polyédrique et convexe, alors on a :
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(4.9) ||B-h||h + lp—phIOSChEIEIZ + Ipll:]

5. - REMARQUES COMPLEMENTAIRES.

(i) Notons que 1'Elément introduit dans cet article apporte des généralisations
non-conformes de 1'élément de Lagrange triangulaire P2 standard, au cas
des n-simplexes, n> 2, pour lesquels les fonctions-test deviennent des
polyndmes de degré 2 incomplets définis uniquement 3 1'aide des sommets
et des faces du simplexe. Vus sous cet angle 13, les résultats de con-
vergence (4.9) valables aussi pour 1'élément PZXPo bidimensionnel [ 4],
apparaissent comme optimaux en ce sens, que si le polyndme de degré 2
est complet pour n=2, il s'agit 13 d'un cas exceptionnel vis i vis de
cette famille d'éléments. Par ailleurs, cette derniére est asymptotiquement
plus proche des &léments Pl’ étant donné qu'en dimension n, le nombre de
degrés de liberté de P est 2(n+l) alors que pour les polyndmes quadratiques

complets on en a (n+2)(n+l1)/2.

(ii) L'élément tridimensionnel en question est &galement apparenté 3 un &lément
bidimensionnel quadratique réduit 3 4 degrés de liberté, 3 savoir, les
valeurs aux sommets et au barycentre du triangle. Par ailleurs, ce tri-
angle, lui aussi non conforme, et proposé dans [ 6] pour la résolution
de problémes d'ordre 2, donne pour ces derniers des résultats de con-

vergence tout 3 fait &quivalents 3 ceux qu'on obtiendrait avec notre

é€lément tridimensionnel.

(iii) Remarquons enfin que, comme pour 1l'élément de Fortin et 1'élément P1
non conforme a divergence nulle dans Rp, n=2,3 [7], il est possible
d'expliciter une base locale de l'espace Uy, = Uh (voir Paragraphe 2).
Ceci permet d'effectuer plus aisément les calculs numériques provenant
de la résolution du probléme (Ph). Un travail & ce sujet di a4 HECHT [5]

est en cours de préparation.
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