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QUELQUES METHODES NUMERIQUES EN ELASTOPLACITE

Alfredo BERMUDEZ et Juan Manuel VIARO

Résumé :

On étudie dans cet article quelques méthodes pour la
résolution numérique des équations qui donnent les déformations
dans un milieu élastoplastique soumis @ 1a l1oi de Hencky.

On fait une'description des algorithmes itératifs et on
montre qu'ils convergent vers le champ des contraintes.

Ensuite, on présente leurs performances dans le cas
typique du probléme de Ta fléche avec le critére de Von-Mises.
Les essais numériques sont faits pour un schéma d'éléments
finis Pl-tagrange, les solveurs de la bibliothéque MODULEF en
élasticité linéaire étant utilisés.

Abstract :

In this paper we study some methods for numerical resolution
of deformation equation in elasto-plastic medium subject to the
Hencky's law.

We describe the iteratif algorithms whose the convergence
to stress field is showed.

Then, their performances are given in a typical example
with Von-Mises plasticity convex. Pl-Lagrange Finite Element
scheme is implemented by using MODULEF's library for numerical
computation.



QUELQUES METHODES NUMERIQUES EN ELASTOPLASTICITE
A. BERMUDEZ (*) et g.M. vIANo®¥ (*)

1.- Introduction

Nous présentons quelques methodes pour la résolu-
tion numérique des équations qui donnent les déformations

d'un corps, ayant un comportément élastoplastique régi par

1a loi de Hencky.

Nous reprenons le tadre de DUVAUT-LIONS [4] et -

MERCIER |8]:

On considere un milieu continu situé initialement
dans un ‘ouvert © de frontiere I' "reguliere", et sans con-
trainte. Supposons qu'il est fixé sur une partie PUCP et -
qu'il est soumis avdeg forces distribuées f(x) dans Q, et -

surfaciques F(x) sur la partie de la frontigre Ip= I'-T.

Si o désigne le champ de contraintes, on a les

équationsd'équilibre:

N 90, . :
- y —W 4 f.= 0 dans @, i=1,...,N

. OX. 1 .

i=1 J

N - . .

.§ oij "j= Fi sur T j=1,...,N (1.1)
j=1

u= 0 sur m

Soit ¢{(u) le tenseur des déformations linéarisé,

c'est a dire:

(+) Departamento de Ecuaciones Funcionales. Univ. Stantiago-ESPAGNE.

-

(x%¥ Travail effectué alors que 1'auteur était stagiaire a 1'INRIA
MODULEF, 78153 ROCQUENCOURT. FRANCE.
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P2y, 2y |
G.'j(U)s 2 {-5"—3- + 3"1 ] l¢i, J<¢N (1-2)

En élasticité parfaitela loi de comportément (1i-

néarisé) est de la forme (loi de Hooke géneralisée):

Ao(x)= e(u(x)) (1.3)

2
od A est un automorphisme symétrique de RN . Or, si 1le cem-

portément est elastoplastique, (1.3) n'est plus valable

car, dans ce cas, o doit appartenir 3 un certain sons-ensem
) n
ble de RN

Plus précisément, soit B un ensemble convexe, fer

2 2
mé dans RN . Désignons par PB la projection sur B dans gN

pour la norme:
Itl= [ax-t]1/? (1.4)

alors la 1oi de Hencky, donnant le comportement elastoplas-

tique parfait, s'écrit
o(x)= Pya~te(u(x)) (1.5)

on a donc 3 résoudre les deux équations (1.1) et

(1.5) et & ce but nous allons définir un cadre fonctionnel

appropié.

Sojent H 1'espace vectoriel

=
1]

- 2 - S
{1= T1JCL (), 45774 1«i, jeN} (1.6)
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et K le sons-ensemble convexe:

K= {1eH: t(x)eB p.p. dans 9} ' (1.7)

On va considérer par la suite la norme en H défi-

nie par le produit scalaire:

(o0,1)= <Aoo, 1> (1.8)

ol
<e,T>= j e(x)-t(x)dx (1.9)
Q

_\I

Soit V (espace des déplacements cinématiquement -

admisibles) défini par:

v {ve(ii@n™: v= 0 sur r,} (1.10)

avec la topologie hilbertienne usuelle dans (Hl(Q))".
De cette facon € est un opérateur 1inéaire conti-

nu de V dans H. Nous désignons par €* 1'operateur de H dans

V' qui verifie

<g,e(v)>= <e*(c),v>v.v .
(1.11)

VveV, V¥ocH

Finalement, pour fe(L?(g))V et FC(LZ(TF))N on con -

sidére.]a forme linéaire, continue sur V:
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L{v)= f f-vdx+f F-vdr (1.12)

Q FF
On peut démontrer maintenant (théordme des "tra-
vaux virtuels") que 1'ensemble des contraintes statiquement

admisibles, c'est 2 dire, 1'ensemble des solutions de (1.1)

est E(L) donné par:.

E(L)= {teH: <t,e(v)>= L(v) VveV} (1.13)

et ensuite que si o vérifie (1.1) et (1.5), alors elle est

aussi la solution du "probleme aux contraintes"

inf 2 |12 (1.14)
TeKNE (L)

(voir MERCIER [8]).

La résolution numérique a été abordé dans MERCIER
[8]. I1 utilise un probleme dual, (“"probleme aux déplace-
ments"), pour lequel il propose différents algorithmes (gra
dient conjugué non linéaire, gradient avec opérateur auxi-

liaire, penalisation-dualité).

Le plan de cet article est le suivant: prémi2re-
ment, aprés quelques notions ‘d'operateurs maximaux monoté—
nes, nous rappelons -bien que presenté d'une facon différen
te- la methode de penalisation-dualité utilisée par MERCIER.
Ensuite nous donnons deux autres algorithmes dont on démon-
tre des théoremes de convergence forte "en contraintes". Fi

nalement nous présentons quelques résultats numériaues ner
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mlttant de comparer leurs peformances.

2.- Rappels d'opérateurs maximaux monotones. -(voir BREZIS

3], PAZY |9| pour une exposée générale).

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espa
© ce de Hilbert W. On désigne par A“ 1'opérateur “"perturbe"”
“ A-wl, w étant un réel; si A<0 et Aw<l, on peut définir -

1'approximation Yosida de AY par:

I-J

w
A
X (2.1)

W,
Al_

ob 1 désigne 1'opérateur identité dans W et J? est la resol-

vante de AY, c'est 3 dire:

39= (1+an¥)"1 (2.2)

Si w=0 nous écrirons simplement AA' On peut démon

trer 1'egalité:

w _ 1 - 1 _ m :
Ak(x)— e M [ 1-2w x) T-aw X (2.3)
1-Aw :

" D'autre part, on a 1'equivalence (voir BERMUDEZ-

MORENO |1]):
ycA?(x+Ay)

yeAY (x) si et seulement si (2.4)
avec A>0 et Aw<l
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Exemple 2.1.- Soit ¢: W —+ (-=,=| une fonctionnelle con-
vexe, semj-continue inférieurement et propre. I1 est bien
connu que sa sous-différentielle est un opérateur maximal

monotone. Par ailleurs, la fonétionne]le

8 (x)= inf {6 (y)+ L [x-y|2) 2.5
4}‘ yeW 2 l ,N ( )

est différentiable et on peut démontrer que

(8¢),(x)= ¢, (x) VxeW (2.6)

En particulier, si C désigne un convexe, fermé

dans W, 1'opérateur face de C, defini par (ZARANTONELLO -

|19]):

Fel(x)= {yeC: (x,y)w= sup (x,2) .} - (2.7)

est la sous-différentiel]e de 1la fonction d'appui de C -

(convexe, s.c.i., propre):

Je(x)= sup {(x,2),} : (2.8)
C zeC W

On peut démontrer que son approximation Yosida, (FC)A est

donnée par:
= X
et, par conséquent, (2.6) entraine:

L (B (0= Pelx) (2.10)



~ QUELQUES METHODES NUMERIQUES EN LLASTOPLASTICITE

Finalement, de la définition de (jc)l(x) on dé-

duit 1'expression:

(3), (0= (x, Po(x))y= £ [P (013 (2.11)

3.- Les algorithmes

Notons tout d'abord que les deux conditions (1.5)
et ocE(L) sont équivalentes @ la seule eguation:

P A le(u)= L (3.1)

Or, en tenant compte de (2.10), on voit bien que

(3.1) exprime la condition pour que u minimise la fonction-

nelle dans V:

v(v)= () (A Te(v))-L(v) (3.2)

Ce probleme de minimisation est le probléme dual
considéré par MERCIER auquelnous renvoyons pour 1'€tude des

questions d'existence et unicité.

Du point de vue numérique, le fait qu'il y appa-
rait 1'operateur e, qui est mal conditionné, avec la fonc-
tionnelle (jK)l, qui n'est pas aquadratique, rend lente la
convergence des methodes iteratives classiques du tyvpe gra-
dient. Ce phenoméne, apparaissant dans d'autres problemes
variationnels, a améné & des différents auteurs (voir GLO-

WINSKI-MARROCCO ]6|, GABAY-MERCIER |5|, MERCIER |8], -
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MARROCCO |7|, BERMUDEZ-MORENO [2|) A considérer d'autres al
gorithmes qui découplent la nonlinarité et 1'operateur mal
conditionné. A 1'origine de ces methodes i1 se trouve -
1'algorithme de pénalisation-dualité ou d'Uzawa pour le "La-
grangien augmenté” que nous allons introduire tout de

suite pour notre probléme d'e]astob]ast1cité.

En utilisant 1'equivalence (2.4), 1'egalité

o= PKA‘le(u) (3.3)

peut s'écrire sous la forme equivalente:
o= (Fy) ey (A7 1e(u)+ro) (3.4)

parce que, si A est maximal monotone, on a le résultat:

(AA)LI= AA""U . (3.5)
De cette facon, 1'egalité (3.1) equivaut aux deux

équations couplées:

1 -1 A =
b [ x4 e(w) Py o]t 3.8

. 1 -1 A '
o= Py T A letude gy o (3.7)

Cette formulation donne inmediatement 1'algorithme

de pénalisation-dualité:
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A
1 -1 n n nj._
e*PK[ e A7l o ]- L (3.8)
o = Fx T+X el T, o :

Sous réserve des questidhs d'existence, il ne se-
rait pas difficile a montrer la convergence fort de la sui-
te {o"} vers la solution du "probléme aux contraintes”, qui

est meme. superlinéaire si An+ o, Mais, malheureusemnt, on

doit resoudre un probleme non linéaire & chaque pas, qui est

du meme type que le probl2me de départ.

e

A fin de surmonter cette difficulté, MERCIER |8]
propose uné variante qui peut etre écrite de la forme sui-
vante, mettant en evidence son rapport avec l1'algorithme de
pénalisation-dualité: o° et ul donnss

[ - -1)
¢l Ty A el 3" (3.10)

*x -
e te (U™ s AT e (W) A (Lo (266" 1Y) (3.11)

Remarquons qu'a présent le probleme (3.11) est

bien linéaire; il s'agit d'un probleme d'elasticité.

Nous donnons ensuite un autre algorithme "linéai-
re", qui a été étudié d'une facon générale dans BERMUDEZ-

MORENO |2], bien que la convergence y était demontré sous

des hypotheses qui ne sont pas verifiées dans le cas pré-

sent.
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Soit u une solution du "probleme aux déplacements”,

suppossant qu'elle existe; mettons
- -1 -1
g= PK(A e(u))-wr” “e(u) , (3.12)
w €tant un réel. De (3.1) on déduit:

we*A‘l(u)+s*q= L : (3.13)

D'autre part, en appliquant (2.4) a (3.12) on tire 1'egalij-

té:

(PK)x(A-le(u)+Aq) | (3.14)

q

valable pour tout A positif'et tel que Aw<l1,

Encore (2.3) nous permet d'écrire (3.14) sous la

= s 1 ,-1 | A W -1
5 PK[ ey & (Ut T q] Tog (A e(u)+aq)

(3.15)

On est donc amené a considerer 1'algorithme:

q°eH quelcongue,
we*A_le(un)+E*qn= L (3.16)

W

1 .

ne 1 ) ) -1
2_ _1 1 1 ny, 1 ni_ n n
PK( A Ce(u)+ To5Er © J 1-Aw(A e(u’)+ixa’)

1- 2w 1-dwtA

1 (3.17)
n+t =

"lop, e 2 (10"

n
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Proposition 3.1.- Supposons qu'il existe au moins une

solution du problBme aux déplacements. Alors pour

1 : '
A=—§; » wd 0 quelconque et pﬁEB ,ﬂ (6>0 auelconque)

on_a:

il 1q"} est une suite bornée

i1l La suite {¢"} définie par

ntl_ 1 -1 n |
"= P [ o Ogtels

: ¢aq“2] (3.18)

Converge fortement dans H vers la solution o du probléme

aux contraintes.

Demonstration.- Nous allons utiliser le résultat suivant:

Lemme 3.1.- Soit A un opérateur maximal monotone fermé-

ment non-expansif, c'est a dire, vérifiant:

. . R
si yieAxi, i=1,2 alors (yl-yz, XJ-XZ)ZHYJ‘YZH

(3.19)
alors on a .

1-22w. 2. 2 '
2% 1o3x-03y11%+ ¢ || A x+0d x-ALy -3y | | 4

2
+] | Ax-A%y | | %< §7 | [x-y]] (3.20)
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Demonstration.- Tout d'abord, de la définition de AY on

obtient:

-y 1122 221 Agx-RPy | [+23 (ARx+0dBx-ALY-wdly, 9¥x-a%y)+

+(1 22w) | [94x-ay |2 (3.21)
D'autre part on a (yoir PAZY [9]]:

w w w
Akx+wdkxeA(JAx)

(3.22)
A§y+magyeA(J§y)

Ceci et 1a monotonie ferme donnent 1'inégalité

(3.20) & partir de (3.21).

Revenons maintenant & Ja demonstration de la -

proposition. On applique le lemme avec:

A= Po  x= ATle(u)tag et y= a"le(u")+aq"
On déduit:
1
' . n+
% ||q+w0§(A'le(u)+Aq)—q Z—wd?(A'
| 1

n+
Z 1 - -
I1a-q “ |1%¢]]1q-q"[ ]2+ AL Te(u)-a"te(un) |2+

1e(un)+Aq")||2+
+ % (A-le(u)-A'le(un), q-q") (3.23)

«D'autre part, des égalités (3.13) et (3.16) on obtient

facilement:



-13-

(71 (i)-ate(u™) s g-a™= -l (A e (u)-ate (M |12
Avec ceci, (3.23) entraine, pour A= %E

1 -
2 - nty -
2 |grad?(a e (ueag)-a C-wsh(ale(uMeagM |2
1
n+2- : 2 -
12¢]1q-q"]1°. (3.24)

+|la-q
D'autre part on a:

1
s + = 2
i p+l, 2 2 n+rs
|Ta-q" "11%= o, 11q-a “II +2p (1-p.)

nty
2 2 2
(-9 %, q-q")+(1-p,) Iia-q"[|
1
n+s
2,2
eo [la-a 2[1%+(1-p ) | 1a-a"] |? (3.25)

En hu]tip1iant (3.24) par Py et en utilisant

(3.25) on obtient

2p | n+l

—Xﬂ ||q+wJ?(A_le(u)+Aq)-q 2 _

-1 2 +
(e Mg 12+ Ta-a™ ] 12l a1
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Par conséquent la suite {]]q-q"||} est conver-

gente ce qui avec (3.25) demontre

(" Lrwd® (17 de (") 120"} — aradb (A e (u)+ra)

dans H fort.

La proposition est maintenant conséquence du -

fait que 1'on a:

q+wJ?(A—le(u)+Aq)= q+wA_le(U)

et

qn+l+wd$(ﬁ—ls(un)+kqnl=

| 1 )
- PK[ T0rs & 15(“n)+an]'

A fin d'introduire le dernier algorithme de

cet article nous rappelons que la déformation plastique

est défini comme:

p= e(u)—APKA'ls(u) (3.26)
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. Mettons q= A'lp » On a

e*A—le(u)= L+e*q ' (3.27)

A le(u)-q= PK(A'le(u)) (3.28)

Nous allons utiliser deux fois 1'equivalence (2.4) pour
transforme 1'egalité (3.28). La prémikre fois avec

A= FK' w= 0 et A=1; on obtient:

A7le (u-qeFy(a) (3.29)

¥

Ensuite avec A= (FK)—l, w= 0 et A>0 quelconque, ce

qui donne:
I"PK _1
q= —‘?\—_ (A E(U)+(7\‘1)q) (3-30)

La formulation (3.27) (3.30) sugg®re inmediatement

1'algorithme:
q°clH donné, quelconque
e*aA le(u")= Lre*q" (3.31)
I-P

" K e+ (a-10e") (3.32)

Proposition 3.2.- Suppossons que le probleme aux depla-

cements a au moins une solution. Alors pour A= 0,5 on a:

i) {q"} est une suite bornée
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11] La suite {o"} définie par :

o= PK(A‘le(u")}(A-l)q") . (3.33)

converge vers la solution o du probléme aux contraintes

dans H fort.

Demonstration.- On utilise 1'inégalité classique:

1 2 2
7 10y 115+ IR xhy 156 7 Lxeyl 12 (3.30)

que 1'on applique a A= (FK)—I avec
x= A le@l+(A-11q et y= A" le(u"j+(a-1)q"

Rappelons que dans ce cas J,= P, ( indépendant de A),

par conséquent on obtient:

F LP (el 0o1al P e W 0100 |1
t1la-a"" 1% 5 [ et -aTtew™) 12+
A

+ g(lgl“) (A‘Jg(u)—lx-le(un). q-qn)‘r
A
2 .
+[ ;%1 J.Ilq-qnllz (3.35)

D'autre part des equations {3.27) et (3.31) on déduit

T e(u)-2"te@"), q-q"1= [1A P e(u)-a"te )| (3.36)
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et utilisant ceci dans (3.35) on a:
L 1P (A" te(u)+(a-1 e (w4 (a-1)q"] |2
P’ K elu A= )QI'PK(A E(u )+(}\' q [I
tlla-a" 12| 4 + 20510 Jjpartequ-n e 12
A A
) B
-1 2
JE=SNITRUTL | (3.37)
Pour A= 0,5 cette inegalité montre que la suite:

[119-q"||} conyerge, donc {q"} est bornée.

Ensuite (3.37) entraine:
P Te@wM+(a-11q") — P (AT e(u)t(A-1)q)

d'ou le resultat puisqu'on a:

Pe(Ae(ul+(A-11q)= A le(u)-q =0
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4. - Résultats numériques

Nous avons repris 1'exemple test dans MERCIER [8].
On considére une poutre encastrée a 1'une de ses extrémités
et chargée de 1'autre par une force de densite surfacique
F (Fig. 1). On néglige 1le poids de la poutre et 1'on consi-

dére qu'il s'agit d'un probléme en contraintes planes.

D'une facon plus précise on a pris: .

Q= 10,20 [x]-2,2 [
ry= {0}x[-2,2]

Fp=1{20} x [-2,21 U [0,207 x {-2,2}
0 sur [0,20]x{-2, 2}
(-5,0) sur {20}x[-2,2]

La convexe de plasticité choisi est celui de -

Von Mises, c'est 2 dire:

2
B= {TCRN lrnlsk/f }» (k constante donnée)
od | | désigne 1a norme euclidienne et 10 Je déviateur -
de T:
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t si [t skv/2

Pg(t)=9
D =
akﬂ+%tdﬂ§ si [t]>k/Z

| T
.

Les constantes physiques sont les suivantes:

Module d'elasticite de Young: E= 15x10°

E [3'

Finalement comme valeur du paramétre s apparai

-

ssant dans F on a pris sucessivement s= 150 et s= 160.

Pour la résolution numérique on a utilisé une
discretisation par &léments finis de Lagrange P;. La re-
solution du probleme d'é]asticité de chaque étape des -
différents algorithmes, ainsi que le calcul des contraintes

ont 6té faits avec la bibliothéque MODULEF.

Le premier maillage choisi Th est représenté dans
la figure 2. On a 120 éléments, 77 noeuds et 140 degrés de
liberté. La numérotation des noeuds représentée dans la méme
figure, donne une matrice de rigidité dont 1a demie-largeur

de bande est égale & 9.
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Les figures 3 et 4 représentent les éléments plastiques
pour s = 160 et s = 150 respectivement. Les tables 1 et 2
(respectivement 3 et 4) donnent le nombre d'itérations
nécessaires a la convergence de 1'algorithme (3.16)43.17)

(respectivement (3.10) (3.11)) pour 1'exemple choisi

1)

ci-dessus, avec le test d'arrét, suivant (e

by n+l_n n+l__n n+l_ n
(4.1) I Cloyy 011|+1012 012|+1022 Ooo11 < €
Pour un deuxiéme essai nous avons choisi le maillage de
la figure 5§ avec 576 é€lements, 333 noeuds et 648 degrés de
liberté. La numérotation des noeuds donne une matrice dont

Ta demie-largeur de bande est 11. A la figure 6 les €l1éments

plastiques obtenus pour s = 150 sont montrés.

Finalement, les tables 5 et 6 donnent le nombre d'itéra-
tions pour que les algorithmes (3.16), (3.17) et (3.10),
(3.11) vérifient le test d'arrét (4.1) avec ¢ = 102 (les

contraintes €tant de 1'ordre de 104.

Dans les tables sont ajoutés les temps de calcul pour

une machine MULTICS HB 68 DPS2.
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Figure 2. Maillage 1.



Figure 3 - Eléments plastiques (26)

S

Figure 4 - Eléments plastiques (22)

S=

150

160




1 0.9 0. 0.7 0. 0.5 0.4
* 27 25 28 33 39

* 29 21 24 27 33 40

* 29 15 16 .18 21 24

* 30 16 16 20 25 31

* 31 24 20 24 29

* 31 20 24 28 27

* 30 24 27
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Table 1.- Nombre d'itérations. Algorithme (3.16) (3.17).

s=150. Maillage 1. Temps de calcul pour 15 itérations
115 secondes.

1. 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4
« 31 33 38 44

x 29 29 33 38

* 29 23 27 31 37

» 30 18 21 24 28 34
x 30 20 23 26 26 33
s 31 20 22 21 33 a1
* 28 27 32 48

Table 2.- Nombre d'itérations. Alaorithme (3.16) (3.17).
s=160.Maillage 1.

(*) En 500 itérations 1'erreur est encore supérieure a 102, les
éléments plastiques obtenus étant déji les mémes. '
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1 Itérations
1. ' 42
1.5 28
2. 23
2.5 29
3. 35

Table 3.- Nombre d'itérations. Algorithme (3.10) (3.11).

s=150.Maillage 1. Temps de calcul pour 23 itérations
209 secondes. ’

A Itérations
1 55
1.8 30
2 28
2.5 34
3 40

Table 4.- Nombre d'itérations. Aloorithme (3.10) (3.11).
s=160. Maillage 1.
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Figure 5. Maillage 2.

Figure 6. Eléments plastiques (210) s = 150
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° 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4
0.8 * 101 112 125 141 163
0.7 % 90 99 111 125
0.6 * 78 86 96 109 127
0.5 x 65 72 8l
0.4 x 51 56
0.3 . 32 35
0.2 * 37 41
0.1 "

Table 5. Nombre d'itérations. Algorithme (3.16).(3.17).
s = 150. Maillage 2. Temps de calcul pour 32 itérations

1064 secondes.

A Itérations
1.5 142

2. 110

2.5 88

3. 70

3.5 53

4. 55

4.5 56

Table 6. Nombre d'itérations. Algorithme (3.10).(3.11)
s = 150. Maillage 2. Temps de calcul pour 53 itérations

1848 secondes.

(*) En 200 itérations 1'erreur est encore supérieure a 103 3
les éléments plastiques obtenus &tant déja les mémes.
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