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SUR L'EXISTENCE DE SOLUTIONS D’UN PROBLEME D'EVOLUTION

APPARAISANT EN PHYSIQUE DES SEMICONDUCTEURS (1)

Enrique FERNANDEZ CARA

RESUME

Nous présentons ici 1'Analyse et certains résultats d'existence

de solutions d'un probléme d'évolution parabolique non-linéaire
qui apparait en Physique des Semiconducteurs. Dans la Section 1
ci-aprés, on formule le probléme pour des conditions aux limites
assez générales. Dans la Section 2, on introduit un probléme d'évo-
lution dont le probléme de la Section précédente est un cas parti-
culier ; ensuite, on considére la version "réduite'", obtenue en
imposant une "condition de sécurité", qui revient en fait a des
hypothéses de coercivité facilitant la résolution du probléme
considéré. Finalement, on &tablit des résultats d'existence par

la méthode de compacité. Il semble intéressant (méme du point de
vue physique) d'étudier le probléme stationnaire associé, ce que

nous ferons dans une deuxiéme partie.

ABSTRACT

We present here the Analysis and certain existence results concer-
ning a non-linear parabolic problem in Semiconductor Device Theory.
We state the problem in Section 1 for quite general boundary condi-
tions. In Section 2 we are led to a particular case, and we introduce
a "reduced" problem, obtained by means of a "security assumption”.
Finally, we use the compacity method to give some existence results.
It seems to be interesting (even from the Physical point of view) to
study the associated steady problems, as it will be done in a subse-

quent paper.



(1.1

(1.2)

(1.3)

] - ANALYSE DU PROBLEME

1.1. - Les Equations et les Conditions aux Limites

On considé&re le dispositif de la Fig. 1 ; on note par n et p les

densités des électrons et des trous, respectivement. Les densités (intrin-

> ->
séques) des porteurs, notées Jn et Jp seront données par

+ qD_V
Qv vn
et
3 E
= qU_PpP& -
P P D F
DV
Fp'P» si B (V)
B
o -19 . > - _
oli q =1.6.10 cb est la charge de 1'électron, E = - VV (champ &électro-

statigue), un et up sont les mobilités des électrons et des trous respec-—

tivement, et

- kT
r q
-23
k étant la constante de Boltzmann (= 1.38.10 J/OK) et T la température
absolue (= 300°K, 3 27°C).

D B (pour r = m,p),

Le potentiel V doit satisfaire 1'équation de POISSON :

- AV = - % (n - p + Dop),
ol € = €o€i, € étant la permitivité du vide (=1/(367.10°) F/m et Ei la
constante diélectrique du milieu considéré. Pour le SiO,, €, =€ = 4
pour le Si, €, =€y = 12. Dop est le dopage, donné par

Dop = NA - ND’

Le dopage NA étant de type p et ND de type n.



- Les inconnues n, p et V doivent satisfaire les équatioms (3),
on 1 >
. (1.4) 3t =GR+ VI
et
R _g- 133
(1.5) 5c=G6-R-_ VI,

- ->
avec Jn et Jp données par (1) et (2) resp., dans la partie du dispositif
occupée par le Silicium ; 13 ol la charge volumique est nulle (c'est le

cas du Si0,), les équations sont

->

et

Dans (4) et (5) G est le terme de génération, égal a 1'avalanche

( E(anlJnl + a |J |y, avec o Ar.exp(- Br/|E|), r = n,p) plus le flux

lumineux (Y¢1) ; R est le terme de recombinaison (égal a

(np - niz)/(Tp(n +m) + T (p+0p,)), ol

= _r._z. = Ej -~ Ep
n, ..exp( ), P, ni.exp( <T ),

n, est la concentration intrinsique du Si 3 300°K et les coefficients

Tp etT dépendent du dopage).

On suppose qu'il est possible d'appliquer la statistique de

BOLTZMANN et alors, n et p peuvent &tre écrits comme suit :

(1.6) n= ni.exp(y—%;gn), p = ni.exp(gﬂvi;!),

avec v,, = kT/q.

T

On déduitlde (1), (2), et (6) les relations

' > _ _ ->
(1.1 J o= -aunW_,
- (1.2") Jo-- v
. P WpP Yoy

v



La mobilité M (r = n ou p) est donnée par

.7 = e ’
Toas Eha s 1B /e

avec
S H [V
1 _ 1 1 _ max - ‘min
(1.8) Yo M + w. > M T N. + Nja | Vmin * ©*
B S A D
S e
réf

=Yg, {1 + AQ1 - exp(- i%))} s

=
wn
|

dans le Si, au voisinage de l'interface Si - Si0,. Dans le reste du

dispositif, elle est donnée par
"B

(1.9) U= .
a+ 1P

r

Toutes les constantes qui apparaissent dans les équations (1)
-(9) sont spécifiées dans (1.3).

On impose les conditions aux limites suivantes (voir la Fig. 1) :

A-C, B-E, D-F (Métal)

(1.10) np = ni2 ,n—p+ Dop =o0, V= cte.

A-B (Interface Si - Si0,) (L = ortogonal & 1'interface)

€ € E - €€ .E .,
0 OX OXl|xX=0 0 sl sil|x=o

(1.11) Dss
= [eoeiEJ]x=o“ - [EoeiEl x=ot = 9 Tﬁ?‘¢s - %),

(Loi de Gauss), ol les constantes Dss et Vo et les fonctions ¢s et ¢,

sont connues.

2

Plg™y
Jntlx=o =~ JpJ.|x=o B qs°p+ns+2ni =
(1.12) 2 s
pn-n;
= qs° ’

p+n+2ni X=0

ol S, est aussi une valeur connue.



oV _ on _ op _ OE

¥y dy 3y ° 3y

= 0.

Le potentiel est supposé continu dans tout le dispositif.

*.2. - Une Premiére Formulation du Probléme
Prenons
v n Ui 7
(1.14) Ve, u=m=—exp@ - L) , v = exp(V + L),
T T Vr T Yt P

avec Cn = cbn/vT . Cp = ¢p/vT ; on peut alors écrire (1) sous la forme :

(.1 jn = qv%un(Vu - uw) ,

et analoguement, (2) s'écrira comme suit :
-

" - 2
(1.2") Jp- —quup(Vv + VW)

On obtient donc, de (4)-(5), les &quations

uv - c?
2 L ge(u ) - V- (u utp) - i
ot u u Tp(u+ut) + Tn(V+vt)
(1.15) { |
+ unUUIVu-quI-+apuv|Vv+va| LIRC
Fr V-(quv) * V'(Mvvvw) - Tp(u+ut) + Tn(v+vt)
(1.16) ‘
+ anun|Vu-uV¢|*-aPUVIVv+vvw| + Y¢1 ,
ol
n.
= = c, = — ; = v/v u, =n /v, et v_=p. /v
Hy = YoMy o My = Vol 2 & vp T Yt t/Vr t = Be/Vr oo
Pour K = €/q , on obtient de (3)
(1.17) - KAy = N+v-u ,

ol N = —Dop/vT = - (NA—ND)/VT .



En termes de u, v et J, les conditions aux limites pourront

s'écrire :

A-C, B-E, D-F (Métal)

(r.18) uv = ci » U-v-N = o, ¥ = cte. par morceaux.

A-B (Interface Si - SiOz)

(1.19) (Loi de Gauss) V'V = £f2 = fonction connue.
Y

(1.20a) Ve(Vu - uW) = fi = fonction des "traces" de u et v sur A-B. .
(1.20b- Ve (Vv + vW) = fé = fonction des '"'traces" de u et v sur A-B.
(1.21) v-{un(Vu - uvy) - up(Vv + vW)} = o (compatibilité entre fi et fé).

C-D, E-F
(1.22) V'V = VeVu = V-Vv = o,

0 -

(].23) W(Vl‘}) = 0.

Remarque I.]. Noter que (18) peut aussi bien s'écrire de la forme

équivalente

' _ N, 4/N? 2 __NX ‘,Nz 2 -
(1.18") u=5+¥+ ci s v\ c: Y = cte. par morceaux,

et, comme du point de vue physique nous ne sommes intéressés que par
des solutions positives de (15)-(16), cette condition aux limites peut

étre remplacée par
(1.18") u = f; , v = f; , Vo= f¢ sur A-B ,
1

ol les fonctions f& et fé sont connues, et fw est constante par morceaux. W

Remarque 1.2. Le probléme considéré a été formulé dans MERCKEL [1]. Un

probléme voisin est posé dans MOCK [2]. ®

1.3. - Récapitulation. Données relatives au probléme

: densité des électrons, p : densité des trous,

n
>
J

r (r = n ou p) : densité (intrinséque) des porteurs,

V : potentiel électrostatique,

R : terme de Recombinaison (approx. de Hall-Schockley-Read),




Dop

.
.

fal

k

> -
: terme de génération (composé de 1'avalanche (%(anIJn|+qp|Jp|))

et du flux lumineux (Y¢1) ),

: dopage (NA : dopage de type p, ND : dopage de type n),

charge de 1'&lectron (1.6.10"!%cb.),

3
constante de Boltzmann (1.38.107 J/°K),

300°K (température absolue),

permittivité du vide (1/(36m+10%) F/m),

: constante diélectrique du milieu considéré (g, = €ox - 4 pour

le Si0,, et €. = € . = 12 pour le Si),
i si pour ‘€ o1

: concentration intrinséque du Si & 300°K (1.45.1010at/cm3),

X, sont des données ajustables (A = 100 ; pour x = o, us = usg

= pp 5 pour x = 10°%, p_ = 0.9 up),

U (r = n ou p) : mobilité des porteurs,

r
= 2 _ 2
umax,p = 495 cm“/Vs , umax,n 1330 cm“/Vs ,
- 2 - 2
umin,p 48 cm”/Vs , umin,p 65 cm“/Vs ,
Ny - 16 3 - 16 3

Nréf,p 6.3.10"%at/cm” , Nréf,n 8.5.10 °at/cm”,

a = 0,76 , a = 0.72 ,

P n

Bp = ] R Bn = 2,
E,p, = 503100 V/im , E, o = 502100 V/um ,
Eo,p =7 & 15 V/um , Eo,n =2 36V/um,

(les valeures typiques des Eo,r sont 10et4 V/um , resp.) ,
A =2.25-10" em™! , A = 3.8:10% em™! ,

P n
B = 3.26°10° ecm™! , B =1.75°10% em™! ,

P n
Tp =1 us Tn =1 us ,
D, =10'" 2 5-10'! &tats/cm?® (typique = 5-10!%) ,
\Y =1V, S, = 10 cm/s .
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2. - LES RESULTATS D'EXISTENCE.

2.1. Notations et Lemmes.

. . N P a
On se donne maintenant un ouvert borné @ ¢ R de frontiére I' = 3

I‘l le produit

. 1 . .
scalaire et la norme des H (Q)r, avec r entier 21, respectivement. Analo-

assez réguliére. Dans la suite, on désignera par ((*,*)) et

quement, (*,°) et |'| désigneront le produit scalaire et la norme des
2@,

On pose, pour i=1,2, et EGRN,

8y

P.(E) = >

g 13 Exne 2

121D Qg2 e o 2 e Y By 1
1 1 1 1

00
avec g, e L (), 0< Byi < gi(x) <8; P-P- dans Q et ai’bi”"’ci’di; 0,
B > 0. Evidemment 1'opérateur & - Pi(E;) ‘est continu et borné de L“(Q)

dans LS(Q), pour tout S>1 fini.

. . 2 1
On considére d'autre part une fonction continue £ - R(§) deR™ + R,

telle que
IRE)| < c+|E,[+|E,]), ¥E = (5,,E,) <R, c>0.

On arrive sans peine au résultat suivant (cf. BERGER [3]) :

Lemme 2.1 : "L'opérateur de composition & + R(§) est continu et borné de

LZ@? » 12",

Dans les cas typiques on prendra
+ .+ 2
&8¢

12
qp 8 *a tytT

b

R(E] 952) =n

avec neLw(Q) et ¢c,q;,,q9, et T des constantes positives (terme de recombi-
naison de Hall-Shockley-Read). On voit immédiatement que la condition anté-

rieure est remplie.



N

Finalement, on considérera une fonction continue (§ oMy ,nz,n3) >

2 N N __N 1

g h(E.nl,nz,n:,) de R"XR xR XR >R, telle que :

|, nyna) | s Cr(a+]E [+]Ey | +In, [+[n, | +|ny D)

¥ @,npn2m3)eR2xRNxRNxRN,c'>o

N
(ol on a noté ln | = (lnlll +|n1N|2 1/2 s pour ﬂi = (nil,---niN)eR)

on a encore

Lemme 2.2 ‘"L'operateur de comp031t10n (E,nl,nz,nB) > h(g,nl,nz,n3) est

continu et borné de L (Q) X L €13 XLZ(Q)NXLZ(Q) -+ Lz(Q).

Par simplicité, si ¢, U, uye H] (), on écrira
h(u] Uy, V) = h((u1 ,uz) ,Vu1 ,Vuz,Vw) s
1'opérateur (ul,uz,ll)) -+ h(uI ,uz,le) étant continu et bor.né de H] (Q)3 - LZ(Q).
Les exemples typiques sont fournis par
h(u,u,,%Y) = alP](Vw)|Vul—ulvw| + ayP, (V) [Vuy+u, V|

(terme d'avalanche), avec 050, € LOO(Q)', et les Pi comme ci-dessus ; il est

facile de démontrer que le lemme reste encore valable.

Dans 1la sul.te on désignera la trace d'une fonction uce H Q) par u]r
ou Y _u, et si ueH (), veVu désignera, comme d'habitude, la dérivée de

la fonctlon u dans la direction de la normale extérieure v a T.

On se donne une valeur réelle T >0, et on suppose que la frontidre
peut se partager en deux sous~variétés I‘u et T‘P disjointes et de capacité

non nulle.

. ~ ~2 - ~ ~1 .
Soient f‘LeHl /2(1‘), f‘PEH ]/Z(I'), et fll1 et fu deux fonctions admettant
o 1 2
Uun reldvement dans H? (), telles que
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=1 =1
f =0,f =0surTl, ;
u, ’ u, {7
1 2 . e =1 22 . .
on appellera fw et fW aux restrictions de fy et fy a Fu et Fw respectivement,
et on suivra la méme convention pour les fonctions El .

1

Evidemment, on peut trouver une fonction Uh = (Uh ,Uh )e HZ(Q)Z,
2

telle que !

U = f s VeVU = 0 sur T.

. . 1 2 .
Soit d'ailleurs u_ = (uOI,uoz)e H (R)" avec u s = fl sur Fu ; finalement,

uj
on se donne fi ,fi el (O,T;H]/Z(Fw)), de L2(0,T;L2(9)), Ne C(O,T;LZ(Q)) et
K>0. ! 2
Posons
V = {v|ve Hl (), v=0 sur I‘u} ,
W= {vlver?o,mr @), Ferlo,mvn} -
2 1 1 '
= L7(0,T;H (Q)) nH (0,T;V"),

7=V u=w et ¥=12()?,

avec V' = dual de V et 1la dérivée précédente comprise au sens des

distributions & valeurs vectorielles (dans V') suf (0,T).

-

Un produit scalaire hibertien sur V, équivalent 3 celui qui y est

induit par Hl(Q), est donné par :

(2.0) (u,v)v = (Vu,W).

En principe, on est intéressé i la résolution de :

du
(2.1) g B = V(2] () Tu, )=V (B, (Th)u, ) +h(u; ,uy, W) R(u, ,up) 40

du
(2.2) ; TZ

5 V-(P2(VW)Vu2)+V-(PZ(Vw)usz)+h(ul,uZ,Vw)—R(ul,u2)+ 9, et
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(2.3) KAY = N+u,~u., dans Qx (0,T),

2™

(2.4) u] (X,O) = uol (X), uz(xﬁo) = uoz(x) dans Q,

2.5 = £,y =g I x (0,T)

(2.5) Y u, » Uy u, YTy sur ty 2

(2.6) VeTY = £2 , Ve (Vu, —u, W) = £2 , ve(Vu+u. V) = £2 sur T, x (0,T).
. v 7Y u,’ 2*uy u, SE Ty x O

Dans la version simplifiée du probléme (2.1)-(2.6) les fonctions fi

2 . - . A |
et fu de (2.6) sont connues, tandis que pour le probléme non simplifié,

que nous considérerons dans la Section 2.4, ces fonctions ne sont pas données

"a priori", et elles peuvent s'exprimer en termes des traces de u, et u, sur

1
Fw (voir dans la Section 1.1 les conditions & 1'interface Si-SiOZ)'

Les équations (2.1) et (2.2) semblent ne pas vérifier les hypothéses
de coercivité qu'on espére avoir dans un probléme parabolique bien posé.
C'est pour cela que nous allons plutdt considérer un probléme "réduit",
ou "avec des contraintes", ol (2.3) sera remplacée par une certaine inéqua-
tion variationnelle.

Pour l'instant notons que si

U= (u,u,) ¢ 12(0,T57) nH' (0,T5¥)

et
veL?(0,1;H (@)

sont des solutions de

du
(2 1') st—l- = V' (PI (W))Vul)-V° (Pl (le)u]vw)'.'h(ul +Uh] ,UZ+Uh2,le)—R(u]+Uh] ’u2+Uh2) +
+Ve{P (W) (VU U, W) }+ o,
1
Buz
o = V-(Pz(V\D)Vuz)+V'(Pz(VW)“zV‘P)+h(“1+Uh1f“z*?hz’w)'R(“l"“Uhl’“2+Uh2)+

+V-{P2(W)) (VU +U, V) 4o , et
2 2
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(2.3") KBY = WUy Uy +up-u; dams 8 (0,1),
(2.4") u, (x,0) = “01(x)'Uh](x)’ u,(x,0) = uoz(X)—th(X) dans Q,
(2.5" u =0, uy =0, § = £ sur I x(0,]),
2.6" VoY = £2 , Ve (Vu, ~u, W) = £2 , ve(Vu +u 9¢) = £> sur T, X (0,T
' {1/ 1 ul’ 2 72 u, Bur ty 1),

alors

U= (u,uy) = (ul+Uhl’u2+Uh2)

et Yy sont des solutiomsde (2.1)-(2.6).

2.2. - Le Probléme Réduit Simplifié

Comme nous avons déjd indiqué, on va maintenant considérer un
probléme 'téduit", correspondant & la situation physique envisagée lorsque

1'on impose une "condition de sécurité&" au potentiel électrostatique.

On se donne alors une constante ¥ > o, et on suppose qu'il existe

¢* telle que :

ox € HE(Q) , Vox e (@Y , |vgx(x)| < ¥ p.p. dans ©

(2.7) 1 (%)
ox fW EEE.Pu’ V*Vp* = o sur FW .

Soit W € LZ(Q), et posons

(2.8) K={¢/¢p ¢ B , ¢ = f@ sur T, [vox)| < ¥ p.p. dans R} .
Grice 3 l'existence de ¢*, K # @ ., D'ailleurs, K est un convexe

fermé de H'(Q) qui vérifie

(2.9a) Kcdr+K ,
avec
(2.9b) K, = {0/¢p e vV, |Vo(x)| <2 V¥ p.p. dans Q}.

I1 s'agit aussi d'un ensemble borné dans H'(Q). En effet, supposons
que

¢n € XK, ”¢n“++ ® 3

évidemment, |¢n|+-+w . Alors, si R > 0, il existera n 2 1 tel que

(*) Cf la Remarque 2.2.
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R < |¢n|. Mais, d'aprés (2.9), ¢n‘peut €tre écrit de la forme ¢* + ¢on s

od ¢on € V, et donc

R < < *| + < x| +
o1 < lox] + Jo_ | < [ox] + 2¢¥,
pour une constantec > o qui ne dépend que de . Comme R > O est arbitraire,

on arrive 3 un absurd, et donc K est borné.

La fonctionnelle d'énergie potentielle

Ip(8) =5 (99,78) = (,4) - « < Bv05 0@ ,

(ot <.,.> est la dualité H'VZ(F), Hvz(F» étant convexe et s.c.i. sur H'(Q),

il en résulte que JP posséde un minimun Y sur K. Mais J_ est aussi strictement

P
convexe sur K, car si ¢,,¢, ¢ K et |V¢1-V¢2| = 0, alors ¢,=¢, , d'ol le
probléme

Trouver Y € K, tel que :

P) K(lesv¢ 'W)) 2 ((L),Cb - W) + K < E\T)’Yo(b - Yo‘b > VIP € K,

admet une solution unique (cf EKELAND-TEMAM [4] , pour détails).

Remarque 2.1. : L'application w +y, qui a4 chaque we L?(R) associe la solution

du correspondant probléme 6’P), est continue et bornée de L?(Q) >K. En effet,

pour w', w? e L2(Q), w'+>Y! et w?+yY?, on a

o = val-wjzlz = -(lesvwz - le) - (vwzsvw]__vq)z) <

IA

T@Lby = ) - W, - ¥ = My - w, vy -0, s

< ¢ o - w, |t vy - v, ],

|
et donc, pour une constante C' > 0, on a

(2.10) o, = vl <c'lw, -w,l.

En fait, on obtient que cette application est lipschizienne. =

~ _1
Remarque 2.2. : Supposons que f! « H* 2, ol r est 2 le plus petit entietr

1

> 1 + N/2. Alors, i 1l'aide des théorémes de Traces, on peut trouver une
fonction ¢* ¢ BT (Q) telle que ¢x = fi sur PW’ et V'V¢*x = o sur Tw . D'aprés

1'injection de Sobolev, on aura d'ailleurs

vox e 1N & @V e 1Y, =
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Dans la suite, on utilisera la notation suivante :
b(u »u, sT)Zh(u, + Uh su, + Uh ,Vw) = R(u, Uhl, u, + th) + &

Q, (V) =P, (V) (VUh - U VlP), Q, (Vll)) ZP, (V) (VU + U W)
2

L'espace” = V! &tant séparable, il poss@de un "base topologique"

. m 3
{whw?, ..., ...}, o = (w{,wg).

On _cherche alors, pour chaque m 2 1, la solution Um = (uml’“mz) du

systéme différentiel ordinaire :

(Ut;lt),u)j) + (Pl(Vwm(t))Vuml(t),sz) + (Pz(vlpm(t))vum(t),mg) =

(B, (W, (£))uy ()T (6, %)) - (B, (W_(£)u_ ()%_(£),9u))
(@ (T, (6)), %)) = (Q (W, (£)), ) + (bu_ (©)),u_ (), W (t) ,

j
1

(2.11a)

. 2 : 1 .
w + wg) + < fui(t),wi E + < féz(t),wg >, 1s3jsm,

avec les conditions initiales

= - : 1,2 m
uml(o) = Q(mlo - Uy Uhl dans V,z(mlo € [wl,wl,...,wl] s

(2.]1b) _ > U d [ 1 2 m]
umz(o) = Z(mzo u, h ans V,24m20 € wz,wz,...,wz s

2

< P pa— ] 173 * ' o
et od <"'>¢ désigne la dualité H , (Fw),H' (Tw)( ), et ol wm(t) est, pour

tout t, la solution de

(W (6),96 =Ty (£)) 2 (N + U = U, +u_ () —u_ (£),6-y (e) +
(2.11¢) -
+tk < f 94) - U) (t) >, V¢ € K, ll) (t) € K.
ll' n
i T om d
_ 1] = =
Posons uml 121 E wi , u. —izl n., w, . D'aprés les hypothéses

précédentes, et compte tenu de la remarque 2.1, la fonction (Em,hm) > Vwm

sera continue, et le systéme (2.11) aura une solution au voisinage de O.

2.2.1. - Estimations"a priori" (I)

On déduit de (2.11)

(*) Par simplicité, on n'a pas écrit dans (2.11la) < f2 (t), BY w > , avec

B = restriction cannonique de HVZ(F) -+ Hdz(r ) i

v
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(up, (®),u (£)) + (ur (t),u  (t))
B (W () Ve (2),Vu (£)) + P (VWY (£))Vu  (£),Vu_ (t))
= B V() ()WY (£), Vu (€)= (P, (W (t)u ()W (t),Vu_, (t))

= QUYL (6)), T (6)) = (@ (WY (6)),Tu, (6)) + (blup, (€),u  (6), T (£)) ,u, (E)+u, (E))

ENOROR SRR S OR MO

et donc (cf. la Remarque 2.3)

gacl @2+ &4 e (6] + oy |vu_ ()] + o, |va_, (£)]? s

- < C“|uml(t)”Vum1(t)[ + C12|—um2(t)|‘Vum2(t)| + C21|Vuml(t)| + C22|Vum2(t)l
+ C3llum1(t)| + Cazlumz(t)l + Cnluml(t)I2 + Cu2|um2(t)|2
.

Sl(t)IVuml(t)l + Sz(t)IVumz(t)| ,

pour certaines constances a, et Cij positives et indépendantes de m, et

pour deux fonctions Sl, Séde 1?(0,T) & valeurs = o.

Il en résulte
t t
2 2 2 2
Ju O+ Ju_©)]? + alj [9u, (|20 + a2J0|Vum2(0)| do <
(2.12") °
t

t
2 2
sc, + c51jo|um1<o)| dc + cszjo|um2<o>| a0 ,

et, d'aprés 1'inégalité de Gronwall, il existera une constante CG > o,

indépendante de t et m, telle que

Ium1(t)l <cC, |um2(t)| sC .

Cela montre que U est définie dans tout 1'interalle [0,T], et que

la suite {Um} peut €tre choisie d'une fagon telle que

(2.13) Um demeure dans un borné de Lw(o,T;u).

Si (2.13) est appliqué dans (2.12'), on obtient aussi :

(2.14) Um demeure dans un borné de Lw(o,TﬂV).

Remarque 2.3, : L'existence des constantes a; est claire 3 partir des

définitions des P. et de K. L'existence des fonctions S, est fournie par
-1f2 .

les hypothéses @ eLﬁ(o,T;Lz(Q)) et fi € Lz(o,T;H I(F )), et par le fait

i . .
que, dans V, on a, pour une constante C > o, 1l'inégalité Iul < C]Vu| B
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2.2.2. - Estimations "a priori" (II)

Considérons maintenant 1'opérateur
(2.15a) u-*At(u) ,» de Y >,

défini par :
(2.15b) (At(u) V) = (Pl(Vw),Vul,Vvl) + (Pz(Vw)Vuz,sz), Vu = (ul,uz),v =(v1, v2) e,

oi Y est la solution de (F%) pour w= N(t) +u - u ; cet opérateur est
continu. En effet, si u ,u € v, et u + u, on a
2
(A (u) - A (w),0)] iZJ'“Pi“"Pn’ =P (VYN)Vu ., v +

+ I(Pi(le)(Vuni - Vui),Vvi)l , v = (vl, vl) eV
mais dans cette expression, le deuxiéme terme est majoré par

qu

g - Vuil-|Vvi| ’

11 Tni
tandis que 1'Inverse du Théoréme de Lebesgue (cf. BOURBAKI [5]) entraine
1'existence d'une fonction f e L%(R), telle que | unil <f p.p. dans Q,

¥n 2 1. On a donc

[ (W) = B (W))Vu_.,¥v )| < JfIPiwwn) - P, (W)|| Vv, |ax
Q
< <J|wi | 2dx) "Z(Ilepi(vwn) - P, (W) |2dx) iz
Q £

d'ol il existe une constante C > o, telle que
7

(A, (u) - A_(u),v)|
t o t ’ <C {g |Vu - Vu I + g Vu - Vu | +
“Vll 7 11 ny n) 12 nz 2

2 12
+ (szlpl(vwn) - P (V) |*dx) L (szle(vwn) - Pz(vw)l ax) 3,
Q Q

et comme Pi < g;» et que Pi(an) -+ Pi(Vw) p.p. dans § (en prenant une sous-

suite, s'il le faut), on déduit finalement la continuité de 1'opérateur At'

Remarque 2.4. : En fait, on a aussi la continuité de cet opérateur de
v > 2@ x 2@V, .

Evidemment, on peut trouver une constante a > o (indépendante de t),

telle que

(2.15¢) IlAt(u)Lr’ < d|ul] , Vu e7.

On peut aussi bien construire les opé&rateurs continus
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(2.16a) u > M (), dev »>7r "',

(2.17a) u > Q. (u), de¥% »>7 ',
avec

(2.16b) (Mt(u),V) = (PI(VW)ulvwﬁhq) - (Pz(Vw)uZVw,sz) s
et

(2.17b) (Q (u),v) = = (Q (W),¥v ) = (Q (W),¥v ) + (blu ,u ,W),v +v)+
+ <f3 v o>+ <f2 v >
1 1 ‘p u.2 2 l’)

pour u = (ul,ul), v = (vl,vl) eV , et P définie comme précédement ; on peut

encore trouver des constantes m, q et q' > o (indépendantes de t), telle que

(2.16c) e, @l v < mlol , ¥u v .
et
(2.17¢) Mo @llyr s dlul +q' L wee 7.

L'injection de ¥ + ¥ étant compacte (cf. KONDRACHOFF [6]), le probléme

spectral

(2.18) (w,v),)/, =Aw,v) , We¥V ,we¥, A>o0,

admettra une suite de solutions non trivalles wJ,

de valeurs propres associées
Xj > 0 , qui constitueront une base orthogonalede ¥
oKy 27! 3 Ky =
(w,w) Aj Sjk , (wh,w) ij.

Si dans (2.11) on a choisi cette base, et Pm dénote 1'opérateur

projection orthogonalede § > [wl,wz,...,wm] espace engendré par les

wJ,l £ j £ m, on peut &crire
(2.19) Un(e) = BL [= A (U (£)) + M (U (©)) + Q (U ()],

d'aprés (2.11) et le résultat suivant :

Lemme 2.3. : "Dans les conditions précédentes, si v' ¢¥', v ¢ [w!,w?,...,w™]

. *
et (v,wj) = (v',wj) , Vj =1,2,...,m, alors v = va'. "

Démonstration

L'opérateur P; dtant défini (d'aprés l'identification usuelle de ¥ avec
son espace dual) de¥' + Y, il suffira de montrer que '

(v,h) = (v',th) , ¥h ¢ ¥ ;

mais, pour h ¢ Y4, on a
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(2.21)
(2.22)
(2.23)
(2.24)
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m . P m . .
= . 12 ] =12..] Jy,.J
Ph=] (projy,(h) , A, 2w)y, . %0 1 (e,

J=1 _ 1=
d'ol

. m . .
w'eh) =T (hol)v',w)

]

m . . m ..
I muhwe)) = v, ] o) = 2w,
j=l J=l J=1
et, comme VvV € [wl,wz,...,wm] , ce dernier terme est égal a (v,h), d'oil le

résultat, =
D'autre part, ”P;” .= ”Pm” ; mais, pour chaque h ¢ ¥ ,
VA 2

- m .. m ) m .
e b [12= 1|7 whed [P = ] l(h,wJ)|2A51ST2 Lo leh)]? < 12 |n|?,
j=1 i=1 i=1

pour une constante T2 > o qui ne dépend que des espaces ¥ et? . Donc,

“P*H £ T, et de (2.15¢),(2.16¢c),(2.17¢c) et (2.19), on obtient :
m '
A AN

U'm demeure dans un borné de L%(o,T;7').

On a donc, pour une sous-suite Up et une fonction
U € L%(0,T) n HY(0,T37"),
les relations suivantes :
U, + U dans Lw(o,T;H) - faible étoile,
U, -+ U dans Lz(o,Tﬂf) - faible,
U, + U dans L%(0,T;4) - fort, et p.p. dans 2 x (o,T),
Ul'l + U'dans L2(o,T/') - faible

=

T~

(On déduit (2.24) de (2.20) et du fait que Uu + U dans L (o,T#) - faible
entraine UL + U' dans g'(0,T3¥"') ; on déduit (2.23) de la compacité de
1'injection W @ L%(o0,T;H).)

Remarque 2.5. : Chaque Um € Ib; elle est donc (sauf modification &ventuelle

sur un ensemble de mesure nulle) continue de [0,T] »¥H. On aura donc pour
chaque fonction t + ¢m(t) la continuité de [o,T] + H'(Q). En fait, on peut .
prouver que 1'opérateur U - wU(t) ol wu(t) est la solution de (PP) pour

w = N(t) + th - Uhl + uz(t) - ui(t) et t € [0,T], est continu de

w C(o,T;Hl(Q))(*) ; en outre, la convergence des UU vers U dans L2 (o,T})
(cf. (2.23)) implique la convergence des correspondantes wu vers | dans

Lz(o,T;Hl(Q)) - fort, ou Y est la solution de :

(*) Ce résultat n'est pas peut-&tre optimale.
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C(TP(E), 7 = TY(8)) 2 (N(E) + U = Uy +u (8) —u (£),0 - Y(c)) +

+ k< fi,Yo¢ - Yo(t) > ,¥ eK,yY(t) € K,t € [0,T] .

(2.23")

Considérons d'abord les termes

) <t),w§) £ ul (0 ,wi) avec U2j ;

il est clair que ces termes convergent vers
(u'l(t),wi) + (u'z(t),wg) p.p. dans [o0,T] ,
compte tenu de (2.24).

D'ailleurs, d'aprés (2.23'), il existe une sous- su1te {wk} de {w } o,
telle que Vwk(t) -+ V{(t) dans LZ(Q) p.p. dans [0,T] , et donc le Theoreme

de Lebesgue appliqué aux intégrales

2 2 1
J1s12w0 12 l———— e
) a +|Z_A§§l;ﬂl|)....(| +‘Z_A§EZL_N|B)
(2.25) N

1
IZ
2 2 18
(4| RSy e TSNy
’ N

dx ,

entraine la convergence des PI(VWA(t))ng vers Pl(Vw(f))Vwi dans LZ(Q)N P-P.
dans [o0,T] , d'ol

(2.26) (Pl(VwA(t))VuAI(t),wa) > (pl(vw(t))Vul(t),me) p.p. dans [0,T] .
De méme , on peut trouver ume sous—suite (encore appelée {U,}),

telle que |

(2.26") (PZ(Vwk(t»Vukz(t),Vwi) > (Pz(Vw(t))Vuz(t),sz) p.p. dans [0,T] ,

(2.27) (P, (W (£)Duy . (£) V¥, (6), w]) > (B, (W(E))u, ()VP(E), W), i =1,2,
p.p. dans [o,T] ,

(2.28) (Q; (W, (£)), %)) > (Q (W(£)), W), i = 1,2, p.p. dans [o0,T] ,
et

(2.29) (b(uxl(t),uxz(t),wa(t)),wf + wi) > (b(ul(t),uz(t),vw(t),wf + wg)

p.p. dans [o,T] .

La fonction U vérifie alors :

Ue L (o,T5H) 0 L2(0,T5¥) n H'(0,T;%'), et
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U'(t),v) + (Pl(Vw(t))Vul(t),Vvl) + Pz(Vw(t))Vuz(t),sz) =
= (Pl(Vw(t))ul(t)Vw(t),Vvl) - (Pz(Vw(t))uz(t)VW(t),sz) +
(2.30) + (b(ul(t),uz(t),VlP(t),v1 + v2)

- - 2
(Q (Vh(€)),Tv ) = (Q,(TW(E)),Tv ) + < £ Yoy >y + < £ ,yov, >

¥y = (V1’v2) €V, p.p. dans [0,T] (par continuité) ,

d'ol on déduit, de fagon classique :

du, _
.75} = V-(PI(VW)Vul) - V-(Pl(Vw)ulvw) + h(ul + Uhl, u * th,vw) -
(2.31) - R(u1 + Uhl,u2 + th) + & + v-(Pl(Vw)(VUh1 - Uhlvw)) ,

{ dans Q x (o,T) ,

9
75% = VR, (W)Vu) + V(R (W)u W) +hla + Uy u + U W) -
(2.32) .— R(u1 + Uhl,u2 + th) + & + V~(P2(le)(VUh2 + thvw)),

dans @ x (o,T) ,

(2.33) w00 =u () = U ®) L u (x,0) =u () - U () dans @ O,
(2.34) ul = o, u2 =0, P = f¢ sur Fu x (o,T).

D'ailleurs, le choix de v = (vl,vz) € TV arbitraire, la définition de
K, (2.30),(2.31) et (2.32) entrainent :

L]
i

. — L] - 2 -—
v (Vul ulvw) V (VUhl Uhlvw) + ful f .

. . 2
v (Vu2 + usz) V (VUh2+Uh2vw) + fu2 b ,

sur ', x (o,T).

v

On a donc démontré le résultat d'existence suivant :

Théoréme 2.1. : "Avec les notations et les hypoth@ses précédentes, il existe

une solution U = (GI,GZ) du probléeme

(*) Noter par exemple que u €W C(o,T;L2(R)), et %(m.l +u -U
0

d v
01 hy ans V,

donc dans L2(Q).
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ST - ~ .~ e o
S = VR (V)Vu ) - V(B (W) W) + h(u ,u W) - R Lu ) + 0,
du, _ o ~ . ~ ~ o~ -
(2.35) 75%'_ v (Pz(vw)Vuz) + Vv (Pz(Vw)usz) + h(ul,uz,vw) R(ul,uz) + o,
dans £ x (o,T) ,
K(VP(E),V0 - W(E)) = (N(E) + u (£) - u (t),p - P(t) + K < ?j,,m - YoU(t) >
(2.36) 2 1

¥ ¢ K,Y(t) € K,t € [o0,T]

ou bien, de facon équivalente,

(2.36") JP(t;w(t)) = inf JP(t;¢),w € K,t € [o,T]) ,
u (o) = u01’ uéo) =u,, dans 9 ,
GRS S | _ £l
u1 = ful,u2 = fu W = fw sur Fu x (o,T) ,

2
\)'(Vu1 - ulvw) = fil, \)‘(Vu2 + usz) = fiz sur FW x (0,T)" . =

2.3. - Le Probléme R&duit non Simplifié

On va maintenant considérer un probléme plus compliqué, correspondant
au cas ou les fonctions fi. de la section précédente ne sont pas connues mais
elles sont données en fonction des traces des fonctions u1 et u2 sur Pw (les
considérations qui suivent correspondent dans le probléme de la Section (1.1.)
au cas dont les concentrations d'électrons et de trous ne sont pas connues

sur 1l'interface Si - SiOZ).

Supprimons donc les hypothéses concernantes aux fonctions fi de la
Section (2.1.), et supposons que toutes les autres hypoth&ses sont %emplies.

Dans la suite, on utilisera aussi les résultats suivants

Lemme 2.4. : "Pour tout € >0, il existe c. > 0, tel que :
(2.37) ”u[p|k2(r) < g|vu] + c€|u| » ¥u e V. "
Démonstration

Supposons qu'il existe € > o tel que, pour une suite {u } , u € V,-
PP q que, p Joou eV,

et pour des constantes cp ¢, Tt on ait :

(2.38) "unlrlkz(r) > EIVunl + Cnlunl’ ¥n 2 1.

Alors, si on pose v, o= un/|Vun| (|Vun| > o, car d'aprés (2.38),

Z 0 t € 0 i
un|r > et u V), on obtlentl
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Ilvn[l_'”LZ(F) > £+ Cnlvn|’ ¥n 2 1,

et
|!Vn|F||L2(F) < (cte.)| vnlEcte.

I1 en résulte Iv l + o, Mais, d'autre part, il existe une sous-suite
{v } de {v } telle que v, > v, dans H' (Q)-faible. Cela entraine nécessaire-
ment v, = 0, et comme Vv IF + v |F dans H*k?) -faible, et donc dans L2(T)-fort,

on obtient avec (2.39) 1a contradiction. ®

Remarque 2.6. : Ce résultat n'est pas optimal. En fait, (2.37) est vrai pour

tout ueﬂl (Q). Une inégalité similaire peut &tre aussi bien obtenue avec la

norme || «|| 172 ]

(I‘)

Remarque 2.7 : Dans la démonstration précédente, on a utilisé les deux résultats

suivants :

(i) "Si Te#£(E;F), E et F étant des espaces de Banach, 1'opérateur T est aussi

continu de E-faible dans F-faible (cf., par exemple, HORWATH [ 7]).

] T
(ii) "Les injections H°(I') c H® (T) (et H*(®) <H® (@) en général, ® étant une

variété différentiable), s> s', sont complétement continues". ®

. L . . i .
On va dans la suite considérer aussi des fonctions § ~+ RI,(F,), i=1,2,

. 2 e
continues de R +R1 vérifiant :

3c>0, telle que |RE(E)| < CUI+[E [+[E,]), ¥ = (£,,E) ¢R, i=1,2.

Comme dans (2.1), on peut montrer sans peine :

Leunne 2. 5 : "Les opérateurs de composition § - R (E) sont continus et bornés

de L (1") -+ L (T'). 11 s'agit aussi d'opérateurs contmus, bornés et méme

compacts de H]/Z(I‘) -+ H_I/Z(I‘). ]

Dans les exemples typiques fournis par la Théorie des Semiconducteurs,

on prendra
+. .+
gl £2

+ ¥
Ap 18y Y ap o8 * Tp

i i
Rp(E,E)) = (~Din :

[oo]
avec cl..,qI.’], qI.’2 et TI’ des constantes positives et nreL .
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Nous sommes maintenant en mesure d'aborder le probléme "non simplifié".
\ o e P - :
¢ La base orthonormale choisie dans 2.2.2. &tant donnée, et avec les notations
qui précédent, on considére, pour chaque m 2 1, la solution du systéme

différentiel ordinaire

<U;<t),wj) + <P1<vwm<t))Vum1(t>,wa> + (Fz(Vwm(t)Vumz(t),ij) -

= (B (W (0w, ()79, (0),00)) - (2 (@Y (), ()W, (6),96)) -

(2.40a) . < . .
- Jy _ ] ] J
(QI(V¢m(t)),Vw1) (Qz(Vwm(t)),sz) + (b(uml(t),umz(t),vwm(t)),wl +w2)+
1 i 2 3 .
+ < Rr(uml(t)’“mz(t))’“’l prc RpCuy (€)yu (£)),w) o 1sism
- . 12 m
umso)—um10+l%11%1@nsv,umm etwfw1“'”w1j’
(2.40b) - o
umz(o) =%(m20 *-uoz—th dans V,?szo e[uz,uz,...,uz] ,

oli nous avons encore noté <.,.>w la dualité H'ﬂb(rw),nﬁz(rw), et ol wm est,

comme dans (2.2.), la solution de

KT (E) ,09=T, (£) 2 (N(E) + O =0+ u (E)=uy ()09, (8)) +
(2.40¢)

+ K < fi,yow—yowm(t) >, ¥ ¢ K, § (t) € K, t e [o,T].
La Remarque 2.1. &tant encore applicable, il en résultera que le
systéme (2.40) posséde une solution au voisinage de zéro. Comme d'habitude,
les estimations "a priori" ci-dessous montrent que cette solution est défi-

nie dans tout [o0,T]. En fait, on déduit comme dans 2.2.1., les inégalités :

1 d 1 d
5 It Ib‘ml(t)l2 * 5 3% |umz(t)|2 + all uml(t:)l2 + azl umz(t)|2 <

IA

c“[uml(t)ll'wml(c)l + C12|um2(t)“Vum2(t)| + CmIVuml(t)l + szqumz(tM &

+

2 2
C31|um1(t)l * C32|um1(t)| * Culluml(t)l ¥ Cuzlumz(t)l *

+

1 5
loce)| {fu, (O] + |u (O]} *||Rr(“m1(t)’“m2<t))”L2<r¢)”“m1(94§

lnz<a:s”
/I

+

||R§,(um1 (t)’umz(t))”Lz(Fw) '“Umz (t) Il—,‘\p ]&dz(rw) ’

mais, d'aprés le Lemme 2.5., on a, pour de diverses constantes a; > o,
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2 .
1 .
2 IRpGoy (050 )2 gy ”“mi‘t”l;p”ﬂ(rw) <

i=y
< Ml ©]pli2ry + o lleg, @z py + 2 oy Oz g+ oy, ©ll2 oy

et, avec le Lemme 2.4., on obtient que ¥€ > o, il existe bE > o, tel que

1

2 .
1 -
'Zl|lRI‘(um1 (t) ’umZ(t))“Lz(rw) ”umi(t) lI\w“LZ (I-wlp) <

< E{quml(t)|2 +|va2(t)|2} + be{luml(t)lz + |um2(t)l2 + |Vum1(tﬂ + Wumz(t)l}.

Si.€ > o est choisi "assez petit" (par exemple o < € <min (a |2,0 t2)),
1 2

il vient, par intégration,

t t
IumI(t)I2 + |um2(t)|2 + aIJ |Vum1(o)|2do + aZJ |Vum2(0)|2d0 <

(2.41) t ) t .
<C +C (0] do
o leoluml( )| * Cszjolumz(c)I o

d'oli i1 existe une constante Cq (indépendante de m et t), telle que

“m“”sca’|%5”|$%’

la solution de (2.40) est définie dans [0,T], et elle demeure dans un borné

de Lw(o,T;u) n Lz(o,TQ/).

On considérera maintenant, outre les opé&rateurs A Mt et Qt de 2.2.2.,

t’
1'opérateur

(2.42a) u > R(u) , de ¥Y>7"' ,
défini par
= <pl S
(2.42b) (R(u),v) = <Rr(u1,u2),v1>¢ 0

évidemment, 1l'opérateur u -+ R(u) est continu de ¥ +% ', et il existe r > o,

+ <Ri(u ,u ),v , Wu=(u ,u), v=o(v,v)e¥:
'’ 172 1’ 2

tel que

(2.42¢) HR(u)“WJ <rfu] , vuer.

On peut donc assurer pour une sous-suite {UU} de {Um},

(2.43) UH + U dans Lm(o,T;u) - faible-étoile,
(2.44) U, > U dans L%(o,T{r) - faible,
(2.45) Uu + U dans L%(0,T;H) - fort et p.p. dans @ x (o,T),

(2.46) Uﬁ + U' dans L2(o0,T:¥'") ~ faible.
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Les relations (2.26)-(2.29) sont aussi vraies ; d'ailleurs, (2.44)
et (2.46) entrainent la convergence forte des Uu vers U dans L2(o,T;Hs(Q)2)

pour tout s : o £ s < 1 (cf., par exemple, LIONS [8]), et donc

Uu(t)IF > U(t)lr dans Hs-l"z(l‘)2 - fort, p.p. dans [0,T]

(s'il le faut, on prendra une sous-suite), d'oii une nouvelle application du

" Lemme 2.5. donne
i j i j
(2.47) < RF(uA1(t)’uA2(t))’wi ?) > < RF(U;(t)’uz(t))’wi ﬁ} p.p. dans [o0,T].

On déduit alors que la fonction U doit vérifier :

Ue L (0,T3%) n L2(0,T%) n H'(o,T57") ,

du

St =v - V(P (VW)u V) + h(u + U,_ ,u +U_ ,V) -
T (Pl(Vw)Vul) v (P1( lb)u1 V) (u1 Uhl u hy V)

- R(u1 + Uhl, u + th) + & + v-(Pl(vw)(VUhl - Uhlvw)) .

(2.48)
du, _ ., ] _
SE =V, )W) + (B, (W)u W) + hlu + U u + U 7))
- R(U1 + Uh1’u2 + th) + 0 + V‘(Pz(Vw)(Vth + thvw)) s
dans £ x (o,T) ,
(2.49) u (x,0) =u x)-U (x), u(x,0) =u (x) -U_ (x) dans Q ,
1 01 hi 2 02 h» —
(2.50) u1 = o,u2 =0,y = f¢ Eﬁl Fu x (o0,T) ,
. _ -y, _ 1 - nl
(2.51) v (Vu1 ulVW) =V (VUhl UhIVW) + Rr(ul,uz) RT(u1’u2) » Sur Fw x (o,T) ,
. = \e 2 o p2 .
(2.52) Vv (Vu2 + usz) =V (VUh2 + thvw) + Rr(ul,uz) = RT(U1’uz) » Sur Fw x (o,T) ;

la fonction Y est 3 nouveau donnée par :

K(VP(t),V0 - W(t)) 2 (N(t) + U, ~ %, * uz(t) - ul(t),¢ - Y(t)) +

(2.53)

+ K< ?@,y‘,«p— Y W(t) > , ¥ € K, Y(t) € K, t € [0,T] .

On a donc démontré le

Théoréme 2.2. : "Avec les notations et les hypothéses précédentes, il existe

une solution U = (ul,uz) du probléme :



(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

54)

55)

55'

58)
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~

aul__ "’__. ~ ~ooo~ _~~
ET v (PI(V¢)VUI) v (PI(VW)UIVw) + h(UI,UZ»VW) R(UI,UZ) + 9,
o _ . o v
5t - v (Pz(Vw)Vuz) + v (Pz(Vw)uZVW) + h(ul,uz,Vw) R(ul,uz) + ¢,

dans £ x (o,T) ,

v

x(W(t),V - V(L)) v

¥ ¢ K, Y(t) e K, t € [o0,T] ,

(ou bien, de fagon équivalente
) Jp(t59(t)) = inf Jp(t50) , ¢ € K, t € [o0,T],
avec

Tp(t30) = 3 (99,7) = (N(e) + 4 () - 3 (0),0) -k < E2,y.05),

u (0) =u ,u (0) =u dans ,
0 2 02 —

u = f! , u

- gl _ el
. w1 , fuz’ ] fw sur Pu x (o,T) ,

v (Wu -u W) =R ,u ), v.(Vu +uvy) =R ,u ) surT, x (o,T).
1 1 ' 2 2 I''1’ 2

v

Remarque 2.8. : On peut aussi bien considérer un probléme analogue, dont

les fonctions %&. dépendent de la variable t. Sous des hypothéses convenables

i
(cf. LIONS-MAGENES [9]), on peut trouver une fonction Uh e L%(o,T:H?(D)?),

U = (Uhl,th),telle que :

h
- £l
Uhi = f“i sur Fu x (o,T) ,
U, =o sur T, x (o,T)
h; -— Y ’
et
VeV, = o0 sur T, x o,T) ,
by PENCR
les Théorémes 2.1. et 2,2, ayant encore lieu.

~

Remarque 2.9. : Evidemment, si U = (31,52) est une solution de (2.1)-(2.6)

R;(Gl,gz)),et en outre la correspondante

[+

(avec fﬁ. connue ou bien égale
i
fonction Y (solution de G’P) pour w = N(t) + uz(t) = ui(t)) vérifie

Y € Lw(o,T;LZ(Q)) = Lw(Q x (0,T)), alors il existe ¥ > o tel que U est
aussi solution du propléme réduit correspondant (c'est-d-dire, (2.1.),

(N(E) + 1w (£) = u (£),0 - $(E)) + x<£2,y ¢ - Y ¥(E) >,
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(2.1), (2.2), (2.36), (2.56)-(2.58), resp.). Du point de vue physique, on
cherche un potentiel § continu (et donc borné) dans tout le dispositif, d'oid

il semble raisonnable d'établir, comme nous avons fait ici, l'existence des

problémes réduits.

Remarque 2.10. : La méthode que nous avons employé ici est inspirée par les

techniques utilisées dans LIONS [10] pour démontrer 1'existence de solutions

des équations de NAVIER-STOKES.
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