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RESUME

Pour traiter les questionnaires ol manquent certaines réponses,
et, d'une fagon générale, les tableaux disjonctifs non complets, nous propo-
sons des variantes de méthodes classiques d'analyse des données :

Une variante de l'analyse des correspondances ol l'une des marges
du tableau de donnée est remplacée par une marge imposée ; une analyse multi-
canonique avec contrainte linéaire sur les facteurs.

Appliquées au probléme posé, ces deux variantes donnent les mémes
facteurs et permettent une analyse ayant la plupart des propriétés de 1'ana-
lyse classique des tableaux disjonctifs complets. D'autres applications sont
possibles, par exemple l'ajustement d'un tableau de fréquence & des marges.

SUMMARY

We propose some variations of the classical methods of data ana-
lysis for anysing the questionnaires with some missing answers, and in gene-~
ral, for analysing the incomplete disjunctive tables :

A variation of correspondance analysis where one of the marginal
distributions of the data table is replaced by an imposed marginal distribu-
tion ; a multicanonical analysis with linear constraints on factors.

Application of the two variations to the present problem produces
the same factors, and allows the analysis with most of the properties of the
classical .analysis of the complete disjunctive tables. Other applications one
possible, for example, fitting a frequency table to the marginal distributions.

CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE
(L.A. 227) EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE
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TRAITEMENT DES QUESTIONNAIRES AVEC NON REPONSE.
ANALYSE DES CORRESPONDANCES AVEC MARGE MODIFIEE
ET ANALYSE MULTICANONIQUE AVEC CONTRAINTE

Brigitte ESCOFFIER

I - LE PROBLEME DES QUESTIONNAIRES AVEC NON REPONSE.

I.a - Rappel sur les tableaux disjonctifs complets

L'ensemble des réponses & un questionnaire peut &tre codé par un
tableau disjonctif complet lorsque l'on impose & tous les individus de choi-
sir, pour chaque question, une réponse et une seule parmi celles qui sont
proposées.

Ce tableau croise l'ensemble des individus de la population et
l'ensemble des réponses & toutes les questions. Il comporte un 1 au croise-
ment de la i-iéme iigne et de la j-iéme colonne si l'individu i a choisi la
réponse j et des zéros partout ailleurs.

L'efficacité du traitement de ce type de tableau par l'analyse
des correspondances -qu'on appelle souvent dans ce cas, analyse des corres-

pondances multiples- n'est plus & démontrer. [cf. 1, 2, 12, 13].

Les xésultats de cette analyse mettent bien en évidence les
_ groupes d'individus ayant choisi des réponses semblables, et les groupes de

réponses choisies généralement par les mémes individus.



On sait aussi que cette analyse peut étre définie & partir des
questions elles-mémes et non plus des réponsés a ées questions. [pf. 2, 4,
15]. Nous le raépelons ici, cér nous utiiiserons aussi cette définition
moins courante. Notons n lé nombre d'individus ayant répondu au questionnai-
re. On peut associer & chaque question un sous espace de 1l'espace R" Qes
fonctions -numériques, définies sur l'ensemble des individus : le sous espace
engendré par les variables indicatrices de ses réponses. (i.e. les colonnes
du tableau disjonctif complet). Ce sous espace a pour dimensions le nombre
de réponses proposées puisgue les variables indicatrices des réponses a une
méme question sont orthogonales entre elles. C'est le sous espace des fonc-
tions numériques ayant la méme valeur pour les individus ayant choisi la
méme réponse. Les facteurs de l'analyse des correspondances peuvent étre
définies comme les facteurs de 1l'analyse multicanonique de ces sous espaces ;
i.e. le premier facteur est le vecteur de Rn gui rend maximum la somme des
cosinus carrés des angles entre ce vecteur et chacun des sous espaces, le
second est orthogonal au premier et maximise le méme critére, etc... Tous
les sous espaces considérés contenant la droite des fonctions constantes,
le premier facteur est le facteur constant, ou facteur trivial de l'analyse
des correspondances ; les autres facteurs sont orthogonaux & ce facteur cons-
tant et sont donc des fonctions centrées. Ce point de vue enrichit l'inter-
prétation des résultéts, montre la cohérence de ce type d'analyse avec 1l'ana-
lyse en composantes principales normée qui est aussi une analyse multicanoni-
que. Il permet aussi de proposer une projection des questions elles-mémes sur

les facteurs (cf. 6) qui facilite l'interprétation des résultats.

I.b - Le probléme des "non réponses” ou des réponses trés rares

Pour des raisons qui peuvent étre trés diverses, il est fréquent

que des individus ne donnent pas de réponses a certaines questions. Si cette



"non réponse" traduit une attitude particuliére, par exemple un refus volon-
taire, on peut la considérer comme une réponse éarticuliére. On reste alors
dans le cadre du tableau disjonctif complét. Mais, si cette non réponse n'a
aucune signification particuliére, n'esﬁ par exeméle qu'un oubli, l'intro-
duire en réponse supplémentaire risque de perturber les résultats. Du point
de vue de 1l'analyse multicanonique, ceci revient & ajouter une dimension au
sous espace associé & la gquestion. Toutes les directions de ce sous espace

jouant le méme rdle dans la détermination des facteurs, cette direction non

significative aura autant d'influence que les autres.

Le probléme des réponses choisies trés rarement est un peu ana-
logue. Elles rendent les résultats instables, en ce sens que si l'on suppri-
me les rares individus ayant choisi cette réponse, la dimension du sous es-
pace associé & la question décroit de un, et les facteurs risquent d'étre

assez différents.

On peut supprimer du tableau de données ces réponses trés rares,
ou ne pas introduire les "non réponses". C'est une pratique courante mais le
tableau obtenu, s'il est encore disjonctif n'est plus complet, il n'a donc
plus toutes ses propriétés. En particulier, la marge sur l'ensemble des indi-
vidus n'est plus constante. Cela modifie le profil des individus et si deux
individus n'ont pas donné le méme nombre de réponses, les modalités de ré-
ponses choisies simultanément par les deux individus augmentent leur distan-

ce. Ceci n'est guére logique.

-

Montrons le, Notons kij le général du tableau, ki la marge sur

l'ensemblé I des individus, k 3 la marge sur l'ensemble J des réponses et

k l'effectif total du tableau.

k, = Zki. k.=.Zki.
© jeg M o oier Y3

Rappelons la formule de la distance du X2 entre deux profils associés aux



individus i et i' :

k.. k,,.\2 .
2 .. 'S, 'k
D (i,i') = I (ku - ==

STk ,
jed Vi, . il k4

si 1 et i' n'ont pas donné le méme nombre de réponses, k, et k.
i. i.

sont différents ; une réponse j choisie simultanément par les deux individus

augmentera leur distance, puisque la différence (kij/ki - ki,j/ki.) n'est

pas nulle.

D'autre part, le tableau n'étant plus disjonctif complet, les pro-
priétés agréables de l'analyse de ce type de tableau ne sont pas vérifiées.
L'analyse ne peut étre définie & partir des questions elles-mémes, ce n'est
plus une analyse multicanonique, on perd formellement une grande part de la

cohérence de l'analyse et la double interprétation des facteurs.

I.c — La solution proposée. Propriétés générales

Nous proposons ici une solution dans lagquelle les non réponses,
-ou les réponses rares- sont supprimées sans les inconvénients que nous ve-
nons d'évoquer.

Dans cette solution, on garde la double interprétation de l1l'ana-
lyse des correspondances multiples : analyse d'un tableau croisant individus
et ré&ponses, et analyse multicanonique de sous espaces de R" associés & cha-

que guestion.

Point de vue analyse des correspondances

Le tableau traité est le tableau disjonctif incomplet croisant
les individus I et les réponses J prises en compte. La méthode appliquée est
une wvariante de l'analyse des correspondances qui consiste & remplacer la

marge sur I du tableau, qui n'est pas constante puisque le tableau est incom-

plet, par une marge constante. Les calculs et les propriétés des facteurs



sont tout & fait analogues a ceux de 1'analyse des correspondances.

Nous présentons dans le paragraphe II cette variante dans un
cadre un peu plus général que celui que>nous utilisons ici, puisque nous
remplagons une des marges d'un tableau quelconqué par une @arge imposée
quelconque. Nous y indiguons d'autres applications possibles de cette va-

riante.

Voyons, dans le cas particulier qui nous intéresse, ce gque de-
viennent les distances entre éléments de I et entre éléments de J lorsque
la marge ki./k est remplacée par la marge constante 1/n. Dans la distance
entre individus, la marge.sur I intervient dans la définition du profil. En
remplagant cette marge par la marge constante 1/n, le profil de l'individu
i devient ki.(n/k) et la distance entre les profils associés aux individus

iet i':

2 ) 2 2
i,i', = ) k.. - k,,. 1/k .
D™ (i,i’; (n” /k) ; eJ( i3 i J) (1/ .J)

L'illogisme que nous avions remarqué dans la distance classique
2 . - . e L
du X~ disparait ; seules les réponses différentes de i et i' augmentent

cette distance. De plus, cette distance est tout & fait analogue a celle qui

est utilisée dans les tableaux disjonctifs complets.

Pour l'ensemble J, le remplacement de ki /k par i/n ne modifie
pas les profils des éléments, mais seulement leur distance. :

, 2 2. L ) 2
Distance du X° : D°(j,3") = L (kij/k.j kij'/k j') (k/ki.)

i€l

2, .
Distance de la variante : D (j,j') =n ¥ (k../k . - k..,/k ,|)2
- ie1 13773 T3 .3

La distance entre j et j' est alors exactement celle que l'on

obtiendrait dans le tableau disjonctif complet ol les non réponses seraient

introduites.



Les facteurs sur I et sur J seront, par définition, les projec-
tions, sur leurs axes d'inertie, de nuages de points respectant ces distances.
Notons que le poids affecté aux individus é&tant fixé par la marge sur I, ils

seront tous égaux.

Nous verrons au paragraphe II, que la dualité de l'analyse des
nuages des individus et des réponses existe dans la variante proposée. Il y
a donc des formules de transition des facteurs de l'un vers les facteurxs de
l1'autre. D'ol, une représentation simultanée s'interprétant & peu prés comme
celle de 1'A.F.C.. Ces formules permettent aussi la projection 4'éléments

supplémentaires.

Nous aurons donc & peu prés toutes les propriétés de l'analyse
des correspondances, avec des distances entre individus et entre réponses
légérement différentes de celles de 1'A.F.C., qui paraissent plus satisfai-

santes dans ce cas particulier.

Point de wvue analyse multicanonique

A chaque gquestion, on associe encore le sous espace engendré par
les variables indicatrices de ses réponses. Ce sous espace contient les fonc-
tions qui prennent la méme valeur pour les individus qui ont choisi la méme
réponse, et qui prennent la valeur 0 pour les individus, -5'il y en a- qui

sont sans réponse.

Remarquons que les sous espaces associés aux guestions avec

non réponse ne contiennent pas la droite des constantes.

Une analyse multicanonique brutale de ces sous espaces donnerait
des facteurs généralement non centrés qui optimiseraient un critére peu inté-

ressant.

Dans le cas des tableaux disjonctifs complets, ot chaque question



déterminait une partition de l'ensemble des individus, et ol les facteurs de
l'analyse multicanonique étaient centrés, le critére 6ptimiéé s'interprétait
bien : le cosinus carré de l'angle entre.un facteur et un sous espace associé
& une question était le rapport de corrélation entre le facteur, (variable
numérique centrée), et la question (variable qualitative). (cf. 6). C'était
aussi le rapport entre l'inertie sur ce facteur des centres de gravité des
classes d'individus ayant choisi la méme réponse par l'inertie totale du
facteur (cf. ci-dessous). Plus ce rapport d'inertie "inter" est proche de 1,
plus les individus qui ont donné la méme réponse sont groupés sur le facteur
et plus le facteur représente bien la variable gualitative. Pour résumer
plusieurs variables qualitatives, il était logique de choisir des fonctions

numériques maximisant la somme de ces rapports.

Si le facteur n'est pas centré, ce cosinus carré ne peut plus

s'interpréter ainsi.

La solution classique, pour obtenir des facteurs multicanoniques
centrés serait de centrer les variables indicatrices des réponses, avant de
construire les sous espaces. Cette solution ne convient pas ici, car elle
est équivalente & la sélution que nous voulions écarter, qui consistait a
ajouter une réponse "non réponse" au tableau de données le rendant disjonc-

tif complet.

Nous proposons d'imposer aux facteurs de l'analyse multicanoni-
que d'étre centrés sans modifier les sous espaces : nous chercherons donc
un vecteur de Rn, orthogonal 4 la droite des constantes, qui rend maximum
la somme des cosinus carrés de ses angles avec les sous espaces considérés,

un second orthogonal au premier, etc...

La solution de ce probléme est donnée dans le paragraphe III

dans un cadre un peu plus général : on imposera aux facteurs d'étre ortho-



gonaux & un sous espace donné quelconque. C'est ce que nous appelons analyse

multicanonique avec contrainte linéaire.

Ceci nous permet d'obtenir des facteurs centrés qui rendent maxi-
mum la somme des rappofts d'inertie "inter". Le "rapport d'inertie inter"
d'un facteur pour une question est le quotient de l'inertie des centres de
gravité des classes d'individus ayant donné la méme réponse par l'inertie
totale du facteur. Plus ce rapport est proche de 1, plus les individus ayant
donné la méme réponse sont groupés et les sans réponses proches de zéro. On
respecte donc tout a fait l'esprit de 1'analyse des tableaux disjonctifs

complets.

Démontrons maintenant cette affirmation. Pour cela, il suffit de
démontrer que si V est un vecteur dean, orthogonal & la droite des constan-
tes et Eq le sous espace dean engendré par les variables indicatrices des

3 - . 2 - . .
réponses a la question g, alors cos (V, Eq) est égal au rapport "d'inertie

inter de V pour q". Prenons V de norme -ou d'inertie- égale & 1.

Calculons d'abord le rapport d'inertie inter. Le centre de gra-
vité sur V des individus ayant choisi la méme réponse j 4 la question g est :

V(i) =2 kij v(i)/k 5 . Le rapport d'inertie inter est :

i
2 . L 12
Ik 5V (5) = T (1/x j> {z kij v(i)}
jea jeq ) i
Calculons maintenant cosz(V,Eq) . Les variables indicatrices ej

des modalités de réponses de g forment une base orthogonale de Eq' Donc

cosz(V,Eq) = I cosz(v,ej)
jeq -

2 _ 2
Or cos (V,ej? = {<V,ej%/|[ej[|}

V12
Lk,.V
{i i3 -(l).} /k.j



Point de vue commun

Nous montrerons au paragraphe IV gue les deux solutions propo-

s€es pour les questionnaires avec non réponses donnent les mémes résultats.

Cette solution est donc trés cohérente. Elle présente, comme
l'analyse des correspondances multiples, tous les avantages d'une double
interprétation de 1'analyse : au niveau des réponses et au niveau des ques-
tions. Une application brutale des deux méthodes & ce type de tableau ne
donnerait pas cette équivalence et en respecterait beaucoup moins l'esprit

que les variantes proposées.

Il est évident que lorsque le tableau est complet, on obtient

les résultats classiques.

Nous donnons au § IV les formules précises et les résultats par-

ticuliers obtenus dans le traitement proposse.
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I1 - ANALYSE DES CORRESPONDANCES AVEC MARGE MODIFIEE.

Dans cette technique d'analyse factorielle tout & fait analogue
a 1'analyse des correspondances, l'une des marges du tableau de données est
remplacée, partout ol elle joue un rdéle en Analyse des Correspondances par

une marge imposée.

II.a - Exemples d'applications

I1I.a-1 Rappelons d'abord notre cas particulier des tableaux disjonctifs
incomplets. Nous avons vu, que pour les individus comme pour les variables,
. 2 ay s - . . .
la distance du X  n'était pas trés satisfaisante ; et que si l'on remplagait

dans chacune des deux formules de distances la marge sur les individus par

une marge constante, les distances obtenues paraissaient plus logiques.

II.a-2 On traite quelquefois des sous tableaux d'un tableau de données.
La métrique induite sur I dans l'analyse de Ile od J1 est un sous ensemble
de J est différente de celle qui est induite dans l'analyse de IxJ si les
marges sur I des deux tableaux sont différentes. Imposer la marge de IxJ

dans l'analyse du sous tableau permet de travailler avec la métrique induite

par IxJ et d'analyser le sous nuage 047J1) de (J). (cf. 10, 16).

II.a-3 Pour ajuster un tableau de fréquence & des marges imposées (cf.
14), nous proposons au § II.d d'appliquer la formule de reconstitution des

données a des facteurs obtenus dans des analyses ou les marges du tableau

sont remplacées par les marges imposées.

1I.b - Les calculs, les propriétés et les formules

II.b-1 Notation -

Soit I, J deux ensembles finis, un tableau rectangulaire sur
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IxJ de nombres positifs ou nuls et de somme 1 est noté :
5= {fij /ie1, jeg}

Les marges de ce tableau sont notées fI et £

£ = {fi_ /ier1} £, = § {fij /3 €T}
£; = {f.j /3ed} f_j = ’i“ {fij /i€ 1}

On note gr s un ensemble indicé par I, de nombres positifs et de somme 1.

Nous l'appellerons marge modifiée, ou imposée au tableau fIJ .

II.b-2 Le nuage (/r(I)

Dans l'analyse proposée le point i est représenté danisI par
i
le profil f; = fiJ/gi muni du poids gi . Profil et poids sont donc diffé-

rents de ceux de 1l'Analyse des Correspondances. On note Of,(I) ce nuage.

La métrique de l'espace mj est la méme qu'en Analyse des Corres-
pondances et le centre de gravité du nuage est aussi le méme ; il a pour

coordonnées £ . .

Par définition, les facteurs sur I sont les projections des ,
points dﬁfnuage G’QI) sur ses axes principaux d'inertie. Pour calculer ces
facteurs, on peut diagonaliser une matrice de dimension I ou les déduire des
vecteurs propres d'une matrice de dimension J par une formule de projection.
Nous donnons le terme général de ces matrices et la formule de projection

dans le paragraphe II.b-4.

II.b-3 Le nuage O’QJ)
Le point j est représenté, exactement comme en A.F.C. par le pro-
fil fi = fI./f 5 - Son poids est le méme qu'en Analyse des Correspondances,
j .

c'est £ |, .
-3
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Par contre, la métrique définie sur l'espace ambianthI n'est
pas la méme,.c'est la ﬁétrique diagonale 1/gi et non pas 1/fi . Le centre
de gravité du nuage est fi.l, comme en A.F.C. ; mais,.poux éarder une cer-
taine cohérence, métrique et.centre de grévité étant 1iés et représentant
tous deux une cértaine moyenne de référence, nous ferons l'analyse de ce
nuage a partir du point de coordonnée 9; - Cela présente surtout le trés
grand avantage de conserver aux analyses de 0’%1) et de OI%J) la dualité
qui existe en Analyse des Correspondances. On aura donc des formules de
transition permettant de passer des facteurs de 1l'un des nuages aux facteurs

de l'autre et une représentation simultanée des deux ensembles.

II.b-4 Egg_ggrmules

Le tableau ci-dessous résume les deux nuages étudiés (la marge

réelle est £, et la marge modifiée gi) :

coordonnées * origine’

du point .. poids.. .c.d.qg.. des axes - métrique. .- facteurs

nuage

ie(f(x) - f._/g, g9, f . N 1/£f . f

iJ’ ¢ i i | .3 -3 s

sed @ £_./f . £ . £, # g, 1/g, @s

I3°7.3 .3 i. i i

Pour calculer les facteurs, il faut diagonaliser des matrices. Rappelons les.
(cf£. 2, 12, 13). Notons X le tarleau des coordonnées des pcints d'un nuage a
partir de 1l'origine choisie, X' son transposé, P le tableau diagonal des
poids affectés aux points et D la matricerdu éréduit scalaire (métrique) de
l'espace ambiant. Les facteurs sont les vecteurs propres de XDX'P. On peut
les 6btenir aussi en diagonalisant DX'PX et en appliquant aux vecteurs pro-

pres obtenus X.
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Calculons le terme général de ces matrices. Pour le nuage l/,’(I) ’
nhotons M la matrice (IXI) dont les vecteurs bropres sont les facteurs fs ’

€t N la matrice (IXJ) dont les vecteurs propres donnent S{S en leur appli-

quant X.
£, £,,. £, g,,
Moo, =3 A A3, . g
ii? . g, £ . St i! g.
j&J i 7.3 i
£.. £, .,
N , = Z ——JfLJ_.J;J_ - f .
JJ i€T .5 gi -J

En calculant les matrices correspondantes pour le nuage o/’ (J), on s'apercoit
que la matrice (JXJ) dont les vecteurs propres sont les facteurs %’s est
€gale 4 N ; et que la matrice (IXI) dont les vecteurs propres donnent q/s en
leur appliquant le tableau des cocrdonnées Y est égale & M.

Ceci montre la dualité e l'analyse des deux nuages. Les valeurs
bropres des deux analyses sont égales, S'/s se déduit de g/s en appliquant
X et §/s de Q;s en appliquant Y. On a donc des 'fbrzﬁules de tranéit-ion des
uns vers les autres. Ces formules permettent aussi le traitement d'éléments
supplémentaires car elles correspendent aux projections sur les axes d'iner-
tie des nuages.

Rerarquons que les facteurs fs sont centrés pour la mesure gi
Puisque l'analyse de (I’(I) se fait en prerant son centre de gravité comme

origine :

)? 9; gis(l) =0

i

Par contre, les facteurs g/s ne le sont généralerent pas
§ £ g,-s(n) # 0

Remarquons aussi que les fs sont orthogonaux deux 3 deux pour
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la métrique g, et les qg/s pour la métrique fJ .
g, £ w K, = AR AL TELEEE

En effet la matrice M est symétrique pour la métrique g, et N est symétrique
pour fJ .
Ecrivons la formule de transition de ﬂ(s vers é%/s . On note

Xc la valeur propre associée, et on impose & G‘s et gr; d'avoir pour norme

A

G- (1//X) ATTAR I F_w

[}

(1//X) Dg /e ) E(Sm

Cette formule qui est exactement celle de 1'Analyse des Correspondances s'est
simplifiée car Er; est centré. Dans la représentation simultanée de I.et de

J, les éléments de J vérifieront donc la relation barycentrique classique.

Ecrivons maintenant la formule de transition de é}s vers gfg.

f_'fs(i)

(1//%) ? (£,/9, - £ G

(1/VX)) {§ (£,5/9,) G D) - ; £ G}

Il y a deux différences entre cette formule et celle de 1'A.F.C.
Dans le premier terme 95 intervient & la place de fi.’ ce n'est plus exacte-
ment la coordonnée du barycentre des éi/s(j) affectés des poids fij . Le
deuxiéme terme ; f.j ﬁ;é(j) est indépendant de i. C'est la projection du
centre de gravitg Au'nuage‘prbJ), nous le calculerons systématiquement et

le représenterons sur les facteurs. I1 montre le décalage a faire subir aux

&léments de J pour avoir une relation analogue a4 la relation barycentrique.

Les contributions absolues et relatives se calculent par les
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formules habituelles. Nous indiquons ici la valeur de l'inertie des éléments

i et j par rapport aux origines choisies.

Inertie de i 9 X (fij/gi - £ j)zﬁl/f j)

e .

o,
T -
£ : (£, /€ 5 = 9" (/g

Inertie de jJ

Les calculs sont donc tout & fait analogues & ceux de l'analyse
des correspondances, il suffit de faire quelques modifications au programme

classique.

En écrivant les coordonnées des points de l'un des nuages dans
la base de ses axes d'inertie, on obtient la formule de reconstitution des

données

I

9 £y (141 5;<i>%,s(j>//x‘;)

ij i .3

II.c - Ajustement d'un tableau de fréquences & des marges

II.c-1 Le probléme

Un exposé du probléme et un panorama des techniques utilisées

est donné dans l'article de J.L. MADRE (cf. 14).

Avec les notations du § II.b-1, on peut poser le probléme dans
les terxrmes suivants : étant donné, d'une part, un tableau fIJ de marges fI
et §J et, d'autre part, deux ensembles 9, et 95 de nombres positifs et de
somme 1, indicés par I et J ; on cherche & construire un tableau 917 de marge

J1 et 97 "aussi proche que possible" du tableau 91

Dans l'article précité, deux nouvelles techniques étaient propo-
s€es basées sur la "formule de reconstitution des données" que nous rappelons

ici :

(1 95 "9y 9y 041 L JNERY - BRCIV
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Cette formule est exacte lorsque Z:s et g/s sont les facteurs
de 1'A.F.C. du tableau 917 associés aux valeurs propres )\s. Elle va permettre

de construire un tableau gIJ en l'appliquant & des fonctions &/ et%/ et
s s

des nombres }‘s calculés & partir du tableau fIJ'

Pour que ce tableau gIJ ait pow marges 9; et Igr il suffit que
les fonctions 45 soient centrées pour la loi g, et les fonctions %/s cen-
trées pour 95+ Si, de plus, les fonctions f}/s (xesp. Q/S) sont orthogonales
deux & deux pour la loi 9; (resp. gJ) . le tableau reconstruit 913 admet @s

et g,s comme facteurs de son analyse des correspondances.

Dans l'article en question, les fonctions &r’s et g/s étaient
calculées & partir des facteurs de 1'A.F.C. du tableau fIJ' Dans un cas on
se contentait de centrer ces facteurs pour les lois 91 et 937 dans l'autre

on orthonormalisait leur suite.

Nous proposons d'introduire les lois 91 et 97 dans l'analyse du
tableau fIJ en appliquant l'analyse des correspondances avec marge modifiée.
Les fonctions fs et g’s sont calculées séparément. Les premiers en rempla-
¢ant la marge fI par g, les seconds en remplagant la marge f'J par g,. La
ressemblance entre le tableau reconstruit 915 et le tableau initial fIJ se
traduit précisément géométriquement, ce qui n'est pas le cas pour les autres

{nét.hodes. Le nuage Cr(l) représentant I dans 1'A.F.C. du tableau 915 @ ¢

de fIJ avec la marge modifiée gI Les inerties de ces facteurs ne sont pas
exactement les mémes dans les deux analyses, mais sont trés proches. Les
distances entre les profils giJ-/gi sont donc, & trés peu de choses prés,

celles des profils fiJ/gi et leur représentation par les facteurs sont iden-

tiques.
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sentant I dans 1'A.F.C. dé‘fij‘aﬁec la ‘marge modifiée g&. Il a donc la méme
forme générale que le nuage des profils fiJ/fi si on prend dans RJ, le point

de coordonnée gj comme origine et la métrique l/gj.

Le nuage représentant J a les propriétés exactement symétriques.

Rappelons d'abord (cf. § II.b-4) que les facteurs sur I de l'ana-
lyse du tableau fIJ avec la marge imposée gI sont centrés et orthogonaux pour

la loi 9g- Nous notons !}:s ces facteurs et U les valeurs propres associées.

De méme, les facteurs sur J de l'analyse de fIJ avec la marge
imposée gJ sont centrés et orthogonaux pour la loi gJ. Notons g%s ces fac-

teurs et hg les valeurs propres associées.

Pour construire gpgr Dous appliquerons la formule (1) de II.c-1
aux fonctions GF; et €§,s (ordonnées dans l'ordre décroissant de leur valeur

propre).

Les fonctions Efs (resp. g}s) étant centrées pour la loi gI

( resp. gJ), le tableau gy @ pour marge g, et 93+

Les fonctions :}; (resp. é}s) étant orthogonales deux a deux
pour la loi 9; (resp. gJ) les facteurs de 1'A.F.C. du tableau 913 sont exac-
tement les fonctions 5;; et gié. I1 faut encore choisir Xs et il y a pour
ces facteurs un petit probléme de norme. Dans l'analyse de Irg7 la valeur
propre associée au couple fs, @/s est, si l'on prend As quelgongue :
ﬂs vs/As . Pour que As soit égal & cette valeur propre, on posera As = /ﬁ;—ﬁg.

. T4
Les facteurs de g .. de norme'/}\s sont donc : 3vs/us E;; et /ps/vs é}s .

(Remarquons que les racines quatriémes sont généralement proches de 1).
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Ceci démontre la propriété indiquéé en (:) au paragraphe précé-
dent : les facteurs de l'analyse de e sont, & la norme prés, les facteurs

: ' .
GF; (resp. gké) de l'analyse de fIJ avec la marge 9; (resp. 9;) -

Pour démontrer la propriété C), il faut utiliser la dualité de
1'analyse des deux nuages représentant I et J. Cette dualité implique que
les axes d'inertie du nuage représentant I ont pour image, par la métrique

de 1l'espace mu + les facteurs de J. (cf. 1).

Nous avons vu que les facteurs g;s de l'analyse de fIJ avec la
marge modifiée 93 étaient égaux, & la norme prés, aux facteurs sur J de 913
D'autre part, les métriques considérées sur RU sont, dans les deux analyses,
1/gJ. Les facteurs sont égaux, les métriques sont les mémes, les images des
facteurs par cette métrique sont les mémes. Les axes d'inertie des nuages

représentant I dans les deux analyses ont les mémes directions.

________________________ 917 ¢t £

En résumé, pour obtenir le tableau ajusté gIJ' on fera deux ana-

lyses de fIJ en imposant une fois la marge 91 et l'autre fois la marge 9+

On appliquera ensuite la formule de reconstitution des données,
éventuellement limitée aux premiers facteurs, aux facteurs sur I de la pre-

miére analyse et aux facteurs sur J de la seconde pour construire 913°

Nous avons vu les analogies entre les nuages associés au tableau

913 et des nuages associés au tableau fI avec l'une des marges g, ou 95 -

J

Le tableau ci-dessous les résume pour les nuages associés a I, la situation

est absolument symétrique pour les nuages associés a J.
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Nuages représentant I

Tableau Marge imposée Coordonnées Métrique ~~ '‘Axes =~ Facteurs
913 935793 /95 %5 5fs
s 91 £14/9; /%5 gs
frs % £9/88 /gy 8s
fIJ fiJ/fi 1/fJ

Mais il peut étre intéressant de comparer ces deux tableaux sans

introduire pour fIJ une des marges imposées.

Pour comparer les profils des tableaux fIJ et gIJ’ il est courant
de faire l'analyse de 913 et de mettre en éléments supplémentaires le tableau

fIJ en lignes et en colonnes.

Or, les facteurs sur J de l'analyse de fIJ avec la marge gI -gui
n'ont pas été utilisés dans la formule de construction de 913 donnent exac-
tement les projections des profils des colonnes de fIJ' On peut le vérifier

sur la formule de transition.

' De méme les facteurs sur I de l'analyse de fIJ avec la maxrge 95
donnent les projections des profils des lignes de fIJ'

On conservera donc les facteurs des deux analyses nécessaires &
la construction de Iy On aura ainsi, sans aucun calcul supplémentaire,

l'analyse de 917 et les projections en éléments supplémentaires des profils

des lignes et des données de fIJ sur les facteurs de cette analyse.

II.d - L'analyse par sous tableaux

L'analyse des correspondances par sous tableaux (cf. 8, 10) est



- 20 -

une technique permettant de calculer, avec une bonne approximation, les
résultats de l1'analyse des correspondances d'un trés grand tableau de données.
L'idée est de divisér ce tableau en sous tableaux, de calculer les facteurs
de ces sous tableaux, puis de calculer les résultats approchés du tableau

entier & partir des premiers facteurs de tous les sous tableaux.

Notons I et J les deux ensembles en correspondance, et supposons
gue la division en sous tableaux ait été obtenue par une partition de J en
r sous ensembles Jl""’Jr . Généralement les marges sur I du tableau entier
IxJ et des sous tableaux sont différentes. (Ceci n'est pas le cas lorsque

tous les sous tableaux sont disjonctifs complets) .

Deux cas peuvent se présenter. Soit la partition de J a été obte-
nue en regroupant des éléments proches entre eux. Dans ce cas, chaque sous
tableau présente une certaine unité, et les sous tableaux différent entre
eux. Généralement, leur marge sur I qui donne les coordonnées des centres de

gravité des sous nuages, csont assez différentes.

Soit la partition de J a &té obtenue en divisant J au hasard
ou par échantillonnaée. Blors les.sous tableaux, ne présentent aucune unité,
ne différent guére entre eux a priori. Leurs marges Sur I sont assez proches
et ne.présentent aucun intérét particulier. Notons aussi, que dans certains
cas, les sous tableaux peuveﬁt atre homogénes sans que leurs marges diffé-

rent. (Tableau disjonctif complet ou presque) .

Ces remarques aménent & proposer plusieurs variantes de la métho-
de des sous tableaux.

Lorsque les marges des sous tableaux sont assez proches, et non

significatives, le plus simple est de procéder a 1'analyse de chaque sous

tableAu en imposant la marge du tableau entier. Géométriquement, ceci revient

4 analyser chéque sous nuage “faJl),...,OInJZ) avec la métrique induite par
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‘par le nuage entier o’%J) en prenant comme origine le centre de gravité de

(/#(J) . (cf.

Par contre, lorsque les marges sont trés différentes et signifi-
catives pour chaque taﬁleau,‘il est bien préférable de faire l'analyse de
ces sous tableaux avec leurvmarge propre. Daﬁs ce cas on est amené i faire
l'analyse du tableau des marges des sous tableaux, et & utiliser ses facteurs
pour le calcul des facteurs approchés du tableau entier. Les formules du cal-
cul des facteurs approchés sont un peu plus compliquées, mais les résultats

de 1'approximation sont bien meilleurs.

Il.e - Traitement simultané de variables qualitatives et quantitatives

Nous avons proposé en (9) une analyse factorielle traitant simul~
tanément variables qualitatives et variables quantitatives. Quand elles sont
seules, les premiéres codées par des tableaux disjonctifs complets sont trai-
tées par l'analyse des correspondances ; les secondes sont traitées par 1'ana-
lyse en composantes principales. Or, l'analyse en composantes principales
normées est, comme l'analyse des tableaux disjonctifs complets, une analyse
multicanonique : celle des sous eépaces de dimension ! engendrés par les vec-
teurs dean représentant les variables centrées. Pour traiter simultanément
les deux types de variables, nous avions proposé de faire une analyse multi-
canonique de l'ensembie des sous espaces de dimension 1 associés aux variables
quantitatives et des sous espaces de dimension supérieure associés aux varia-
4bles qualitatives. Un artifice de codage permet d'utiliser les programmes
classiques d'analyse des correspondances : les variables qualitatives sont

codées par le tableau disjonctif complet, les variables numériques par 2
colonnes ; l'une contient les valeurs (1+xi)/2 ol xi est la valeur de la va-

riable centrée normée pour l'individu i, l'autre colonne contient (1—xi)/2.
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Le codage par deux colomnnes contenant une information redondante
€tait nécessaire pour avoir une marge constante sur I, mais évidemment il

augmente la taille du tableau et le temps de calcul.

On peut éviter ce double codage en utilisant, au lieu du program-
me classique d'analyse des correspondances la variante proposée en imposant
une marge constante. Danisn la métrique et le centre de gravité du nuage
sont les mémes qu'avec le double codage. Les points représentant les deux
colonnes étaient symétriques par rapport au centre de gravité et avaient le
méme poids. Pour obtenir la méme inertie avec un seul point il suffit de lui
donner un poids double. Nous coderons donc la variable quantitative par la

colonne 1+xi .
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IIT - ANALYSE MULTICANONIQUE AVEC CONTRAINTE.

III.a - Rappel sur l'analyse multicanonique

Rappelons que 1l'analyse multicanonique de p sous espaces El""’Ep
n
d'un méme espace euclidien R, est la recherche d'une suite de vecteurs ortho-

gonaux rendant maximum le critére (cf. 3, 15, 4).

P 2
L cos“(9)
p=1 P

ou 9p est l'angle entre le p-iéme sous espace et le vecteur chexché.

Rappelons aussi que ces ﬁecteurs sont appelésvfacteurs de l'ana-
lyse multicanonique des sous espaces Epet qu'ils sont obtenus en diagonalisant
l'opérateur A :
p=t P
ol Hp est l'opérateur de projection orthogonale sur Ep. En effet, un vecteur
propre v de norme 1 de la matrice symétrique positive A, associé & sa plus

grande valeur propre rend maximum v'Av, ou v' est le transposé de A.

Or, v'Av = v' (£ 1) v.= T(v'' I v).
p P p 1%

Si v est de norme 1, sa projection sur Ep, HP V a pour norme
2

cosep, et le produit scalaire de Hp v par v, v' HP v vaut cos Gp.

Le vecteur propre v est donc le premier facteur de 1l'analyse

. . 2
multicanonique, et la valeur propre associée vaut L cos ep . Les facteurs
p

suivants sont les autres vecteurs propres de A orxrdonnés dans le sens décrois-

sant des valeurs propres ; A étant symétrique, ses vecteurs propres sont

orthogonaux.
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III.b —_L'anélyse multicanonigue avec contrainte

L'analyse multicanonique avec contrainte de p sous espaces est
une analyse multicanonique oG l'on impose aux facteurs d'étre orthogonaux a
un sous espace F. -

Pour le traitement des questionnaires avec non réponse, le sous
espace F est la droite des constantes, i.e. nous imposons seulement aux fac-
teurs d'étre centrés.

Le cas ol F est un sous espace quelconque pouvant avoir d'autres
applications, et la soluticn étant aussi simple, c'est celui que nous trai-

tons ici.
Proposition
Ayant choisi une base orthonormée de l'espace ambiant, les fac-

teurs de l'analyse multicanonique avec contrainte sont les vecteurs propres

de la matrice symétrique :
A - YY'A - AYY' + YY'AYY'

ou A est la matrice de l'opérateur ¥ I

Y est une matrice dont les r colonnes forment une base ortho-
normée de F

Y' est la transposée de Y

., 2
Les valeurs propres associées valent L cos Op » ces facteurs

sont done ordonnés dans 1'ordre décroissant des valeurs propres.

Démonstration

Soit v, un vecteur de norme 1.

2
Nous avons vu que V'Av = L cos §_ .
P

Si on note yl,...,yR les R colonnes de Y, i.e. une base ortho-
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normée de F, la contrainte "v.orthogonal a.F"est équivalente aux R contrain-
tes :

yi V=0,c0000y yé v=20

Le probléme est donc de trouver v qui rende maximum v'Av sous ces R contrain-

tes, plus la contrainte v'v = 1 qui impose & v d'avoir une norme 1.

Soient A et Ur (1 € r € R) des multiplicateurs de Lagrange, la

dérivation de la quantité

R
v'Av - A(v'v-1) - I ur v'yr
r=1

par rapport aux différentes composantes de v, puis l'annulation de ces déri-

vées conduisent & la relation :

R
(1) AV - Av - L M y = 0
r=1

La solution v, vérifie yé v = 0 pour tout r compris entre 1 et

R. Si on multiplie (1) & gauche par y; , on obtient : yé Av - ur = 0. D'ou

uo= y; Av . La relation (l) devient :
R
' -
Av - Av - I Y, Y, AV = 0
r=1
ou

AV - Av - YY' Av = 0O
ou encore

(& - YY'A)v = Av

Donc la solution v est vecteur propre de A - YY'A. Mais cette
matrice n'est pas symétrique, ce qui pose quelques problémes pour 1'obtenir.
Nous les résolvons en construisant une matrice M symétrique qui a les mémes

valeurs propres et les mémes vecteurs propres. Cette matrice M se déduit de

A - YY'A en ajoutant 2 termes.
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M =A- YY'A - AYY' 4+ YY'AYY'
Démontrons les propriétés de M indiquées ci-dessus.
Il est évident que M est symétrique.

Montrons d'abord que pour tout vecteur propre v de M, Y'v = 0,

i.e. v est orthogonal & F. En effet :

si Mv = Av

Y'v = (1/1) Y' Mv

il

(1/2) (v'a - {y'v} v'a - yravy' + {y'v} vy'avyn

= 0 car Y'Y est la matrice identité

Or, pour tout vecteur v tel que Y'v = 0, il est évident que
Mv = (A-YY'A)v et réciproquement, Donc, la matrice M a les mémes vecteurs

propres et les mémes valeurs propres que A - YY'A,

Pour terminer la démonstration de la proposition, il faut mon-

~

trer que si v est un vecteur propre de M, de norme 1, associé & la valeur

2
propre A, cette valeur propre vaut Z cos"0_ . Nous avons vu que
p
v'Av = L c0529 . Or, si v est vecteur propre de M, il est vecteur propre
P

de A - YY'A, et on aura :

AV -~ YY'AvV = Av

D'ol V'Av = Vv'YY'AV + Av'v

= A
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IV - APPLICATION DES DEUX METHODES AUX QUESTIONNAIRES AVEC NON REPONSE

Dans ce paragraphe nous donnoné les formules des deux méthodes

appliquées & ce cas particulier et nous démontrons que leurs résultats sont

identiques.

Pour compléter ces résultats, nous proposons une représentation
des quest;ons elles-mémes sﬁr les factéurs ; l'analyse des correspondances
avec marge.constante ne donnant de représentation que des modalités des ques-
tions. Cette représentation, analogue & celle que nous avions proposé en (6)
pour les tableaux_disjonctifs complets met en évidence les liaisons entre
les questions et les facteurs. Elle est basée sur l'interprétation "analyse

multicanonique" des facteurs.

Rappelons d'abord que I note l'ensemble des n individus, J 1l'en-
semble des réponses, kij le terme général (0 ou 1) du tableau disjonctif in-
complet, ki la somme de la ligne i et k 5 celle de la colonne j, k l'effec-

tif total.

IV.a - Analyse des correspondances avec marge imposée constante

Nous appliquons cette méthode en remplagant la marge ki /k par
la marge constante 1/n. Les distances entre individus et entre réponses sont

alors trés proches de celles des tableaux disjonctifs complets.

Donnons le terme général des matrices M et N dont les vecteurs

propres sont les facteurs de cette analyse.

Moo = (n/k) .Z {kijki.j/k.j} + 1/n - ki,/k -k, /k
j€J
= r {kx..k..,/k .} -k ., /k
N, (n/k) { l]kij,/ _J} .J./

;v
JJ] iel
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Pour le calcul de ces facteurs, on procéde comme en analyse des
correspondances en diagonalisant une matrice symétrique, mais ici il n'y a

pas de facteur trivial & supprimer.

Remarque " :

On sait (cf. 1, 2, 12, 13) que l'analyse d'un tableau disjonctif
complet est équivalente & celle du tableau de fréquence des modalités croisées
deux a deux, qu'on appelle généralement tableau de Burt. Cette propriété n'est
pas vérifiée ici. Par contre, il est clair que N se déduit facilement de ce
tableau de fréquence. On pourra donc envisager de construire N & partir d'un
tableau de données condensées, avec une seule colonne par question et 1'indi-

cation de la modalité choisie comme dans le programme d'analyse des correspon-

dances multiples de [12].

Voyons maintenant les formules de transition. On note f;; ’ g%;
le couple de facteurs d'ordre s associé a la valeur propre As' Le facteur

:}is est centré pour la mesure uniforme, I s‘s(i) =0 .
i

G . = v : (kij/k.j)f‘ﬁs(l)
C'est la formule barycentrique classique, une modalité de réponse est située,
a l/VKS prés, au centre de gravité des individus qui 1l'on choisie.

L 'autre formule est :

A iy - .
F W = (1/_/@{2 ‘“ki;;/k’%‘” -g G 5/%) 3’5‘3)}

‘le terme L (k /k) gz,(]) représente la projection du centre de gravité des
3
modalités de reponses etudlees Nous 1' J.ndlquerons sur les graphigues. Par

rapport & la relation barycentrique, tous les individus sont décalés par ce

meme terme.
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On pourra mettre en éléments supplémentaires les "non réponses”.
Remarquons que, en considérant aussi les non réponses, le facteur q, est
s
centré puisque l'origine des axes est au centre de gravité de 1l'ensemble des

réponses et non réponses.

L'interprétation des contributions absolues et relatives est

exactement celle de l'Analyse des Correspondances classiques.

IV.b - Analyse multicanonique avec contrainte

Rappelons que nous avions proposé dans le §I.c d'associer a cha-
que question le sous espace de mp engendré par les variables indicatrices de
ses modalités de réponses, i.e. le sous espace des fonctions prenant la méme
valeur pour les individus ayant choisi la méme réponse et prenant la valeur

0 pour les individus sans réponse.

Nous proposons de faire l'analyse multicanonique de ces sous es-
paces en imposant aux facteurs d'étre centrés, i.e. orthogonal a la droite
des constantes. Ceci, afin d'obtenir des facteurs centrés 55 qui rendent
maximum la somme des "inerties inter" des questions : & une question, on as-
socie les centres de gravité sur g(s des classes de population ayant choisi
la méme réponse, l'inertie inter de la question est l'inertie de ces centres

de gravité.

Calculons le terme général de la matrice symétrique du § II.b
que 1l'on diagonalise pour obtenir les facteurs de cette analyse multicanoni-
que. Nous verrons qu'elle est égale & la matrice M du paragraphe précédent,

ce qui implique 1l'égalité des facteurs.

Les variables indicatrices ej d'une méme question q étant ortho-

~gonales entre elles, la projection sur le sous espace Eq qu'elles engendrent
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s 'écrit facilement. Notons Xq le tableau ayant pour colonnes ces variables.
C'est un sous tableau du tableau de données kij; Notons A une matrice car-
rée ', de dimension égale au nombre de modalités de q, ayant sur la diagona;
le 1/k.j (c'est l'inverse du carré de la norme de eji et 0 ailleurs. La
projection sur Eq est Xq Aq Xé. La somme de ces projections est A =L X A X'

q g
q
son terme général est a,., = Z k,.k.,./k ., . La matrice notée Y au § II.b
jeJ l:] 1 J ’3
se pé&duit au vecteur unitaire de la droite des constantes de mn. Un calcul

simple montre 1'é&galité de A - YY'A - AYY' + YY'AYY' et de M.

Uﬁ faiéénﬁéﬁeﬁﬁ'piﬁévééémééfiéﬁé ééﬁt éﬁré'ﬁtilisé pour cette
démonstration.

Dans 1l'analyse des correspondances avec la marge 1/n, une moda-
1ité j est représentée par le point de coordonnées kIj/k.j . Son inertie par

rapport & l'origine vaut n/k, quel que soit j : (k j/k) L (kij/k j)2 n = n/k.

i

D'autre part, le vecteur joignant 1l'origine & ce point est coli-
néaire a ej . L'inertie de la projection de j sur un vecteur VvV vaut donc
(n/k) cosz(V,ej).

La somme des inerties des projections de toutes les modalités de
la variable g sur V vaut donc (n/k) cosz(V,Eq).

La métrique sur R® étant la métrique identité a (1/n)} prés, les
facteurs Efi et les axes d'inertie du nuage des modalités sont homothétiques
(cf. II.c-3). Ils sont orthogonaux a4 la droite des constantes, et orthogonaux
entre eux. Ils rendent maximum la somme des inerties des projections de toutes

2 . . -
les modalités de réponses, donc la somme des cos (V,Eq). Ce qui termine la dé-

monstration.



IV.c - Projection des guestions sur les facteurs

Nous avions proposé en (cf. 6), comme aide & l'interprétation
des résultats d'une analyse des corresponéances sur tableau disjénctif com-
Plet, de projeter les variables (ou questions) sur les facteurs. La double
interprétation des facteurs que nous‘avons définis pour’les tableaux incom-

Plets permet de procéder de la .méme fagon.

Nous avons vu au paragraphe I.c que pour un facteur fet une
, 2 e . winter” de F
question g, cos ( ,Eq) était le rapport de variance "inter" de pour q.

C'est donc une mesure du lien entre ff’et gq.

Nous venons de voir qu'ad (n/k) prés, c'est aussi la contribution
absolue des modalités de q au facteur g{. C'est donc, de ce point de vue
encore, une mesure du lien entre GFI et g, et il se calcule trés facilement.

Nous proposons de représenter g sur les facteurs en lui donnant
comme coordonnées ces cosinus carrés. On mettra ainsi en évidence les liens

entre un facteur et une question.

Pour cette représentation, nous parlons de projection car elle
. - . . - - . n
s'intexpréte ainsi dans l'espace des opérateurs symétriques de IR . C'est la
projection d'un opérateur associé & la question sur des opérateurs associés
aux facteurs.
Ces opérateurs sont des opérateurs de projection orthogonale.Pour

un facteur, c'est la projection sur le sous espace qu'il engendre ; pour une

question g c'est la projection sur le sous espace Eq .

Rappelons que l'espace des opérateurs symétriques est muni d'un
produit scalaire : <A,B> = Trace AB .

Rappelons aussi que les opérateurs associés & deux facteurs dis-

tincts sont orthogonaux puisque les facteurs sont orthogonaux ; que la norme

de ces opérateurs vaut un, puisque le sous espace engendré par un facteur est



- 32 -

de dimension un. Ils forment donc une base orthonormée incompléte de 1l'es-
pace des opérateurs.

La représentation que nous proposons est une projection sur le
sous espace engendré par les opérateurs‘associés aux premieré facteurs. Si
deux questions sont bien représentées par leur‘projection, on mettra en évi-
dence leur proximité ou leur distance dans l'espace des opérateurs ; on met-

tra donc en évidence la liaison entre ces deux questions.

Iv.d - Méthode classigue et variante proposée : comparaison

Si le nombre de réponses manquantes est trxé&s faible, ou bien
réparti sur les individus, autrement dit si la marge sur I du tableau dis-
jonctif incomplet est presque constante, les facteurs obtenus par l'analyse
des correspondances classique et par la variante que nous proposons differe-
ront trés peu. En effet, le centre de gravité du nuage des modalités sera
trés proche de l'origine gque nous imposons et la métrique du X2 trés proche
de 1'identité.

Dans ce cas, on pourra négliger l'écart entre les résultats des
deux méthodes et interpréter l'analyse classique avec les points de vue in-

diqués ci-dessus.

Nous donnons ci-dessous des bornes précises des écarts entre les
facteurs des deux analyses. Ces bornes sont obtenues en comparant les matri-
ces diagonalisées et en appliguant les résultats obtenus dans [7]. Elles
montrent, ce qui est naturel, que plus la marge est proche de la marge cons-
tante et plus les valeurs propres de l'analyse sont bien séparées les unes

des autres, plus les facteurs des deux analyses sont semblables.

Notons M la matrice dont les vecteurs propres sont les facteurs
sur I de l'analyse avec marge constante (cf. § IV.a) et M' son homologue de

l'analyse des correspondances classiques. On peut écrire :
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M =DM' + R
il
Ol D est une matrice diagonale <Si n ki/k
< < ' 2
et R une matrice symétrique de terme général 1/n + (ki+ki,)/k+n kiki'/k

Notons 6 l'angle dans R:.r les facteurs de méme ordre s des deux
analyses. Notons )‘s la valeur propre associée & ce facteur dans l'analyse
classique, € l'écart minimum entre KS et les autres valeurs propres. Les
théorémes donnés en [7] permettent de majorer 6 en fonction des plus grandes

valeurs propres de D et de R, ce qui donne les inégalités suivantes

6 < 61 + 92 (cf. 7, chap. I - V)

et sin 261 £ ()xs/s) (sup ki/inf k; = 1) (c£. 7, chap. I - 1IV)
i i

sin 20, <2 {1 - n I (ki/k)z}/s (cf. 7, chap. I - II)

1
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V - CONCLUSION.

L'analyse des correspondances avec marge modifiée est une méthode
facile a programmer, et d'utilisation simple puisque la technique et les ré-

sultats sont extré@mement proches de l'Analyse des Correspondances classique.

Nous avons proposé dans cet article plusieurs applications de
cette méthode ; le traitement des questionnaires avec réponses manquantes ;
1'ajustement d'un tableau de fréquence & des marges, une méthode d'analyse
par sous tableaux, le traitement simultané de variables qualitatives et
quantitatives. La liste n'est sans doute pas terminée et cette méthode parait

donc avoir une place dans l'arsenal des méthodes d'analyse des données.

Pour l'analyse multicanonique avec contrainte, nous n'avons jus-
qu'ici comme application que les tableaux disjonctifs incomplets. Comme dans
ce cas particulier elle est équivalente & l'analyse des correspondances avec
marge modifiée, elle sert alors essentiellement & montrer la cohérence de -

cette méthode et & compléter 1l'interprétation de ses résultats.
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