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UN PROBLEME DE THERMOELASTICITE
DANS UN MILIEU AVEC ATTACHES ELASTIQUES
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Juan Manuel VIANO REY

RESUME :

Dans cet article on présente un probléme modéle de thermoelasticité
linéaire dans un milieu avec attaches elastiques et force d'inertie né-
gligeable.

L'existence et 1'unicité de la solution du probléme aux conditions ini-

tiales sont montrées en utilisant la méthode de Galerkin.

ABSTRACT :

V In this study we consider a model problem in linear thermoelasticity
for a medium in contact with an elastic body and taking no care of inertial
force. |

We present a variational formulation of the initial value problem and

the existence and unicity of the solution is showed by using Galerkin's

method.

(*) Departamento Ecuaciones Funcionales. Universidad de Santiago de
Compostelai ESPAGNE. P
_ Ce travail' a été réalisé alors que l'auteur &était- stagiaire-a -1'INRIA
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INTRODUCTION :

Dans ce travail nous envisageons un corps &lastique conducteur de
chaleur qui occupe une région £ de 1'espace]R3 avec attaches sur un
autre corps de comportement €lastique dans une partie de sa frontidre.
Ce corps est soumis 3 des efforts externes et 3 un champ de température,

les forces d'inertie étant négligeables.

Dans la Section 1, ci-dessous on reprend le cadre physique de
' DUVAUT~LIONS [2] pour la mise en &quations du probléme aux limites envisa-
gé. Ce probléme se formalise par le systéme d'équations couplées en dépla-

cements u et en température & :

- 5%; oij(u,g) = fi , 1 <i< 3
(N by e, §2 - ‘g‘i(kij g_ij) * Vo My Eij(g-:) = Q
dans 2 x(0,T) (T > 0)
avec les conditions initiales
(2) &) = . €, u(0) = u  dans Q

et la loi de comportement thermoé&lastique
(3) Oij (u,g) = ai.jkh ekh(u) - mij (&~ Vo)

Les conditions aux limites choisies correspondent 3 la tempé@rature et 3
des déplacemeﬁts fixés sur des parties disjointes de ‘la frontidre, 3 la
condition d'&quilibre et 3 la loi de Fourier. De plus sur la partie de la
frontidre en contact avec le corps élastique, la condition d'attache (cf.
DUVAUT-LIONS [1] ) s'écrit :
(4) Oy = -1 uN > oy = 0.
:'I (i

La Section 2 est consacrée 3 la formulation variationnelle

qui conduit 3'un problZme de la forme :
|



(a(u(t),v) - m(6(t),v) = <L1(t),v> Yve Vl sur 10,TL

(5)4 8'(t),9) + k(6(t).9)

+

m(¢,u’(t))

<L2(t),¢> 0] eV2 sur 10,T[

(o]

L6(0) = 6, , u(0) =u (® =€ = V)

dans des espaces convenables V, < [HI(Q)]3, Ve HI(Q) .

Ensuite on démontre dans la section 3 un théoréme d'existence et

d'unicité de solutions fortes de (5) par la méthode de Galerkin.



1. PROBLEME PHYSIQUE

1.1. Position du probléme :

Soit QC]R3 un ouvert borné "suffisament régulier" de frontiére T

-

On note n ='{ni} la normale unitaire 3 T extérieur @ Q .

Dans  on considére un matériau soumis 3 une force volumique

f= {fi} et une source de chaleur interne Q.

Nous reprenons les équations de la thermoélasticité linéaire liant

les déplacements u = {ui} et la température absolue & dans Q :

2

] u, 3
1.1y o —5 = —== 0..(u,f) + £, Is i< 3

o Watz ij ij i
o€, . (u)

13 S e g

20 € e *my5 % —oE T UF oy, (5 B,
) Bui auj

(1.3) eij(u) =7 (W + E) 1 <i,j <3

(1.4) oij (upg) = aijkh E’kh'(u) - mi.j (E,‘Vo)

Les _considérations physiques qui fournissent les €quations précédentes
sont abordées dans DUVAUT-LIONS [2] et CARLSON [1] . Elles restent valides
pour un matériau de comportement isentropique ou isotherme &lastique avec
des :

- petites déformations

- petites;variations de la température autour d'une température

moyenne .uniforme Vo > 0

- contraintes initiales nulles

et en supposaqt que les divers coefficients sont indépendants de la tempé-

rature et des déformations.

Les &quations (l.1)-(1.4) sont relatives & un mat&riau non homogé&ne
1 ’ ——. . . 0 . »
et non isotrope, c'est-a-dire que les tenseurs aijkh’ mlJ, li peuvent
dépendre du point x (et aussi de vo). Par contre les scalaires Po (densité

du matériau) et c (chaleur spécifique 3 déformation constante) sont supposés

t
N



constants et peuvent &tre pris égaux a 1 par changement d'échelle sur

le temps et la température.

Rappelons que les tenseurs de conductivité thermique kij et le tenseur
d'élasticité aijkh vérifient les conditions de coercivité :

(1L5) k0 B & 2oy E & Veef V- (Ei)elRB (> 0)

(1.6) aijkh(x) gij Ekh 2 0, gij gij ¥xe Q V.Eijejm . (a2>'0)
et de symétrie :

(1.7) k.lj = kji y 1 £1<3

(1.8)  34ph = 3jikh = %niy LS W <3
Nous avons aussi

(1.9 mij = mJ.i

-

mais il n'y a rien 3 supposer sur mij Ei Ej .
Si le matériau considéré est isotrope alors les tenseurs sont invariants

par rotation, i.e. :

(1.10) mij =m Gij kij =k Gij 1 <i,j <3

h+6 §.,)

1] J
en général on observe que le coefficient m est pdsitif mais cela n'a pas
des conséquenées dans la suite.

t
Dans ce point nous supposons que les déformations ont lieu & vitesse
uniforme et par conséquence les composantes.ide la force d'inertie
~ azu.
i

fi = P

-

—5 1 <i< 3, peuvent &tre négligées de fagon 3 ce que
at
le systéme d'équation 3 étudier devienne :



] 3 _ .
(1.12) - '—S;j[aijkh Ekh(u)] + —-S-EJ[mij(E—\)o)] = fi 1<1i<3

3 _ 3 3E duy
(113 e, € 3¢~ o, ij) A T TR

1.2. Probléme aux limites envisagg

Notre objectif est 1'&tude du systéme (1.12)-(1.13) avec des con-

ditions initiales sur u et & ; nous posons

(1714) u(x,0) = uo(x), E(x,0) = Eo(x) dans

On considére dans F‘ les parties r., 0<1icx<yé, Qérifiant :
(1.15) T = Po v ', vli,= T, uT

(1.16) Pi nFj =@, 0<i,j<2, r,nl, =¢

et on suppose  que Fl est la partie de 2 en contact avec un autre
milieu de réponse &lastique. Les conditions imposées ci-dessous prennent
en compte cette situation, la condition d'équilibre et la loi de Fourier

de transfert de chaleur :

(1.17) u, = ﬁi sur Po x(0,T) , 1 <1i5s3,

~

(1.18) '§ = & sur F3 x(0,T).

avec i = {ﬁi} et £ donnés.

S1 F = {Fi} est le vecteur des efforts surfaciques sur szet G le flux

de chaleur & travers I‘4 alors :

(1.19) %3 nJ= F, sur T, X o,T), 1<ic<3

=; .
(1.20) q;n, = G sur T, X (0,T).

ol 0.. est donné par (1.4) et q. = - k.. == (1 <1 <3) .
1] i 8
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Pour les conditions sur Fl bn utilise la notation classique suivante

(cf. DUVAUT-LIONS [1] ) :

£ Z= {Zii , n= {ni} ZN_=xZini ZT =7 ~ nZN
(1.20) ’

g, = O.. n.nj Or ={oiT} avec 0., = Gij nj - ony

" Alors les conditions d'attache sur Fl sont :

(1.22) o, =0,

T = - ny (n>0) dans T, x(0,T) .

N

Remarque 1.1 :
Puisque la condition d'équilibre est valable aussi dans Fl le

vecteur {wi} des efforts dans Fl est wi = nj. On suppose que

g..
1]
les déplacements tangentiels des points de Fl sont libres, tandis que
les forces normales sont des forces de rappel élastique dont la valeur
absolue est proportionnelle au déplacement normal . Si t = {ti} est

le vecteur tangent a Fl on a

t

-> -+
T hno+ ] t

y= ¥
et ces conditions d'expriment par

(1.23) Yt = 0 P o= - nuy

Mais, (1.23) et (1.22) sont &quivalents. O

Dans la. suite il serait bien préférable de travailler avec le

champ de différences de température
(1.24) 0= & - v,
oll on suppose. que 'la température constante de référence v, @ été fixée

une fois pour toutes. Il est important d'observer que 0 peut prendre

éventuellement des valeurs négatives.



En termes de 0 la relation des contraintes avec les déplacements et

la température devient :

(1.25) oij(u,ej = aijkh ﬁdl(u) - mij 0

De plus 1'équation de conduction de chaleur (1.13) vérifiée en remplagant

£ par 6. Ainsi, le vecteur flux de chaleur s'écrit :

I S )
(1.26) q; = kij axj:»' kij 3xj

et (1.20) est inchangé.

Si on pose

-

(1.27) 0 = &- v, sur T, x(0,T), 8

]

£ - Vo dans @
les conditions (1.14), (1.18) deviennent
(1.28) 6(x,0) = eo(x) dans 8. = 0 sur Tl x (0,T7). O

1.3. Récapitulation

Le probléme 3 étudier est modélisé par les €quations aux

dérivées partielles suivantes :

Trouver ui(x,t), 1 £1i<3, et 6(x,t) définies dans Q x(0,T)

solution de

(.2 2 - ;
ij[aijkh ekh(u)] + 8xj[mije] fi 1 <i<3
(1.29) .
_poc 36 9 ij 236 My g =&
V_ 9dt Bx.( v ax.) +mij E;'Lj (at) -4 (v)
_ ° i 7o 3 : o
dans - Q x(0,T), avec les conditions initiales

(1.30) u(x,0) = uo(x), 0(x,0) = eo(x) dans

et les conditions aux limites



=4 dans I = Po % (0,T)
® =8 dans Iy= T,x (0,D)
(1.31) Oij n.j = Fi l1<i=< 3 sur 22 = Tz x (0,T)
96 _
kij §§5ni = G sur 24 = P4 x (0,T)
Op = 0, Oyt Nuy = 0 sur Z‘l = 1"1 x (0,T).

(I& vérifiant (1.15)-(1.16)) et

oij(u,e) = aijkh ekh(u) - mij 0
(1.32) 3u 3u
1 i j P
Eij(u) S 2 ( x. T Tox. I<i,j=3 u

Remarque 1.2,

Eventuellement, les situations suivantes sont envisageables :

alors T,uTl,=T, T.,n Pl =@

0] ¢ 2 1 2
(1.33) Fl =@ alors FOU P2 =T, Fon FZ =0
Fz =@ alors Fou Fl =T, Pon Fl =@
et/ou
F3 =@ alors F4 =T
(1.34)

I' =0 alors r,=r1.

Nous verrons plus loin que le cas PO = () présente une différence
essentielle par rapport aux autres, et nous le traiterons explicitement

quand cela sera nécessaire.

D'ailleurs, pour simplifier 1'expos&,nous avons choisi le cas

particulier suivant (physiquement envisageable) :

(1.35) P3 = Fl s F4 = F2 U PO , le flux dans FO est nul.
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Les modifications ‘techniques & faire pour un cas différent restent

transparentes.

Tenant compte de (1.35) on considera donc

IA

-

A
(&)

(1.36) T = Fo uFlu P2 Fin Fj #0 0

et les conditions aux limites (tirées de (1.31))

T A 96 _
( u=14, i3 -ﬁj q 0 dans ZO
(1.37){ 6 =06, OT = 0, 0N+ nuyg = 0 dans Zl
g..n. =F, (1 £1<3), -k.. 29- n. =G dans I
L 1 ] i R ij ij i 2"

Le probléme &tudié dans la suite est modélisé par le systéme défini en
(1.29),(1.30),(1.37). a
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2. FORMULATION VARIATIONNELLE

On utilisera la notation :

u(t)-‘: Xefl =~ u(x,tv)"
u'(t) : x € SZ +%‘é(x,t)

Si les données sont assez régulidres, (uy0) est une solution réguliére
du probléme (1.29), (1.30), (1.37), les intégrations par parties sont

alors légitimes, et 1l'on a :

¥t €(0,T) VVEED(Q)J3V¢GD(S—2), v=ﬁ(t) sur FO’ ¢=E)(t) sur I‘l' :
_/;ijkh €.kh(u) E:ij (v=u(t))dx __/;nij 0(t) Eij (v=u(t)) dx =
Q 1Y)

=/fi(t) (vi-ui(t))dx t[ Fi(t) (vi—u.l(t))dI'+/ Oijnj (vi—ui(t))dI‘
Q T

2o k.. 30(t) !

829 () (9= i 9 om e
/QTo.e (t) (0-8(t))dx +4 " 'c)xi(¢ 0 (t))dx +fmij€ij (u' (£)) (9-6(t))dx
2

- [ awe-ownax - [E2 gaw) ar

o
Y; I'2

D'aprés la notation (1.21) on a :

f Gijnj (vi—ui(t))dl" =/(0'1T+ an.l)(vi—u.l(t))dI’=/ ON(v-u(t))NdI‘ =
' T

. r] 1 Fl

.- rf g (£) (v=u(0)),ar
. Fl
de sorte que (u,8) est solution de

faijkh Ekh(u)eij (v-u(t))dx +I1[ nN(t) (v=u(t))y drl -
1 .

Q
2.1) -,/:nij 8(t) Eij(v—u(t)) dx =

= /fi(t)(Qi—ui(t))dx +/ Fi(t)(vi—ui(t))df .
9] I‘2

¥ve D (5)3, v=(t) sur 1"0, 0<t<T



-12-

ooc ki' 30 (t) 3
-~ B'(t) (-0 (t))dx +f\’J axj axi (¢-6(t))dx +

2 Vo 0
Q
/ m.1j Eij(u'(t))(cb-e(t)) dx = /‘Q(t) (¢—6(t)) dx -
2.2 % Q
/ g () (¢-6 (t))dE
FZ

¥ eD(@), ¢ = 6(t) dans I, 0<t<T ()

(2.3) u(0) = u, 6(0) = 60

Réciproquement, si u = u(t), & = 6(t) sont des fonctions régulidre
0’ 6 = 6(t) sur Fl, 0<t<T, et (2.1),
(2.3) alors (u,p) est solution de (1.29), (1.30), (1.37), il suffit de

remontrer les calculs. O

satisfaisant u =4 (t) sur T

Dans la suite, nous allons résoudre (2.1), (2.3) dans un sens
convenable. On introduit un probléme plus général dont on montrera 1'exis-

tence et l'unicité de la solution.

On suppose que pour t ¢[0,T]
L .3
. G(t) est restriction a FO de U(t)e [HZ(I)]
A 2
. 8(t) est restriction a Fl de T € Hl/ I
2.6\ . £ e L2@), F, (t)e L% r) lsisc3

Cae 2@, g ¢ 12Ty

0 > 0, c>0,vo>0.

e L (R), vérifiant (1.6), (1.8)

84 jkh
(2.5) .
k.. e L () , avec (1.5), (1.7)
ij
m; € L) et (1.9).

On introduit les espaces de fonctions suivants :

(]) On pose g = G/v_ .
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(2.6) v, = {v/velr' @1 : v =0 1sis3)
I'o 3 1/2
muni de la norme hilbertienne produit :lIIvlll =[ I ;llvi Hf Q:I Yve V,
2 3 > 3=1 1/2
2.7) B = [L°@)] lvl, = = /.-lvil dx]
' i=1 Q

(2.8) v, = {$10eH (@) : olp, =0 s llelly ol g ¥ e Y,

H LZ(Q) avec le produit scalaire &quivalent a:l'usuel

2

(2.9 <¢,w>2=f°3° o0 ax
Q (o]

La propriété Vi c I-Ii < V'.1 (1 £ i < 2) avec injection continue et
dense sera utilisée.

Soit

(2.10) a(u,v) =faijkh ekh(u) E.ij(v) dx +n'/I: quNdI' Yu, ve [1-11(8'2)]3
Q 1

a(.,.) définit une forme bilinéaire continue sur [HI(Q)]3>< I:HI(Q)]3
On pose :

a;(u,v) = / 3;ikh Ekh (u) eij(v) dx, u,ve[Hl(Q)]3 .
Q
de sorte que . a(u,v) = a, (u,v) +nf u vy df
T N
1
On a (cf. DUVAUT-LIONS [1], Chap. 3) :

(i) si I‘O est de mesure superficielle positive, il existe o > 0 telle

que
(2.1 al(v,v) 2 oy Hvll% ¥ve V
et donc, a fortiori

(,2'12) a(v,v) 2 o llvllzl, ¥ ¢ Vl .
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(i1) si I‘_l n'est pas contenue dans un plan (cf. DUVAUT-LIONS op. cit.
pag. 133), alors

(2.13)  a(v,v) 2 o v II? ¥v e[Hl(9)33

Par conséquent sauf pour le cas

(iii) mes(T ~)= 0 , T, contenue dans un plan, la forme a(.,.) est V-
’elllptLque La cas particulier de (iii) avec T = 0, est traité dans le § 2

. Sur H ) x H (1A on définit la forme b111nealre ‘continue’ et symétrique

k. .
2.14)  k($,P) =/ = giil 5%’—’ dx
a ° 3 7

D'aprés (1.5) on déduit que

¥ C> 0, il existe A > 0 telle que

@15 k@0 folyzalloll 3 o5 w e '@ -

3
1/2
Si mes(I'|3 >0 alors sur V, la seminorme |(1>|1 Q- [ Z / dx]
i=1Jq

est une norme équivalente 3 | || ] q donc

H
(2.16) si mes(l'})>0, il existe a, > 0 tel que k(¢,9)2 a, [19]] g eV,
Pour le théoréme d'existence la seule propriété qui intervient est (2.15).

Une troisiéme forme bilinéaire continue est définie sur

Hy x (B @7 par :

ov.
(2.17) m($,v) =/ mij¢8ij(v) dx =[mij 5;]; ¢ dx, ¢e H2, vV € [HI(Q)]3.
Q Q J

Avec les notations introduites ci-dessus, toute solution suffisament régu-

liére du probléme posé ci-aprés est solution de (2.1), (2.3).



=15~

u:t ef0,T] +» u(t)e (B @)1, u(t) = 6(t) sur I'. 0< ts T
8 :t e[0,T] » B(t)e [H'(R)1,6(t) = B(t) sur T. O0< t<T

solution, dans 10,T[ de :

a(u(t),v) - m(G_(t),v) =/f(t). v dx +/ F(t).vdll Wv ¢ V1
T
2

Q
(2.18)  }(B'(£),), + K(B(t),4)+ m(9,u'(£)) =f' a(t) ddx {g(tmdr
, Q 2
¥ € V2.

u(0) = us 6(0) = 00
2.1. Remarque sur le cas Po =0, Fl contenu dans un plan.

La condition de coercivité (2.12) de la forme bilinéaire a(.,.)
intervient de fagon fundamentale dans le théoreme d'existence pour (2.18).
Si FO =@ ,ona v, = [HI(Q)]3 et d'aprés DUVAUT-LIONS [1] , page 133,
(2.12) reste vraie si Fl n'est pas plane. Si ce n'est pas le cas on
peut trouver v e[Hl(Q)]3 » Vv # 0, tel que a(v,v) = 0, de sorte que (2.12)

n'a pas lieu.

Sdit
1
(2.199 R = {v e[Hl(Q)]3 | v(x) =a+ bax ; a,b eIR3} )

On montre (cf. DUVAUT-LIONS [1] ) que

-

(2.20) al(v,v) = 0 équivaut 3 v ¢ R.

Puisque a(v,v) = 0 si et seulement si al(v,v) =0 et./f. vﬁ dal' = 0,

I‘l
on déduit que

(2.21) a(v,ﬁ) =0 équivaut & v ¢ R, v,, = 0 sur Fl.

N

(]) Ensemble des déplacements rigides.



-16-

Autrement dit, si n est le vecteur normal au plan soutenant Fl

v(x) = a+tbA x x € , a,b ejm3.

(2.22) a(v,v) =0 si et seulement si

atb Ax orthogonal a2 n, x eFl.

On introduit le sous-espace fermé

1 3 _ 3
(2.23) s =1{ve[H Q)] : v(x) = a+b Ax, vy~ 0 sur Fl, a,b e R’}
et l'espace quotient

iy 1 3
(2.24) Vv, =V/s =[H @)]/s
avec
(2.25) u={usE:Eest,llafl, = inf [[wE |, * uelH' @7,
EeS

Pour ﬁ, vV € Vl’ on définit

(2.26) a(a,v) =a(u,v) , ue G, vev.

a(.,.) est une forme bilindaire continue sur 61, bien définie d'aprés
(2.21).

Proposition 2.1,

81 § est borné de frontidre réguliére, alors :

(2.27) a@,v) 2 o || v Hf . ¥WeV, , a >0

1

Démonstration :

Le cas Pl =@ (i.e. S =R, a(.,.) = al(.,.)) est étudié dans
DUVAUT-LIONS [1] page 117. Nous suivons la méme technique.

L'inégalité de Korn est vraie dans



_17_

(2.28) / E;ij(v) eij(v)dx +f vi?idx 2 c(@) ﬂv“% Yv € v

Y]
De (1.6) on obtient :

a(v,v) = al(v,v)+nA- vf]dl‘ > u%fij (v) eij (v)dx + r{ VI%I dar
, 1 1

Q

Puisque 1'inégalité inverse de (2.28) est &vidente, on a :

(2.29) ||v|l; = inf |[v#E ||, < B inf [lv+ &;If + (W) ,

EeS EeS
1
ot e(v) = /eij(v) ey;(v) dx O owernt@a®.
Q

On voit, donc, qu'il suffit de montrer que

(2.30) e (v) +f vf] d' =2 w. inf [}v+ EI% + ()]
Ty
£eS

Soit
P: [LZ(Q)]3 > 8

1'opérateur de projection orthogonal sur S dans HI' Alors,

inf |v+ €|? = |V-PV|% s

EeS

-

de sorte que (2.35) revient @ montrer que

e(v) + / v2 ar 2 c |v-Bv]| % , WeV .
r N 1
i .

En remplagant v par v Iv-Plel on conduit & ce qu'il faut montrer :

(2.31) e(v) +/ VI% dr 2C >0 Vv ¢ V], |v—Pv|l =1
Iy

(l) €(V+€)v= e(v), pour & €S .
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On raisonne par l'absurde. Si (2.31) est inexact, il existe une suite

(vd) telle que

2
(2.32) Yy eVl ’ |vd- sz|l'= 1, E(vd) t/(. Vo ar > 0

Tl N

Mais alors, si 1l'on pose
(2.33) Wy = Yy T Pv s

puisque Pvd € S ona

(2.34) e () +/ ng ar = e,) +/ viN ar .

I I

Par conséquence, la suite (wa) vérifie :

) 2
(235  w eV, o ly =1, e@) + f w0
Iy

D'aprés 1'inégalité de Korn, on a ”wdll < C
On peut donc extraire une sous-suite, encore notée Wy s telle que

(2.36) wa > w dans Vl—faible

et 1'injection Vl - [LZ(Q)] 3 étant compacte,
2 3
(2.37) w, ~ W dans (L°(Q)) ~fort.

Mais, lim inf [e(wa) + f wz arl=0 = e(w) +f sz dar

N
I I

d'ol :

e(w) = 0, f wgdl‘= 0, i.e. w eS.
T

D'autre part w, € ot sous—espace de Vl orthogonal 3 S avec le produit
scalaire de [LZ(Q)]S, d'aprés (2.37), w € st Finalement, w = 0.
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Mais alors w, 0 dans [LZ(Q)]3-fort ce qui est absurde car

CHIERE 0

Dans le cas présent, puisque PO =@ , le probléme (2.18)

s'édcrit :

u: tel0,T] =+ u(t)e [HI(Q)]3
( 0 : t e[0,T] > 6(t)e [HI(Q)] o(t) = é(t) sur Fi , 0 t <T ,

gsolution dans J10,T[ de :

(2.38)ﬁ a(u(t),v)-m@(t),v) = ~/ﬁf(t).vdx+.)r F(t).vdl W¥ve Vl.
Q Ty
®'(€),9) y+ K@ (£),0)+ m(d,u’ (D)= [a(e)dax - [ swear W <v,.
k Q Iy

Comme on a déja signalé, si v e S, a(u,v) =0, Vue V,.

De plus, d'aprés la définition de m -cf. (2.17)5 il est évident que
(2.39) ¥w e R, m(p,v) =0 ¥ e HZ'

On déduit, donc, que (2.38) n'est possible que si
(2.40) Wv e S : ff(t).vdx+f F(t).vdar= o ()

Q Ty

ce qui permet de définir la forme linéaire continue sur V,

(2.41) <l'>l(t),\.r> = ff(t)'.vdx +f F(t).vdl' , v e v, V € Vl'
T

Q
Dés que (2.34) est vérifié on peut définir la forme bilinéaire continue

sur H2x Vl
2.42) m(p,Vv) = m($p,v) vev, Ve Vl’ de HZ'

et finalement, si (2.40) a lieu, (2.38) é&quivaut a

(1) Voir DUVAUT-LIONS [1] pour interprétation mécanique.
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a(a(t),v) - m(8(t),v) = <Bl(c),x}> Woe ‘}1

(2.43) .
(87 () 4),+ k(B (r) )+ m(d,a’ (&) = [ a(6)p ax -
2
—f g(t)¢ dr ¥ € VZ'
p

D'aprés la proposition 2.1, a(.,.) est Vl—elliptique et ce probléme est
dans les mémes hypothé&ses que (2.18) pour le théoréme d'existence et
unicité. L'unicité de G signifie que la solution u est définie 3 un

déplacement rigide £ , tel que EN = 0, quelconque prés. 0
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3. THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE.

Nous allons dans la suite résoudre le probléme (2.18) au sens des dis-
tributions sur JO,T[ . Les propriéfés (2.5) des coefficients et certaine
régularité des données (2.4) interviennent pour l'obtention d'un théoréme
d'existence de solutions fortes. Ci-apr&s nous enongons le théoréme

général. La démonstration serait faite en plusieurs &tapes :

Théoréme 3.1. En supposant :

@) E8,8" e 120,012 @717 5 B, FLEY € 120,100 () 1),

3.2 aq' < POn @) 5 e 8 e 120,15 LT,

U est restriction a'Tox(O,T) de U, avec
3.3) 1/2

u, o', u" e L20,1; 2(r)1%).

0 est restriction 3 T ,x(0,T) de 0O, avec
1

(3.4) : 2 1/2

e , ©,0"e L7(O,T ; H ).

]

1,03 o . 1 2
(3.5) u € (H (@1, u 1(0) sur FO 5 60 e H (), 60 = 6(0) sur T

1

(3.6) a(uo,v) - m(eo,v) = JQ £f(0).v dx + JF F(O).vdl' , ¥v ¢ Vl.

alors, il existe un et un seul .couple (u,0) solution de (2.18), vérifiant :
(3.7 uel™0,1 ; r'®1Y, v e 20,7 ; @Y.

(3.8) 8 ¢1700,T; ENQ) , 0 e L2(0,T ; L2@). O

Remarque 3.1. : Les hypoth&ses prises ci-—dessus peuvent &tre affaiblies

(cf Remarque 3.2). Si on suppose aijkh € Cw(ﬁ), u, € [HZ(Q)]3, mij € Cm(ﬁb,
60 € HZ(Q), alors (3.5) et (3.6) peuvent &tre interprétées formellement par
la vérification au sens des distributions de :

d

] .
- 5;; [aijkh ekh(uo)] + 5;; [mijeo] = fi(O) 1<i<3

oiT(uo’eo) = 0 sur Pl 1<1<3.

on (uo,eo) + 1N unN - 0 sur Fl
Uij(uo,eo) nj = Fi(O) sur Pz ¥5153. a

Tout ce qui reste de la Section est consacrée 3 la démonstration du théoréme
3.1.
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3.1. Transformation du probléme :

. Les hypothéses (3.3) et (3.4) entrainent l'existence de &,A
vérifiant : (cf. DUVAUT-LIONS [1], LIONS-MAGENES [1], vol. 2)

(3.9) ¢, ¢',0" < 120,75 '@7T?) 5 ¢ = & sur I x(0,T).
(3.10) A, A',A" € L2(0,T ; 1) ; A =8 sur I x(0,1).

On pose :

- (n
(3.11) ¥ =u¢, § = uo.-¢(0), B =6-A, 6, =8, — A0

Si (u,0) est la seule solution de (2.18) vérifiant (3.7) (3.8) alors

(5,5)_e&t.lauseule solution du probléme suivant :

u:tel0,T1>0(t) eV,, B :tel0,T1>8(t) eV

1’ 2

a(ﬁ(ﬁ),v) - m(g(t),v) = <L1(t),v> ¥v ¢ Vl'

(3.12){ _ .
(8'(t),2), + k(B(t),2z) + m(z,u'(t)) = <Ly(t),z> ¥z e V),

u(0) = uos 8(0) = 60.
vérifiant :

2 e L7(0,T ; V), 3 e L2(0,T ; V).
(3.13)

~

§ ¢ L7(0,T ; v,) 8" e 20,1 ; 12(@)) @

‘ol Ll(t) € Vi ~dual de Vl-, LZ(t) € Vé définis par :

(3.14) < Ll(t),v> = J f(t).v dx + IF F(t). v dI' - a(¢p(t),v) + m(A(t),Vv),vV
Q 2 '
q(t) =z dx - Jrg(t)z dT -(A'(t).Z)z-k(A(t),Z)—m(Zs¢'(

ze V2. g

Tout revient, alors, 3 montrer l'existence et 1l'unicité@ de la solution

(3.15) <t2(t),z> = J
93

de (3.12) vérifiant (3.13). Nous ferons cette démonstration dans le cadre
abstrait oili n'interviennent que les formes a, m, k, Ll’ L2 et les espaces

Vi’ Hi (1<ix2). O

(D La régularité de &,A dans (3.9) (3.10) entraine ¢ € Cl([O,T];[Hl(Q)]3

A e clro,T1; B @@)).

(2) Les hypothé&ses (3.9) (3.10) entrainent ¢,¢' € L”(0,T ;[HI(Q)]3),
A A € L7(0,T;E(Q)), done A' ¢ L2(0,T;L2(@)).
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‘Théoréme 3.2. Si on suppose que :

2 i 2
(3.16) L L' 1 L'l' e L (O,T);Vi) : L2,Lé e L7(0,T ; Vé)

1 6’0 € V, vérifiant : a(ﬁo,v) - m('éo,v) =<L,(0),v> ¥vel

alors (3.12) admet une et une seule solution (u,8) vérifiant (3.13). 0

(3.17) u""o eV

Remarque 3.2.

Pulsque dans notre probléme Ll’ L., sont donnés par (3.14) - (3.15) on

2
dedult que d&s que (3.1) et (3.2) sont vérifi&s pour (3.16) il suffit d'avoir :

bs "5 9" € L (0,T;[H (Q)] ) 5 MY € L 0,T ; H (Q)), A" € L (O,T;L ),
plus faible que (3.10).

D'autre part (3.5) et (3.6) entrainent bien (3.17). On constate, donc,
que la prise des conditions initiales prises arbitrairement peuvent amener

3 un probléme sans solution.

3.2. Démohstration du théoréme 3.1.

Puisque les espaces Vl’ V., sont séparables on peut ch01s1r des "bases"

.2
dénombrables {wl,w;, cees W ..., (1si<2), telles que {w .o W } ¥m>1
sont linéairement ind&pendants et les combinaisons linéaires finies des w;

sont denses dans Vi (1<i<2). On supposera (ce qui est loisible) :
2 2. .
(3.18) (wk,wj)2 = ij ki >1.

1

(3.19) u, =W, Qo‘= |9°|2 w

. i i o i i e
soit [wl,...,wm] - le sous-espace généré par Ve W, On définit um(t),em(t),‘

solution approchée d'ordre m, de (3.12) par :
~ P 1, ~ .2 .2
um(t) € qm_[wl""’“ﬁj’ 6m(t) € Vzm-[wl,...,ﬁm], 0<t<T,

a(ﬁm(t);,v) - m(@m(t),v) =<L(t),v>, W eV .

(51;(t), D, + k(?)'m(t), 2) + m(z,ﬁn'n(t)) = <L, (t),z> VzeV,

um(O) = u Gm(O) = 90
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En posant :

[
ne~mB
09 2

e
B
~
t
N
£
e —
D
=
~
t
~
]
n~MB
=
€

Em(t.)

le probléme (3.20) équivaut 3 la résolution d'un systéme différentiel de

la forme :

(ad {8 (0} ‘M1 E (0} = {1 (0}
.21y (B} + KT B (0} + M {gh(D)} = {L, ()}
{h (0} = {8} {5 (0}= {g]}

avec les matrices symétriques d'ordre m x m

2 . .
[Am]ij = a(wi,w;B, [Km]ij = k(wi,wg) 1<i, j<m.
et ¢
2 ot £, |t
[Mm]ij = m(wi’wj)’ {Em} = (Elmr---’gmm)’ {Bm}‘ (Blm""’smm)'

(L, (0) =561 (€)1 50yl (8, wl9),  (sis2 ).
(8,0} = "@ (), g (), (B (O} = “E,_(0,....5_(0).

La matrice [Am] est symétrique et définie positive comme conséquence
directe de la coercivité (2.12) de a(.,.). Donc [Am]—l est aussi symé-

trique et définie positive :

1

3.22) (a1 xx) = v Ix12 ¥x e R® (v >0).

De (3.16) on tire que L _ ¢ cl(ro,T1 ; RY, L, € C([0,T] ; BY)

de sorte que la solution de (3.21) vérifie :

~ o~ 1 m

g B e C (00,115 ™ 0
"'l t N' ~ _ ~ _

(3.23) (T +0M 10A ] M 11 {h)(e)} + [k 1 {h ()} = {L_(B)}, {&_(0)} = {B}.

By} = A1 () + "1 B (031, (5O} = {g).

Réciproquement toute solution de (3.23) est solution de (3.21).

D )= @ - 1 a1 o).
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Mais (3.23) a une solution unique parce que Lm € C([O,T];Bfn)

et la matrice Sm = Im + [Mm] [Am]_1 t[M ] est inversible parce que (-1)
n'est pas valeur propre de [Mm] [Am]—1 t[Mm]. En effet, en supposant
1l'existence de x eIRm, x # 0, |x|] =1 tel que :

-1t _
[Mm] [Am] [Mm]x = -X

on aura la relation suivante :

1 1

=1 = (-x,x) = (Mm[Am]_ [ﬁm]x,X) = ([a 1" t[Mm]X’t[MmJX)ZYlt[Mm]XIZ 2 0.

qui est absurde.

Ainsi, l'existence de hm est assurée. De plus, si {gm} est définie

par (3.23), alors {Em(O)} = {g_}, d'aprés 1'hypothase (3.17).
On a montré&, donc, que (3.20) admet une solution unique pour

vérifiant :
~ 1 ~ 1 .
(3.24) u e C([0,T]; Vs 6 € C°(C0,TI; V,). O

-

3.2.1. Estimations a priori (I) :

En prenant dans (3.20), v = ;;(t), z = gm(t) et en additionnant, on

obtient pour t quelconque :

a(u (£),u! (£)) + (B (£),8_(£)), + k(B_(£),8_(£))=L (£),u!(£) =< L, (t),8 (t) >

ou bien :
1 d ..~ ~ 1 d 2 ~ ~ _
7 dc [a(um(t),um(t))] 3 It lem(t)lz + k(em(t), em(t)) =
(3.25) d L ~
= 3t < Ll (v) ,um(t) >] - <L1(t) ,um(t) > Lz(t),em(t) >
Par intégration en (O,t) on a : ‘
: t

3 2 (0,3 (0) + 5 18 ()12 + JO k(@ (s), B_(s)) ds =

(3.26) - 3 a(Go’:{o_) +'% I'é'olz +j<Ll(t)’ rl‘m(t)> - <L1(0)’50> -

» 2
t
[<L](s), u (8)> = <L,(s), 6m<s)>1 ds.

I
S————ey N

(0]



=26~

Soit | IIi* la norme dans V{ (1<i<2). Alors, car tous les termes
a gauche de (3.26) sont positifs, en utilisant la continuité de a(.,.),

Li(t) et Li(t) (1<i<2) on aura (D :

—

t ~ ~
5 aG (), T ) + 5 8 (D] + Jo k@ (),8_(s)) ds <

N

G.2m) s e LI N2 « 815 + 1L, @113+ ¢, 1L 11, 13 (011,

t o t ~
+ ey fo LI L, HE () 11 ds + ¢, Jolle(s>1|2*|lem<s)||2 ds

Soit A > O quelconque. Alors, (2.12) et (2.15) entrainent 1'existence

de 0ps0y > 0 telles que
~ ~ ~ 2
k@ (6,8 (£)) 20,118 (0112 - 118 (012
m' "’ m 2" m 2 m 2
de sorte que de (3.27) s'obtient :
1 ~ 2 | 2 ~ 2
Lol @12+ L5 ®12+aq, Jollem(s>||2 s
: ' o
~ 2 ~ 2 2 2 l,,~ 2
< e LT 2 #1812+, @ 112,31 + o, 1L @ 112+ 1T (0112
t ~ 2 t , (1
ey | @1 s e, JOIILI(S)II dsr2 [ol 18000 12

t 2 T o~ 2
s [olIyI 11, as +2 [ 18,012 as
t
D'aprés 1'égalité Ll(t) = Ll(O) + [O Li(s) ds on a :
L (12, < 211, @ 112, + ¢ |- 1LI(s) 112, ds
1 1 1 1% o ' 1%
de sorte que 1'inégalité précédente donne :

o 0, rt 2
1 ~ 2 | I 2 2 ~
LG n? « L5 12 7;-J0 1B 11, ds

o t ) t
@:28) s L G 1T+ 815 + HL,@ 11y, + [y 1Lje 112, @ + [ol1,e11

t
+ A J |8 (s)l2 ds + c, JO |la (s)l[1 ds.

(1) Dans la suite C désigne les constantes différentes. De plus, on utilis
14,
souvent que 2a28“ab < ca +Bb , O,B >0.
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T
LI} 2 =~]

[] . 2 : 2
o LHE YT+ TILy () 1], ] ds,
et
o (t) = |la (0112 + 18 (012, ostst
m m 1 m 2° I

Alors (3.28) entraine :

t
®_(t) + J 2

e ~ 2 2 2
118, ()15 ds < e Cllu 113 +18 12411z @117, +111Li11%

0
t .
* e, IO ¢ (s) ds

d'ot
t

¢m(t) < cl'+‘c2 J Qm(s) ds, O<t<T.

0

D'aprés 1'inégalité de Gronwall :

czt

@m(t) <c, e , O<t<T,

1
Alors, on trouve Ml >0, indépendante de m, telle que

“um(t)lll + [em(t)l2 < Ml, 0<t<T.
En reprenant (3.29) on déduit l'existence de M >0, indépendante de m,
telle que ;

(3.30) 115112+ B2+ [ 18 (112 ds < v, oster
* U 1 m 2 0 m> 7’2 = i

d'olt la conclusion
. :m demeure dans un borné de Lw(O,T;Vl)

(3.31) . gm demeure dans un borné de Lw(O,T;HZ) n LZ(O,T;VZ)

lorsque m ++», [

3.2.2. Estimations 3 priori (II)

Dérivant dans (3.20) ce qui est loisible dé&s que L, ¢ Cl([O,T];V;)

]
s'obtient :

a(ul(t),v) - m@1(t),v) =<LI(0),v> W eV

Bp(0)s2), + kB (1),2) + m(zul(£)) =<L,(t),2> ¥eeV,
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En prenant v = Gé(t), z = gé(t) et additionnant :
a(@!(£), 0 (E)) + (B1(£),8)(£)),*k (B (£),81(£)) =L} (£), 0} (£ L, (), 8] (i

qui donne pour Os<ts<T :

d ~ ~ -
Frs [k(em(t),em(t))] =

N | —

a(@(e), 80 + Bl 17 +
- é% [<Li(t)’§m(t)>g —<LT(t),Em(t) >+ é%{<L2(t),§m<t) 3] '<Lé(t),§m(t) x

Encore, par intégration dans (0,t) :

t - N t . N
Jo a(u[;(S),ut'n(S)) ds + Jo lel;(S) I; ds + -;— k(em(t),em(t) =

~ ~o ~e ~ t ~
= %-k(em(O),em(O)) + <Li(t),um(t)> - <Li(0),um(0) >-Io <LT(s),um(s) >ds

~ ~ t ~
+ <L,(1),6 (t)>- <L2(0),6m(0) > - IO <Lé(s),9m(8)f>d8-

Les trois termes 3 gauche étant positifs on a :

t ~ ~ t . ~ ~
fo a@! (s),u'(s))ds + jole;<s)|§ ds + 3 k(@ (0,8 () <

1A

2 ~ ~
e 118115 + ey LI 1 1B (0 11 + eyl LI 1T, 113 |1, +

+

t ~ ~
¢, Jo HLY ) 11, () 11 jds + e L, (o) 1, 1B (6) [1,%e, 1L, (1,

+

t
, )
ey [ 1511, 118,11, ds <
0

~ .2 2 , 2 2 ~ 2 2
s ¢ L1811, +IIUJ|1 +l|Ll(0)l|1*+llL2(0)|IZ* +02|lum(t)||1+c3|lLi(t)|ll*
~ t . 2 t 2
1]
+ C4||L2(t)|12*||9m(t)||2 * e Iollum(s)lll.ds +cg JOIILI(S)lll* ds +

t 2 t . 2
3]
+ C7 JOIILZ(S)IIZ* dS + c8 Jollem(s)llz dS.
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Utilisant encore une fois (2.12) et (2.15) on peut l'écrire :
(3.32) o | 11a'(s) ()2 ds + - 57¢s) 12 ds + + o, (180 112 <
) 1)y m 1 o 'm 2 2 %21 n 2 -

. . t
~ T2 ~ 2 2 2 2 2
c LI, 1Ty +11u, 117 +||L;<o>||1*+1|L2<0>||2*J+c2|1L;<t>||1*+c3IOIIL§(s>|}2§s

IA

<+

RN S 2 %9 02 1 2
e | O I8 + esl Ly i, + TR 1 + 7 (5O, *

M @ s R e I ds 110 1121
% w2 R 0.lems- 2 98 *llug(e) Iy d.

t t
LY(S) ds, L2(t) = L2(0)+ J Lé(s) ds, s'obtient

De Li(t) = Li(O) + J
0

(0]

' 2
L (0 117,

IA

21 @112+ e [ 1110112 ds
1 1% 0 1 1%

IA

: 2 2 t ' 2
L, () (15, = 211L, (0 15+ < JO|IL2(s>1|2* ds

et (3.32) devient :
ot ‘ t ,
' ~1 2 A 2 Y 2
[ollum(s)lll ds [0 182 (s) 15 ds + LB 115 <

+

e 1B 12 H1E 2L O 112 4 11L, @ 112 2ve, (| Trmmesy 112 4118t o) 1B
1LH8Hy *ilug ik 1 HEg O g Jrep (f LHE (X +HILy (o) 1l Jde)

vt (@ as + [ 112 ds + 115 @112 415012 ]
3 o um s 1 8 0 m s 2 s um 1 | m I2

) 2 (T 2 2
soit [IL'[]] J (1L 112, +1Lye) 112,7 as
: (0]

de fagon que :

t t
RO N CHOTER TR RO

+

G 02~ 2 . 2 |
< oy DHE IS +11G 1% +1Ly @ 112 s, 112, +1 L2 1
t
+

t .
~ 2 ~ ~ ~ :
c, L JO Hum(S)H1 Qs + Io llem(s)llg ds +||um(t)|]f+|em(t)|§ 7. e
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D'aprés (3.31), il existe une constante C, indépendante de m telle que

- t
||G;(c)||f < C et J ||Gﬁ(s)||f ds < C, O<t<T.
0
S 2 t . 2
lem(t‘)l2 < C et J ||em(s)]]2 ds < C, O<t<T.
0

Donc, finallement, on trouve une constante M, indépendante de m, telle

que :
t

t
a' 2 Y-y 2 ~ 2
(3.34) I Ilum(S)lIl ds + JO,IGmCS)Iz ds + ||em(t)||2 <M, O<t<T

Y

d'oli la conclusion

. u; demeure dans un borné
(3.35) . 6; demeure dans un borné

. Bm demeure dans un borné

lorsque m > + o [J

Unifiant (3.31) et (3.35) on obtient :

S ou demeure dans un borné

ué demeure dans un borné

3.36 ~ .
( ) . em demeure dans un borné
. 6; demeure dans un borné

lorsque m + +®, [J

3.2.3. - u et & comme limite de §_,

de

de

de

de

de

de
de

~

u .

On déduitgde (3.36) 1'existence des

L2(0,T; vy
2,
"L (O,T,. Hz)

L7(0,T; V).

L*(0,T; V))
L2(0,T; Vl)

LZ(O,T; HZ)

sous—suites {Gv},’{§§} telles

que : ;
Gv + u dans L°(0,T; VI) faible-étoile M
%' + %' dans 1L2(0,T; V.) faible
(3.3 ¥ . !
Gv + 0 dans L (0,T; VZ) faible-étoile
56 + 8 dans L%(0,T; H,) faible
lorsque v > 4o,
m [T

Jo : 0

T S
<uv(t),g.'(t;) >dt » Jf <u(t),z(t) dt, pour tout z € LI(O’T;V:)
4
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Alors, u et B vérifient bien (3.13) et il reste a vérifier qu'ils

sont solution de (3.12).

Soit j fixé& et v > j. Alors (3.20) est valable avec m = y et

(3.38) 2= 2(t) = a(x) wJ? , z e CNCO,TI), =z(T) = o.
(3.39) v = v(t) = y(t) le , v e clo, T, w(T = o.

qui vient :

S (e, v () = @ (0,3, () = <Ly (), vy (0)> = 0

(?’3.2;65 "(-é'\;(,_ti), 25(t), + k.('é'v(t),zj(t))+m(zj(t) ,E\')(t))< Lz(t) ,.zj(t) >=0

¥ 25 Yy donnés par (3.38) - (3.39).
Puisque
~ _d -~ o »
@y (0,2, (), = ¢ LG (0),2,(),1 = @ (0),2! (D)),
intégrant (3.40) sur (0,T) on a :

T
Io[a(uv(t),vj(t))-m(ev(t).vj (t)) - <Ll(1:).vj (t)>] dt =0

T
Jo [=(8, (£, 2} (£2) ,#k (B (1), 2; (£))+m(z; (£),u3(£)) <L, ()2, (e) 5] de =

_5_(e°,zj(o)) ¥ zj,vj donnés par (3.38)-‘3.39).

Grace 3 (3.37) on peut passer 3 la limite dans'v et :
T

~ ~ l
] LaGE(),w)) = m@(),w;) - <Ly (0),u35) (&) dt = O,
0o

. T
(3.41 T

- @) 2 (1 dee] RE©)wDemE T ()<L (0) 1w 02(0) de =

0 o
= B, 20)  ¥zue Cl(LO,T), Z(T) (D) = 0.

Pﬁisque“(3.4l) est valable pour z,) ¢ D(0,T) on a au sens des distri-

butions sur (0,T)

a(;(t),tgjl) —_m(E/gt),wJ;‘) =<Ll(t),wjl>

F [E®,, + k@ ) (s, B() =<, (®),w;>
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Les combinaisons linéaires finies des wj sont denses dans Vi’ donc

au sens des distributions sur (0,T)

& LE®,2,1 + kE®),2 + 12T (t) = <L, (0,25 , ¥z V

a(u(t),v) = m(8(L),v) = <L (£),v>, WV,
(3.42){
dt

2

Mais comme 6'e LZ(O,T; HZ)’ (3.42) équivaut 3
a@(8),v) - n(B(t),v) = <L (£),v>, ¥v € V).
(3.43) ~ ~ ~
(e'(t), 2, + k(8(t), 2 + m(zu'(t)) =<L,(t),2> ¥ze v,

de sorte que G,g vérifient (3.12), les conditions initiales &tant vérifiée

comme on le voit ci-dessous. ]

Soit z e C([0,T1), «T) = 0. D'aprés (3.43), pour j >0

T
[ 1@ @, o) @0, owdymcaen? 5 @)1 ¢ -
0

T 2
= J <L2(t) wZ{t)w, > dt
0 ]

et encore, car
@' (1), d)wd), = S [@E),2()w2). 1 - B(E),2! (t)wd)
» 2BV, T Tt »2(t)wy), SEARARFY

T

(3.44) [ SCON <t>w§)2+k(€(c),z(t)w§>+m<z<c>w§,5'<t>)~<L2<t>,zJ.<c>w§ s dt=

0
= @, z09, ¥ze 0,1, 2D - o.
Comparant (3.44) et (3.41) on voit que :

(6(0),W§)Zz(0)=(§o,w§)zz(0) ¥z ¢ Cl([O,T]),Z(T)=O, ¥j: >0.

ce qui donne bien 5(0) = 30.

Dérivant dans (3.43)-L1 € Cl([O,T];Vi)- on a :

(3.45) é% [a(u(t),v) - m(B(t),v)] = <Li(t),v > WveV,

. Puisque u' «¢ L2(0,T;V1) et 0' ¢ L2(O,T;H2), (3.45) équivaut 3 :

a(u'(t),v) - m@'(t),v) = <L{(t),V'> > ¥oe V.
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Soit 2z € Cl([O,T]), z(T) = 0 et j: >0. On aura :

T ’ .
(3.46) J a(E'(t),z(t)w;) - m(g'(t),z(t)w;)—<Li(t),z(t)w; 3 dt=0
0

et car
a(3' (), z(c)wJ:‘>= £ o), Z(t)wJ'-l)] —a(3(t), z'(t)wj’>.
@ ® ,HZ(f)w;_) = 4t LE®, %Ov ] - a @), (©)w) -

K ';-vv =y 5 l oot ._g._' CERVAR e\ l - ‘N, ot - 1
<L1(t),z(t)wj >= dt[.<.Ll(_t:.),z(t)‘.1j 5] <Ll(t),z (t)wj >

T |
I [-a(3(t), 2 (D)wD) + m@B(E), 2’ (t),w)) + <Ll(t),z'(t)w} 5 dt =
0 J J J

- a(@(©@), «0)w)) - a(@(0), 20)u) - <L (0, z<o>wj’>.

Grace 3 la premidre équation de (3.43), le membre 3 gauche de (3.47)

est nul, donc, puisque 6(0) = 50

3(@(0),9) %0) = [m(@,,w )<L, @ ,uf 3 x0), ¥ >0,
¥z e C'(0,1), «T) = o0,

D'aprés l'hypothése (3.17), le second membre de (3.48) est

a(;;,w;)z(o), et alors
a(i(0),5)2(0) = a(3,,w})2(0), ¥i >0, ¥z ¢ C'([0,T1),=(T) = 0.
Finalement, on obtientv;(o) = Go’ car ||]ul]] = a(u,u)l/2 est une

norme dans Vl équivalente 3 || Ill' O

3.2.4. Démonstration de 1'unicité :

~

IEO,LZEd,u°=O, @'o=o,alors
la seule solution de (3.12) vérifiant (3.13) est & = 0, @ = 0. Soit,

I1 suffit de démontrer que si L

donc, u et O satisfaisant (3.13) et
(aCu(t),v) - m(B(t),v) =0, ¥v ¢ v,
(3.49) @' (t),2), + k(B(t),2) + m(z,u'(t)) =0, ¥Z eV
§(0) =0, u(0) = o.

2
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Alors, il est loisible de prendre v = ;'(t),zg(t), donc :
a(u(t),u'(t)) - m(8(t),u'(t)) =0
(8" (£),8(6)), + k(B(£),8(e)) + m(B(£),u"(£)) = 0
et en additionnant :

Par intégration dans (0,T) on trouve :

t
%amoﬁu»+§ﬁun§+Jk@@L&w)a
0

Tous les termes a gauche &tant positifs, i fortiori

o, O<t<T.

a(u(t),u(t)) =0, [B(t)| = o0, 0<t<T

et u=0,0=0.0



33

REFERENCES

ADAMS, R.A.
13 Sobolev Spaces. Academic Press New York, 1975.

CARLSON, DONALD E.
[1] Linear thermoelasticity. Enciclopedia of physics, Vol VI/a2.

~ Springer Verlag, 1972.

CIARLET, P.G.
[11] The finite element method for elliptic problems. North-Holland, 1978.

DAFERMOS, C.M.
[1] On the existence and asymptotic stability of solutions to the equations

of linear thermoelasticity. Arch. Rat. Mech. Anal., Vol 29, 1967.

DUVAUT, G.
[1] Free boundary problem connected with thermoelasticity and unilateral

contact (A paraitre).

DUVAUT, G - LIONS, J.L.

[1] Les inéquations en mécanique et en physique. Dunod, Paris 1972.

(2] 1Inéquations en thermoélasticité et magnetohydrodinamique. Arch. Rat.
Mech. Anal. vol 46, n°4, 1972.

LANDAU, L. - LIPSHITZ, E.

[1] Théorie d'élasticité. Miv. Moscou 1967.

LIONS, J.L.
[1] Equations différentielles opérationnelles et problémes aux limites

Springer Verlag. Collection Jaume t. III. 1961.

[2] Control optimal de systémes gouvernés par des &quations aux dérivées

partielles. Dunod, Paris 1968.

LIONS, J.L. - MAGENES, E.
[1] Problémes aux limites non homogénes et applications. Vol. 1,2. Dunod

Paris 1968.

- MANDEL, G. )
[1] Cours de mécanique des milieux continus. Tome 2 Mécanique des solides

Gauthier-Villars, 1966.






