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RESUME

Nous &tudions ici le comportement de deux schémas num@riques
d'approximation de 1'&lastodynamique linéaire en milieu homogéne, 1'une aux
différences finies, 1'autre en éléments finis, vis & vis de la propagation
des ondes de Rayleigh qui sont des ondes de surface se propageant dans un
demi éspace homogéne avec conditions de surface libre.

Aprés avoir rappelé les propriétés de ces ondes, nous nous inté-
ressons, en adaptant la démarche faite en continu, d leur approximation. Nous
gtablissons des résultats d‘existence et de convérgence des ondes de Rayleigh
numériqués et mettons en évidence 1'existence, dans  certains cas, de phé&noménes
parasites purémént numérigues,

L'étude mende permet alors une comparaison des deux schémas analvsés.

ABSTRACT

We study here the behaviour of two dimensional schemes for the
linear é1astodynam1cs équations, one coming from discretization by finite
differences, the other by finite elements technics, in view of an approximation
of the propagation of Rayleiah waves which are surface waves that propagate
in a homogeneous half-space with free boundary conditions.

After having recalled some propertiesvof these waves, we are interes-
ted on their approximation, by adapting the approach for the continuous problem.
We establish some results of existence and convergence of numerical Rayleigh
waves and show the existéncé, in some cases, of purely numerical parasite

phenomenas.

This study allows a comparison of the two schemes.
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INTRODUCTION

Ce travail a pour but 1'&tude du comportement de schémas numériques
vis & vis de la propagation des ondes de Réiléigh. IT fait suite & un travail
réalisé par MM. BAMBERGER, CHAVENT et LAILLY, travail qui avait pour objet
1'étude des conditions de stabilité de certains schémas numériques approximant
les équations de 1'8lastodynamique (schémas aux différences finies, en &léments

finis) et 1'analyse de Teur comportement vis i vis de ]a propagation, en miliey
homogéne et isotrope, des ondes planes harmoniques homogénes.

Les ondes de Rayleigh sont des solutions particulidres des équations
de 1'&lastodynamique dans un demi espace (z 2 0) satisfaisant aux conditions
de surface Tibre (contraintes nulles sur 1a surface z = 0). Ces solutions sont
encore appelées ondes de surface car elles possédent 1la propriété de se propager
parallélement 3 1a surface libre et de s'amortir en profandeur, Tes trajectoires
des particules &tant des ellipses. Les ondes de Rayleigh s'obtiennent par la
superposition de deux ondes planes harmoniques de nature différente : une onde
P non homogéne et une onde S non homogéne. On démontre que Teur vitesse de
propagation est unique et ne dépend que des caractéristiques physiquesdu
matériau (indépendamment de la Tongueur d'onde).

Pour chacun des schémas étudiés ici, on va donc d'abord considérer
Tes. ondes S et p harmoniques numériques non homogénes et étudier leurs propristss.

On cherchera ensuite des solutions des équations des schémas s'acri-
vant comme 1la superposition d'une onde S numérique non homogéne et d'une onde
P numérique non homogéne de fagon & satisfaire les conditions de surface 1ibre
discrétisees,

Les deux schémas étudiés ici sont :

= Un schéma aux différences finies classique

- Un schéma en &léments finis Q1 avec condensation de masse.



Les résultats obtenus permettent

quand & leur comportement vis & vi

numériques.

alors de comparer Tes deux schémas
s de la propagation des ondes de Rayleigh



PREMIERE PARTIE

ETUDE THEORIQUE

Dans cette premiére partie, on reprend tout d'abord la présentation
~des ondes de Rayleigh faite dans (2) et on rappelle les principales propriétas
de ces ondes,

Puis, en ddaptant les techniques utilisées en continu, on étudie
deux schémas numériqués. On montre en quel]é mesure certaines solutions discrétes
approchent les phé&noménes continus décrit plus haut ét,on établit quelques
résultats de convergences relatives & ces solutions. On met également en évidence
1'existence de solutions parasités purement numériqués introduites par la
discrétisation du probléme. L'étude effectuée permet alors de dégager une

comparaison des deux schémas quant & leur comportement vis i vis de la propaga-
tion des ondes de surface.

L'un des points clés permettant 1'obtention des quelques résultats
de convergence est 1'étude du comportement asymptotique d'une &quation :

F(x,h) = 0 X e {0,X(h)]

ou x désigne 1'inconnue et h un paramétre de discrétisation destinég & tendre
vers 0. L'essentiel de 1'étude repose alors sur 1'application du théoréme des
fonctions implicites et le calcul de Ja dérivée d'une fonction implicite.

I1 parait important d'insister sur le volume considérable des
calculs nécessaires, méme s'i] s'agit de schémas d'approximation relativement
simples.
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I - ONDES DE RAYLEIGH CONTINUES

1 - Equations_de_1'élastodynamique en milieu homogéne

e e i o e i e o e e N e e e e e e e o o B2 o e o

SR R e e e e 0t W e s - o o B o o o

Dans un milieu homogéne, les &quations régissant les déplacements
des particules du matériau au cours du temps sont les équations de 1'élasto-
dynamique lingaire. Si U(R,t) = (up(R,t), uy(X,t), u5(X,t)) représente le
vecteur déplacement d'une particule dont la position et caractérisée par le
vecteur X, ceés &quations s'é&crivent (en 1'absence de forces de volume) :

X3 A

Uy - les équations d'équilibres
u; 3 oo,
o) = Z 1.=l,2,3
Yy 2 a1 O
Ui
é? - Les lois de comportement du matériau
o //// (Tois de 1'élasticité Tinsaire)
=, - div D
ou, 3u .
=1 J
avec €55 = ?-(§§3 + 5?;)

Xy

. Uij(;’t) est le tenseur des contraintes
. efj(;,t) est le tenseur des déplacements
. A, usont Tes coefficients de Lamé, constant en milieu homogéne

- p est la masse volumique du matériay également constante.

Ces équations peuvent encore s'écrirent :



azu1 §u1 32u1 Bzu1 82u1 azu?
p—=—= = (A + 2u) + u( == + Y+ At U —5 t
at2 axl? axlax2 .a>.<18x3 .axlaxz ax12
32u3 82u3
+ U >
3x18x3 axl
82u2 azu 82u2. 82u2 32u1 32u
p— = (A + 2u) —5 + u( + Yt g t T Y
) 3t axz 3X13X2 ax28x3 ax18x2 ax2
(S -
2 2
) ) u3 . 3 u3
9XA0X
2°73 3x2
82u3 82u3 82u3 82u3) Bzul azu1
p = (A + 2u) + R + |+ AN —— + U —x +
3 tz ax32 ax18x3 axzax3 Bx18x2 ax33
32u2 82u2
A avax, T
1773 Bx3

On peut remarquer alors que le systéme (S) est équivalent a

1'équation vectorielle :

2= . :
(1) o 2W oy AU+ (x o+ w) grdd (div )
at

B Les ondes planes

Nous allons chercher des solutions des équations de 1'élastodynamique

dans 1'espace entier sous la forme :

(2) U(Et) = ¢F(X.P - ct)

S4, P S sipep o+ i, B =B K4 AP
~-cef@

f : ¢~ € application quelconque suffisamment réguliiére.

Une telle solution est, par définition, une onde plane.
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LEMME :

On peut sans nuire & la généralité du probléme imposer les
conditions :

-celRR

-l =1siB =P 4P P eR

Démonstration :

NOTATIONS PRELIMINAIRES

- Si (U,0) « RS, Ul designe 1a norme usuelle euclidienne de RS

u.v le produit scalaire canonique de R3

. - . -> . - -
ST U=0 +4V', V=V + 4" < c3, (@V,0,V") ¢ (1R3)4
on note U.V = U'.V' - UV 4 (T Y 4 uv)
> - - - . -
]u]2 u.u ({ul2 n‘est pas nécessairement réel)

[U]] désignant 1a norme usuelle dans €3

En effet, soit o un compiexe quelcongue non nul.
En posant : F(z) = f(é)

on a f(3.X - ct) = Fla(P.X) - act)

or on a a(p.X) = (aP).X
Par suite, si on choisit o = pe” 19

aveci p = TF%H‘ 8 = Arg ¢ et ﬁl = coseﬁ' - sin8§9

il vient | Re(aP)]l = 1 et ac ¢ R




avec
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En posant P

(]
{4
©
[}
d-
O
1)

oc

ce qui démontre le lemme.

~Par suite, en injectant (2) dans (1), compte tenu de :

div U = p.d f'(5.§ - ct)

grad(div ¥) = (5.4)p f(P.X - ct)

Une condition nécessaire et suffisante pour que u soit solution

de (2) est (f &tant quelconque) :

(3)

(4)

(oc? - w12 = (A + ) (5. )P

En multipliant “"scalairement” (3) par p on obt{ent

-

(oc? - w31 @A) = (n + wIBIEE

-

=

. - .+ ) - - - -
Suivant que p.d est nul ou non, on va gétre amené a distinguer

deux grandes familles de solutions.
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B LES ONDES P NON HOMOGENES

Ce sont les solutions qui correspondent i (3.3) # 0.
Albrs,
(5) (A + 2u) [B|? = oc?

Soit, compte tenu de ||| = 1

(6) O+ 2u)((1 - 3% + 20 3. B")= pc2
Comme c2 ¢ R, (6) = gﬁ'.‘ﬁ" =0
(A +2u) (1 - [[B*)|2) = oc?

2

[ >u iy 2 ‘
Donc P 1 pr et (1 - ”B ) = ) : 2y ©

Introduisons alors :

VFj = 2 ; 2u vitesse de propagation des ondes P homogénes
2
il vient : 3|12 = 1 - £
. vp-

D'oud nécessairement :

- Jc| s Vp

' 2
o LR ‘/1 "7

p

Si on revient alors 3 (3) on obtient :

3 a e € tqg E = aE



Avec :

Oxzﬂ'ﬁ“) Ta

de 1'espace.

" - Les lieux d'
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Par conséquent, quitte & changer f -~ of on peut supposer 3 = E.

On obtient alors comme solution :

Ux,t) = p f(p.X - ct)
- R et <V
ceRet|c| s b
--5:3""13" ol “EIH =1"5|.‘6n=0
-y S
p - V2
P

- f : ¢~ € quelconque réguliére

En choisissant convenablement les axes de :coordonnées (Oxzﬂ'ﬁ',
solution s'écrit :

u(X,t) = ?f fx; + 1 ! -~;?- X, - ct) avec . _ A 2
p 2 =1 T2

Yp

On remarque que la solution obtenue ne dépend que de deux coordonnées

I1-s'agit des ondes P non homogénes, caractérisées par :

- Propagation de 1'onde dans l1a direction p' a une vitesse C

bornée par Vp,

-

(On remaraue en effet que G(§‘+ apt,t) = u(?, t - %J)

dtat vibratoire uniforme sont des droites orthogonales

au plan (E’,E") (donc en particulier & 1a direction de propagation).

- « .. -
- Le vecteur U reste "colingaire" au vecteur p'.
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CAS PARTICULIER : LES ONDES P HOMOGENES

Ce sont les solutions correspondant au cas :

-¥ze €, f(z) eR ==§> Ta solution ne dépend que d'une

-PeR coordonnée d'espace
Alors nécessairement :

-c =V (P =
c =V, (p" =0)

-deR
L'onde P homogéne est alors caractérisée par :

- la vitesse de propagation est &gale a Vp,

Tes lieux d'état vibratoire uniforme sont des plans orthogonaux

aux vecteur P direction de propragation,

les particules se déptacent colinéairement 3 la direction de
propagation.

-
=

A’
\74

v

Remargue : La vitesse Vp de propagation des ondes P homogénes ne dépend que

du matériau. Elle apparait en outre comme la borne Ssupérieure de la
vitesse de propagation des ondes P non homogénes.



E Les ondes S non homogénes

Ce sont les solutions correspondant @ _6.'5 = 0.
. 2 > 2 > 1 2 P el
Mors (3)=> oc” = ulp|® = ((1 - |p™) + 21 p7-P e

oc? e R = %u(l - 131 = ¢?
53 =0

Donc p' L1 p" et 1 - Il'ﬁ'uz = -% 2.

. : _ald
On introduit alors Ve -g-p-— (VS < VP)

2
i1 vient [P%=1-S5—.

Vé

D'ou nécessairement {\Cl < Vg

2
[EN =§}1 - fé—

S
On obtient alors comme solution :

> >

Si on pose (dans la base (p', ", W)

d

-+I _>ll >
dlp + dzp + d3 w

La condition d.p = 0 s'dcrit dy + idy, = 0

U =1df(p.X - ct)
Avec ceRet jc| <V
1 2y Zu
p:p'.g.]p"ou HEH_19pp =0
el =gt - =
VZ
S

. f:C -~ C réguliére
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En choisissant toujours OXIA’E' et OXZA’B" la solution
obtenue peut s'écrire :

>, > dl 2 2
Uu(x,t) = { d, | f(x,+iq/l - S x¢ - ct)
2 1 2

Vs
. c2
avec d1 + iq/l -=;§— d2 =0
S

On remarque que cette solution ne dépend & nouveau que de deyx
coordonnées d'espace.

Ces ondes S non homogénes sont caractérisees par :

- Propagation de 1'onde dans la direction 5“ d une vitesse
bornée par VS

(car E(Y + Aﬁ',t) = U(x,t —wé))

- Les Tieux d'atat vibratoire uniforme sont des droites
orthogonales au plan (E',E") (donc en particulier 3 1a
direction de propagation)

~

+ . . _ . - . .
- Le vecteur u reste "colindaire" & un vecteur fixe.

. CAS PARTICULIER : Les ondes S homogénes

Ce sont les solutions correspondant 3
. p,d,f € R =) nécessairement ¢ = Ve (p" = 0)
La solution ne dépend plus que d'une coordonnée d'espace.

L'onde S homogéne est caractérisée par :
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- Propagation dans la direction B a la vitesse Vg

- Les lieux d'état vibratoire uniforme sont -des plans
orthogonaux & la direction de propagation

- Le déplacement des particules est orthogonal & 1a direction
de propagation.

Exemple :
! LAY -
77
_——y
N 7
p

Remarque : La vitesse VS de propagation des ondes S homogénes apparafit,
15 encore, comme la borne supérieure de 1a vitesse de propagation des
ondes S non homogénes.

Ce sont les ondes planes associges a :
+
f(z) = oe ac€, keR

g Ondes P harmoniques non homogénes

Ces solutions s'écrivent :
u(?,t) = ap exp i(?.? - wt) exp - kE“.?

- k= kﬁ' vecteur d'onde (ﬁ,E" = 0)

k]l nombre d'onde

t
Fay
1}

~-w=kceR w s,kVp pulsation

%; Tongueur d'onde

1
>
1l
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On remarque que la solution est périodique en temps et en
espace.

Propriétés

. Les particules ont des mouvements vibratoires. Elles

=~

décrivent des ellipses / 3 un plan fixe (E;E").

. IT y a amortissement de 1'onde dans la direction 3"
orthogonale & la direction de propagation.

. Les lieux des points en phase sont des plans orthogonaux
au vecteur direction de propagation k.

. Les lieux d'amplitude constante sont les plans orthogonaux
du vecteur E".

. Les lieux d'état vibratoire uniforme sont des droites
- . > =5
perpendiculaires au plan (k,p").

- CAS PARTICULIER : Les ondes P harmoniques homogénes

Alors o ¢R, p" =0, c = V
U(X,t) = K exp d(K.%- at)

kv

€
i

P

Propriétés :
ZTOPFICLes

. les particules vibrent Je long des droites paralldles i la
direction de propagation qui est aussi celle du vecteur d'onde.

- I n'y a pas amortissement de 1'onde.

2

L
or

@

T
&
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[ Ondes S harmoniques non homogénes

Ces solutions s'écrivent :
U(X,t) = '&' exp 1('I?'>? - u.)'t) exp - kE“.SZ

Hs€3,r<*=k-6',a.

o}

=0,mskVS
Propriétés :

. Les trajectoires des particules sont des ellipses (mais
- » . - b ding)
non nécessairement situées dans un plan / (k,p")).

. I1 y a amortissement de 1'onde dans une direction orthogonale
3 la direction de propagation.
_ Les lieux des points en phase sont des plans orthogonaux

au vecteur direction de propagation X.

. Les lieux d'amplitude constante sont les plans orthogonaux

du vecteur E".

. Les lieux d'état vibratoire uniforme sont des droites perpen-

diculaires au plan (?,3").

. CAS PARTICULIER : Les ondes S harmonigues homogénes

>

U =14 exp i(ﬁ.x - wt)

b -
K.d vecteurs réels orthogonaux

uu=kVS
Propriétés :

. Les particules vibrent selon des droites orthogonales & la

direction de propagation.

.1 n'y a pas amortissement de 1'onde.



- 20 -

Exemg]e :

AT T PR
y g =

A N
‘_-__—T?:-—_——-’ 'E >
Remarques : - Pour les ondes P, le coefficient d'amortissement de 1'onde

——————

. C2
est k@l - —V—Z—
P

- Pour Tes ondes S, le coefficient d'amortissement

CZ
est ka/l - ~7
VS

Dans les deux cas, on constate que Te ph&noméne d'amortissement
est d'autant plus fort que la vitesse de propagation est faible.

T e Vo i e B e .- s

On se propose ici de déterminer des solutions particuliéres
des équations de 1'élastodynamique en milieu homogéne dans le demi-espace
Xp < 0, solutions vérifiant les conditions de surface libre (contraintes
nulles sur la surface Xp = 0). A%z

G;a 0]

LSS

Par 1inéarité des équations, on sait que toute combinaison
linéaire finie d'ondes S et P est encore une solution des équations.
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on va alors chercher des solutions sous 1a forme d'une super-
position d'une onde P et d'une onde S non homogénes se propageant dans
une direction commune paralléle a 1a direction de surface 1ibre (soit
Oxl). On suppose en outre que les 2 ondes :s'amortissent dans la direction
0x, (donc en profondeur) et que les mouvements des particules s'effectuent
dans le plan (xl, x2).

-

Comme on sait en outre que u(?,t) est, pour une onde P ou S,

indépendant de Xq5 ON est donc ramené i un probléme bidimensionnel.

On va donc chercher une solution de 1a forme :

(7) Bty = Ay By(Ret) + Ay Tp(het) avec (ApAy) < ¢?
B bt 2
-> _ . g Cl
ul(xl’XZ’t) = C%‘ exp 1k1(x1 - clt) exp - kq 1 - :FT'XZ
iYl- ’
Yp
7 ¢y s Vp
2
1- 2 7
> b Vd . o
Uy (X1 %5 t) =é S [exp iky(xq - cpt) exp - Kk, §1 - p X,
i S

Remarque : On ne suppose pas i priori :

€1 = ¢ s kl = k2

Les conditions de surface libre s'écrivent :

bu; By '
(8) U(ggg + g;;) Xy = 0) =0 V(xl,t)
au1 au

(9) A

i

+ (A + 2u) 53(% lx2 0 ¥(xy,t)

il
(o)

£
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En injectant (7) dans les

En fajsant x =

a+b=20
ad + Bb = 0

équations (8) et (9) on obtient

alors :
\/ ;. 5
2k1A1 1- ;Zr exp 1k1(x1 - clt) + A2k2(2 --;2~)
P S
exp ikz(x1 - czt) =0 V(xl,t)
(10) .
| kA (c? - 2V2) exp ik, (xy - cit) - 2k AR - 2
17146 5/ 8XP IKylXy - ¢4 22 I
S
exp 1‘k2(x1 - czt) =0 V(xl,t)
Pour conclure, démontrons le lemme suivant :
Lemme :
(2,b) € €%, (@,8) ¢ R? ae'™ 4+ pelBX _ o vy . g
= a=b=0
Qo =
ou
a+b=20
Démonstration :
(11) aeiax + beisx =0 ¥x ¢ R
=== (en dérivant)
(12) - cae'® 4 gpeiBX _ ¥x ¢ R

0 dans (11) et (12), i1 vient :



Systéme Tinéaire en (a,b) de déterminant B - o

1}
o

Dot : -SoitB#a a=b

1}
o

- Soitg=aeta+bhb c.q.f.d.

Par suite, en appliquant le Temme 3(10), si on veut une
solution non identiquement nulle, il vient :

-cp=¢Cp = c le| < VS (ce qui montre que 1'on ne peut
pas avoir 1a superposition de
deux ondes homogenes).

-k1=k2=k

Les deux ondes ont donc nécessairement méme vitesse de propa-
gation et méme période

Par suite on aboutit a :

C2 1/2 C2
2(1-L-) A+ (2-5) Ry =0
VP S
(13)
( 2 2 1/2
2 - A, + 2(1 - =~ A, =0
[ S

Soit un systéme 1inéaire homogéne en Ays A, qui admet une

solution non nulle

2 1/2 2
c C
P S
=0
2 2 172
2 -5 2(1 - 5
Y v
S S
Soit
2 172 2 1/2 2 2
c c c _
(E) -5 - - (2= =0
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On voit donc que la condition obtenue s'exprime uniquement
sur la vitesse de propagation commune des deux ondes, indépendamment
de Teur Tongueur d'onde.

IT s'agit maintenant de résoudre (E). On peut se borner i
chercher ¢ dans [O,VS], seul Te sens de propagation des ondes étant

modifié lorsque 1'on change le signe de c.

Théoréme : L'équation (E) admet une et une seule racine non nulle dans
1'intervalle [O,VS].

Démonstration :

c2 1/2 CZ 1/2 2 >
- xpr) - TF?O - (2 - ;;rﬁ =0

(E) p S S

C e [O,VS]

C2 C2 CZ 4
(E)e= [ 16(1 - :;r)(l "';7—) = (2 - :Frﬁ
p S S
C ¢ [O,VS]
Posons alors u = c2, a = Vé, b = Vg (a < b)
u,4

(B ¢& (2 - 37 = 16(1 - g)u - g) s u e [0,a]

4 3 2 : 2

: u -8u u u _ el 1 u :

SO'!t. aj-“aT+24;2--323+16—16 (E+B)U+IGEE UGEOpa.

u=90
— {ou

f(u) =0 U e [0,a]

3 2
- u”_ Bu" u 16u 1 1
Avec 'F(U) "aﬁr ‘a—g"" 24 ;?- E—“’ 16(3 E)
3 2

. 8 .3 2 1 1
Soit encore f(u) =4 _ g4 ., 8 (- Flu+ 16(= - =)
4 T 37TTRTE b~ a



- 725 -

2
. 2
or f(u)=3£4._15_“?.+.g.(g__5_)
' a a
. 64 24 2 -8
p=8-BE-p=—F b
a a ba

en posant X =% on voit que A' est du signe de 6x - 1. (On rappelle que

' 1
x=>\f2u .-#O<x<-z).

CSix<g, A <0=HF(u) >0 Yu e R
f(u) est croissante sur R

, L8 x =2 %, A 20 = f'(u) admet 2 racines (ul,uz)(u1 < ”2)

or [£(0) =2 (3-20 >0
a
| 11 16 _ 1 1
f(a)=;2—-3—5=;-2-(11-16x)>0 (x<—2—)
Uq+u
En outre, 122=%a>a

Donc (0, a) sont situés du méme coté de 1'intervalle des deux

racines
= f'(u) >0 Yu ¢ [0,al
f(u) est croissante sur [0,al
- Donc dans tous les cas, f(u) est croissante sur [0,a]
or £(0) = 16(% - <o
oy - Eead-d e e o0
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== f(u) admet une racine unique dans le segment [0,a]
ce qui démontre le théoréme. . B

Par conséquent, la vitesse de propagation des ondes de
Rayleigh est unique, strictement inférieure & VS et ne dépend que des
caractéristiques physiques du matériau.

Remarque : A la solution c¢=0, correspond une solution stationnaire qui
n'est pas une onde de Rayleigh mais qui vérifie néanmoins les conditions

~ de surface libre.

Si on pose :

2 1/2 2 1/2 2 1/2
G(c”) = 41 - £ (1 - T - (2

p S _ S

La courbe représentant les variations de Go(cz) en fonction de c2
da 1'allure suivante :

A
th?)r




%
~4
i

On remarque notamment que :
Gé(O) >0

A
GO(CO) <0

Dams toute la suite, nous désignerons par C, la vitesse de
pbopagation des ondes de Rayleigh:

Alors, pour c = Cp, le systéme linéaire (13) se réduit a

1a relation :

2 172 2
2(1‘—2-) Ap+ (2 - =) Ay =
Yp Vs

La solution générale obtenue s'écrit alors : (u = (ul,uz)

Cg 2 ¢
' ik(x,=¢ t) -k 1 - X c ~K 1l - =X
_ 10 e "2 ,.1,70 Z "2
ul(x,t) = Al e e VP + Vi (—\72— -2) e \Aﬁ
i(k{x,-c -kg/l - = x -k l1-—X
u,(x,t) = A, e 1" % v 2, % 2 c
2 1 c
0
-2
2
Vs

<o étant 1'unique racine de (E) dans ED,VS], k désignant un réel positif
quelconque et wy = kc0 la pulsation de 1'onde de Rayleigh associée & la

Tongueur d'onde X = %g .

Cette solution peut encore s'écrire :

Al'Ul(XZ) e |

ul(x,t)

_ C2 +1k(x1—cot)
u2(x,t) = 1A1 1 --an UZ(XZ) e

A
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2
c 2
| M- gkl S,
Avec Ul(xz) =g VP + Vi (';,"2— - 2) e VS
p
2 2
c c
k(1 - 12y, ) k(1 - =212
Usy(xs) = e Ve + e v
2\72 p CZ S
0‘.
e
'S

A un coefficient pras : (et au signe prés)

- UI(XZ) mesure 1'amplitude des déplacements horizontaux
d'une particule située & une profondeur Xo

- U2<X2) mesure 1'amplitude des déplacements horizontaux
d'une particule située & une profondeur Xo .

Les courbes représentatives de ces deux fonctions ont les

allures suivantes : (cf. [2]),

%Uz(xﬂ ’ ‘Uﬁ_ ('Z?_\




Remarques : U1 change de signe pour xz#o,z A= Zy

- Remargquons qu'il y a un déphasage de %-entre les vibrations
de Uy et Us-
- Les trajectoires des particules sont des ellipses dont les

"dimensions" sont mesurées par Ul(xz) et Uz(xz). Ces
dimensions tendent donc vers O lorsque X, = +°.

- Les axes des ellipses sont paralléles aux axes de coordonnées.

Le grand axe est 1'axe vertical.

- Pour x, = Zj, les déplacements des particules sont des
segments perpendiculaires a 1a surface libre. En outre
Uq(xz) changeant de signe le sens de parcours des ellipses
est inversé quand on s'enfonce en profondeur.

- Enx, = 0, 1'amplitude verticale des déplacements est
environ une fois et demi celle des déplacements horizontaux.

- Leur "amplitude" décroissant exponentiel lement en profondeur,
1es ondes de Rayleigh ne semblent se propager qu'en surface

d'ot leur nom d'ondes de surface.



CHAPITRE 11
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II. ONDES DE RAYLEIGH NUMERIQUES - SCHEMA AUX DIFFERENCES FINIES

1°) Position_du_probléme

On se place tout de suite en dimension 2 et on va réaliser
une discrétisation des équations de 1'@lastodynamique par un schéma aux

difféerences finies classique.

Dans ce but on réalise un maillage du plan grice a des droi-
tes paralléles aux axes de coordonnées 0x, Oz. Pour simplifier on réa-
lise un maillage "carré" de cdté Ax (Ax caractérise la finesse du maillage

et est donc destiné a tendre vers 0).

0
T 4
£
ﬁ(u,w) désigne le vecteur dé-
—*L placement
l
J
3u(x,z,t), w(x,z,t) sont les deux fonc-
tions inconnues ’
P
Ax
N
z
Dans tout ce paragraphe on utilisera pour tout point
Mij(iAx, jAx) du maillage le repére local suivant, repére permettant de

localiser les noeuds voisins de M.
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4 3 V

5 0 1
1]

6 7 8

On Utilise alors les approximations sujvantes
- u?j désigne- 1'approximation de u(iAx, jax, nit)
- w?j désigne 1'approximation de w(iax, Jjax, nAt)
At etant un pas‘de temps arbitrairement choisi.

Moyennant quoi :

82u u?f1—2u2.+u?fl
- —= (18x, jAX, nAt) est approché par —.J 2J J
ot At
82w W?TI-ZW?.+W?71
- — (1Ax, jAx, nAt) est approché par —J - 23 J
8t At
2 ST .-2u?.+u? .
- é"‘1'21'(1'Ax, JAx, nAt) est approché par i+1,J , ij i-1,7
X Ax
2 wg --2w?.+wp .
- g‘%‘(iAX, JAx, nAt) est approché par i+1,J > ig "i-1,]
X Ax
2 ' u? -2u?.+u? ,
- 3-5 (1Ax, jax, nat) est approché par —-J*l - i i,3-1
3z Ax
2 who. —2w?.+w? .
- é"%‘(MX, jax, nat) est approché par —2Jd*1 i i,j-1
3z Ax
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n n n n .
: Yirl, 341 %, 3417940, 5-1 - 1,501
anx*
X

- 24 (iAx, jAx, nAt) est approché par

2 Wil '+1"”?-1 '+1'W?+1 '-1*‘”?-1 j-1
- == (iAx, jAx, nAt) est approché par 2 : éJ 2J 2
4AX

Moyennant quoi, en se plagant dans le repére Tocal relatif
au noeud Mij’ les équations du schéma associées i ce noeud s'écrivent :

n+tl , n, n-1 n,n,.n n.n.n_"n
. u —2:O+u0 ) (k . 20) u1-2u0+u5 . Ot ) w8 Wy w6+w4
At sz 4AX
n,n,.n
U-~2u_+u
+ 7 o 3
Ax
n+l n, n-1 n,n_n n n n,n
. wo 2:0 o - s 2 w 2w0+w5 f s ) u8 U, u6+u4
At Ax 4AX
n.,n, n
. w7—2w0+w5
g’ A
x2

Les ondes de Rayleigh continues étant issues de la superpo-
sition d'ondes planes harmoniques non homogénes, i1 est naturel de re-
chercher les ondes planes harmoniques solutions des &quations générales
du schéma dans tout 1'espace et d'aétudier les ondes planes numériques ainsi
obtenues dans un premier temps. '

On va donc injecter dans les équations (i} et Q:) les quan-

tités
n _ . _ _ 3
uj5 = Yo exp i {nwAt 1kxAx} exp - Jk, Az
n . . .
Wis = Wy exp i {nwAt - 1kxAx} exp - JkZAZ
On remarque que si 1'on change k, -~ Kk + 21 44 solution
= 9 Ky X AX

NN\ s cex . . < A .
(uij’wij) injectée reste inchangée. Ce qui signifie qu'il suffit de se

borner 3 faire varier kx dans 1'intervalle 10, Z?J (ce qui correspond
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au fait que Ta grille construite "traduit" les Tongueurs d'ondes A in-
férieures a Ax de la méme fagon que Tes Tongueurs d'ondes )' Supérieyresg

21 _ 2H
d Ax telles que =5 = Z_)‘

De méme le changement w + w + 22 ne change pas la solution

n 21
(u TJ,wu)mJectee On se borne donc a faire varier w dans [0, Ik

En outre on constate que si 1'on change k - —k on obtient
toujours une solution du schéma (seul. Tle sens de propagat1on est * chan-

gé) ; de méme que s1 1'on change w + -w, si u (w (w) est une solutic

(=), wh (-w) est aussi une so]ut1on du schéma.

du schéma, alors uy i3

iJ
En conséquence, on ré&duit les intervalles de variations de w

et kX a :

- w e [0, X—tj (1)

- ky € 10, 33 (2)

étant bien entendu que pour tout couple (w, kx) € RZ on peut se ramener &
respecter ces conditions en choisissant Ax et At assez petits.

Dans toutes la suite de ce paragraphe, on pose :
2

y = W Sa— grandeur adimensionne]le.
VP + VS

Si on se raméne aux coefficients de Lamé, on voit que :

2 _ A+2u
yo = A+3u

Oow) « ®™)% = y2 ¢ 25, 1

51 on introduit le coefficient de Poisson du matériau v, il
est facile de démontrer que :
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h caractérise la finesse du maillage par rapport & la longueur d'onde

Ay = %E . S 1'on considére cette longueur d'onde, kx gtant fixé, comme

X
grandeur de référence, alors h désigne 1'inverse du nombre de points par

longueur d'onde-

-k_z
Rem : 2, désigne Ta longueur d'onde de 1'onde 3(§,t), 30 exp i(mt-kxx)e z

dans la direction OX.

Moyennant quoi, on peut maintenant aborder 1'@tude de diffe-
rentes fagons :

- On se donne kX € K et on regarde, suivant les valeurs de ¢ (donc de w)
dans R+, Jes valeurs possibles de kz. Pour ¢ et kX donnés, 1'onde est
alors entiérement déterminée et on peut étudier son comportement asymto-
tique lorsque Ax et At tendent vers 0.

- On peut étudier, pour un schéma donng, (donc Ax et 7y = %;-étant donnés)
1'ensemble des solutions fournies par le schéma et examiner Jeurs carac-
téristiques.

Nous opterons finalement pour le comportement suivant :

- Nous nous donnons un pas de temps At puis un pas de discrétisation en
espace Ax suffisamment petit de maniére a ce que la condition de stabi-
1ité soit réaliseée.

-On se donne kX réel positif quelconque, et en faisant varier c dans r*

on calcule 1a valeur (ou les valeurs) de kZ en fonction de Ax, At, kx et c.
On étudie les caractéristiques de 1'onde ainsi obtenue et on examine son
comportement asymptotique quand AX tend vers 0. (Le rapport?y restant
constant, et par conséquent Ta condition de stabilité toujours satisfaite).
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Rappel de la solution exacte

Pour pouvoir comparer la solution numérique obtenue i la

solution continue, rappelons que si on injecte dans Tes équations de
1'élastodynamique une solution du type ﬁ(?,t)=ﬁo expi(wt-kxx)exp(~kzz)

avec (w,kx)
Tutions :

- les ondes

€ (]R"')2 et kZ € T (a priori) on obtient deux types de so-

U (X,t) = APOP (%, t) (3)

- AP désignant une constante complexe quelconque.
- ﬁg(g) e 62 le, vecteur “unitaire" (!alz +]3]2 = 1) colinéaire
au vecteur kx
.0
N 1kz
- kx e R* quelconque
-Cs]R+,CSV
_c2

=0 0 _
-kz—kZE]R I\Z—kx 1 '\-/ﬁz—-
P

(Pour des raisons physiques, on ne s'intéresse, ce qui n'est pas restric-
tif, qu'aux ondes s'amortissant en amplitude quand z augmente Re(kz) 2 0)

_ P - L0, . .
fo(x,t) exp( kzz) exp i (wt kxx).

- As désignant une constante complexe que]condue
-ﬁg le vecteur "unitaire" colinéaire a iéo
X
- kx e RY quelconque
-CelR+,C€V >

~ 10 0 _ C
-kz-kz e R kZ -kX 1——\,-2-
S
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- B3(%,1) = exp(-ky%2) exp (it - kX))

Injection des solutions dans les équations du schéma

On obtient alors les deuxX relations :

| 22, (cosw at-1)u, =12 M2 (cos k, ax-1) + 2 (ch kdx-1)uy.

| At AX AX

+ 3 Ai% sin kXAx sh kZAx W
AX

29

i - = A+2y - 2y -
? z;g (cosw At 1)w0 ={2 —~ (ch k,Ax 1) +~Z;Z (cos kxAx 1)} w,.
A+u

+ i sin k Ax sh k_Ax u
Z;Z xA Z 0

Ce qui peut encore s'écrire matriciellement :

UO Uo

(5) A = coswAt-1)
W W
) 0

ot A désigne la matrice carrée 2x2 suivante :

("2(x+2u)(cos k Ax-1) + 2u(ch k,Ax-1) 1(A+u) sin k BX sh k_Ax |

\i(a+u) sin kAx sh k,AX 2(x+2p)(ch k,a%-1) + 2u(cos kXAx-l)

Soit, en introduisant les quantités :

. Bx =1 ~ cos kxAx constante réelle ¢ [0,2] qui est une
donnée du probléme kx gtant donné X
etant fixé.

. B, = 1 - ch k, AX inconnue auxiliaire complexe menant &

1a détermination de kz,
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Alors si A = ((aﬁi)), on a :

2,02 2
-y (VPBX + VSBZ)

]}

2,.,2 2
-y (»PBZ + VSBX)
= = i Vg — Vé 2 o5 k. AX sh k_Ax
= a21 =1 7Y sin k, .

La relation (5) traduit que Te vecteur (uo,wo) est un vecteur
propre de la matrice A associé & la valteur propre A = coswAt-1.

L'équation caractéristique de A s'écrit :

2
(A -a37)(d - apy) -2y, =0

Soit encore, compte tenu de :

2

sh® k,x = B,(8, - 2)

Z

. 2 _ _
sin szx = SX(Z Bx)

1 P08, 0B+ 8, e 8 B
- (2-8,)(2-8,)8,8,(V,-Ve)%} = 0
b= [YZ(Vg-Vg)(BX+BZ-SXBZ)]Z

D'ol 1'expression des deux valeurs propres de la matrice A :

8.8 8 8
_ .2 X"z 2 x"z .2
Ap =yl (5= - By - 8,) Vp - 5= VE)
BB 8.8
_ 2 X"z 2 X"z .2
Ao =l (5= - By - By) VG - SR V)

On en déduit alors Je :
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Théoréme i Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'onde U(x,t) =
Eo exp (1(wt-kXX)) exp -k 2z soit une solution du schéma numérique
est que 1'une des deux égalités suivantes soit vérifiée :

8. B BB
. 2,,7X°Z 2 X~ Zy2y .
(i) Ay =Y (==~ By - B,)Vp - _"?‘VS} = coswAt-1
BB B, B
‘e _ 2 Xz 2 _"xzy2y .
(1) 2 =¥ (—5— By ~ BZ)VS ——7—VP} = coswAt-1
u
Le vecteur -Jo( °> est alors un vecteur propre de A.
W
o)

=

On est donc amené, comme dans le cas continu, a considérer

deux grandes familles de solutions :

a) LES ONDES P NUMERIQUES

Ce sont les solutions correspondant & :
coswAt-1 = xl

Ce qui permet de déterminer Bz :

1 - coswAt - szgsx

8 =
z B B
Vs (- ) V33

Remargue Comme Bx ¢ [0,2], 1'expression figurant au dénominateur est une

combinaison linéaire convexe de Vg et Vg. Elle reste donc, en
particulier, strictement positive ¥ kx.

On est donc amené & résoudre 1'équation en kz :

2 2
1 - coswAt - v VPBX

1 - chszx = > Bx - Sx >
Y [-? VS + (1 - —2) VPJ
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2,2

VP By

1 - cos 2llcyh - v
B B

2 2 2

Y .[_%'VS +(1- —é& VPj

Soit 1 - chszx =

La suite de Ta discussion repose sur le :

Lemme : Pour y ¢ R, Tes solutions complexes de 1'équation ch x = y, sont

1+

Argch y + 2inll n e Z
+ i(Arc cos y + 2kI) k € Z
Argch(-y) + (2n+1)il n ¢ Z

.S81Ty>1, x=

X
It

. pour |y|] <1
sty <-1 «x

i}
+

Démonstration : On pose x = a + ib, 1'équation est alors équivalente au
systéme :
chacos b=y
sh asinb =0
.y>1 ~-sha=0=>cha=1=>cosb = vy

(impossible car b « R)

- sin b = 0 nécessairement => x + kIl k ¢ Z

alors cos b = (-1)k

<=> ch a = (—l)ky
=>%ke¢2Zeta==Argchy

D'ol x = £ Arg ch y-+ 2 inll .

. |yl <1 -sinb=0=>cha-==s y(impossible)
- Donc sha=0=>a=0=>cos b = Yy
=>b =2 Arc cos y + 2kl k ¢ Z
D'ol x = * i(Arc cos y + 2kII).

-¥Y<-l -sha=0=>cha=1=>cosb = Y (impossible)
- D'ol sinb =0 =>b =kl ke?Z
Alors cos b = (-1)Ky ch a = (-1)Ky
=> nel tqk=2n+tlet a=%Argch (-y)
D'oll x = + Arg ch (-y) + (2n+1)il c.q.f.d. B
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Nous sommes donc amenés & diviser 1'étude en trois parties.

» __ 2 2
(i) B, s 0 <=> 1 - cos 2meyh - y© Vp B, <0

Dans ce cas : . cos 2llcyh =21 - mzvgex.
or v2V%, € (0,21 => - 151~ vivds, < 1.

_ : 2,2

=> Arc cos (1 - VPBX) a un sens.

Compte tenu de la contrainte C ¢ [o, —%ﬁﬁ (qui est équivalente
& we0, - [). On en déduit :

1 2,2
En posant VP(h) = TR Arc cos [[1 - ¥ VPBXJ

B, < 0 <=> c e [0, Vp(h)]

z

Auquel cas d'aprés le lemme on a :

Ax.kz(h) =+ Arg ch (1 - BZ) + 21kI

-

Comme k., n'est de toute évidence défini qu'a 2kIi prés et
comme on ne s'intéresse ici qu'aux solutions qui décroissent quand z aug-
mente, on peut, sans perte de généralité, faire :

Ax.kZ = + Arg ch(1 - BZ) e R,

Les solutions obtenues sont les ondes P non homogénes numéri-
ques non parasites, caractérisées par :
+>h,~> _P—»PP—>.
- uP(x,t) = A uy fh(x,t)

. AP atant une constante complexe, queliconque,
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. C= EE.EJR, ¢ s Vp(h) (borne supérieure de la vitesse de |
X pagation des ondes P non homogénes
mériques)

k, étant un réel positif quelconque donné, w est alors maje
X J

. kz(h) =+ Arg ch T1 - B,(h)]
= ; 1 - cos 2Mcyh - YZ VS B
avec sz(h) = g g

I - 5 vE+ Xl

X

Eﬁ étant le vecteur propre unitaire de ]a matrice A associ

a la vadleur propre kl.

Détermination de Es

p 212 )
Onawu //{.
h (M'au

vZ - 2
or a = i P S 2 sin k_Ax sh k_ Ax
12 7 Y X z
=iv_§-_v_§ 2116.8.(2 - 8.)(8. - 2)}
2 Y X"z X Z
B 8 8,8,
_ 2, X"z 2 2
R T R A e N Vs + B, Vp + 8, Vi)
2 .2
2 Vp - Vg

=Y == 8,(8, - 2)

Aprés division par yz = —B—?——é- BZ(BX - 2) on s'apercoit que

P // ‘VBX(Z - By)

u
h .
-7 BZ(Bx - 2)

+P e - . s . .
Comme uh est unitaire, 11 est entiérement déterming.

<

P,-
. fh

(x,t) = exp (-kz(h) zy exp i (wt - kxx).
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Etude des propriétés des ondes obtenues

- I1 y a propagation dans la direction X & la vi tesse ¢, cette
vitesse étant bornée supérieurement en module par V (h) On peut noter
que, pour un schéma donné (donc a AX fixé), la borne supérieure de la vi-
tesse de propagation dépend, contrairement au cas continu, de la longueur
d'onde ) = %E-par 1'intermédiaire de h.:

X

- I1 y a amortissement de 1'amplitude de 1'onde dans la direc-
tion orthogonale & la direction de propagation.

- Les trajectoires des particules sont des ellipses dans le
plan (xz).

- Les lieux d'état vibratoire uniforme sont des droites ortho-

gonales au plan Xxz.

Ces ondes présentent bien les caractéres des ondes P non ho-
mogénes continues. L'é&tude asymptotique qui va suivre va montrer qu'elles
sont effectivement, des approximations des phénoménes continus. Nous les

appellerons ondes P non homogénes numériques non parasites.

Comportement asymptotique des ondes P non homog@nes non parasites

Résu]tat(:) On a lim VP(h) = 0 (par valeurs inférieurés). Plus préci-
h-0

sément, 3 e(h)/lim e(h) = 0 telle que VP(h) =
h-0

2,2

I°h 2 L 2
Vp {1 - (1 -vy VP‘)} + h° e(h).

" : < _ 1 2 y2 4 -
Démonstration du résultat 1 VP(h) = TR Arc cos [1 - vy VP B3

(on considére que la convergence de h vers 0, s'effectue & y constant)

or ¥x ¢ [0,11 Arc cos x = Arc sin 1 - x2
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vers VP s'effectue par

Vp(h)
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1 - cos 2rh, pour h assez petit ; 1 - YZVZ

Comme By = p By est
- . _ 1 . 2,2 2,2
positif et par suite Vp(h) = —— Arc sin vy vpex(z - Y Vo8, ).
| 2liyh X
Or B,(h) = 1 - cos 2 = 2n°h? - £ p%h® 4w (n).
85 172 YRR
D'oad (1 - ) =1-——2—— + h”e(h)
3
TTh 3
\/ZBX = 2Ih - =5 + h7e(h)
2,2 _
B YV 3,3
. x' Py o II"h 2,,2.3 3
Par suite vV, Y28, (1 - 2--P) = yyrom - -~
3 . u3 3
+ h“e(h), or Arc s1nu=u+—6—+ua(u).
- 1 hd 22 33
Y3V§ £3 .2
t 5 (2h%~ + h7e(h)] .
2,2 22 2
2,2 v ZV
- I"h P_22 y- P _22 2
D'od Vp(h) = {1 - —~ + T°h +Y3 T°h° + h%(h)}
2,2
- I%h 22 2
Dol Vp(h) = Vp {1 - +— (1 -y"Vp) + h%(h)}
ce qui démontre le lemme.
‘ . s . 2 \2,-1
Remarque D'aprés la condition de stabilité y© < (VP + VS) .

Vg > 0, ce qui montre que Ta convergence de Vp(h)
valeurs inférieures :

'\

Allure de la courbe y = Vp(h)
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Conséquences du résu]tat(:>

Quand h -~ 0, 1'intervalle des vitesses accessibles tend, en
croissant au sens de 1'inclusion, vers 1'intervalle des vitesses accessi-
bles aux ondes P continues.

Néanmoins, pour h assez petit, cet intervalle de vitesses
noffertes" est plus petit que 1'intervalle £o, VP] des vitesses de pro-
pagation des ondes P continues.:

- donc pour kX donné, ¢ étant un réel positif tq c < VP

Ax, tq pour Ax < Ax, ¢ € [0, Vp(h)]

- pour Cc = VP , on ne peut pas conclure.

nésultat : kX et ¢ &tant fixés, ¢ ¢ [0, VP[ , alors

2
Tim ko (h) = k3 =k, ¢l -
h-0 V;;

pémonstration du résultat

Nous utiliserons le résultat 1ntermédiaire fourni par e :

Lemme : Argch (1 +x) » VZX
x>0

Démonstration du lemme

On utilise la forme logarithmique de la fonction Arg ch

Log (1 + x +-'€(1 + x)2 -1

Llog (1 + x + Y(2 + x)x)

Arg ch (1 + x)
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or ¥x(2 + x) = ‘L;; + 0(x) = ‘fE;h+ X €(x)
Donc Arg ch (1 + x) = Qﬁ;:+ X+ x e(x).

En particulier Arg ch (1 + x)rﬂ‘QZX c.q.f.d. (]

- On a ax k,(h) = Argch (1 - 8,)

Donc Ax kZ noYY- ZBZ guand Bz -+ 0
1 - cos 2Ncyh - yzvgsx
or g, = - 3 g
VIR - 28 + v )
De plus 1 - cos 2Neyh - v2v2g ~ 2nicPy2n? - 21%v3h%y% qd h -
no2my2(c? - v3)h? qd h -
B8 g
et YZ [Vg(l - ?5) + V2 75 ]ﬂ:\gvg qd h - 0

2,2 c2
D'ol B_(h) ~ 211°h (—? - 1) quand h - 0.
z v
p
. kx
Par la suite kz(h) = o (Arg ch (1 - BX))

k 2

X
'\,?-I—[-HXZHh 1'V7
P
Donc 1im k_(h) = k. of1 - ¢ . k° c.q.f.d B
ho0 2 X VZooz a1
p

Remarque 1 Le Temme montre en outre que pour h assez petit

- o - —.d o= -

Arg ch (1 -38)) - '#- Zsz' est du signe de - B_, c'est-a-dire positif. On

peut en déduire que kz(h) - kg par valeurs inférieures. Autrement dit,
pour h suffisamment petit, 1'amortissement en profondeur d'une onde P
non homogéne numérique est 1égérement supérieur & celle de 1'onde P
continue correspondante.
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kz(h) n'est défini pour aucune valeur de h.

. W —— S mER

Résu]ta;C@ 116 JP = 3P
h=>0 h 0

pémonstration du résultat

Puisque'ﬁﬁ et Ez sont deux vecteurs unitaires de Cz, il suffit

de s'assurer la convergence "en direction".

JBX(Z—BZ) 1 ky

or & // jram | — ) /7
-iv8,(84-2) Siy1- & Al
Yp
ce qui démontre le résultat ©) | ' ]

Résu]tatC:) Pour kx , ¢ fixés, ¢ < Vp, la fonction fﬁ(x,z,t) converge

- 1
uniformément vers' fg(x,z,t) sur
R x [-A,+A1 xR" , ¥A>0.

Démonstration du résultat

0
-kz(h)z —kzz

le ° -e T =
—kozA
e Z |1- exp—(kz(h)-kg)z}

lfﬁ(x,z,t) - £

Plxoz,t)]

or, hy> 0 tq h < hg>k(h) - k2> 0 (cf. Res. @)

2
Donc ¥ z/|z| < A,

Cz s B -(ky(h)-kD)z 2 “A(k,(h)-KD)

21 - exp(~(k,(h)-kD)z) < 1 - exp(- (k,,(h)-K2)A)

N
]

> -A ~» expekgz) < e(-kgA)
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D'ol pour h < hy, ¥ (x,z,t) ¢ R x [-A,+A] x R

k%

[Fr(xazat)-fhx.z,t) < & 2 (1-exp(-(K,(h)-kC)A))

- 0 . 0
or lim k,(h) = kz-+ ;lg l-exp(-(kz(h)—kz)A) = 0.

h~0

Il y a donc convergence normale et par suite convergence

uniforme.

Théoréme de convergence :

Etant donné kx eR , Cce¢ [O,Vp[, alors i1 existe
pour h assez petit, une onde P numérique solu
tion du schéma aux différences finies qui se pro-
page dans la direction x & la vitesse c¢ avec
une longueur d'onde X =-%£ s qQui converge unifor
mément vers une onde P hgﬁogéne continue se pro
pageant dans la méme direction, & la méme vitesse

avec la méme longueur d'onde.

Démonstration : c'est une conséquence directe des 4 résultats précédents.

. - - v - -

En effet, soit AP une constante complexe quelconque, et ¢ < V_  donné,

PP

alors, pour h suffisamment petit, 1'onde ﬁg(i,t) = A uhfﬁ(I,t) est
une solution du schéma numérique qui convergence uniformément vers 1'onde

continue

(i1) 0 < B, < 2

p(%,t) = APIDFE(R,t) sur R x [-A,4A1 xR VA 0. B

Cette double 1néga1fté équivaut a

. c> VP(h)

l1-cos2licyh-y VPBx

2,2

2

B
v [ Vg +

<2 (1)
2

BX
(1- V33

2



- 49 -

2,2 2 . 2 2
(1)  =» 1 - cos2mcyh - yVpB, < Y7[B,Vg + (2-8,)Vp]
& cosrieyh = 1-y78 V5 - s
2,2 2,2
or 0<3x<2,yvpsl,yvssl

2,2

»-1s1-y0E - 2%vp 1.

Et par suite (1) - c < Vﬁ(h) avec

' 1 2,,2
VP(h) = 'Z'H—_Y'ﬁ' Arc COS{]. -y VSBX - Z’Y P}

et par conséquent :
0 < BZ < Z%C € ]Vp(h> s V{)(h)[

1 2,,2
avec Vp(h) = 7R Arc cos{l-y Vg8, }

2

L Arc cos{1-y?Vs -2v*V5} .

Vp(h) = 75g

Ce cas ne nous intéresse pas car il méne & ki imaginaire pur,
c'est-a-dire aux ondes P numériques homogénes qui ont déja été étudiées
dans [1]. Notons néanmoins que les calculs montrent que Vp(h) apparait
comme on s'y attendait, comme la vitesse de propagation des ondes P numé-

riques homogénes dans la direction x.

Alors 1-62 <1 et, d'aprés le lemme
oxk, = Arg ch(g,-1) + @k+1)M ke Z .

Comme kz n'est défini qu'a 2k prés et que 1'on ne considére que les
ondes dont 1'amplitude décroit en profondeur, on obtient
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k, = 1 (Arg ch(g,-1) + iTl)

Auguel cas la solution obtenue s'écrit :

Arg ch(B,-1)

U(x,t) = Aﬁo expi(wt-k x - Hf%)exp - = )z

(ﬁo, vecteur propre unitaire),
On obtient donc une onde :

- qui se propage dans une direction // au vecteur

kx kxAx Zh)
_I_I_// . //1
AX
- qui s'amortit en profondeur dans la direction 0z

- la vitesse de propagation est égale a :

o _WAX - 2hc
()4 e n1san?)  (14402) 177

IT ne s'agit donc pas de 1‘approkimation d'un phénoméne contin
puisque notamment directions de propagation et d'amortissement ne sont pas
orthogonales. On a des ondes P parasites.

Etude du comportement asymptotique des ondes P parasites

Pour kx € [0,-Zg—] fixé, on s'apergoit queipour Ax < DX
(€h < hy) : 0

. L'intervalle des vitesses de propagation accessibles aux ond
P numériques parasites est 1'intervalle :
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2hV 5 (h)

1
L s ]
(1+4h2) 72 * (14a0%) /<
C'est-a-dire 1'intervalle :
L 1 7177 Arc COS{I—ZYZVE-YZVSBX}, -—-——-1—2‘17'2' ]
Ty(1+4h™) v(1+4h™)

On peut remarquer que cet intervalle n'intercepte pas, au moins pour h
assez petit, 1'intervalle [O,Vp(h)] des vitesses accessibles aux ondes
P non parasites.

En outre, on constate qu'a la limite quand h ~ 0, cet
intervalle tend vers 1'intervalle

Arc cos(l-ZYZVE) 1

Arc cos(l—Zyzvg) 1
Autrement dit, ¥ € ¢ }— i . 7{ , alors pour h assez petit,

; 1 , . .o . )
3 c(h) € [VP(h), ?7H3 tq 1'onde P parasite associée sé propage a la vitess

¢ dans la direction du vecteur (2h,1).

. En outre, on constate que la direction de propagation (2h,l)
tend a étre colinéaire, qguand h -0 , a 1a direction d'amortissement.

. Le vecteur 'déplacement” UO est le vecteur propre unitaire
de la matrice A associé a la valeur propre A .

a
Donc EO // ( 12 )
A811
Vp-v¢ N
-7 BX(Z-BX)BZ(BZ-Z)

2 .2
2 Vp-Vs

\magp =Y T 8,(8y72)

_s 2
Or ayp = 1Y
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2_y2
Vg~V
Donc, aprés division par iyz —E?—§ /BZ(Z-BX) on obtient :
\ _
/B, (8,-2)
g // |
i BZ(Z-BX)

On remarque alors, que Torsque h > 0 :
- la premiére composante de UO +0,
- e (%)
. la seconde composante de ug reste finie.

Autrement dit, le mouvement tend i s'effectuer Te long de
segments verticaux.

Arc cos(1-2y2V§) 1
Ty s 7[ » pour h assez

petit, 3 une famille de réels c(h) ¢ LVp(h), ?%ﬁ] tels que Ta famille
d'ondes associées donnent des solutions :

En récapitulant, ¥ & ¢ 3

- Se& propageant & la vitesse ¢,

. dont les directions d'amortissement, de propagation et de
déplacement des particules tendent i se confondre avec la
verticale (i1 y a donc &touffement en profondeur de la
propagation).

(x) En effet, comme 2hc(h) = (1+4h2)%/2 ¢
— Tim 2hc(h) = ¢&
h-0 2,2
1-cos2liyhe(h)-y VpB, (h)
B.(h) B, ()
2."x 2 X 2

or 8,(h) =

comme en outre Bx(h) + 0 quand h -+ 0, on déduit que :

Tim 8. = 1-cos IIyé

h+ 2 Yva
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Remarque : le fait qu'asymptotiquement les déplacements des particules
s'effectuent colingairement & la direction de propagation de 1’
onde, montre que ces ondes P parasites ont un comportement

asymptotique d'ondes S homogénes.

b) LES ONDES S NUMERIQUES

Ce sont les solutions correspondant a :

coswAt - 1 = AZ

8,8, By8,
Dlou 1 - cosust = yOVA(B 8, - 22) + vF

l-coswAt - szggx

Soit encore B! =
Z 2 Bx 2 8x 2
Y ETT'VP + (1- TT)VS]

Remarque : @ nouveau, 1'expression figurant au dénominateur reste toujours

positive.
On est alors ramené & résoudre 1'équation en ké :

)
1 - coswht - y~v§gx

1 - ch klAx =
z 2 Bx 2 Bx 2
Y [T Vp+(1 - ‘2")\/53

la démarche suivie est alors exactement la méme que pour les ondes P, il
suffit de permuter les rdles de Vp et Ve

L3 encore, divisons 1'étude en trois parties :

(i) Bé < 0& ce [O,VS(h)]

1 2,,2
avec Vs(h) = 7wk Arc cos(1l - v VSBx) .
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Alors, nécessairement ky(h) = i&-Arg ch{1-8,(h)3.

Les solutions obtenues sont alors définies par

h S35 .S
CoUg(Xst) = A fo(X,t)

. AS désignant une constante complexe gcque
. kx étant un réel positif quelconque donné , on a

c = ﬁﬂ-e R s ¢ < Vg(h) (borne supérieure de 1a vitesse de
X propagation des ondes S non
homogénes numériques)

' _ 1 '
. kz(h) X Arg ch[1 - Bz(h)]

1 - cos2licy h - szgsx
avec B!(h) = -
z 2 Bx 2 8x 2
Y [77 vp + (1 - 7T)VSJ

. ﬁﬁ étant le vecteur propre unitaire de 1a matrice A

a la valeur propre Ap .

as50¢

Détermination de Hﬁ

a
La encore 'ﬁﬁ //( 12 )
Ay - Ay

Les calculs ménent &
JBé(BX—Z)

w R
-1\/BX(2-BZ)

- fﬁ(fst) = exp(-ky(h)z)exp i(wt-kx)
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Etude des propriétés des ondes obtenues

. I1 y a propagation dans la direction x a la vitesse c,
cette vitesse étant bornée supérieurement en module par Vs(h). On peut

noter & nouveau que, pour un schéma donné, cette borne supérieure dépend
de la longueur d'onde (contrairement au cas continu).

. I1 y a amortissement de 1'amplitude de 1'onde dans la direction

orthogonale & la direction de propagation.

. Les trajectoires des particules sont des ellipses dans le

plan xz.

. Les ljeux d'état vibratoire uniforme sont des droites

orthogonales au plan xz.
Ces ondes présentent les caractéristiques des ondes S non
homog&nes continues. Ce sont les ondes S non homogénes numériques non

parasites.

Comportement asymptotique des ondes S non homogénes non parasites

En reprenant les mémes démonstrations que pour les ondes P,
on peut démontrer aisément les résultats suivants :

Résu]tatCD% On a 1im Vs(h) = Vg (par valeurs inférieures)

__________ h~0

Plus précisément, 3 e(h)/1im ¢(h) = 0 telle que
h-0
2,2
h 24241
Vg(h) = Vg {1 - T2(1 - y7ve)

. Quand h -~ 0 , 1'intervalle des vitesses accessibles aux ondes
S numériques tend, en croissant au sens de 1'inclusion, vers 1'intervalle
des vitesses accessibles aux ondes S continues.
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. Pour h assez petit, 1'intervalle [D,Vs(h)] est plus
petit que 1'intervalle [O,VS].

. Donc, pour ke, donné, c é&tant un réel positif tel que
¢ < Vg ,EAXO>0 tq

AX < &Xg + C ¢ [O,Vs(h)]

. Pour ¢ = Vs s ce n'est plus vrai.

Résultat(?d) ' k, et c étant fixeés, c ¢ [0,Vs[  alors
Tim k! (h) = k'O =k Yyl - Cz af valeurs supérieures
o 20z Xl Rz P P '
S

Remargue : 1'amortissement en profondeur d'une onde S numérique est donc,
pour h assez petit, T8gérement sup&rieur & celui de ]1'onde S

continue correspondante.

Resultat @) ! :[1im u> = o
"""""""" h~0
5§§¥l§2§=@L; : kx’ C &tant fixés, c < Vo » 1a fonction fﬁ(x,z,t)
converge uniformément vers fg(x,z,t) sur
R x [-A,+A] xR , ¥ A > 0,

Conséguence

Théoréme de convergence

Etant donné kx eR, ce [O,VS[, alors i1 existe, pour h
assez petit, une onde S numérique, solution du schéma aux différences
finies, qui se propage dans la direction x & Ta vitesse c avec une
Tongueur d'onde ) = %g-, et qui converge uniformément vers une onde S

homogé&ne continue se propageant dans la méme direction, & 1a méme vitesse
avec la méme longueur d'onde.



(ii) 0 < B, < 2

Les calculs montrent que

B, € 10,2[ & ¢ ¢ ]Vs(h),Vé(h)[
avec S(h) 7——F-Arc cos{1l-y Vse }

2,222
vi(h) = ?—-ﬁ Arc cos{l-2y VS-YZ %6,

k' est alors imaginaire pur et on obtient alors Jes ondes S numériques

homogenes que nous n'étudierons pas ici (cf. [11).

Notons néanmoins que les calculs montrent que Vs(h) n'‘est
autre que la vitesse de propagation des ondes S numériques homogénes
dans la direction x.

.. , \ 1
(ii1) Bz > 2&5C ¢ [Vs(h), Z—Y—-ﬁ]

Dans ce cas, on a
ké = Arg ch(sé—l) + Il

Les solutions obtenues s'écrivent alors :

Arg ch(Bé-l)
AX

u(X,t) = A Uy exp(i(wt-kx - %% z))exp -[

1z
(ﬁo vecteur propre associé & la valeur propre Az).

On obtient donc des ondes :

. dont la vitesse de propagation est égale &

R 2¢ch

T (1+4hz)I;2

0

. qui se propagent dans une direction paralléle au vecteur (1
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On a donc des ondes qui ne présentent pas les caractéres
d'ondes continues puisque, notamment, directions de propagation et d
amortissement ne sont pas perpendiculaires. Ce sont les ondes S paragit

Etude du comportement asymptotique des ondes S parasites

Pour kx fix&, on s'apergoit que, pour h assez petit :

. L'intervalle des vitesses de propagation accessiblesaux onde:
S parasites est 1'intervalle

2hV¢ (h) .
, ]
(144h%) 12 7\ (144n8) 172

L

Autrement dit, 1'intervalle

1 2.2 2.2 1
[ Arc cos(1-2y“Vg-y“VER. ) ]
Ty (1+4h%) 172 SR (14and) 172

Pour h assez petit, cet intervalle n'intercepte pas 1'intervalle des
vitesses de propagation accessibles aux ondes S non parasites [O,VS(h)].

) En outre, on remarque que, lorsque h - 0 , cet intervalle
tend vers :

Arc cos(l-27zvg) 1

H,Y 3 ?]

L

Arc cos(1-2y2vZ)
Par conséquent, ¥ 2 ¢ 3 » — [, alors pour h
: Ity Y
assez petit, c(h Vé(h), 1 1'onde P parasite associée
p 1 c(h) e (h) 7oR]  tel que 1'onde parasite assoc

S€ propage a la vitesse & dans la direction du vecteur (2h,1).

- De plus, on voit que Te vecteur "direction de propagation"
(2h,1) tend, quand h - 0 , 3 &tre colingaire & la direction d'amortisse-



I
(S]]
0

|

ment 0Oz.

. Le vecteur "déplacement” ﬁb est Te vecteur propre unitaire

de la matrice A associé & la valeur propre i, .
N ( °12 )
Donc u .

Les calculs fournissent alors

. / 8,(2-8)
Uy /A

i VB, (B=2) /.

On constate que, quand h = O
{- la deuxigéme composante de GO tend vers 0
- la premiére composante restant finie (en effet, on a

Tim g1 (h) = 1299, IXE .

h~0 Y VP

Autrement dit, le mouvement des partfcu]es tend a s'effectuer le long de
segments horizontaux.

Arc cos(l-2y2V§) 1
En recapitulant, ¥ C ¢ 1 = ., =[ , on obtient
2.1/2 Y Y

pour c(h) = iliﬁgﬁl——— ¢ , une famille d'ondes :

- se propageant a la vitesse €,

- dont les directions de propagation et d'amortissement tendent
5 se confondre avec la verticale, la direction de déplacement des particules
tendant vers 1'horizontale.

Remarque : asymptotiquement, ces ondes S parasites se comportent comme
des ondes P homogénes.



3°) Résolution dans un demi espace - Ondes de Rayleigh numériques

On se place maintenant dans Je demi-espace z > 0. La Tingéaryi
des équations du schéma permet d'affirmer que toute combinaison Tinaire de
solutions est encore une solution.

Conformément & 1a démarche suivie dans le cas continu, on va
chercher des solutions des équations générales du schéma (valables
maintenant pour z > 0, c'est-d-dire pour .j 2 1) sous forme de 1la
superposition de deux ondes S et P non homogénes numériques se propa-
geant dans la méme direction, de Tacon 3 satisfaire les conditions de
surface Tibre discrétisces (cf. [37).

A n n . n

(1) u(u;‘-ug) ty (wg—w4+w§—w2+2wg-2w?) + ﬁ‘-(wg-w8+w2-w4+2w?~2wg) =0
n n n

(2) (A+2u) (w-ul) + %(ug—u2+u8-u2+2ug-2ug)+-%(ug-u2+u8—ug+2u2-2u2) =

On a vu dans Te cas continy que les vitesses de propagation et
les longueurs d'onde des deux ondes que 1'on désire superposer é&tajent
nécessairement égales, i1 est donc naturel de chercher une solution sous la
forme

(3) O = Tkt + Bk ,0
(kesC) € R x [0,V<(h)] o

. Ug{kx,c} désigne une onde P numérique non parasite de Tongueur d'onde
&k S€ propageant & la vitesse ¢
X

. &ﬁ{kx,c}- désigne une onde § numérique non parasite de longueur d'onde
%~ S€ propageant & la vitesse c.
X

Par conséquent, en conservant les notations du paragraphe
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précédent nous allons injecter dans les €quations (1) et (2) une solution
du type :
R Y By(2-8,) -k,z
(4) uh(x,z,t) = e +
-1 /BZZBX-Z)
N VB, (8,-2) Kz |t - kgx)

e e

-ive (z+8) ]

+

avec . (AA") € @2 constantes quelconques
I w
. kX e [0, Z?J , C = ¢ [O,Vs(h)] > B, < 0
X B'SO
z
. k, = Arg ch(1-8,)
. ké = Arg ch(l—Bé)
By(h) = 1 - cosZlih
2,2
1 - cos2licyh ~ v VPBX
B_(h) =
z 2. Bx 2 By \ 1,2
Y I Vg (1- TT)VP]
1 - cos2lcyh - BZVgB
‘ X
Ba(h) =

B B
A

Rappel de 1a solution continue

Rappelons que la recherche de solutions des équations continues
sous forme (3) conduit aux résultats suivants :

-c=¢q unigue racine dans ]O,VS] de 1'équation
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2 2 2
(E) Gp(c?) =4(1-Y2 1-5 - 2-%) -0
v v v
P S S
[ < <
. -k A1 2 kNl— z  i(wt-k x)
- TRELt) = (Al e X vg salge XV e X

ol ﬁg, ﬁg sont définis comme au paragraphe précédent et
2 2

C C
AA' verifient (2 - A+ 2(1- 92 g
% v

L'introduction de la solution (4) dans les équations (1) et (2) va fournir
un systéme Tinéaire de deux équations & 2 inconnues A et A'.

Obtention du systéme linéaire

On injecte donc dans (1) et (2)

i(wt-kxx) -kzz -kéz
us=e {AvV Bxiz-sz)e + At Y sé(eX—Z)e }
i(Qt-k x) k_z -k!z
W= -ie T VB, (B2 4 A Y B (Z-Br)e 2}

Indiquons simplement les principales étapes du calcul

Premigre_éguation (on divise tout par e!(9t-KxX))

n n k,AX K, AX
Wptg > =2 VB, (1-8,) {A VB, (B2)e © + A' VB (2Bl)e © )

-k_AX -k!'Ax

wg—wg > 2 szz_sx) {A / BZ(BX-Zje Loy SX(Z-BZ)Q ‘0

wg-w2+w§-wg > 4B (T8 A VE, (B, -2) (1-8,)+A' VB (2-67) (1-8,))
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Wi-w] o+ 2 VBZR) IAVE(BD) + A VB (276 ) )

3 DWp-wrug-wgr2wg-2w)1 > & v BTZ-B) A VB, (B 208,

+ A T2 RE,)

¥ rwh-wprig-wg 2wl -2ug ] + -u V(2B LAY B, (B,-2)(2-8,) +

£ A VB (ZORD) (2-85))

uuG-u31+-2u VB (ZE,) { AVBIZB)) VB, (8,77) +

+ A VE(ZE)) VBB D))

D'ol la premiére &quation :

AL 2B, (2-8,) VBB, - u(2-8,)(2-8,) VBB, -

- 2u(2-8,) VBB + A 288, V(ZEI(ZRY) -

- g (2-8)) VTTBITZEL) + 2u8) VIZBITBY)} = 0

Par conséquent, en divisant par p(V% + Vg) on fait apparaitre la

2 < Bgwd)

quantité y ptVe
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{ ATER; (37208, (28,)- (1-¥)) (2-8,) (2-8,) - 2(1-y2) (28,3
AR (39°-2)88) - (1-7)8,(2-81) + 2(1)sy)

Soit encore finalement

2 2 2 2
(E1) } AV=BB, (B(y°-1) + 2%, + 2(1-y%)p, + (1-2%)B.58 ) +

* A (ZB (2 ) (2(1-7) (8)-8,) + (2y%-1)8,8.} = 0
i(m-&x”

. szx +kéAx
21 VB (2B (A VB, (2B))e © 0 + A" VTEI(B 2)e T )

n
U,-u
2

B~ e ]

_ -kZAx -kéAx
+ =21 BX(Z-BX){A vV ex(Z-sz)e + A" Bé(sx'2>e )

n
U=
8u

(o1

ug-u2+ug-ug > -41 VB (2B, ){A VB (27B,)(1-8,) +
* A BT (1))

ug-ul > 21 VETZB)A / By (ZB,) + A' VBL(B 2))

1{ug—u2+ug-ug+2ug-2u?} » I VB (ZB A VB (2,8, +

+ A VBB -2)8))

A .
gluz-ugrugugr2ug-2ul} » -ix VE (2B IA VB2, (2-8,) +

+ A VEI(B,72)(2-81)}

(A+2u) w?-wg > 1(a+2u){-A8, v (2B, )(2-E,) + A'(2-8)) /B,B] )

D'od, aprés division par p(V§+V§) » on obtijent :



A V2B (26, (1-y2)8,8, ~ (3y7-2)8,(2-8,)-2y%8,} +
+ A VTEET ((1-y2)8)(2-8,)-(3P-2)(2-8,) (28}, )+2y" (2-8})) = O

Soit encore :

(E2) A /TZB(Z8,)(2(2-350 )8, - 29%B, + (2°-1)8,8,) +

+ A /B EIB(1-yP w2 (3yP-2) 8, k2 (yP-1)8L(1-2y P )8, = O

Le systéme d'équations (El), (E2) peut encore s'écrire :

(S) A.Hl(c,h) - A'.H4(c,h) =0
A.na(c,h) + A'.Hz(c,h) =0
avec I, = {8¢ 2-1)+2 2 +2(1- 2)3 +(1-2 2)8 8.} v -B.B
1 y Y8, Y 18y Y 1Pyb, X~z
1, = {8(y?-1)+2(1-y?)8 +2(3y%-2)8 ~(1-2y?)8, 8.} V=B B
2 z X X"z X"z
I = (2(1-Y%) (8,8} )+(1-2y°)8,8.} V (2-6,) (2-87)
. = {2(3y%-2)g.+2y%8_+(1-2y%)8 8.} v T2-B.)(2-B.)
3 X z X"z X z/ "

Hl,HZ,H3,H4 dépendent donc de c et h par 1'intermédiaire de BX,BZ et

B

Etude du systéme linéaire (S)

(S) est un systéme linéaire homogéne de deux équations & deux
inconnues. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour qu'
i1 admette une solution non nulle est que son déterminant soit nul <=

(E,) ¢ = [0,Vg(h)] et D(c,h) = Ty(c,h)ly(c,h)+M5(c,h)Ty(c,h)=0
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(Eh) désigne 1'équation de la vitesse de propagation des ondes
de Rayleigh issues de la superposition d'ondes S et P non parasites poL
le schéma en différences finies.

Plus exactement, (Eh) est 1'équation reliant cette vitesse de
propagation au nombre de points par longueur d'onde.

Remarque : en particulier, pour un schéma donné (c'est-a-dire & Ax fixe),
Ta (ou les) vitesse(s) des ondes de Raleigh numériques dépendra
(dépendront), si elle(s) existe(nt), de la longueur d'onde, ce
qui n'est pas le cas en continu.

(Eh) est une équation trés compliquée, fortement non linéaire,
et le probléme de 1'existence et du calcul de ses &ventuelles racines,
ne peut étre résolu, pour h quelconque, que numériquement.

Néanmoins, il est intéressant d'étudier, pour obtenir des
résultats de convergence, le comportement asymptotique de cette équation

quand h = 0.

Analyse du comportement asymptotique de 1'équation (Eh)

Cette analyse implique, &videmment, 1'&tude du comportement
de la fonction D(c,h) dans un voisinage de h-= 0.

L'idée consiste & réaliser un développement en séries de
D(c,h) et d'appliquer le théoréme des fonctions implicites.

En toute rigueur, la fonction D:{c,h) » D(c,h) n'est définie
que sur le sous ensemble de 'RZ.

V= f(eh) e B30 s h <1, 0¢csve(n)
? s

En fait, vu Ta parité et la continuité en ¢ et h des
expressions de Bx’Bz et Bé, D(c,h) peut &tre prolongée sur :
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’
~7

W - ((c,h) e R%/In| <5, |c| < Vg(h)}

qui est un voisinage de 1'origine. En outre, D est analytique sur

2
1

W = t(c,h) < RE/|h] <5, || < Vg(h)}

En pratique, pour le comportement asymptotique de D, nous
nous intéressons au voisinage compact de 1'origine suivant :

U = L(csh) e R2/[h| s hy » lc] < Vg(h))

ho étant un réel "a§§ez petit". On sait que D est développable en
séries entigres sur ¥ =Uj -

Le calcul montre que :

”~~

(1) ¥ (c,h) eUy , ona D(c,h) = h* a(c?.hy)
400
Avec G(x,y) = Z an(x)yn
n=0

G(x,y) &tant une fonction analytique dans un voisinage convenable de
1'origine Vq -

On a par conséquent 1'équivalence

D(c,h) =0 : ; G(x,y) =0
{h #0 } X = c2 %
y =

C'est en fait & G que nous allons appliquer le théoréme des
fonctions implicites.

Avant de poursuivre les calculs, justifions (1) grace au :
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Lemme :f|Soit f(x) une fonction analytique dans un voisinage de 0,
réelle et paire. Alors une fonction analytique a(x) telle que

Vx| < R f(x) = a(xd)

(R désignant le rayon de convergence de 1la série entiare dont 1a

somme est égale a f).

Démonstration : f analytique paire

»3R>0,3 (an)neN tq

+o0

¥ [x] <R f(x) = & anxzn
n=0
400
Alors a(x) : I anxn convient c.qg.f.d. 0
n=0

Application : les fonctions Hl(c,h),Hz(c,h),H3(c,h),n4(c,h), sont analytigq

par rapport & ¢ et h dans QIO . Donc, D 1'est également
+
z

An(c)h2n (D est paire)
n=0

>3a,(c) tq D(c,h) = h?
(Le calcul montrera que la partie principale de h - D(c,h) est en hQ).

Or, la parité et 1'analycité de D par rapport @ c entraine celles des
A, Et par conséquent, d'aprés le lemme, ¥ n, 3 an(c) analytique tq
2
An(c) = a,(c”).
Par suite ¥ (c.h) e Uy, D(c,h) = n* 3 a ()", tes a

. n=0
notamment, des fonctions continuement dérivables.

n étant,

Résolution de G(x,y) = 0 (équation en x)

Si 3 erIR/ (XO,O)e Vg tg

6(xg.0) = 0
oG
W(XCPO) #0 .



Alors, d'aprés le théoréme des fonctions implicites

. 3& voisinage de 1'origine dans R tel que ¥y ¢ G, ¥ x e V(xp)
(voisinage de Xxg) h

G(x,y) = 0e= x = ¢(y)

ol ¢ ¢ EI(G) et vérifie

$(0) = X
3G
o' (y) - ——— ¥y O

. Si x0>0,¢(0)>0,¢sﬁl(0)
— 30 c O tqg Vyec0 oy) 0.
En particulier dag >0 tg |y| <op=>Xx= o(y) > 0 .

Ce qui signifie que pour Yy suffisamment petit, 1'équation G(x,y) =0
admet une unique racine positive dans le voisinage de Xg : V(xg)

. Si Xqg < 0, c'est le contraire, G(x,y) =0 admet une unique racine
négative dans un voisinage de Xy pour y assez petit.

. ST xg = 0 , tout dépend du signe de ¢(y) pour y > 0.
- i 28 4
S1 ay(0,0) 7 0
. soit ¢'(0) > 0=13 8 ta

0<_y<30-=vx=¢(y)>0.
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G(x,y) = 0 admet alors une unique racine positive pour Y ass
petit dans V(xo)

. S0Tt $'(0) < 0 e 3 By >0 tg
0<y<86§x=¢(y)<0

auquel cas G(x,y) = 0 admet une unique racine négative dans y

voisinage de O

- s 3G(0 0) =0 on étudie alors le signe de ¢"(0) et ainsi de
su1te

. Afin d'appliquer ces raisonnements, il faut donc calculer J]a fonctic
G(x,0) pour x > 0.

Calcul de GLQ_AQI

Nous pouvons préciser la forme du voisinage Q}a .
h o4
he

W
N/

-Ne

La fonction x + G(x,h°) est, ¥ |h| < hy, déFinie sur [-V2 S(h),+vE(h) 3.
En particulier x - G(xo) est définie sur [- V2 SJ

2

Or ¥ c“< Vs, 3 he >0 tq ¥ h<hg

gmm

G(c?,h2) = a (c?)n?

I o~

n=0

Donc G(CZ,O) = ao(cz) s ¥ ? < Vs .
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Autrement dit, pour calculer G(CZ,O), i1 suffit de déterminer la partie
principale de D(c,h) par rapport a h, c'est-a-dire les parties princi-

pales de nl’HZ’HB’n4'

Quelques développements 1imités préliminaires (c < VS fixé)

Rem. : Seuls les deux premiers termes du développement de G seront

utilisés par la suite, aussi, avons-nous limité tous nos développements

aux deux premiers termes.

1 - cosznh = 212n% - &t + ne(h)

w
—_~
=
~
H

1 - cos2licyh - yzvésx
- B (M) = — :

2-"X 2 X\ 12

Yl Vg + (1 - ) Vpd

(zrieyh)? _ (2ncyh)®
? 77

1 - cos2licyh - yzvgsx

4 4+ n* e(n)

- 2 (anPn? - St

or?y? (c2-v8)n? + % ity 2 (V2P +

4

0t e
2 By 2 By 2. 2 2 9 2 .2 .2
YA VS (1 - FIET = T DVRH(YGVR)RT + hT e(h)]
/2
- 22 11- (1 - =yPn? + 08 e(h)}
P v
V2

2
By 2.7k 1 Vs. 22 2

= [y (TV§+(1-—2—)VP)]=—?—\72{1+(1—?)Hh + h% g(h)}
T 'p P
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2
v | 2 2
=3 &,(h) = {1+(1 - ) Ihhle(n)3 2Pn?(Sy - 1) + 5 1t (1= Lyl
z ve v v
p p p
2
2 2 2 v
- 2n2h2(§? - 1)+ § e - 52 a 3(57 - 1)(1- ;g)}+ h*e(h)
p p p p

Soit finalement :

2 2 2., 2 2
2,2.¢C 2 44 1-2 2y“-1 ¢ 4., .4
B,(h) = 2I"h" (=5 - 1)+ 7 Th {143 =5 + 3 & 5= =5 = Ly ¢+ hg(h)
v y v v
P P 'p
l-cos2lcyh - yzvgs
' _ X
. By (h) =
2 2

3 3
Y2 V5 + (1- Fvd

Des calculs analogues aux précédents ménent & :

2 2 2 2 2
' 2,2,c5, 2 4 2y“-1 1-2y~ ¢ 4 4
By(h) = 2m°h?(S5 - 1)+ 2n ht1-3 &L 4 3 Y S - Lo %+ he(n)
VS 1-y l1-y VS VS
(i1 suffit de changer Vp -~ Vg » y2 - 1-y2 systématiquement).

: Bx’sz’Bé sont tous des infiniment petits du second ordre en h.

" On peut alors aisément, & partir de ces développements limités,
obtenir les parties principales de nl,nz,n3,n4 .

On aboutit aux résultats suijvants :

2
- I 8(y2-1).2nh?(1 - £ye
' h30 |

Vp
2 2.2 172
-1, s(yAen).artni - &
0 v
S
2..2.2 c2
- 1, 8(1-y*)1%h?(2 - )

Vs
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2 2
2,2 2 y°cC
-, _ 8I°hC [2y“-2+ ]
> 130 - v%
2 2 .
2 i}
- 8n?n?(y%-1)(2- -?q (car Ly = 1)
Vs Vp Vs
D'oli
. ¢ x 6a(1-y% )2 4. )1/2 (1- )1/2
1"2 |~ Wi
0 v V2
p S
TL,T -64(1-y2)mh* (2- C2)2
3% 3o V2
s
Par suite
2. 4.4 212, Bz, o
D = MMy, 64(1-y))Th (4(1- 5570 EME-2- 5%
0 v v v
- ] 2 .2
ar conséquent, ¥ ¢ < VS
2 4, 2 2.1/2 22
6(c2,0) = 64nt(1-y%)14(1- )/ o-(2- =5)7)
. v
p Vs

641" (1-y% )Gy (c”)-

En particulier 6(c2,0) = 0&Gg(c?) = 0 .

C'est-a-dire que 1'on retrouve exactement 1'&quation donnant

Ja vitesse de propagation des ondes de Rayleigh continues.

Remargue : Si on reporte les développements de Hl,Hz,H3,H4 dans la premiére

équation (E1) du systeme linéaire (S), on obtient :
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2 2
MBI (1= )23 (1ve (1)) + 18152 1)r2rn? (1- )21z (n)
P S

Si on divise par h2 et que 1'on fait tendre ensuite h vers 0, on otient

2A(1- %)1/2 + (2- %)A' =0
P S
c'est-a-dire la premiére équation du systéme linéaire obtenu lors de la
recherche des ondes de Rayleigh continues.

(IT en est bien entendu de méme pour la seconde &quation).

Conséquences

Premier résultat ¥ e > 0 , 3 hE >0 tgq h< h€ ==

T o e e e e e e 30 o e o o N
SRS EE R

(Eh) n'admet pas de racine dans 1'intervalle
[S,Co—sj U[C0+E,Vs(h)]

Démonstration

La fonction G(cz,hz) est continue sur le compact

Wo = {(ch) < R/ ] s hy , cs V(h)}
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Elie y est donc uniformément continue

~ ~

Yn>0,3an) ta ((c.h))(cpuhp)) Vg Up t

== |G( c ) G(cz, )l <n

!hl’hgl <
Soit alors e > O donné (suffisamment petit pour que Cpyte < VS).
Posons

m_ = inf{]6y(c%,0)|, ¢ ¢ [escmed v [CgresVg])

Comme G(CZ,O) = Go(cz) X 64n4(1-y2) et comme O0,c, sont les deux seuls
points de [O,Véj ol Go(cz) s'annule nécessairement, G &tant continue :

m >0

g

m
o _ s E (*)
Soit alors hE = 1nf(h0,u07r),h1)

¥ h< hE , ¥ c e [e,cyed v [c0+e,VS(h)] c [e,Ccymel v [CO+€,VS]

() (hy étant tel que. h < hy==rcyte < Vg(h)y < Vg » hy existe car

1im Vs(h) = Vg par valeurs inférieures)

h-0
‘ | 2 Me
On a }G(c ,h )=G(c™,0)| < ==
2
comme |G(c%,0)| > m_
nécessairement
m

2 .2 £
1G(c™,h) | > =
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Et par conséquent pour h < hos ¥ ce[e,cpg=elu [eptesVe(h)l,c ntest
pas une racine de (Eh). C.q.f.d. . B

Remargue : en particulier, ¥ c ¢ {O,CO} . h0 >0 tq h< h0 C n'est
pas racine de (Eh).

Etude de G(ch®) au voisinage du point (0,0)

- On sait que G(0,0) = 0. Pour é&tudier 1'aventuelle existence d'une
racine de (Eh) dans un voisinage de 0, i1 faut donc &tudier g%(0,0) et
oG :

37(0,0).

e n
Or, ona G(x,y) = ¢ a,(x)y
n=0

Ce que 1'on peut écrire

B(xsy) = ag(x) + Ry(x.y) = ag(x) + yBy(xsy)

oB
D'l S0uy) = agx) + v 5L0xy).

En particulier

23(0.,0) = ay(0)
or ag(x) = 64(1-y*)n*6y(x) avec
Bp(x) = 4(1- V- BV 2- 22 @l b - 4R

' 2 -1/2 172_2 Xy=1/2, 2 u
B(x) = - 1= H7TVE- HYE Lo X712 2ip )
. -.2_2_4 _ 2b-a
Donc Gy(0) = - < -Ft3 = "JEHY—l
v2-y2
; oG ' 2y 4 P S
Par suite 5—;(0,0) = aO(O) = 128(1-y )H AV >0

VpVsg
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Par conséquent : | G(x,y) est une fonction de classe Cl dans un voisinage
de 1'origine vérifiant

6(0,0) = 0

o

85(0,0) # 0
D'aprés le théoréme des Fonctions implicites, G(x,y) =0
dafinit implicitement x = ¢(y) dans un voisinage de 0,
¢ 6&tant de classe C1 et vérifiant

| E(6(v)5¥)
5(0) =0 et ¢'(¥)=-35
28(0,0)
En particulier ¢'(0) = - E%%————-
5)'2(090)
comme E-G-(O 0) = - a;(0) i1 s'ensuit :
ay ] 1 L) .
6'(0) = - —mal(o)
%0

Calcul de al(O)

al(O) n'est autre que le coefficient de h6 dans le développe-
ment en puissances de h de D(O,h)

2
22 244 1-2 4
8,(c=0) = -20°h" + F"h {143 -—;%-}+ h™e(h)
2.2 244

2
ntr1es N 4 h¥e(h)
y

or T, = 8, /EF (B(y2-1)+25%8 #2(1-y7 )8, H(1¥0)8,8,)

8)(c=0) = -2I°h" + 3

v (8(y2-1)+2(1-y2 8142 (3yP-2)8,+(1-2Y7 )8, 8}
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- Les termes (1-2y2)exsZ et (l-ZyZ)Bxsé n'interviennent pas dans le
terme en h6.

Posons
X = 8(y*-1)+2y%8,+2(1-y)p,
¥ = B(y°-1)2(1-yP) 8 2(3y%-2)8,

On obtient alors :
VBB = 2H2h2.- nh* 243 _11:31213 + ne(h)
BB, = —5—( 2 =
Yy (1l-y7)
2,2 6

h? - 2 B0 (avs 12y L) +n
y (1-y7)

e(h)

X = 8(y*-1) + & 12h2(1-2y2) + nZe(h)
Y = 8(ye-1) + 4 1°h?(8y2-3) + ne(n)
XY = 64(1-y%)? + 32 1%hZ(y2-1)(4y2-341-2y%) + n2e(h) =

64(1-y%)% + 64 1h%(1-y%)2 + rle(h) .
Par conséquent, le terme en h6 du développement de I,:M, en c=0 est

2
Ay = 256 1°h®(1-y2)% - 128 16y (1 1212 (4,3 (1-2°)
1 =3 V)

De méme M3l = (2-8,) V (Z-Bx)(Z-Bé){Z(l-yZ)(BX-Bé)+(1-2y2)BX82}

x {2(3y%-2)8,42y%8 4 (1-2y%)8 4. ).

Cette fois, les termes (1-2y2)3xsé et (1-2y2)3x8Z contribuent au terme

en hs.
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Posons X' = 2(1-y2)(8,~B4)+(1-2°)8,8;
v = 2(32-2)8, + 2y%8, + (1-2°)8,8,
On obtient :
(2-8,) VZBEEY) = 4 + he(h)
X' = 2(1-y?)ran?hi- & ntht (243 E%E;%)] + artn?2yP-1)+hte(n)
v = 2(3y2-2) (antn- % mtntyeayP(-entnls %ﬂ4h4(l+313:%131)) +

y
+ (2y2-1)rtn* + hie(h) =

ann@ (3y°-2-y

2y - dnfnt(3yPea-y) nte(h) =

8,2 4. 4 4

8(y2-1)12h? - 3{y-1)1"h" + h'e(h)

Par suite, le terme en h6 du développement de T,li, &n ¢ =0 est
Ay = 4 x 328 (1y 242 b6

Par conséquent, le terme en h6 du développement de D(O,h) est :

2.2
6,6 (1-y2)2- 128 1518 2 1-2 128 2 66
Ap+h, = 2561°h°(1-y%)%- (- y2)2(4+3 §ZZI%;%;) + 4 x B3(1-y%) 0
- 256 10hE(1-y2)2 - 28mPnd(1-y%)% x 3 il_Zx_l_
Y(1Y)
- 128 1°h®(1-y?)%(2- i%—zlflf&
y 2
yo(1-y7)
- 128 n6h6-l——— 1252 (1-y%)-(1-2y%) 3=
¥
= - 128 1°h° l:%— {1 - 6y° + 6y*).

y
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2
Donc a,(0) = -128 1%h° 13 k(y
y

%)
avec K(x) =1-bx+ 6x°

Etude de la fonction K(x) sur 1'intervalle [0,1]

. K(0) = K(1) = 1.

. K(x) est minimum en Xx = 1 et K(%& = - %

. K(x) s'annule aux points

1 /3

xp =z (1)

X2=%(1"/3;3‘)

On remarque %(1+ L§§) > %-, ce qui est important car y2 € ]%31[

%
e




valeur

31(0)

(D(0,h)
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Le graphe de K(x) fait apparaitre 1'existence d'une premiére
critique de vy, Yoo* telle que :

2 1 i)
Yoo = *1 = z(1+ =57)
étant du signe opposé a K(yz), on en déduit :

si y <Yoo al(O) >0

si y»> Yoo » 31(0) <O

si y Yoo - al(O) =0

est alors en h8) .

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer Te

Deuxiéme résultat : Lorsque h est assez petit, on a :

. Pour y

. Pour y

V3,

2 . %{1+-7§—), (E,) admet, au voisinage de 0, deux racines

imaginaires pures :

. evlac 1/2
ci(h) = zimig (12X By h (1+e(h))
(1-2y7) (1-y7)
. Pour yZ > %{1+ 1;35, (Eh) admet, au voisinage de O, une racine

réelle positive qui tend vers O, comme h lorsque h ~ 0 .

2, .. 4
1-6y“+6 1/2
oY 92 h(1ee(h))
(2y"-1)(1-y%)
_ 1 v 3 N . . . . -
= 2{1+ —§—), 1'existence d'une &ventuelle racine réelle déper
du signe de a,(0) et Ta convergence de cette racine vers 0

serait au moins en h2.

coo(h) = VS [

2
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Déemonstration

On sait que, pour y assez petit, 1'équation en x, G(X,y) = 0,
admet, au voisinage de 0, une racine réelle

x = ¢(y)

D'aprés 1'équivalence

3D(c,h) = 0% G(X,y) = 0
h#0 X = c2
= pl

on déduit que pour h assez petit, (Eh) admet deux racines complexes

telles que :

Or, en effectuant un développement de Taylor & 1'ordre (1) de ¢, i1 vient :
6(n?) = 6(0) + h? ¢'(0) + O(h%) .

Par conséquent, comme ¢(0) =0

o 2. 1o, /3 oy L 21l
-8 y< 1+ s ¢'(0) = - <0 .
Z(1+ 22 (0) ="~ 370y

Par conséquent, 3 hy >0 tq V¥ h < hy ¢(h2) <0 .

11 s'ensuit que les deux racines complexes de (Eh) sont
imaginaires pures et vérifient

¢ = nP(e'(0) + €(h))

2 2
a,(0) 2 V5.V
' 1 6 1-y 2. . 4 p-'s 1
or ¢'(0) = - = 128 T° —L(1-6y"+by ") X .
2(0) ¥ Ve nzen’ (1-7)
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2,2 1-6y°46y?
=TV —5 7
(2y==1)(1-y")

D'oli ¢'(0)

Par suite, les deux racines imaginaires sont :

2. 4
c;(h) = imVgr 1-gy ty 5 12 h(14e(h))
(2y=-1)(1-y")

- si y2 > %{l+ 1;33 > '(0) >0

Par conséquent, 3 hg >0 ta ¥ h<hy ¢(h2) < 0.
IT s'ensuit que Tes deux racines de (Eh) sont réelles.

(Eh) admet donc une racine réelle positive

1-6y°+6y" RV

h (1 h
(1-2y%) (1-y2) (tre(h))

Cop(h) = M [

Cette racine tend effectivement cers 0, comme h ,

. si y2 = %(1+ 1;3), il faut pousser le développement au second
ordre. 4
Alors o(h%) = 1= g"(0) + o(ht)

(Eh) admettra donc une racine réelle positive pour h assez
petit au voisinage de 0<«>¢"(0) > 0, or on a la formule

G;yGi¢'(y)+G;ZG;-G;2¢'(y)—G;yG§

¢"(Y) 5
Gy (o(y)sy)

Doncen y=0, si ¢'(y) =0
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aZG . 2a2(0)
or RO 7 0= = -~y
a,(0)
. 2 2 4 4
Soit ¢(h™) = - h™ + O(h")
a5(0)
Par suite : . si az(D) > 0, les racines sont imaginaires pures
. 81 a,(0) <0, (E,) admet une racine réelie

positive

a,(0)
cgolh) = ah?(l4e(h)) o = //- E%(57

(La convergence de cgyg(h) vers 0 est alors en
. si a2(0) =0 , il faut encore pousser plus loin

je développement.

Laissons aux grands courageux le soin d'effectuer le calcul

de aZ(O). B

Remargue : le coefficientd Poisson v est relié au coefficient adimensionnel

y2 par 1'intermédiaire de la formule

2
v = 3y~-2

2(2y?-1)

v (yh)
~

9 N>

A la valeur critique ygq de y correspond la valeur du coefficient de

Poisson
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373 317
00 =7 70,

AY
2 2

En outre Y™ > Ygg e v > Voo
2 2

Y < Yoo =3 V < Vg

2

Etude de G(c ,h2) au voisinage du point (cg(h),O)

. 2 2
. On sait que G(cO,O) = GO(CO) x cste = 0
En outre %%(cg,O) = aé(cg) < 0 (cf. graphe de la fonction Go(cz))

Par conséquent : | G(x,y) est une fonction de classe c1 dans un
voisinage du point (CS,O) vérifiant

3G, 2
W(CO,O) 5‘é 0

2 -
§ G(cO,O) =0
D'aprés le théoréme des fonctions implicites,
G(x,y) = 0 définit immédiatement x = Y(y) dans
un voisinage de 0, y &tant de classe c1 et

vérifiant :
9(0) = ¢
, g—g(w(y),y)
1% (.y) = - 3G
3G, 2 2
3y(Co°0) ap(cp)
En particulier u'(u) = - gé g -1 g

(000 aplep)
Nous pouvons donc &noncer le

Igg1§i§@g=gggglggg :}} Pour h suffisamment petit, 1'équation (Eh) admet,
¥ y2 € ]%,l[, une racine réelle au voisinage de o>
Co(h), qui tend, quand h ~ 0 , vers la vitesse de

propagation des ondes de Rayleigh continues. En outre
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2
al(CO) h2 2
h) = 1- . h h
colt) = oll S -zt e(h))

Démonstration

On sait que, pour y assez petit, 1'équation en X, G(X,y)
admet, au voisinage de cg, une racine réelle

or Y(0) = ¢4 e 10,VAl
D'ol, par continuité de w,3 h0 tq h < h0
= y(h?) e 30,V (h)7
Et par suite (Eh) admet une racine réelie co(h) € ]O,Vs(h)[ qui vérifie
co(n)? = w(h) .

Par un développement de Taylor, il vient

o(h?) = (0) + hZy(0) + h® e(h)

2
a;(cq)
D'od cg(m? = &5 - —— h2 + h% e(h)
aé(co)
NI
= c5(1- + h e(h))
0 a'(cz) E?
0“0/ "0
a(cg) w2
D'ol co(h) = ¢ (- ———- — ¢+ h" e(h)) c.q.f.d. B
2aj(cq) €
0\"0 0
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Remargue : On remarque ici que la convergence de co(h) vers Cp quand
h—+ 0 est (au moins) en h? (elle est donc plus rapide, en
général, que la convergence de coo(h) qui est en h).

IT peut étre intéressant d'étudier le signe de al(cg) pour an
déduire Tle sens de convergence de co(h) vers cj.

Des calculs trés longs permettent d'obtenir

2 z
6 , 2,2 c 4 c
2, _ 512m 2.2 (1-2y 2, S0 . .2yt c
ay(cp) = = F——(1-y9) % [ 2+ 3 LB 4 50132 -3l
.0 Yy (y=-1) Vp Yy (1-y7) vg
3(2- =)
Vs
4 4
c c 2
0
(16y7-3)—2r + (3 2V5) 2+ (Vg 3 )
VoV v 1-y
sVp 5
6 6
2 c
2,2, 0 3 2,2, %0
(3G g - (=L + ¥ VE g
Ve 1y v2y
s¥p sVp
6 2 2 & 4 4 ¢
c c o c c c 2 ¢
+ L1812 220 O)lgag( 0 0)-2y2v3( 0 4 10y 5.0, y° X
3 ? 2t stoz * —7)-3(7 Z
Vg v 8 P A

IT s'agit d'une expression abominable dont i1 est quasiment
impossible d'étudier le signe analytiquement.

Signalons néanmoins tout de suite que les essais numériques
permettent de mettre en évidence le fait que al(cg) change de signe
Torsque y2 décrit 1'intervalle ]§31£ Autrement dit, 3 yg € }é,l[ tq

- poury < yg  cylh) > Cy en décroissant
. pour y > Yo co(h) + €y en croissant
- pour y = y5 la convergence de co(h) vers ¢, est alors au moins
4
en h
Yp correspondant a un coefficient de Poisson Vg € 40,10



En récapitulant les résultats obtenus, établissons le

Théoréme :| (Approximation de la vitesse des ondes de Rayleigh).

I1 existe un réel h* >0 tq ¥ h<h®, (E) admet dans
1'intervalle [O,Vs(h)] :
. une et une seule racine réelle co(h) convergeant vers Cq
pour ¥y < ¥gq
. deux racines réelles pour y > Yoo
- coo(h) +~0 gd h~-20
- cg(h) > ¢y qd h~0

Démonstration du théoréme (dans le cas y > yOO)

On a

K(CO,O) <0

Donc, par continuité de 96 aux points (0,0) et (cg,O) 3 h1 >0 ,35 >0

X
tels que |h| < hy » > Cp*d < Vg (h)

. |hl <h ~
lc| < 61 - éﬁ(cz’hz) >0
- |hl < hy
lc-cgl < 8 € ¥ -%%(cz,hz) <0
En outre :

;igcoo(h) =0e>(¥n>0,3 hyg(n) ta [hl < hggin) = leglh)] < n)

ljgco(h) = cge>(¥ n'> 0,3 hy(n') tg |h| < hy(n') = fcy(h)-cof <n')

Considérons alors la fonction, pour h fixé :




- S0 -

Fre [0,V ()27 > R

2. Fo(c?) = 6(c?,h)

Alors, d'aprés ce qui précéde, ¥ h < h, Fh vérifie
. sur [0,621

2

; Fa(Coo(M?) = 0 cho(n)? e [0,62]

Fi(c?) >u v ¢ e 10,62

2 2

est donc la seule racine de Fh sur [0,8%]

coo(h)

. Pour ¢ ¢ [co—d,co+6]

2

3 Frico(h)) = 0 cy(h) ¢ [egm6,cp%6]

FH(CZ) >0 ¥ ce [co—a,c0+5]

co(h)2 est donc Ta seule racine de Fh pour ¢ « [co-é,co+6]
Autrement dit, pour h < A, colh) et Coo(h)

sont les deux seules racines
réelles de (Eh) dans [0,8] u[co—é,co+6] .

Or, d'aprés le premier résultat, pour h < hd s (Eh) n'admet
pas de racine réelle dans [8,c5-8] u ECO+6,VS(h)J .

Par suite, posons h* = 1nf(h6,ﬁ). I1 découle de ce qui précéde
que pour h < h*, co(h) et coo(h) sont les deux seules racines

réelles de (Eh) dans 1'intervalle [O,Vs(h)], ce qui démontre Te
théoréme.
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e Interprétation des résultats obtenus

* Interprétation graphique

- Pour v > vy s le graphe de la fonction c2 > G(cz,hz) gévolue de la

fagon suivante :

(5 A

v

\i;(\,,)

(les fléaches indiquent J*évolution de la courbe quand h = 0)

~ Pour Vg <V < Vg

G 1 el : Ot
S seap ||
@\! ; 20250 \]S\h_\ g

La courbe coupe 1'axe des abcisses pour c2 < 0 d'ol les racines

imaginaires pures.
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i

* Les ondes de RayTeigh numériques, générées par superposition d'ondes
plafies non parasites

Les résultats obtenus s'interprétent comme suit :

- Pour tout nombre d'ondes kx’ c'est-a-dire pour toute Tongueur d'onde s

le schéma génére donc pour un pas de discrétisation Ax suffisamment
petit

e ¥y e ]Og%{, des ondes de Rayleigh numériques non parasites qui ont
tes propriétés suivantes :

- L'onde se propage parallélement 3 la surface libre z =0 & une
vitesse co(h) approximant la vitesse de propagation des ondes de
Rayleigh continues.

. I1 y a décroissance exponéntieTie de 1'amplitude de 1'onde en
profondeur; on a donc bien des ondes de surface.

Les solutions ainsi obtenues s'écrivent alors (pour ax suffisamment
petit)
olh) 172
—7)

SR oo ~k (h)z Vo —k'(h(z h -ikx(x-co(h)ﬁ
uﬁ(x,t) -AR{e z h-—2 e * q-sER\us}e




Avec :

R

A® constante complexe quelconque

k e [0 ]

> AX
co(h) étant le plus grande racine de Eh O,Vs(h)

ky(h) = Zl— Arg ch(1-8,) 5 ki(h) = L arg cn(1-s})

1-cos2Iicyh + yzvgsx

B, =
B
¥F I Ve (1= VI
1-cos2licyh + yz VEB
BI = X
z 2 ? By.\ 2
[T VE+(1- )VE]
Bx = 1-cos2Ilh

sR(h) +~ 0 quand h -+ O

h ( szZ'Bz) )
Up vecteur unitaire // -iJ”E;TE;:?)
: vV B (B -2)
ﬁg vecteur unitaire //(’ 2(Px2)

-1 /Bg(2785)

En outre, on a les résultats asymptotigues suivants :

. limcn(h) = ¢
h-0 0 0
0 c2
. Timk (h) = kZ = kx 1- =
h-0 ¢ v P
_ 0 _c
. 1imk! (h) = kZ = kx 1 i
h+0 * VS
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. =h =0
. =h a0
. ;lgus = Ug

Ce qui permet d'énoncer le :

L'onde de Rayleigh numérique ﬁﬁ(x,z,t) converge vers 1'onde
continue

[g)
O

O
™

1

N

I
o
o
7
——
r
1
O
lom-c
SN
m
—
®

<
(V2 MaN

uniformément sur R x [0AIx[0,T] ,¥A>0,¥T2>0.

Démonstration du théoréme

Compte tenu des résultats déja obtenus, i1 suffit de démontrer
que Ta suite

=ik, (x=-cq(h)t)
gh(xat) =e X 0

ikx(x-cot)
converge uniformément vers g(x,t) = e sur Rx[0,T] ,¥T20;
Te résultat global s'obtient alors par somme et produit de fonctions
uniformément convergentes .,

Or, ¥ (Xst) ¢ R x[0,T]

ik, (cy-co(h)t
lgp(x,t) - g(x,t)| = !1—e1 x(Cp=cp(h)t)



Donc }gh(x,t)-g(x,t)l = {(l-coskx[co-co(h)]t)2 + Sinzkx[C-CO(h)t]}l/2
= {2(1—coskx(c0-c0(h)f))}1/2
. Sg~cplh)
= 2|sink, ——— t]
Par suite

|9, (x,)-g(x,t)| = kyEt|cgmco(h)]
doll, ¥ (x,t) ¢ R x [0,T]
Igh(x,t)-g(x,t)[ = kxTICQ‘Co(h)|
or Timcn(h) = coe=>¥ e > 0 ,Ja(e) >0 tg [h| < a(e)
0 0
0
= lcg-co(h)] < &
Par suite, &tant donné ¢ > 0 donné, soit hO = a(§%—7) .
X
Alors 0 < h < hy = sup lgh(x,t)—g(x,t)| < e
Rx[0,T]
ce qui démontre le théoréme. B

1. On a évidemment pas convergence sur R x R puisque

Max |gh(x,t)—g(x,t)} =2 .
RxRT '
2. On a en particulier convergence simple en tout point

¥ (§.5.n) ¢ Zx N2
+R.n +R.n
(uh)ij (u )ij

h~0
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e Pour v < Voo* le schéma génére en-outre des ondes de Rayleigh
parasites, issues de la superposition d'ondes planes non parasites qui
se propagent & trés faible vitesse coo(h) parallélement & Ta direction

de surface libre.

L'onde obtenue s'écrit alors :

2
(- oo () 172
ky(hz V2
— 2l [1+el(h)]
coo(h)
(2- 20 "
's

W (X.t) = (A% (e

e-ké(h)z} e—ikx(x—coo(h)t)

Avec : . (AR)' constante complexe quelcongue

. Timeh(h) = 0
>0

. Yime o (h) = 0
h-0 00

De Ta méme fagon que précedemment, on démontre 1le

]
Théoréme :]Pour v < Vgo » 1'onde de Rayleigh numérique parasite Eh (X,t)

converge vers la solution stationnaire :
0 0
-k_z -k!“z
> _ 7Ry z- -0 z =0
ug(x,t) = (A™)' {e up + e ug e

—1kxx

qui est la solution des équations continues correspondant 3 la
racine ¢ = 0 de 1'equation de la vitesse des ondes de Rayleigh
continues GO(CZ) = 0.




Quelques remarques sur les ondes de Rayleigh non parasites

(Pour h suffisamment petit)

. Pour v > vy, la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
numériques est 1égérement inférieure. & celle des ondes de Rayleigh
continues, pour v < Vo élle’ est 1&gérement supérieure.

. Comme pour les ondes continues, les trajectoires des particules sont
des ellipses donc le grand axe est 1'axe vertical, perpendiculaire.

a la surface libre, s

. Comme pour les ondes S et P, 1'amortissement de 1'onde numérique

est 1égérement supérieur & celui de 1'onde continue qu'elle approxime.

Nous allons maintenant étudier la possibilité de superposer
des ondes parasites de fagon & satisfaire les conditions de surface libre,
ce qui permettra de détecter si le schéma peut générer un deuxiéme type
d'ondes de Rayleigh parasites.

a) Superposition d'une onde P parasite et d'une onde S parasite

h e [O,%J étant donné, on suppose donc ¢ 2 Vﬁ(h)
(Hc= Vé(h)). On a alors simultanément g, = 2 et Bé > 2 etonva

chercher une solution de 1a forme

N V8, (8,-2) K,z VELZRI\ —kiz d(wt-kx)
u=+<A e + A e e
VB, (Z78) i VB, (8;72)

c'est-a-dire que 1'on va injecter dans les équations (1),(2) discrétisant
les conditions de surface libre :

) -k, z 3 -kiz  i(wt-kpx)
u = {A‘/Bx Bz" e % 4 A'V/Bé(Z—BX)e z }e X
_ -k z -koz o i(wt-k,x)
w = 1{AVB,(Z2-8,)e + A"/BX(BQ—Z)e ) e



- 98 -

A nouveau, les calculs permettent d'aboutir i un systéme linéaire homogéne
en A et A'. Indiquons les principales étapes de calcul .

i(wt—kxx)
Premiére équation (aprés division par e

n n _ kZAx ' kéAx -ikXAX 1k, Ax
Wo-Wy = 1 [As/BZ(?—BX}e + A"/BX(BQ—Z)e I(e -e )

nn_ . —szx -kéAx -ikxAx ikxAx
Wg-We 1[A,/82(2-ije + A'y/sx(sé-Z)e I(e -e )

wg-w2+wg—wg - 4sinkXAx{A./BZ(2-BX)+A',/BX(BQ—Z)(I-BQ)}

2(wg-wy) ~ ~4sink,ax {AVE, (2B, )+A' /B, (81-2)}

}\. A T5 H i i
z{wg—w2+wg-wg+2wg—2w?} > -1V B, (2-8B,) {ABZ;/BZ(Z—BX)+A ‘/Bx(Bz'Z)Bz}

{wg—w2+wg-wg+2w?—2wg} > u/(2Z8,)B, (A(2-8,) VB, (2B, ) +A' (2-8)/B, Bl

s

n(uo-uj) - ~2ulA(8,-2) /BB, * A'8) VI(2-B,) (Bs-2))
D'ol 1'expression de la premiére équation

AVBE, (38,(8,-2)+u(2-8,)(2-8,)-2u(8,-2)} +

A" V(2B )(B;72) {-38,8,418, (2-81)-2u8!} = 0

Soit, aprés division par p(Vg+Vg) :
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A VEE, 1B(yP-1)42y%e,+2(1-yP B, 4 (1-2y°) 8,8, )

A TEET(EL2) {2(1-y2) (By-8L)+(1-2y7)8,85) = O
1(kxx-wt)
Deuxiéme équation (aprés division par e
k., AX k!ax =ik, Ax ik AX
“3'“2 > {A /78,(8,-2)e Lo Byle-By)e 2 He X e )

~k_AX -kiax =ik ax ik, Ax
ug-ug ~ {A VE (B, Z)e © +A' /B BJe e K- %)

up-uptug-ug + -4isink ax{A VB, TE,-Z) (1-8,)+A" VB (Z-B, ) (1-B,)}

2(ug-u'1‘) + Aisink ax {AVE(B,-2) + A' V BI(Z-8B,)}

¥ (u)-up+ug- ul+eup-2u]) > i /B (2B )TA VB (B,=2)8,+A" VB (2-8,)8,}

7} (ug-u2+ug-ug+2u’1‘-2ug) + =1\ VB (ZB A VB, (B,-2) (2-8, )+A' VBI(Z-E,)8,)

(A+20) (wp-w3) = -1 (x+2u){A VB (ZB,) VB, (B, ~2)+A' VB, (8;-2) /B (E;"2))
D'oG 1'expression de la seconde &quation

A /2B, ) (B,-2){uB 8,18, (2-B,) -2 (x+2u)8,} +

+ A' VB BT {uB,(2-8,)-A(2-8,)(2-B,)+2(+2u) (2-8,)}= 0O
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Soit, aprés division par p(V§+V§) :

(E3) A TZEE,2)(2(2-3y% )8, -2y %8 +(2y2-1)p 8. ) +

' VEBLET 2 2 2 1)@ e(1-0u2 _
ATV BB, 1B(1-y")+2(3y"-2)B,+2(y"-1)8)+(1-2y“)B,8,} = 0
Le systéme d'équations (Ej), (Ej}) peut encore s'écrire

(") A.Hi(c,h)-A'H&(c,h) =

§
(]

1
O

A.Hé(c,h)+A’Hé(c,h) =

Avec les notations :

T = 1805 1)2y%8 w2 (AyP)8 (1208 8,1V ELE,
Iy = {8'y"-1)+2(1-y)p_+2(3y2-2)8, - (1-2y2)8. &'}V E7
2 ~z X X"z X"z
My = (2(3y°-2)8,+2y%8_+(1-2y%)8 8}/ TZET(ED]
3 X Tz x"z X/ Pz
My = 201-%) (8,-82)4(1-29%)8, 811/ (2B T(BT7)

Hi,né,né,ni dépendent donc de ¢ et h par ]'1nterméd1§1fe de Bx’Bz’Bé‘

Etude du systéme linéaire (S")

(S)' est un systéme linéaire homogéne de deux équations & deux
inconnues. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
admette une solution non nulle est que son déterminant soit nul &

(Ep)fc e EVﬁ(h)ft%HJ et D'(c,h) = T (csh)T3(c,h )41l (e, h)I, (c,h)
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(Eé) désigne "1'équation de la vitesse de propagation des
ondes de Rayleigh numériques parasites". Plus exactement (EA) désigne
1'équation reliant la vitesse de propagation d'éventuelles solutions
jssues de la superposition d'une one P parasite et d'une onde S

parasite, au nombre de points par longueur d'onde.

(Eﬁ) est une équation trop compliquée pour pouvoir &tre étudiée
analytiquement. Le probléme consiste en fait & trouver les zéros de la
fonction D'(c,h) dans la région du plan

V= {(coh) e RO <h<y , Vp(h)<cs z%ﬁ }

Cette fois, 1'@tude asymptotique de 1'équation (Eé) est
quasiment impossible et seul un calcul numérique peut permettre sa
résolution (cf. "Résultats numériques pour le schéma en différences

finies").

Tout au plus peut-on affirmer que si (EE) admet une racine
c(h) pour tout h suffisamment petit, alors on obtient une onde de
Rayleigh numérique :

2h

- qui se propage a la vitesse ¢ = Zhe hz 7 dans une direction 1
(1+4h=)7' "

qui n'est pas paralléle & la direction de surface libre. En outre

1 Arc cos(l—ZYZVE-YZVEBX) 1
h Vll , r > ~ ,
“() e Hphgypt = e b Tty (1+4n2) /2 y(1+4h2)]

- quand h > 0 1la direction de propagation tend & &tre perpendiculaire
& la surface libre et les trajectoires des particules tendent vers
des ellipses dont le petit axe est orthogonal a la surface libre.

b) Superposition d'une onde parasite et d'une onde non parasite

On vérifie facilement qu'une telle éventualité ne peut en
aucun cas se produire. En effet, si on considére les expressions :
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. Vp(h) = Arc cos{l-yzsxvg}
2Nvh
Ly 1 2y2 2.2
- Vp(h) = STvh Arc cos{1l- 2y VP-y VSBX}

1 2,2
. Vg(h) = ST Arc cos{1l-y VeB,J

¢
! 1 22 2,2
. Vs(h) = m Arc COS{]."Z'Y VS"'Y VPBX}

Compte tenu que Vg > Vg et que By € (0,21, on constate qu'on

a les inégalités suivantes :
Vg(h) < Vp(h) < V&(h) < Vp(h)

Ce qui donne graphiquement :

o S(non pat) S) (Homc%- D 5 (Pcras\'res)
— Vst >
Ng Vé

Borssss55555 5455555555555 >

«tn,

° (nen par.) VP P (Homog ) \pr P (parasites)

I1 est alors clair qu'on ne peut superposer une onde S
parasite a une onde P non parasite ol une onde P parasite a une onde
S non parasite &tant entendu que’ 1'on ne peut superposer que des ondes de

méme Vitesse.



CHAPITRE III
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IIT - LES ONDES DE RAYLEIGH NUMERIQUES DANS UN SCHEMA PAR ELEMENTS FINIS Q1

- — - . - —— - b - - —— -

La formulation variationnelle des é&quations de 1'é&las tody-
namique dans tout 1'espace s'écrit (cf. ANNEXE )

. ) 2~
> > 2 du 2 d"u 2
u(t) e W ={ueL°(0,TsV) / e L°(0,T;H), e L°(0,T;v")}
) dt dt2
tel que ¥ VeV Jig (pU(t),V) + a(u,v) =0 (1)
dt

(HIORZ))Z, A (H‘1(1R2))2 dual de V

avec v
- 1 2m2y\2 s . .
H=(L"®R"))", (.,.) désignant le produit scalaire de H,

a(ﬁ,?) désignant la forme bilinéaire de 1'élasticité.

On fait alors une approximation par &léments finis Q1 du
du probléme variationnel (1).

Dans ce but, on effectue, comme en différences finies, un
maillage du plan par des carrés de cdté Ax. Si on désigne par
Ql = {V(x) =a+ BX + vz + 8xz, (a,B,Y,8) ¢ R4} on approche alors 1'espace
V par 1'espace V, suivant o
Vo= €0 (CO®P)2 /¥ (1,3) <2, U, e x 03V
h h - IRij 1 1
ol { Ris = {(x:2) / idx < x < (i+1)Ax, jAx s z < (J+1)ax)
]R2= l__JR_i.
i,j W
. Alors i1 est clair que si on désigne par qij Ta fonction
d support compact définie par
02 2
.. C . €
{qu(x) e C°R™), ¥ (k,2) eZ q_‘JIsz € 01
tel que qi.(zAx,kAx) = §..6

J ie” gk
Alors YU = (u,w Je Vi 3 ((uss)s(ws)) e 22 2% tel que
h = WUpoWp) € Vps i/ > My 9
u (?) = I Uy :q. «(X)
h i,jez 191
wp(X) = wiig(X)



2

2
Avec 25 = {(u:),. .. . o u, .
{(”13)(1,J)5222/§,j lus s

< 4w}

Et on est alors ramené au probléme approché :

Trouver ﬁh(t) € wh tel que (wh =Wn LZ(O,T;Vh))
h) 2 |
d >
¥ T € Vo 7 (00 (),0) + alln(8),%,) = 0

Si on désigne par Uh(t) € 22 la suite des uij(t)’ alors le
probléme (Ph) est équivalent a :

2
d-Vv
9%, —3t < LP0.Ts (0 2}

Trouver U (t) « { () e L2(0,T;(8% 2)// L2(0,T;(2

tel que si Uy (t) = (fus (), (5 (£), ¥ (30,3") e 7% on ait
d%y

3 ap t 1 p ap 1
1 : 1J i'J 1J J
-{ple Py jrdx) *_—TT' * Z J/F[A+2“ 3x ox ¥ 5z Bz ]dx guij(t) *

P 3Psy sy op. . 9P, ]

13 1] ij _"i'jd

123- 3ﬁ[ 9X 3z * ¥4 X dx
b}

wij(t) =0

: 2
dw. . 9P. s BPsss op;; 9Py
C 3 (fopygpygtn) —gt ¢ o] ffowan S0 T8 TEI ] o

w..(t) +
i,5 7 W gt i3 ‘3
P;; 9Py 2L OPs s 9P sy
iJ iJ 13 =
izj{jr“ [ 3X oZ oz 8X } dx% uij(t) =0

Semi discrétisation en temps

Pour discrétiser le problame en temps, on choisit un pas de temps

At, et on fait les approximations suivantes :

n

Cugy 1J(nA‘c)
no_
Wi = 1.J.(nA’c)
u?fl I TP u?fl d2u..
L i 137 43 2
AtE dt®
W - ey el ey
. > Vi (nat)

At? dt
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Les calculs (cf [1]) permettent alors d'obtenir le schéma
suivant (relativement au repére local d&ja précisé)
2
+ x+2 nl n . n n n
(1) » éﬁz {un+1-2u0+u8 1} + 222l {4ug-5(u 2+u4+u6+u8)+u3 5-2(u +u5)}

nl, n_n n n n.,n Aty N
+ §-{4udg?(u2+u4+u5+u8)-2(u3+u7)+u +u5} + —7;—-{w2+w6 w4 w8} =0

=

2
(2) »p ééz {w

i+l o0 A+2” {4u] ?( +w2+w2+w§)—2(wg+w?)+w?+wg}

-2w0+w0 } +

u n,n CTSPLUN LN N | PO
+ {4w0~2(w2+w4+w6+w8)+w3 7 2(w1+w5)} + —zf{u2+u6 Ug-ugl =0

Propriétés du schéma (1), (2)

Si on pose vy =-%§, 1a condition de stabilité de ce schéama

s'écrit [1] :
V <1
Yp
Le comportement de ce schéma vis & vis de la propagation des
ondes planes harmoniques homogénes ayant déja été &tudié, nous nous
bornerons & ‘1'étude des ondes non homogénes .

On conéerVe ici toutes les notations introduites lors de
1*&tude du schéma en différences finies. La démarche a suivre est d'ailleurs
la méme. On va chercher des solutions sous forme d'ondes harmoniques dont la
direction d'amortissement est paralléle & la direction 0z.

kxAx ' 1

Autrement dit, on se donne k tel que h = > € [0;?],
C € [O,§%FJ et on cherche des solutions sous la forme :

-> - . _kz

1 = - Z ez

u(x,t) U exp i(wt kxx)e kZ ¢ €

En pratique, on se donne k % puis suivant les valeurs de c,
on étudie les valeurs possibles de k
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Injection des solutions dans les équations du schéma

u
. > 0
On obtient alors les deux relations : (Uo = (WO))

2
A ; 2
uo(coswAt-l) + %é{vp(l-coskxAx)(chszx+2) + Vs(l-chszx)(coskxAx+2)}uO

2,2
Vp-Vs »
-1 . Y S'inkXAX sh kZAX =0

2
Wo(coswAt-1) + zi{vg(l-coskxAx)(cthAx+2) + Vg(lfcthAx)(coskxAx+2)}w0

22
- i Yp¥s 2 sink_Ax sh k.Ax = 0
7 Y X =" 7

l-coskxAx = l-cos2lh ¢ [0,2]
l—cthAx

X

ce qui en introduisant {8

B,

peut s'écrire matriciellement

u
(1) A(;g) = (l-coswAt)(w8>

ol A = ((a,.)) désigne 1a matrice carrée 2-2 deéfinie par :

2
Y 2 2 _
11 - "'3— {VPBX(3"BZ) + Vssz(3 BX)}

aU

2]
£

Ve 2 2
dpp = {VP82(3—BX) * VSBX(B-BZ)}
2 VZ'Vg . ,
8y = app = -1y 5 s1nkxAx sh kZAx

u
(1) exorime que\, | est un vecteur propre de la matrice A associé a la

valeur. propre 1-CoswAt. L'équation caractéristique de A s'écrit :

2
(A-a11)(A-app)-2a, = 0

2 2
Y . 20 (o Y e (a- 2 -
<> {x-Y V5B, (3-8,)4V58, (3-8, ) THM-1- [VSB, (3-8,)+VpB,(3-8,)1)

Vo2 002 2

+ 1 (va-vé)%sin? ax sh? Kk ax = 0
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2
. 2,,2
Soit A2 - T (VEH05) (38,+38,-28 8, )A
4 |
+ d ((VEHQ)8,8,(3-8,) (3-8,)+vaVEr 62 (3-8, )P+ed (3-8 ) 20)
4

- I (v5-¥5)%8,8,(2-8,) (2-8,) = O

On obtient & = [y*(V5-v2)(8,+8 -8, )12

D'ou 1'expression des valeurs propres
B, B
_ 2 5 2 "Xz 2
A=Y [(BX+BZ._6-BXBZ)VP T8 VS:I

5

BB
2 2 X"z 2]
=Y [(Bx+8i"€Bsz)v

st 5 Vp

>
no
1

Et par conséquent, on a Je

THEOREME :[ Une condition nécessaire et suffisante pour que le schéma

' numérique admette une solution de la forme

U(X,t) = ﬁb exp i(wt-k,x) exp (-k,z) est que 1'une des deux
égalités suivantes soit varifise :

l1-coswAt

BB
. 2 5 { 2
(1) Ay =" Uss, 288,12 + X212

BB
2 n D 2 X"z 2
Y {(Bx'si"EBsz)VS 5 Vp!

l1-coswAt

(1) %,

le vecteur ﬁb étant alors un vecteur propre de A.

Comme dans le cas des différences finies, nous sommes donc
amenés a considérer deux familles de solutions.

a) Les ondes P numériques

Ce sont les solutions correspondant 3 :

l-coswAt = AI

ce qui est équivalent 3 :

1*coswAt—$2V§8X
82 = 5
N 2 5 2, 7%

2
Y [(1'38X)VP+7T VS]
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Ce que 1'on peut encore écrire :

1—cosZHcyh-y2V§BX

8, =

VI (1-38 V52 Ve

Remarque importante : Contrairement & ce qui se passe en différences
finies, 1'expression figurant au dénominateur de BZ change de signe
Torsque B, décrit 1'intervalle [0,2]. En particulier, ce dénominateur
s‘annule pour une valeur critique (8,). de B .

Calcul de la valeur critique (B, ).

2 2 2
150, VB8] o8 = 0 <o (8, =+ — Py =
BB NVpt (Bl g = 0 <= (By)c 2 tyl_yl
| 5,2 's s
5P B

Soit en divisant, haut et bas, par V§+V§
2

by
(B = —5—
e eyt-1

Variations de (Bxlc lorsque y2 parcourt 1'intervalle ﬁ%,l

(B, T
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A la valeur critique de (BX)C correspond une valeur
critique du pas hC telle que :

-1 -
=> hC = Arc cosl1 (BX)CJ

l-cosznhc = (8 Vil

x)c
Par conséquent h L 1 Arc cosé—l) Arc cosbul)]
q c € Loy 5. 3

Conséquences : - pour h suffisamment petit (& savoir h < f%-Arc cos(—%)),
il n'y a pas de probléme, 1'expression figurant au
dénominateur de BZ reste toujours positive.

- Etant donné un schéma (c'est & dire & Ax fixé) i1 existe

une longueur d'onde critique AC donnée par
21 1

A o= =
e RIS TR
- si on s'intéresse & une longueur d'onde donnée A, 11

existe un pas de dicrétisation critique (Ax)c tel que

_ 1 __ _ A
he =% <=> (&), = 7 e

Examinons alors les différents cas qui se préasentent :

h < hC <==> Bx < (Bxlc

Le dénominateur de Bz est alors positif. Nous sommes jci amenés

d considérer trois sous-cas :

. ('I) g <0 <=>¢ ¢ Eosvp.(blg

Auguel cas on a alors

AX.kz = Arg ch(l-Bz) e R

a

a
Le vecteur propre associé est alors / & (; _12 )
1711

" Les calculs aboutissent & -

Yo (m)
vo ) /B T

Les solutions obtenues s'&crivent alors :
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M%) = P*Pf P(%,t)

. AP gtant une constante complexe quelcongue

fﬁ(?,t) = eXp(;kZ(h)z) exp i(wt—kxx)
+ ¢ == € [0,Vp(h)]

-1 -
. kz(h) = A% Arg chll Bz(h)]
1-cosZHcyh-YZV§8x(h)
P BN - 2 .5 .28 .2
YL (58, ) Vprg Vs
+P VBy(2-8,)
. Uy vecteur unitaire /{
'sz(z-ij

Ces ondes présentent les caractéristiques suivantes

I1 y a propagation dans la direction x & la vitesse ¢, cette
vitesse étant bornée supérieurement en module par Vp(h).

En particulier, la borne supérieure de 1'intervalle des
vitesses de propagation accessibles dépend, contrairement

au cas continu, de la longueur d'onde.

I1 y a décroissance exponentielle de 1'amplitude de 1'onde
dans la direction orthogonale & la direction de propagation.

Les trajectoires des particules sont des ellipses dans
le plan (xz)

Les lieux d'état vibratoire uniforme sont des droites
orthogonales au plan (xz).

Ces ondes présentent bien les caractéres des ondes P non

homogénes. Ce sont les ondes P numériques non homogénes, non parasites.

Comportement asymptotique des solutions

On obtient exactement les mémes résultats qu'en différences

finies, je me contenterai donc de les rappeler.

Résu]tatgi):

on a lim Vp(h) = VP (par valeurs inférieures)
h-0
Plus précisément IJe(h) telle que lim e(h) =
h-0
1°n? (212

et telle que Vp(h) = Vp{l-ZZ—(1-y )}+h e(h)
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Conséquences : pour h suffisamment petit, 1'intervalle des vitesses
accessibles aux ondes P numériques non parasites est
1égérement plus petit que 1"intervalle des vitesses
accessibles aux ondes P continues.

Résultat (D : ky» ¢ 8tant fixés, avec ¢ e [0,VpL alors
2
. -0 _ _c o
;lg kz(h) = kZ = kX 1 ;? par valeurs supérieures
p

Remarque : 13 encore, 1'amortissement en profondeur est donc pour h assez
petit, légérement supérieur pour 1'onde numérique que pour
1'onde continue qu'elle approxime.

Resultat@ : || 1im ﬁ’g - ﬁg

—_— h-0

Résultat (@ : ky, ¢ &tant fixés, avec ¢ < Vy, 1a suite de fonctions
fE(x,z,t) converge uniformément vers fo(x,z,t) sur

R x [-A,+A] xR, ¥ A > 0

De ces quatre résultats, dacoule alors le

Théorame de convergence

Etant donnas kX ¢R, ¢ « [0,V,[, alors il existe, pour h assez
petit, une onde P numérique solution du schéma en &léments finis Ql qui se
propage dans ia direction x i la vitesse ¢ avec une longueur d'onde ) = %E,

qui converge uniformément (sur R x [-A,+A] xIR+, ¥ A > 0) vers une onde *

P homogéne continue se propageant dans la méme direction, & la méme vitesse,

avec la méme longueur d'onde.

« (11) 9-f_§z <2

Cette double inégalita équivaut §

*C > Vp(h)

8
2
. l—coszncyh—yzvpsx < 2«,/2[—6’-‘ v§+(1-§s X)vgj (1)



9 9
(1) <=> cos2licyh = 1-2y"Vp + v 5 B

X

On peut vérifier que, si 1a condition de sthilité du

schéma est réalisée, alors
2 2
2v.-V
2,,2 2 °'P S
1-2v VP +y 3 B, € [-1,11

Par suite (1) <=> ¢ < Vg(h)
2v2-y2
2,2 2°P°S

1 - 1 ¢ -
avec Vp(h) = Zicyh Arc cos{1-2y"Vp + Y~ —5— BX}

Remarque : on a 1im Vp(h) =+
' h-0

Par conséquent, B, ¢ 10,20 <=> C ¢ ]Vp(h),VP(h)[

Ce cas ne nous intéresse pas, car il donne kz imaginaire
pur ; autrement dit, i1 méne aux ondes P numériques déja étudiées dans [1].

Signalons que, 13 encore, Vp(h) apparait comme la vitesse de propagation
des ondes P numériques homogénes dans la direction x.

- s = n 1

- (i) 8,22 <=2 ¢ LVp(R)omiyl
1 “1 )4

alors kz = % (Arg ch(E&Z 1)+110)

La solution obtenue s'écrit alors :

Arg ch(g,-1)
ﬁ(?,t) = Aﬁo exp 1(mt—kxx—%%z) exp —[ X z z

- -+
A &tant une constante complexe quelconque et Ug le vecteur

a
unitaire // a( 12 )

Wpmagg
On obtient alors une onde oh
- qui se propage dans la direction du vecteur (]_>
. . - 2ch
- dont la vitesse de propagation est C =
(1+4n%) 172

- qui s'amortit dans la direction 0z
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On a donc des ondes qui ne présentent pas les mémes
caractéristiques que les ondes P continues puisque notamment les directions
de propagation et d'amortissement ne sont pas orthogonales. On a des ondes
P parasites de type ().

Etude du comportement asymptotique de ces ondes

Pour kx fixe, h 8tant assez petit :
- 1'intervalle des vitesses de propagation accessibles est

1Yintervalle :[ ZhVB(h) )
(144022 7 | (144n2) 172

2
2Vgo-V
Arc cos(l—zyzvg+y2 ]; S B, 1
Soit encore .
2y (144h%) 172 v(1+4n2y1/2

~

Remarquons & nouveau que pour h assez petit, cet intervalle
n'intercepte pas 1'intervalle L0,Vp(h)ldes vitesses de propagation
accessibles aux ondes non parasites.

A la Timite, quand h - 0, cet intervalle devient

Arc cos(l—Zyzvg) 1
» ={ (comme en différences finies)
2Ty Y

Arc cos(l-ZYZVE)

On en déduit que ¥ ¢& ¢ T s §i} alors

ol 1/2
_ {I+4h . " 1 . .
pour h < ho, c(h) = i—f—§ﬁl——— g e [9 (h), ?EWY[Et 1'onde P parasite
de type (1) associge se propage & la vitesse ¢.

- le vecteur direction de propagation (2h,1) tend quand
h -~ 0, a 2tre colindaire i 1a direction d'amortissement 0z.

- le vecteur 30 est le vecteur unitaire paralidle i (

Comme ]TmZhC(h) = ¢, il vient 1im Bz(h) = 1-cos yC
h=0 >0 YoVg



Par conséquent, on s‘aperc¢oit que :

P ->
- la premiégre composante de Uy tend vers O
~ la deuxiéme composante reste finie

=

Le mouvement des particules tend donc a s'effectuer le long
de segments verticaux.

| Arc cos(l-Zszg) 1

8 it t, ¥ & ¢ , —| on obtient,
En récapitulan 5 ¥g ] Ty Y [

1/24
pour h < h0 et c(h) = (1+4h C.,une famille d'ondes :

- se propageant & la vitesse C
- dont les directions d'amortissement, de propagation et de
déplacement des particules tendent & se confondre avec la

verticale.

Remarque : Le comportement asymptotique de ces ondes P parasites de type (:)

~

est donc celui d'ondes S non homogénes.

h=h <=>8 = (Bxlc

Pay

I1 n'y a alors pas, en général, de solutions du type recherche,

sauf toutefois si :
¢ =c =ot Arc cos[1-vy2V2(g.) 1
c ?Hyﬁc - P'Y"x’c

auquel cas, toute valeur de B> et par conséquent de kz convient.

Les solutions obtenues s'écrivent :

u(i,t) = Aﬁo exp i(wct-(kx)cx) exp -kzz.

- (kx)C gtant fixé (pour Ax fixé)

- W, gtant fixé

- kZ pouvant prendre n'importe quelle valeur dans t.

On a donc une situation totalement anarchique, toutes les ondes

obtenues ont méme Tongueur d'onde et sont toutes parasites.
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B h>h <=>8 >(8),

By 2
Dans ce cas, la quantité (1—%1&)V§ + T? Vé est strictement
négative et de ce fait, toutes les in&galités obtenues’dans le cas
h < hc vont se trouver renversées.

. 1
* (1) B,z 0.s==2 c e LVp(h)apipl

Remarque : cette fois-ci, si on pose

Vp(h) =2le5“ vvi8, 1
2V2-v2 )e ]
) = ko 122,

On se trouve alors dans la situation Vg(h) < VP(h)

Alors kz = Arg ch(1-87)/Ax eIRf
Yo qu(?-Bz)
et le vecteur propre W associé est / &
0 VB, (2-8,

La solution obtenue 2st une onde :

- qui se propage dans la direction x a une vitesse minorée par
Vp(h)

- dont 1'amplitude décroit en profondeur

- les trajectoires des particules sont des ellipses dans le plan
xz dont le grand axe est perpendiculaire & la surface libre

- Tes ljeux d'état vibratoire uniformes sont des droites
horizontales orthogonales au plan xz

Leur vitesse de propagation &tant minorée, ces ondes ne présentent
pas les caractéres de phénoménes continus. Ce sont les ondes P numériques non
homoganes parasites de type (2).

-« (11) 8,_¢.10,2[ <=> ¢ ¢ JVp(h),Vp(h)L

On obtient alors kZ imaginaire pur , c'est & dire des ondes
homogénes qui ne font pas ici 1'objet de notre &tude.



s 1
A
¢

o (iif) B, 2 2 <==> C ¢ [D,V‘F',U_])_J

- - - - - - - =

auquel cas kZ = Arg ch(82—1)+in

La solution obtenue est une onde :

2h
- qui se propage dans la direction du vecteur < 1) a la vitesse
ohe .2hva(h)

¢ = -

/1+4h2

- qui s'amortit selon 0z (la direction d'amortissement n'est donc
pas perpendiculaire & la direction de propagation)

, bornée supérieuremént par 11;237317?

I1 s'agit donc d'ondes P numériques non homogénes parasites
de type (:).

En conclusion :

- pour un pas de discrétisation Ax donné, le schéma numérique
Q1 ne rend bien compte des ondes P continues que pour :

- kx < (_kx)C (autrement dit pour les longueurs d'onde
pas trop courtes)

et

-C< Vp(h)

- pour (kK > kx et ¢ > V;(h), le schéma génére des ondes P

)
x’c
parasites de type (i) analogues & celles dé&ja rencontrées dans 1'étude du

schéma aux différences finies.

- pour kX > (k,} ., on a aiors V;(h) < V&(h)

x>c
- sic > VP(h), le schéma génére des ondes P parasites

de type (@ |
-sjic«< Vg(h), 1e schéma génére des ondes P parasites
de type (:)

- pour kx = (kx)C (c'est & dire pour la valeur critique de la
longueur d'onde) on obtient un peu n'importe quoi .

Enfin, si on s'intéresse & une longueur d'onde ) donnée, alors
pour Ax assez petit, la condition h < hc est automatiquement réalisée et on
est alors replacé dans tes bonnes conditions.
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b) Les ondes S numériques

Ce sont les solutions qui correspondent a ‘

l1-cosuAt = Az

ce qui équivaut 3 : o 9
l1-coswAt-y VSBX

B, =
z 8
Aot ]
ce qui peut encore s'écrire :
1—cosZHcyh-y2V§Bx

B
|, 1

Remarque : 1'expression figurant au dénominateur de B, s'annule et change

B

'
Z

de signe pour :

B
_5 2 X vl _
(g8 Vg + 5 V5 = 0
~y2
v 2
<=>g = : 52 = §l}'yz)
SVS-VP 5-6y
2
Considérons alors la fonction W(yz) = ﬁilll?l

5-by

N %L

Q-J;M;




On voit que ¥ y2 € }é,lt, W(yz) ¢ [0,2]. Par conséquent,

y Bx e [0,21, 1'expression figurant au dénominateur de Bé reste toujours

positive.

IT n'y a donc pas de valeur critique de h en ce qui comcerne les

ondes S numériques.

ol Vg(h)

Examinons maintenant les différents cas :

- (1) B' < 0 <=>c¢ce[0 Vsihl]
= ?%?ﬁ Arc cos(l—yzvgs )

Dans ce cas

| _al
kZ * i Arg ch(1 BZ)

u
Soit ( O) le vecteur propre associé, les calculs donnent :
"o

u a B c-8B .
0 12 X
("‘o)” <k2‘a1 ) / (" B (5" )

" Les solutions obtenues s'écrivent alors :

h $+S
T(%,t) = ASRRR (Rt

. As.étant une constante complexe quelconque

S ' .
. fh(i,t) = exp(-kz(h)z) exp 1(wt-kxx)

‘K, e [0,7?73 et ¢ = i—"; e 10,V(h)]
_ -
° kz(h) = X Arg chl1 Bz(h)3
1-c052Hth-y2V§8
« B (h) = —
z 2 By .2
Y [(1—68 W S T V ]
+S 6z{z-sxj
- u vecteur unitaire /s
-i¢8x132'25

Ces ondes ont les propriétés suivantes :

- il y a propagation dans la direction x 3 1a vitesse ¢, cette
vitesse &tant bornée supérieurement par VS(h). Par conséquent,
1a borne supérieure de 1'intervalle des vitesses de propagation
accessibles dépend, ce qui n'est pas le cas en continu, de la
Tongueur d'onde.
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i - IT y a décroissance exponentielle en profondeur de
1'amplitude de 1'onde dans la direction 0z (orthogonale &
la direction de propagation)

- les trajectoires desg part1cu1es sont des e111pses dans
le plan xz

- les lieux d'état vibratoire uniforme sont des droites
orthogonales au plan xz

IT apparait clairement que ces ondes présentent les mames
propriétés que Tes ondes S non homogénes. Ce sont les ondes § numériques

non homogénes non parasites

Comportement asymptotique des solutions

Comme pour les ondes P, on &tablit facilement Tes résultats

suivants :
Résu]tat}j}: fon a 1im Vg(h) = Vo (par valeurs inférieures)
=0
et 3 e(h) / Vim g(h) = 0 telle que
h-0
TPl 22 2
Vs(h) =V {1-~fr—(1 -y"V }}+h e(h)

Conséquences : Pour h suffisamment petit, 1'intervalle des vitesses

accessibles aux ondes S numérigues non parasites est
1égérement plus petit que 1'intervalle des vitesses

-~

accessibles aux ondes S continues

Résultat @): kx, c &étant fixés, avec ¢ « [0,Vg[, alors

N

= 100 _ _C s ma s
Tim k! (h) =k~ = kg L =5 par valeurs inférieures
h-0 Vo
. S
Remarque : A nouveau on constate que le phénoméne de décroissance
exponentielle de 1'amplitude de 1'onde est 1égérement accru

pour h assez petit

lim u> = *S

Résultat (3: X
—_— h-0
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Résultat @: | x’ c &tant Tixés, avec c ¢ [0 VS la suite de fonctions
P (x z,t) converge uniformément quand h >~ 0 vers fo(x z,t)
sur]RXEA+A]><]R ¥ A>0.

De ces quatre résultats, découle le théoréme suivant

Etant donnés kx eR, ¢ ¢ [O,VS[, i1 existe,pour h assez petit,
une onde P numérique solution du schéma en &léments finis Q1 qui se propage
dans la direction x avec la vitesse c et une longueur d'onde A = %E-, qui
converge uniformément quand h > 0 (sur R x [-A,+A] x]R+, ¥A>0)
vers une onde P homogéne continue se propageant dans la méme direction

avec la méme vitesse et & la méme longueur d'onde.

Remarque : plus précisément, c'est 1'onde numérique ﬁh(x t) =

qui converge uniformément vers 1‘onde continue: Eo(igt) = Asﬁg 0('i,t)

Ceci equ1vaut d la double inégalité

e c > Vs(h)

B
« l-cos Zlicyh -y VSB [7; 2 (1—%6
2 2
22 2V 5
or (1) <==> cos 2Ncyh = 1-2y V + —2x— Y8, = 3(8,)

Vérifions que @[BX] e [-1,1]

- g, =0, 8(0) = 1-2v7VE
or 0 < Y2V§ < YZV% < 1 (d'aprés la condition de stabilite)
- By = 2s ®(2) = 1~% 2V§ gyzvg-— 1-Z: 3y (V2+V ) = 1‘gg§'YZVg
Y
2 .2 2

Comme y > z = -—? <1
=> 6(2) ¢ [-1,1]

Comme en outre yzvg 1 B

Comme en outre & est Tinéaire en Bx

=> ¥ B ¢ [0,21,8(8,) « [-1,13
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Par suite, on a :

0<B,<2<=>ce W (h),Vg(h)C

_ 1 202

avec Vg(h) = PR Arc cos(1l-y VeB, ) 2 5
VE(h) = shr Arc cos(1-2y2V2 4 L0S'P 2 )
s ) = 2Tyh cos Y ¥ 3 Y Py

On obtient alors ké imaginaire pur, c'est & dire des ondes
homogénes.

¢ (111) B 22 <=3 c ¢ [vggb)zgéﬁg

Auguel cas, k. (h) =-§; [Arg ch(82-1)+1H]

> * -
Le vecteur propre Uy 2ssocié est :

(“o) ( a12> <"’B:r.(2'f”><j )
wo) 7 Magy )7 -1vB,(B;-2)

La solution obtenue s'écrit alors :

Arg ch(g_-1)
ﬁ(§,t) = Aﬁo exp i(wt-kxx-ﬁ% z) exp -l A% z z

A ¢ € quelconque, ﬁo unitaire.

On obtient ainsi une onde : oh
- qui se propage dans la direction du vecteur 1
2¢ch

- dont la vitesse de propagation est & =
(1+an?) 172
- qui s'amortit dans la direction 0z

- On a donc des ondes qui ne présentent pas les propriétés des ondes
S continues, puisque notamment les directions de propagation et d'amortissement

ne sont pas orthogonales. Ce sont les ondes S non homogénes numériques parasites.

Etude du comportement asymptotique de css ondes

kX étant fixé et h pris suffisamment petit :

- 1'intervalle des vitesses de propagation accessibles 3 ces
ondes S parasites est 1'intervalle :



[ 2hV" (h) )
(1+4h2) /2 7 114409 31’2}

C'est 3 dire 5

2
2V V
Arc cos[ﬁv272V§+w2 ——ji——— B ] 1
2ty (1+40%) 172  yr(14402)1Y%

A 1a limite, quand h + 0, cet intervalle devient

'[Arc cos (1-2v2V g) 1]

2Ty, Y

Arc cos(1- 2y VS) 1
Par suite, Y € ¢ , =| , alors pour h < hg,
2.1/2 21y Y 0

c(h) = iliigﬁl——— (h), ?lﬁ] et 1'onde S parasite associée se propage
a la vitesse €.

- Te vecteur direction de propagation (2h,1), tend quand h ~ 0,

=

3 atre colinéaire & la direction d'amortissement 0z.

B {2-8

- le vecteur 36'étant Vi z X et comme en outre
- Bx BZ..
. l1-cos TiyC
lim2hc(h) = € => lim g, (h) =
h+0 hs0 yévé

Et par conséquent, on s'apercoit que :

- la premiére composante de 30 reste finie
. - >
« la deuxiéme composante de Ug * 0.
Le mouvement des particules tend donc a s'effectuer le long
de segments horizontaux.

Arc cos(l-ZYZVZ) 1
En récapitulant, ¥ € ¢ »—1|, on obtient
2,1/2 Ty Y

pour h < hd et c(h) = (1+4h ¢, une famille d'ondes

- se propageant & la vitesse €,
- dont Tes directions d'amortissement et de propagation tendent

o

se confondre avec la verticale, les particules ayant tendance

an

vibrer dans une direction orthogonale.
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Remarque : Te comportement de ces ondes S parasites est celuij d'ondes
P non homogénes.

Comme en différences finies, on se place dans Je demi-espace
Z > 0 et on va chercher des solutions sous T1a forme de 1a superposition
de deux ondes S et P non homogénes numériques non parasites se propageant

dans 1a méme direction, de fagon a satisfaire les conditions de surface
libre discrétisées.

Ces conditions dacoulent directement de 1a formulation
variationneile en &crivant Jles 8quations associées aux fonctions de base

relatives aux noeuds de 1a frontiére z = 0. On obtient les équations
suivantes : (cf. [3]).

AX\2, n+l . n n-1 2n
5(55) (up” "-2ug+up Y+ (2u) L3u-

5 g/t3
2nl . n n.2n1l.n n AN N N U, n.n.n n _
+u[§u0-3{u6+u8)-§u7+g(ul+u5)]+Z(w6-w8+w1-w5)+z{w6—w8+w5—w1) =0
pAX\2, N+l . n p-1 gnl, n.n 2n1,n kg
A A G A B " 2u) LMy g (Wg g )~ Swit (Wi g )]
2n1l
+u -gwg--s-(w2+wg)+%w;—%(w?+wg) +z}‘( ug-ug+ug-u’1‘)+%‘(ug—ug-&u;’—ug’) =0

Pour toute solution des gquations générales du schéma, ce schéma
est équivalent au schéma suivant (dbfenu en éliminant le terme
AXy 2, n+l , n. p-1
%(rt) (UO -2U0+U0 )) .
o n_n_ n_n n_.n n_n,n_n n_n
.(k+2u)[u2 gty u6+2(u7 u3)3+u[u2 Ug+u, u6+4(u3 u-)1

+3A[wg—wg+w2-wgJ+3utwg-w?+w2-ng =0 (1)
n_ M n_ N ,on n n_ NN N, n n
‘(A+2u)[w2-w8+w4 g+ (w3 7)J+u[w2 WgHW =g +2 (Wo-w3)]
TRTLL T, B S T T
, +3\[uf Up+lg-uip T+ 3L uf Ug+ug-usl = 0 (IT)



i
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on va donc chercher une solution de la forme

R = Wik et + Tikyacl (111)
(k>c) « RT x [0,Vg(h)]

. Ebikx,c} désigne une onde P numérique non parasite de longueur d'onde

%ﬂ se propagant dans la direction x & la vitesse c.

X

. ﬁﬁ{kx,c} désigne une onde S numérique non parasite de longueur d'onde
' &n se propageant dans la direction x a la vitesse C.

Ky

Autrement dit, on va injecter dans les équations (I}, (II)

ﬁE(x,z,t) ) {-A.(VBX(Z-BZ) )e;-‘kziz. +‘A'(' B,'Z(BX_Z) ye_kéz:‘ ei(wt'_kxx) (1v)

-'i/BZ(BX-Z) -i‘/BX(ZTB'Z)
avec . (AA") € @? constantes complexes quelconques
B <0
T oW - z
. kX € [Og&j, CcC = kX € [O,VS(h)] > {6; < 0
. kZ = Arg ch (l-BZ)
. ké = Arg ch (1~Bé)
. By = 1 - cos 2rh
1-c052wcyh—y2V§BX
. B, =
2252 (1o B2
YEE s 6/'p
1—coschyh—Y2V§Bx
BT R 5. \y2
Y [-é-vp + (I-BSX)VS]

L 'introduction de la solution (IV) dans les équations (I) et (11,
va fournir un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues A et A'.
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Obtention du systéme 1ingaire

On injecte donc dans (I) et (II)

i(wt-kxx) -k, z -k!z

U=e (AWB (2B e © + AVEIBZ e %)
W -ie' R aETER) et 4 BT e7k2? )

Indiquons Tes principales étapes du calcul :

- Premiére &quation (aprés division par e10”t'kxx))

u§+u2 > 2coskxAx{A/§;T§:E;)eszx + AVRI(B,-2) eszX}
ugrup > 2cosk, ax{AVBTZB,Je KX 4 anBT(E e ki,

-ug-ug > 4(1-8,){AVB (2-8,)VB,(B,-2) + A'VB (B -2)VBL(81-2)}

up-uy - “2(AVE, (2-8,)VB,(8,72) + A'VBL(B,2)VBL(B1-2))

(O2u) Cugtug-ug-uls2 (ul-ul)7 o ~48,{A(2-8,)V=B,B,-A"8,/(2-B ) (2-8]) } (r+2u)

> IR B, (8,-2)+A' (2B ) (28108 6))
uLugtup-ug- ug+4(uZ-ul)3 > 4u(3-8,){A(2-8 V"B B, - A'8,/12-8 ) (2-8,))

v WIACBLE, (3-8,)(8,-2) + A'V(2-6,) (2-61)8L(8,3))

De méme

wi-wg - "2/8,(2-B, YA/, (B, =2 + A'VB, (2-81)}

n A v kL AX,
w4—w3 > ZVBX(Z-BXS{AekZ X4+ A ekZAXf
or eszx = ¢h szx + sh szx =1 - B, + /82(82—2)

-koAx _ P ] - - 4 J -
e 7% = ¢h kz + sh szx =1 B, + /BZ(BZ 2)
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SADW]-wirwh-whd > 3M.2/E, (276, HAVE 1B -2) (-8, +/B, (B, -2)) + A'VEL (2-B ) (=8 ,+/B (B;-2))}

> sx{A/-sngﬁez(sx-z)+(z-sx)/sz(égl§734-A'yizlsx)(z-SQS (-Bxsé+veé(sé-z))}

Sulwl-wlrwy-wpl > 3u.2vB, (2-B, J{AVE, (B, -2)(2-8,+/B,(B,-2) )+A' VB (2-B]) (2-8,+/E, (B;-2))}

- 6U{A¢E;§;[(2-Bx)(2—82)+(2-Bx)/§§f§;:§7]+A'/(Z—Bx)(2-82)(BX(2—B£)*
48, /BLTEL2))

D'ol la premiére équation
AV=B B, 12(1+20)8 4B, ~2)¥21 (3-8, ) (2-8,)+3)8,, (B, -2)+3u(2-B, ) (2-8,)+3(3+1) (2-8,) /B, (B,~2))
+A'/T?:§;7T§:§§7{2(A+2u)BXBZ+2uBg(BX-3)-3A6g85+3usx(Z-B;)+3(l+u)8x/§§T§§:§7} =0

Soit encore :

AVB, B, {24u-2(22+9u)8, -6 (A+2u) B+ (5X+9u )8, 8, +3(A+u) (2-8,)VB, (B ,-2)}

A28, T (2-By ) {6ulB, -8 )+(3u-2)B, B +3(A+)8, VB (B1-2)} = 0O

ce qui, aprés division par p(V§+V§) donne

A¢:§;§;{24(1-y2)+2(3y2-5)sx-6y252+(6y2-1)3st+3(2y2—i)(Z—BX)JEZTEQT?S}

(y)
A VIZB ) (2R 6 (1-y7) (8,8} )+ (5-6y° )8, 81+3(2y°-1)8, VBT (B]-2)} = O

. Deuxiéme'équation (aprés division par e1(wt'kxx>)

W] - -ZicostAx{A/é;?%&f?Teszx+A'/é;(?-séjekZAx}

Wg-i—wg -> -Z‘iCOSkXAX{AVBZ(Bx_z)e'kZAX+A,/BX Z'Bé)e_kﬁAx}

whrwp-wg-wg -+ -41(1-8 ){AVB (B ~2)/B,(B,-2)+A' /B, (2-81)/B;(8}-2)}

wh-wy + 2i{AVE (B, -2)/B,(B,-2)+A' VB (2-B])vB 1 (B,-2)}



D'oit
(A+211) w4 ~wE-wh=a4( Wpwg) 1 +’-41(k+2u){A/(2-Bk)(2-6256#(8£;3)%A‘/-8X8;(2-Bé)(3-8x)}
[w2+w4-w6-w8+2(w7-w3)] + ~4ip{A/]2- -B,)(2-8, 58 B, *A'V-8,8,8, (8,-2)}

De méme

up-ul - 2isink, ax{AvB, (2-8,)+A' /BT (E,~2)}
up-up > 2isinkxAX{A/E;T§:§;7ekZAX+A'/Bé(Bx-Z)e_kéAX}

Par conséquent

3 (ug-ul+up-ul) + 61A{A/(2-8X)(2-857(8*(2-BZ)+BX/82(82-2))+A“/-Bx8{((2'ﬂx)(2'8')+(2'8 )x
| VB (B1-2)

3u(u1 5+u4 2 +~ 6iu{A/(2~ By )(2- -8, ) ( BXBZ+BX/B ‘2-27)+A'/~BXBZ(SQ(BX-2)+(2-B )/B (8'

D'od Ta deuxiéme &quation (aprés division par ~-21)

A/(Z-sx)(2-827{2(A+2ﬂﬂ§(BX-3)+2uexsZ+3xex(82-2)+3usxsz-3(x+u)sxv32(ez—z5}

A BET20000) (28]) (3-8, 1428, (8,-2)+30 (8,-2) (28] )+ 3u8) (2-8, )3 v+ (5, -2) ETTEL2);

=0
Soit encore

A28, Y28, ) 1638, -6 (1+2u)8 ,+ (51490 )8, 8, -3 ()8, v, TBL=2T)
+A'/:Sx§;124u+2(A—Su)sféugﬁ(Bu—A)Bx82+3(k+p)(BX-Z)/Bé(Bé~f)} =0

ce gui donne finalement, en divisant par p(v§+v§)

A/(Z-BX)(2~BZ){6(2-3y2)8x-6y282+(6y2-1)BZBX-3(2y2-1)8x/%ZZ82-25}

W r-wara 2 2_ 6 1=ve VR sl . 2_ DVETTET5Y1 =
+Hh'v B B 128(1-y")+(9y 5)8,-6(1-~y )8, +(5-6y )8, B8,+3(2y 1)(By-2)vB (B7-2)} = 0



Le systéme d'équation (El), (Ez) peut encore s'écrire :

A.Py(csh) - A'.Py(c,h) = 0

(Z) 14 -
A.PL(c,h) + A'.P,(c,h) = O
Avec
P, = (26(1-y2)42(3y2-5)B, -5y28 +(6y°-1)8, 8 +3(2y°~1) (2-8, )V, (E,~2) 1/ -B,B
1 X z X"z X z'\"z X"z
Py = {24(1-y2)+(9y2-5)sx+6(y2-1)sé+(5-6y2)3xgé+3(zy2-1)(ex-2)/s;(eé-2)}/-sxs;
Py = (6(y2-1) (B -8})-(5-6y°)8,81-3(2y°-1)8, /BT (B;2)} YIZ-8,](Z-5])

o
H

2
5 = 16(2-3y%)8, -6y Bz+(6y2—1)BXBZ+3(1-2y2)8x/62(62-2)}/(Z‘BX)(Z‘Bz)
P..P..P.,P, 6tant reliés a ¢ et h par 1'intermédiaire de BX,BZ,Bé.

1°72°°3*°4

Etude du systéme linéaire (I)

() est un systéme linéaire homogéne de deux équations & deux
inconnues. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
admette une solution non nulie est que son déterminant soit égal & 0 <=>

C e [O,Vs(h)] et Alc,h) = Pl(c,h)Pz(c,h)+P3(c,h)P4(c,h) =0 (gh)

‘ (gh) désigne 1'équation de la vitesse de propagation des ondes de Reyleigh
issues de la superposition d'ondes S et P non parasites pour Te schéma en
glements finis Ql'

Plus exactement (Eh) désigne 1'équation reliant cette vitesse de propagation
au nombre de points par longueur d'onde.

Remarque : Comme en différences finies, et contrairement au cas contenu,
la vitesse de propagation d'une onde de Rayieigh numérique
dépendra, si elle existe, de sa longueur d'onde.

'dtude analytique de 1'Equation (&h) est impossible et seul
le calcul numérique peut résoudre le probléme de 1'existence et du calcul
d'éventuelles racines.
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Mais on peut étudier le comportement asymptotique de 1'équa-
tion (Eh) quand h - 0.

Analyse du comportement asymptotique de 1'é&quation (Eh)

Pour cela, i1 faut étudier la fonction A(c,h) au voisinage
de h = 0.
A(c,h) est définie dans le domaine

Y= {(e;h) eR% /0 < h < 3,05 ccvg(h)

A cause de la présence des termes en /6 (8 -2) et /8'18'-2)

A(c,h) ne peut pas &tre prolongée par parité sur un voisinage de 1'origine
(contrairement & ce qui se passait en différences finies).

Néanmoins on peut toujours écrire que :

Vohe 10,50 . Alc,h) = F(c,h).nt
Alors on constate que, pour tout_h > 0, ?(c,h) admet un développement
en puissances de h, valable sur1§>

~ oo

T(c,h) = T ¢ (c) h"

n=0

Contrairement a ce qui se passait dans le cas des différences finies, Tes
termes d'ordre impair subsistent dans le développement du fait de la pré-
sence des radicaux v8 2(B,-2) et VB (B‘ -2). De méme pour tout ¢ > 0, les
fonctions o (c) admettent un devnloppement en puissances de c valable pour
0<ccy

S’
: ~ oo k
Soit ay(c) = kEO %n,k ©

Considérons alors les fonctions suivantes : (définies par Teur développe-
ment en séries entiéres) :

<+co
a(c)= I o
" k=0 "ok
00
r(c,k) = = a_(c) A"
n=0



En posant V= {(c,h) « R® / |h| < % , e = Vg(h)}

Alors i1 esttglair que T(c,h) est une fonction définie sur A, analy-
tique dans Ay (=> I « €“@H) et qui prolonge T(c,h)

Par conséquent on a 1'équivalence

A(c,h) =0 r(x,y) = 0
h>20 <=> (x20,y=0
¢ e [0,Vg(h)] X=¢,y=h

C'est & la fonction I' que nous allons appliquer 1e théoréme
des fonctions implicites.

Remarque : En considérant les expressions de pl’PZ’P3’P4 en fonction
de c, on constate qu'elles sont paires en c.

Par conséquent on peut en fait écrire (moyennant un abus de

notation).
2
r(c,h) = r(c“,h)
2 e 2, .n
avec T(c”,h) = I an(c ) h
n=0

Caicul de P(cz,o)

on a T(cz,o) = ao(cz)

Autrement dit, pour calculer F(cz,o), il suffit de déterminer la partie
principale de A(c,h) par rapport & h, autrement dit, les parties princi-
pales de Pl,Pz,P3,P4.

Quelques développements limités préliminaires

.8, (h) = 1 - coszmh = z12h? - & n¥nt + ne(n)
1 - cosZHth-yzvzs
. 8,(h) = -

B 5B
2-7X% 4,2 X
Y VE+ (1- =) ng



!
-
(oY)
]

f

or
1-coszricyh-y?V3g = 2r°h?y? (c2-5)- & *h* (v2c*-v2)shte (n)
2 .2
8 | VE-5v
YZ[?? Vé + (1- é-BX)VSJ =y’ [V§+ "ELYTJE By J=
2
v 2,2
2,2 S he 2
= YV (V_2 -5) H_§_+ he(h)]
p
2B 2., 5 2 1 1 Vg mh? 2
(YL Ver(1- 3 s VD)L - 7 [1+(5-72-) 24 + h%e(h)3
Y 'p p
Vi 202 2 2,c? 2 44, 2c Ny
B,(h) = (1+(5- =) —5—)(21°h" (=5 -1)- & T h7(y° & -1))+h7e(h) =
z 2} 73 7 3 7
v v v
p P p
2 2
2 v Ve 2 24
= mfh(Sy —1)+ 2ot S ge(se Sy & L xTe, hte(h) =
72 3 i 2 2
P % p P P
2 2 2 2 2
2,2 2 4.4 _1- 1-y2 ¢ 4.4
= (S -1) « £ 0 [~ -4+(5- —J-)% - = "1 + h'e(h)
v y y oV Vv
P P 'P
Soit
2 2 2 . 2 2 |
2,2,¢ 2 _4.4,1-5 ay°-1 4, . 4
B,(h) = 20°h"(= -1)+ 2 1"h (__.%_+_L2_£2.-lzc ) + h'e(h)
Vp y yo Vp Y

l—coszncyh-yzvgsx

+ Bz(0) = 2.Bx 2 5.
VI Vpr(1- g8, )VE]

2

Par conséquent, en permutant les roles de VS et VS

et 1-y2, on obtient :

c'est-d-dire de y

2



2 2 L2
gy(h) = 2meh? (S5 ~1)+ Ertnt Sy
Vs l-y 1-y

2 2
g v
Vg Vg

cty+h e (h)

On peut alors facilement, & partir de ces développements, obtenir les

parties principales de Pl’PZ’P3’P4 :

2
L as(Arthi(1- S
0 v
2.2 2 1/2
- p, . 48(1-yA)mhe(1- &)
30 v
2 2.2, c?
- Pp . 12(y7-1) x 2mh7(1- =
30 - Ve
2.2 2 2,¢8
- Py L 2ATR(2-3yt-y (S5 A1)}
h30 V3
2 vg
car —2' =
l-y Vg

Moyennant quoi

' 2
p.P 4 x576(1-y?)2 1%t (1- £)1/%
P2 - 7
ey v
2.2 4 2.2
PP, . -576(1-y%)? ntht(2- &)
h30 v

Et par conséquent

A = P.P,+P,P
1'2773°4 W30

v

2

576(1-y%)2 n*hta(1- &

2
P

241120212 (1-y%)-y

24(1-y%)%h

M2 -

<NI (e
wn [p\]

2,2

+1) = 28(y2-1)m%n

2

Ve

2

2- %)

Vs
2 c2 _
wik
Vp

2

(2- =5)

v

w
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Donc
1/2
2 2 2 2
r(cf,0) = ap(c?) = s76n%(1-4%) (a(1- (1 &) -(2- £y%
« vi2 v2

]

s761° (1-y%)2 6, (c?)
En particulier
r(c?,0)@ 6y(c?) = 0

On retrouve 1'équation donnant 1a vitesse de propagation des ondes de
Rayleigh continues.

Remargue : Si on reporte les déve1oppemehts obtenus dans la premiére

équation du systéme (), il vient :

2 2 ,
48(1-y?)m%n?(1- E?)1/2(1+el(h))A+24(l-yZ)HZhZ(Z—-55)(1+52(h))A' -0
' v
p S
En divisant par h2, puis en fTaisant tendre h vers 0, on
aboutit 3 :
2 2
2A(1- SH12 4 (2- A = 0
v Vv
p S

Autrement dit, on retrouve la premiére équation du systéme
lingaire obtenu lors de la recherche des ondes de Rayleigh continues.

De méme, avec la deuxiéme équation du systéme (Z) on retrouve
par passage a la limite Ta deuxiéme équation de ce méme systéme 1inéaire.

On déduit alors le premier résultat :

Premier_résultat :j¥ e >0 , 3 h. >0 tq h< he ==»

(Eh) n'admet pas de racine dans 1'intervalle
[escy-el UECO+E,VS(h)J



Démonstration : c'est exactement la méme que pour le schéma aux
différences finies. B

Remargue : en particulier ¥ c #0, c# Cy » 3 hg > 0 tel que
h <hy=>c n'est pas racine de (gh) .

. Considérons la fonction T(X,y)-
On sait que :

- r{0,0) = 0

- g-g(o,c)) = a4(0) > 0 .

Par conséquent :

r(x,y) est une fonction de classe Cl dans un voisinage de
1'origine vérifiant :

r(0,0) = 0

ol

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, 1'équation T(x,y) =0
définit implicitement x = y(y) dans un voisinage de 0, é&tant de classe
¢l et vérifiant

al'

Sy

ol

p(0) =0 et ¥'(y)

En particulier

3T
—-—(0,0)
v(0) = - F—
"a')‘('(oso)

or %(0,0) = - a;(0), donc



0‘1(0)

y'(0) = -mo )

Calcul de o,(0).

a; n'est autre que le coefficient de h5 dans le développemen
de A(0,h) en puissances de h.

2
2 4 4 1-542
or | B,(c=0) = - 21%n? 4 ST 222 hfe ()
2
8,(¢=0) = - 2 n°n? + Zppt 228 4 hée(n)

l-y

Introduisons alors les quantités A1 et A2 définies par

Pp=Aps BB,
Py = Ay V' -B,B7
D' ol PiP, = 8, /BB] ALA,
or
. 44 4 66,1-5/° 5424,
y l-y
2.2 2 4
- 4H4h4(1- I"h (1-10y +;Oy ) + he e(h))
Yy (1-y%)
4.4 .. 4 2
o B RT = omepl _ I h' 10y -10y“+1 4
DOU. BZBZ“ZHh - W+h€(h)
44 2 66, 1-10y2+10vt 6
et By V' BBy = 4I'h" - £ 1°n°(2+ LY+ h0 e(n)

yz(l-y )

2, 0.4
4.4 2 66,1-8y°48 6
41°h" - £ I°h (-—7§i-ﬁ%—)+h e(h)

Yy (1-y7)

0



A = 28(1-y2)+2(3y2-5) (212h2 ) -6y2 (~212h? )+12 (2y%-1)Th+h e (h) =

- 28(1-y%)+12(2y%-1)1h+4 2h?(6y-5)+h%e(h)

A, = 20(1-y2)-12 (2y2-1) 6 (y?-1) (~212h2 )+ (9y2-5 ) (212h ) +he (h)

= 24(1-y2)-12(2y2-1)mh+2n2h? (143y% ) +h%e (h)

2 2

576(1-y2)-144(2y2-1)12h2+48(1-y2) 1+3y%+12y2-10 T2h%+h%e(h)

b
—

x=
~N

L]

(576) (1-y2)2+1847 (1-y2) (5y%-3)- (2y°-1)% mPh%+hle (h)

576(1-y2)2+144 (-9y*+12y2-4) %% +h%¢ (h)

576( 1-y2)2-144 (3y2) 212 h+h%e (h)

Et par conséquent, en regroupant

ax576(1-y% ) 2n*n*-ax144 (3y2-2)2ntn8- B022(1-y2) (1-8y

Y

2,04 6h6

P1P, +8y I

+ hPe(n)

Soit

2 2

2
4x576(1-y2 ) o576 (3y2-2)210nP-384 -_2_(1 8y

P1P, +8y)Pnt+nle(n)

De méme, introduisons les quantités A5 et Ag définies par

©
i

3 A3 Vr(Z'BX)(Z‘BZ)

= Ay /(ZB) (2-B])

o
BN
1

D'od P3Py = (2-8,) ¥ (2-B,)(2-8,)A3A,

or (2-8,) / (2-8,)(28}) = & + hc(n)
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Ay = 6(y°-1) an°h?- Zntnt (1 ?%;gi) -4H4h4(6y2-5)+12(1-2y2)n3h3+h4e(h)
. 24(y2—l)H2h2+12(1-2y2)H3h3+(5-6y2+4y2-3)x4n4h4+h4s(h)
= 28(y?-1)m%h% 412 (1-2y2) 30348 (1-y 2y bende ()
Ay = 6(2-3y°)r2n’n?- Zn*hty- 6yPr-anhls 't 1§§¥EJ+(1-ey2)4n4h4+
+ 12(1-2y2)3h34n g(h)
. 24(1-y2)H2h2+12(1—2y2)H3h3+4H4h4(1—6y2+3y2-2+5y2-1)+h4e(h)
= 28(1-y*)rPhP412(1-2y2) 30348 (4 2-1)mh e nbe ()
Donc
P3Py = -4x576(1-y%)*n*h*+4x144(1-2y2 ) 211844384 (1-y2) 2616
Donc, finalement
AO,h) = 4x144n6h6[(1-2y2)2-(3y2—2)2]+2x192n6h6[4(1-y2)2— l:%f<1-sy2+8y‘
y
+ hOe(h) =
- 4x144n5h6(1-y2)(5y2-3);384 1:%3 180 ay? (1-y2)-148y2-8y% 34n0e (h
y

2
= 192158 1Y 3(5y%-3y2) -2 (1-12y 2412y ) 14he ()
y

Soit encore

2 -
1-y© 6
-192.-;%- I h°(2-15y2+9y4)+h65(h)

A0, h)

On constate donc que dans le développement de A(0,h) , le terme en h
a disparu. Donc a1(0) = 03 y'(0) = 0.



Mais en fait y est de classe c? et onaen particulier

2r

@

<(0,0)
GRS
‘a'z(o ’O)
or
2
2T
—=(0,0) = a,(0)
Byz 2
Donc

Etude du signe de a,(0)

2
a,(0) = -192 12 1
y

6 H(yz)

ol H(u) désigne la fonction

2

H(u) = 9u“-15u+2

2). Or, le trindme

2
Comme - l:%— <0, uZ(O) est du signe opposé a H(y
Y
H(u) a 2 racines positives (“15u2) (le produit et la somme des racines

sont positives, le discriminant positif).

2
_4 -> 1 [ ]Ul,uz[

or H(0)
H(1)

%g +~ H(u) est négative sur [%,1]

En outre H(%) =
Donc, en particulier H(u) est négative sur [%31].

Et par conséquent, ¥ yz € ]%,1[ uZ(O) >0 .
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Nous pouvons alors énoncer le :

Deuxiéme_résultat : Quelle que soit la valeur du coefficient de Poisson v,
pour h assez petit, 1'équation (Eh) n'admet pas

2t 2 i 1]

de racines réelles dans un voisinage de T'origine. En
revanche (Eh) admet deux racines imaginaires pures

qui vérifient

172

2,004
v 8-15y°+9
| cj(h) = sinv{===2f 2=

(1-y°) (2y%-1)

3,*1 (1+e(h))

Démonstration

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, on sait gqu'il
existe hO tg pour tout O < h < hO’ on a

1 Xp(h) >0 tq I'(x,h) = 0
x| = xq(h) <= x = y(h)

Par conséquent dans 1'intervalle L-xq(h),x5(h)], 1'équation en x
I(x,h) = 0 admet une et une seule racine x = y(h).

Or, on peut écrire, y étant de classe 02

h? 2
h < hg =~ v(h) = p(0)+hy' (0)+ == ¥"(0)+h"e(h)

or 9(0) = $'(0) = 0
, a,(0)
et v"(0) = - W <

a6 (0) 2

-W - + h e(h)

Par suite,‘pour h assez petit, y(h) est négative. I1 s'ensuit que
T'unique racine x = y(h) de I(x,h) = 0 est négative, et par suite, i1

D'od w(h)

n‘existe pas de réel ¢ tq x = c2.



- 141 -

En revanche, (Eh) admet donc deux racines imaginaires pures C,,

telles que :
_o%0) p2
C_I -'W T+ h E(h)
0, (0)
2 1/2, ,.
= ¢; = i+ 757y /Zn(i+e(h))
et le calcul fournit
. 8-15y%+9y* 1/2 n
(1-y“)(2y~-1)

Conséquence :| Contrairement au schéma aux différences finies, le schéma en
gléments finis ne génére pas d'ondes de Rayleigh numériques

parasites se propageant & faible vitesse.

Etude de T(x,y) au voisinage du point (cg,O)

On sait que

2
T(CO,O) =0

or, .2
W(CO,O) < 0.

Par conséquent

I est une fonction de classe ¢! dans un voisinage du point (cg,O)
vérifiant :

2
F(CO,O) =0

or , .2 _
57(c0,0) =0 .




D'aprés le théoréme des fonctions implicites, 1'équation T(X,y) = 0
définit implicitement x = {(y) dans un voisinage de 0,) &tant
de classe C1 et vérifiant :
ol
2 5 (P(9).y)

9(0) = cp et P'(y) = - FL—
° 2RW(¥)5y)

En particulier, on a
or, 2 2
9'(0) = - - -
%(0:0)  ap(ch)
X0 %0t

Et par conséquent, on déduit le :

Troiséme_résultat :[|Quelie que soit la valeur du coefficient de Poisson V,

pour h assez petit, 1'équation (Eh) admet, dans
un vaisinage de Cy Uune racine réelle Co(h) convergear
vers ¢y quand h >~ 0 avec en outre :

co(h) = cy(1- 70%(;0;12 + he(h))
<%\ <o o

Démonstration

Toujours d'aprés le théoréme des fonctions implicites, on sait,
qu'il existe hl tg pour tout 0 < h < y&, on a :

i
o
i e

il
x
L}

<+

—~

o0

~—

3 xy(h) tq gr(x,h) =
lx-cgl < xy(h)

Par conséquent, dans 1'intervalle [cg-xl(h),c§+xl(h)] » 1'équation en x
I'(x,h) = 0 admet une et une seule racine

X =9(h)



(0) = 5 >0
—»3(h) > 0 pour h assez petit
{ continue

Donc, pour h assez petit, (Eh) admet une racine réelle positive co(h)
vérifiant

or {¢(h) étant continue, on a

&igco(h) = ¢q
en outre
P(h) = $(0) + ¢'(0)h + he(h)
2
aq(cq)
& Wh) = c§ - ——5— h+ he(h)
%(Cp)
Donc
2
aq(cn)
colh) = [B(n)I1H2 = cor1 - 517‘9?““% + he(h)] .
%(co) g
Remargue

Comme ab(cg) < 0 , le sens de convergence de co(h) vers ¢y est

donné par le signe de ul(cg) .

Or, al(cg) est le coefficient de h6 dans le développement de A(co,h)
en puissances de h.

Les calculs sont beaucoup plus faciles qu'en différences finies. En
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conservant les notations utilisées pour le développement de A(0,h), i1

vient :
2 2
. 0,1/2..5
o /B = anti (1 V210 V25
v v
p 5
2
A = 24(1-y2)+12nh(2y2-1)(1-._g)l/z+he(h)
Vp
2
A, = 24(1-y?)+1210(2y°-1) (1- Y 2 he (h)
, Vg
2 2
AjAy = 576(1-y°)242881n(1-y2) (1-2y2){ (1- DHe-(1- 922
Vp Vs
Et par conséguent
2 2 2
P1Pp = 4.576(1-y%)(1- D1 2)1/2n h*+4.288(1-y%) (1-2y%)(1- 0)1/2
Vp Vs Vp
C2 C2 2 -
(1- M2 - V2 O)l/m h° + ho(h)
Vs Vs v
:D'autre part
2 2
(2-8,)(2-83) = 4(1+n2h2[2—(-g + =)+ hle(h))
Ypo Vs
D'od
2 2
(2-8,) vV (2-8,)(2-8}) = 4-21%n?( g + =) + he(h)
Yp Vg
2 2
Ay = 12(y2-1)(2- :g)n2h2+12(1 2y )’ (1- 2 2e3e (n)
Vs Vs



2
A = 12(1- yz)(Z--—%)H2h2+12(1-2y2)n3h3(1
Vs Yp

2
AR, = _144(1-y%)%(2- 020841144 (y2-1) (1-257)

2
—%)1/2+h3€(h)

2
2 5.2 2
1/2 0,1/2,,_ 50y 55,5
(- Y2 (1. )12y (2- rn>an’e
Vs Vs Vs
Par conséquent
2 2 2
PPy = -576(1-y")(2- ——)2H4h4+576(y 1)(1-2y2){(1- - &= (1- UL
% v v
2 Vs S S
55, 0.5
I h (2‘ -—2')+h E(h)
Vs
En sommant, compte tenu du fait que Go(cg) = 0 , on obtient
2 2 2 2
Moy = 576(1-2) (1-2y)( (1= DY 2-(1- HPreg(e- =Pz )+
0 =z 2) 3t 2 2
Vp S S S
+ h2e(h)
Soit encore
2 2 2 2
288c c c
0 <0.1/2 0.1/2,.5.5,.5
Begsh) = + —r> () (-2 2 0 ) 12 (1- = VO e e ()
v v v
Vs S S Vp
d'ol 1'on tire 1'expression de al(co)
2 2 2 2
| 0,, .2 0.1/2,,, C0,1/2 0,1/2
ay(cg) = 288 —(1-y2) (1-259)(2- =41 ) /2.(1- HYEw
v v v Vs
2 2
2 2 0 o
or VP > VS +1 - ;f > 1 -'V?
P 5
2
- u,l(CO) >0 ¥y € ]—3-,1[
2 3510 (1-y2)(1-2y%) < 0
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Conséquences

. la convergence de co(h) vers Cp est toujours en h; elle est do
moins rapide qu'en différences finjes.

- Ccette convergence s'effectue toujours (contrairement au cas des

différences finies) par valeurs supérieures (puisque al(cg).[aé(cS)J-l < (

Autrement dit, pour h assez petit, l1a vitesse de propagation

des ondes de Rayleigh numériques est légérement supérieure & celle des gnde
de Rayleigh continues.

En récapitulant les résultats obtenus et en appliquant d la
fonction T Tle méme raisonnement qu'a Ta fonction G dans le cas des
différences finies, on établit le :

Ihéoréme :f| (Approximation de 1la vitesse de ondes de Rayleigh)
Quelle que soit la valeur du coefficient de Poisson, il existe
un réel h™ > 0 tq pour tout h < h*,(gh) admet dans 1
intervalle  0,Vc(h) , une et une seule racine co(h) tendant
vers la vitesse des ondes de Rayleigh continues ¢y quand
h - 0.

B Interprétation des résultats obtenus

. Interprétation graphique

¥ve JO,%{, 1e‘graphe de la fonction c2 - T(cz,h) évolue de

la fagcon suivante (quand h - 0) :



- 147 -

-
A ')
v(En L
(@R 0
¥ v l
{
T(&o) ¥\ |
3 |
: IR
7 C
Co

(D;:

*
U

. Les ondes de Rayleigh numériques, générées par superposition d'ondes

planes non parasites

——~ Pour tout nombre d'onde kx €IR+, c'est-a-dire pour toute longueur d'onde
A, le schéma génére donc, pour un pas de discrétisation aAx suffisamment
petit, des ondes de Rayleigh numériques, non parasites présentant les

propriétés suivantes :

. 1'onde se propage parallélement a 1a surface 1ibre z =0 a une
vitesse co(h) approximant (tout en étant legérement supérieure)
la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh continues ¢4 3

. il y a décroissance exponentielle de 1'amplitude de 1'onde en
profondeur, ce sont donc bien des ondes de surface;

. les trajectoires des particules sont des ellipses dont le grand axe
est perpendiculaire a la surface libre.
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Les solutions obtenues s'écrivent :

7 -ky(h)z -ik (x-c

ER(SZ,t) = aARgghe -2uh [l+e,(h)le 2 ' 3o
0
(2= ——)
Vs

Avec :
- AR constante complexe quelconque
-k € [0, 40
- co(h) étant 1'unique racine de (Eh) dans [O,Vs(h)]
- ky(h) = 2 Arg ch(1-8,) 5 kj(h) = & Arg ch(1-8;)

2V2

X

1-cos2lcyh+y

z R 5
s SRR
l-cosZHth+Y2V§F§

- B! =
z B
2 5
Y V(- 3 8008
- By = l-cos2mh

- ep(h) -0 quand h~+0

h /B (2E,)
- ﬁp vecteur unitaire //

-1 /BB 2)



- 32 vecteur unitaire //
-i /By (2-8,) -

Et rappelons les résultats asymptotiques

. limcn(h) = ¢
hs0 0 0
Timk_(h) = K = k 1-E§r
' z Ttz T
h-0 VP
2
s _ 0 _ _c
.mkz(h) = k') =k 1 o
S
. Hmﬁ"h = 30
h=0 p P
. oh 20
. limue = u
he0 5 O

Ce qui permet d'affirmer le :

L'onde de Rayleigh numérique Uﬁ(x,z,t) converge vers 1'onde

; ; 2
de Rayleigh continue (1- CO)l/Z
o 0 o2 0 .
-k_z ) -k!7z =ik (x-cat)
Rzoe) = AR @ o2l —F—e 7 e 0
' c
0
(2- =)
uniformément sur R x [0,A1x [0,T], ¥A =20 ,T =0 .
Démonstration : c'est exactement la méme qu'en différences finies. B

- Contrairement au schéma en différences finies, le schéma en €léments
finis Q1 ne peut jamais donner naissance & des ondes de Rayleigh
numériques parasites issues de la superposition d'ondes numériques
S et P non parasites.
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- En ce qui concerne les ondes de Rayleigh non parasites, la précisior
du schéma en &léments finis est moins bonne que la précision dy
schéma aux différences finies puisque dans le premier cas Ja
convergence de Co(h) est en h et dans le second Cas, elle est ay
moins en h

A e e e T e W e o - A T S e T . . —-— 2 - 20— e e e e e e = ————————

- o o B o - - - e e - - o= o= e E - -

h < hC étant donné (c'est-a-dire Ax &tant donné suffisamment
petit pour un kx donné), on suppose ¢ » VB(h). Comme pour h < hc’
Vg(h) > Vg(h) alors nécessairement ¢ » Vg(h). Dans ce cas on a

simultanément B, =2 2 et Bé > 2. Le schéma engendre donc des ondes

P parasites de type () Sé propageant & la vitesse (1+4:§? et des ondes

S parasites se propageant a la méme vitesse.

On va alors chercher une solution satisfaisant aux conditions
de surface libre sous la forme de Ja superposition de cette onde P et de
cette onde S ; soit '

R CExBE) N L, CEEE) N iz etk
u ={A e + A e }e !
i BZ(Z-BX) S i BX(BQ-Z)

On va donc injecter dans ]es équations (I) et (II) :

-k, z -k z i(wt-kxx)
U= (AYB (B, 2)e + A BIZB e X )e

—kzz —kéz i(wt-kxx)
W= (A / sz(?-sx e +A' Bx(sé—Z)e Je

En raisonnant par analogie avec ce qui a &té fait dans le cas
des différences finies, i1 est évident qu'on aboutit alors au systéme 1indaire
homogéne



i
<

' ﬂ'iz")f' Pi(c,h).A - Pa(c,h). A

n
(e

Py(c,h).A + Pagc,h)ﬁA"

.. “ed Pj(c,h),Py(c,h),Pi(c,h),Py(c,h) sont donnes par Tes expressions
suivantes :

| P = (28(1-y0)+2(352-5)8,-6yPR +(6YP <1188, +3(2y D) (208, B (B, D) VELE,

(24(1-y2)+(9y2-5) 8, +6(yP-1)8, +6 (y-1)BL+(5-6y° )8, 81+

+ 3(2°-1)(8,-2) VBL(B-2)}VE,B;

?
L = (6(2-3y2)8,-6y%8,+ (65°-1)8,8,+3(1-2y" )8, /B, (B,2) 1Y (28,0 (5,70)

0
It

ol
(6(y2-1)(8,-8,)~(6-6y2)8,8,-3(2y°-1)8, VB (By-2)} ¥ (2-8,)(8;-2)

o
-
]

Etude du systéme linéaire (Z')

(') est un systéme linéaire homogéne de deux équations a deux
inconnues. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour qu'
i1 admette une solution non nulle est que son déterminant soit nul : &

(5,) ce [vg(h),-zéﬁj st D(c',h) = Pj(c,h)Ph(c,h)+P4(c.h)Pj(c5h) = O

(gﬁ) est 1'"&quation de la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
" numériques" pour le schéma en éléments finis Ql.

Plus exactement, c'est 1'Bquation traduisant la relation entre
la vitesse de propagation d'éventuelles ondes de Rayleigh parasites au nombre



de points par longueur d'onde.

La encore Te probléme posé par la résolution de (Eﬁ) est insolt
ble analytiquement, tout comme 1'étude asymptotique de fgé). Seul un
calcul numérique peut donc détecter 1'existence d'ondes de Rayleigh
parasites issues de la superposition d'ondes- S et P parasites (cf, :

"Résultats numériques pour le schéma en &léments finis Q1").

. Toujours pour h < hc’ on remarque que 1'on ne peut pas avoir
superposition d'une onde parasite et d'une onde non parasite en vertu des
inégalités :

Vs(h) < Vp(h) < VE(h) < Va(h)

. Nous n'avons pas &tudié ici les ondes de Rayleigh numériques dans
le cas h < hC C'est-a-dire les ondes correspondant pour un schéma donné,
aux trés faibles longueur d'onde.

I1T est de toute maniére certain, que pour ces ondes, le schéma
est mal adapté puisqu'il ne rend déja pas bien compte de la propagation
des ondes P,

En outre, on a vu que he « [f% Arc cos(-lq, %ﬁ Arc cos(- %)]

5
Donc, en particulier Arc cos(- %J > %-+ he > %-.

Et par conséquent, dés que 1'on a plus de 4 points par longueur d'onde, i1
n'y a plus de probiéme.
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DEUXIEME PARTIE

CALCULS NUMERIQUES

Le but de cette partie est valider numériquement certains résultats
obtenus théoriquement et de mettre en gvidence certains phénoménes inaccessibles
au calcul.

Le programme de recherche des racines d'une équation dans un inter-
valle donné a é&té effectué & 1'INRIA ol ont sté faits la majorité des essais

numériques.

Les sorties graphiques ont &té affectuees 3 1'Institut Frangais du
Pétrole grace a la collaboration de M. Patrick LAILLY.

AVERTISSEMENT

Dans cette partie nous adoptons les notations suivantes :

- CR désigne la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
continues (au lieu de CO).

- CR(h) désigne la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
numériques non parasite (au lieu de CO(h)).

- o (h) désigne la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
numer1ques parasites (au lieu de C 0(h))



RESULTATS NUMERIQUES POUR LE SCHEMA

AUX DIFFERENCES FINIES

I - INVENTAIRE DES CALCULS 'EFFECTUES .

1 - Résolution _numérique de 1'&quation (E ) de la vitesse de

propagation des ondes de Rayleigh numerlques non parasites

On a effectus, pour différentes valeurs de h, une recherche
systématique des solutions de 1'&quation (E ) : G(c ,h ) O dans 1'intervalle
fo, V (h)], en attribuant aux paramétres les valeurs suivantes

5 , 1/2
y(Vp + Vg) = 0,01 ; 0,5 ; 0,8 ; 1

_Y*
- Vv =0,13;0,2;0,3; 0,46 ;
Remarque :

Rappelons que pour satisfaire la condition de stabilits du

schéma yx est astrelnt d varier dans 1’ 1nterva11e [0,1] et que le coefficient

1
de . Poisson v reste toujours compris entre 0 et 5

On a donné 3 h 1a série de valeurs suivantes :

I = h varie de 0,01 3 0,5 par pas de 0,01
2 - h varie de 0,001 3 0,02 par pas de 0,001

Description de 1'algorithme de ré&solution

Nous avons &crit un pProgramme t*es 51mp1e de Lecherche des
racines d'une fonction reelle continue f(k) dans un 1nterva11e [a,b]. Le

pr1nc1pe en est le suivant :



On découpe 1'intervalle [a,b], en N intervalles égaux de
longueur Ax = (b-2)/N, réalisant ainsi une subdivision

{Xn}o <n <N de [a,bl] (Xn = a + n X)

On calcule la suite fﬁ=€(&gdes valeurs de f associ&e 3 cette

subdivision et on &tudie alors la variation du signe de fn :

- si fn’fn+1 > : il n'y a pas de racine dans 1'intervalle
[xn, xn+1]
- 3 o . . r
si fn'£n+l <0 : f(x) admet une racine dans le segment LK, xn+1]

racine que 1'on obtient par interpolation
linéair tre les points (x_, f (x
ire en s pol (x> n) et 41’

fn+1)'

Y
PR
T,

A
[}
]
¥
)

I it

Cet algorithme suppose donc implicitement

- qu'il y a au plus une racine dans chaque intervalle [xn, Xn+1]

ce que 1'on peut supposer vrai & partir du moment ou AX est

choisi assez petit,



- que la courbe (C) représentant y = f(x) n'est jamais tangente
€ventuelle &tant, de toutes maniéres, trés difficile 3 déceler

nunériquement.

Ce programme s'est révéla largement suffisant pour 1'Stude de

1'8quation (Eh), le tracé des courbes CZ - G(cz,hz) restant trés régulier.

2 - RB8solution numérique de 1’équation (Eﬁ) de la vitessge de

Dropagation d'ondes de Raylnlgh numériques obtenues par

superp051tlon d'ondes S_et P _parasites

Cette résolution a &t& menée comme pour 1'équation (E ) & cette

différence pras :

~ Alors que pour 1 équation (E ), 1l'intervalle d'&tude o, v (h)]
regte borne quand h -+ 0, pour 1’ &quation (E )y, 17 1ntarva11e d'étude
[V'(h), 2th voit sa longueur augmenter 1ndeL1n1ment quand h +~ 0 ce qui nécessite
pour garder un pas de dlscretlsatlon Ax convenable l'augmentation du nombre

N d'intervalles et par suite, des calculs plus importants.

3 - Représentation graphique de guelques courbes

© 2 2.2
c” =+ G(e7,h")
En gu1se de verlflcatlon nous avons fait tracer les courbes

representant les variations de @ en fonction de c2 sur l'intervalle fo, Vs(h)]

en attrlbuant aux divers paramétres les valeurs suivantes

» ¥ =0,1 5 Y% =0,0l ; h varie de 0,01 a2 0,2 (par pas de 0,01)
«V=0,2 ;3 v%¥ =0,8 ; h varie dé 0,01 a4 0,2 (par pas de 0,01)
-V =04 5 vx = ] ; h varie de 0,01 3 0,2 (par pas de 0,01)

h varie de 0,001 i 0,02 (par pas de 0,001)



4
1

4 - Représentation des courbes c.(h), G;Sbl
I

Nous avons représenter en fonction de h € LO,Z] les wariations

de la vitesse C (h) des ondes de Rayleigh numériques non parasites, et

lorsqu'il y

avalt l1ieu les variations de la vitesse C (h) des ondes de

Rayleigh numériques parasites obtenues par superp051t10n d'ondes S et P

non parasites.

Nous avons &galement représenté , pour mieux mesurer le caractére

dispersif du schéma, les vitesses de groupe correspondantes VGR(h) et VGR(h)

obtenues de

wR(k) étant

Soit

la fagon suivante :

Si on note k le nombre d'onde om a :

_ kAx _'mR(k)
"CR(zﬁ.) T Tk

Cp(h)

la pulsation de 1'onde de Rayleigh numérique.

Moyennant quoi la relation de dispersion numérique s'écrit :
kAx

wp () =k Cp ()

Ce qui permet d'obtenir la vitesse de groupe :

dw
Ry = & kAx
Ver () = g &) = 5 [k Gl ]

Ax
¢ (2n) koo GG

VGR(k)

D'oil 1a formule :

VGR(h) = CR(h) + hCé(h)




- 158 -

5 - Représentation des composantes verticales et horizontales

Uv(gl, U (z) du déplacement d'une particule en fonction _de

de la profondeur z

Rappelons que le vecteur déplacement d'une particule s'&crit pour

1'onde de Rayleigh numérique :
- -~ > .
uR(x,z,t) = {Uv(z) z + Uﬁ(z)x} exp ik(x - CR(h))t
U (z) et U (z) Btant obtenues en résolvant 1e systéme lindaire homogéne (S)
Blen entendu, UV et U ne sont dnflnls qu'a une constante multiplicative prés
et en conséquence nous avons, en fait, représentés les variations en fonction

de z, de deux grandeurs adimensionnelles

Ceci dans le but de retrouver 1'allure des courbes continues.

II - ETUDE DES COURBES REPRESENTATIVES DE LA'FONCTION'G(CZ;hz)

Elles confirment tout 3 fait ce qu'on 8tait en droit d'attendre

d aprés 1'5tude théorique :

I = v =0,01 ;

Quand h augmnnte de 0,01 3 0,2 ; la courbe representanL les

variations de y = G(c2 h") en fonction de c2, &volue qen51b1ement de la facon

suivante (h]‘< h2'< h )
& G A G a
al .
o I / = V(h
« S
’ PN
, Lal
. =:a = 3'% hy
¢ e c cihy

kS
cR(h&)

>

2



'S T N
G el G NALN G Ne(hs)
A A A
h - \'\ 4 . h = hz- h = \'\ S
v \\
. / . / g \
G\ | © & || ¢ || €

Remarques :

_ On constate que l'intervalle [O,Vs(h)] diminue 1l&gérement

d' amplitude lorsque h augmente, ce€ qui &tait attendu d'aprds le développement

de Vs(h) guivant les puissances de h.

2
. En C2 = Vs(h)', les différentes courbes admettent une tangente

verticale.

On a donc, visuellement, confirmation des résultats suivants

- I1y a existence et unicité de la solution de (Eh) dans 1'intervalle

[O,Vs(h)], méme lorsque h devient grand.

- Les prolongements fictifs (en pointillé) des courbes é&tendues

- . 2 . . . .
aux valeurs négatives de ¢, confirme pour h petit, 1'existence de solutilons

imaginaires pures rendant vers O quand h tend vers O.



2~-v=0,2;y=0,8

Les courbes ont rigoureusement la méme allure que précédemment.

I1 n'y a donc pas de remarques supplémentaires 3 effectuer.

Dans ce cas, les courbes &voluent comme suit :

©
Vo(h, v
' s(hy) - 5<h3)

h:hz ' k: ‘\"\5

N

4 ! ’
SEEAN
~

k) Caln)

A4

On constate un changement important par rapport aux cas précédents
ce qui est normal puisque 0,4 > v

>

00" Les résultats constat&s sont les
suivants :

- Existence, pour h petit, de deux racines réelles positives dans

1'intervalle [O,Vs(h)]

. 1'une CR(h) approchant la vitesse de propagation
continue CR’

. 1Tautre C;(h) tendant vers 0 quand h + O.



. . o 2

(On a confirmation, numériquement, en calculant G(0,h”) pour des valeurs
. -8

de h de plus en plus petites (0,001 ; 0,0001 5...3 10 7) et on comnstate

effectivement que cette valeur, tout en tendant vers 0 en valeur absolue,

reste négative).

- Quand h augmente, cx (h) cr01t CR(h) décroit, les deux racines
convergent 1'une vers 1 autre, se confondent et disparaissent.
Autrement dit, 51 h n est pas suffisamment petit, les ondes

de Rayleigh n exxstent pas.

I - RESOLUTION'DE'L'EQUATION‘(EHL

Pour 1'analyse des résultats, mous sommes 3 nouveau amends a

distinguer deux cas :

1 -Cas v =0,130,230,3

On remarque que !

- Quelles qué soient 1és valeurs dé h et y on obtient une racine
unique qul est Dlen une approx1mat10n de 1la vitesse dés ondes de Rayleigh
continues. (On en a conflrmatlo% en tragagt le graphe de la courbo
y = Go(cz) {4(1 c /\72)”2 )1/2 (2~ 2)2 sur 1'intervalle [0, V ]}

'VP Vs

- Pour v = 0,1, quelle que soit la valeur de Y on constate que
C (h) est une fonction croxssante de h dans un v0151nage de l'origine ; en
partlculler quand h -~ 0 c (h) - C par valeurs supérieures. Autrement dit
pour h sﬁfflsamment petlt la dlscretlsatlon accélére légérement la propa-

gation des ondes de Rayleigh.

- Pour v = 0,2 et v = 0,3, par contre VY* on s'apergoit que
C (h) est au voisinage de 0 une fonctiomn decr01ssante de h et que par conséquent
C (h) -+ C par valeurs inférieures. Autrement dit, pour ces valeurs du coef-
f1c1ent de Poisson, il y a, pour h assez petit, ralentissement de la propagation

des ondes de Rayleigh.




- 162 ~

- h, vV &tant fix&s, on :constate en outre que :

. Nt influe peu sur la valeur de CR(h) lorsque h reste

trés petit (< 0,005),

. 1"'influence de Y* devient plus nette quand h augmente.

Exemple :
h = 001 alors ¥y", Cp(h) = 0,8931.7
h =0,2 v*= 0,01 Cp(h) = 0,8930.7,
y*= 0,5 Cp(h) = 0,8967.v
Y= 0,8 - Cp () = 0,9025.v,
*
Y= 1 Cp(h) = 0,9081.V,

Cela semble prouver que, du moins vis 3 vis de la propagation

des ondes de Rayleigh, plus %% est petit, meilleur est le schéma.

. *
On obtient, dans tous les cas (¥y ) :

- deux racines pour h trés petit,

- . N * ,
~ aucune racine d&s que h > hl(Y ), les deux racines tendant 1fune

vers 1'autre quand h -~ h (Y*)— (on a deux suites adjacentes),

- 1'une des racines est C (h) : c'ést la plus grande. Elle approche
la vitesse .de propagation comtinue. En outre, on constate que, comme pour
= 0,2 et v =0,31a convergence, quand h - O, dé C (h) vers CR’ s'effectue
Par valeurs inférieures, ce qui signifie qu'il y a ralentlsqement du phénoméne

de Propagation, pour h petit,

3 . *
=~ 1'autre racine, la plus petite, est CR(h) et tend vers 0 quand
h » 0.



- enfin on peut remarquer que l'influence de h est ‘beaucoup
plus forte que pour Vv = 0,1 ; 0,2 5 O, 3. Notamment om remarque que
C (h) et C (h) convergent assez rapidement 1'ume vers 1'autre. I1 faut
descendre jusqu'aux trés petites valeurs de h (de 1'ordre de 0,001) pour
constater une certaine staﬁilite de la vitesse de propagation de 1'onde de

Rayleigh numérique vis & vis des variations du pas de discrétisation en

espace.
On peut interpréter ce résultat de 1la manidre suivante :
dtant donné, on peut &crire :
C.(h) = C, + K(W hZ + 0(h®)
R R :
Alors :

.3 Vg € Jo,1;0,2( tel que K(vo)
v o>V K(v) < 0
Vo<V, K(v) <O

K(v) variant de la fagon suivante :

W) A

N

Aussi bien que pour V = 0,4, la convergence soit toujours em b ,
elle est ralentie par le fait que la constante K(V) est grande en valeur

absolue.
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En conclusion :

- I1 y a numériquement confirmation de 1'existence d'une certaine

valeur critique v = Voo du coefficient de Poisson de part et d'autre de

laquelle le schéma 3 un comportement radicalement différent :

- Pour v < Voo® ©On peut considérer qu'il y a un bon comportement

du schéma vis & vis de la propagation des ondes de Rayleigh,

- Pour v > vOO’-il«y a apparition d'une onde de Rayleigh parasite

de tré&s faible vitesse de propagation.

Remarque : Le cas v = vOO reste en suspens.

. I1 ya numériquement démonstration de 1'existence d'une valeur
V=V, (e 10,1;0,2[) du coefficient de Poisson en dega de laquelle la conver-
gence de C (h) vers CR.se fait par valeurs sqperleures, pour laquelle cette
convergence est au moins en h ; au dessus de laquelle elle s'effectue par

valeurs inférieures.

Remardue : Vv, est la valeur annulant le coeff1c1ent a (c ) apparaissant

dans le developpement de G(c2 h ) en puissances de h.

IV — RESOLUTION DE L'EQUATION Eé

Il s aglt donc de savoir si omn peut obtenlr des ondes de Rayleigh
numerlques parasites par superposition de deux ondes S et P numériques

parasites.
Les résultats obtenus sont les suivants :

= Pour h < 0,02, et c'est 13 le r8sultat essentiel, 1'&quation (Eﬁ)

n'admet pas de racine, quelles que soient les valeurs de Y* et v.



Autremant dit, pour h suffisamment petit, le schéma numérique
ne génére pas la propagation d'ondes de Rayleigh numériques parasites obtenues

par superposition d'ondes § et P numériques parasites.

. Par contre lorsque h devient assez grand on observe que :

- Pour Y*'= 0,01 et V = 0,1 ; 0,2 ;0,3

On obtient une racine pour h > hO(Y*,V) : hO variant entre 0,12

et 0,17.
- Pour Y* = 0,01 et v = 0,4
On oﬁtient deux racinés i partir de h = hO(Y*,v) = 0Q,l14.
- Pour Y* = 0,5 ; ¥V
Des racinés appargissent,.suiVant les valeurs de & partir de
h = hO(Y ,V) € (0,5 3 0,6 5 0,7). On oﬁtiént alors 2, 3,;.. jusqu'd 7 racines.

- Pour Y* = 0,8 ; ¥V

Mémes observations que pour v* = 0,5 sauf toutefois pour V = 0,4

ol cette fois on n'obtient aucune racine ¥h £ 0,2.

e (o B S T W S s

Mémes observationms que pour Y* = 0,8.

On voit que des que h dev1ent un peu grand la 51tuat10n devient
totalement anarchique et omn peut obtenir p1u51eurs ondes de Rayleigh numériques

parasites obtenues par superposition d'ondes S et P parasites.



V - COURBES C(H), V. .(h), Cr(h), v (n)*

Ces courbes confirment tout 3 fait les résultats théoriques et
n'appellent, par consé&quent, aucun commentaire particulier. Notons n&anmoins
que la distorsion introduite par la discrétisation est plus forte pour la
vitesse de groupe que pour la vitesse de phase, ce qui est d'ailleurs clair
sur la formule donnant 1'expression de VGR(h) en fonction de h. (Noter 1la

différence d'échelle pour la représentation de CR et VGR‘-) .



SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES

ONDES NON PARASITES
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SCHEMA AUX DIFFERENCES FINIES
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On constate que la forme des courbes obtenues permet de retrouver

les résultats :

C, + O(hz)

. CR(h) R

. Ci(h
R0 = 0(h)

Sur chaque dessin, YV* est gardé constant et les quatre courbes
correspondent aux quatre valeurs du coefficient de Poisson V. Bien entendu,

dans le cas des ondes parasites, une seule courbe subsiste, celle correspon—
dant a2 Vv = 0,4.
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RESULTATS NUMERIQUES POUR LE SCHEMA

EN ELEMENTS FINIS

Remarque :

On se place directement dans le cas h < hc(v), ce qui est vérifia
pour toutes les valeurs du coefficient de Poisson, si on se borne & faire
varier h dans 1'intervalle [0,2]. On sait alors que le schéma se comporte bien

vis & vis des ondes P non homogénes et des ondes S non homogénes.

I - DESCRIPTION DES CALCULS EFFECTUES

Ce sont exactement les mémes que dans le cas des diff&rences

finies. Nous avons &galement fait tracer les mémes courbes.

IT - ETUDE DES COURBES REPRESENTATIVES DE LA FONCTION (c2,h)

Nous avons donc représentd les courbes c2 -> (cz,h) en attribuant

aux paramétres les valeurs suivantes =

Vv =0,1 3 v* =0,01 ; h varie de 0,01 3 0,2 (par pas de 0,01)
h varie de 0,001 & 0,02 (par pas de 0,001)

-V =0,2 ; v*=0,8 ; h varie de 0,01 & 0,2 (par pas de 0,01
h varie de 0,001 3 0,02 (par pas de 0,001)

VvV =0,4 3 v =] 4 h varie de 0,01 3 0,2 (par pas de 0,01)
h varie de 0,001 & 0,02 (par pas de 0,001)

Alors dans tous les cas, c'est-d-dire quelles que soient les

valeurs de y* et v, les courbes &voluent de la méme maniére quand h varie
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On a h1 <h 2 < h3

On retrouve bien le fait qu'il n'y a qu'une seule racine CR(h)

tendant vers CR’ Fy*x, ¥v.

On retrouve dgalement 1'exitence de racines imaginaires pures

pour h assez petit.

. I1 faut noter que l'allure des courbes est beaucoup plus
sensible aux variations de h que dans le cas des différences finies et il
faut descendre jusqu'au trés petites valeurs de h pour constater une certaine

stabilité de ces courbes.

Ceci corroborre bien le fait que la convergence de CR(h) vers
CR ghand h + O s'effectue en h et mnon plus en hz comme c'était le cas en

différences finies.
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III - RESOLUTION DE L'EQUATION 55

Cette fois, aucune valeur particuli&re du coefficient de Poisson

ne joue un rble précis. Les calculs ont &té menés pour :

- Y=20,01 ;0,5; 0,8 ;1

h variant entre 0,001 et 0,2 (soit entre 5 et 100 points par longueur d’onde ).

On remarque alors que :

- ¥(y*,Vv), il existe une constante b* (vy*,v) telle que ¥h < * (Y*,v),
1'&équation Q?%) admet une et une seule racine CR(h) dans 1'intervalle [O,Vs(h)]
alors que pour W* (Y*,v) < h < 0,2, 1'équation n'admet aucune racine. Selon
les valeurs de v* et v on constate que h*(y*,v) oscille entre 0,7 et 0,12

(soit entre 8 et 12 points par longueur d'onde).
— En outre, on voit que :

. CR(h) -+ C quand h - 0

R
Ce(h) + Vo(h) quand h ~ h¥(y* ;)

On remarque que 1'influence des variations de h sur la valeur de
CR(h) est Beaucoup pPlus forte que dans le cas des différences finies et qu'il
faut atteindre h = 0,005 pour constater une "Bonne“ convergence de CR(h) vers
CR’ ce qui est conforme au fait que la convergence de CR(h) vers CR est en h
et non en hzwoomme c'est le cas en différences finies. On a donc, de ce point
de vue, un schéma moins stable et moins précis. Néanmoins, on constate expéri-
mentalement que, pour v = 0,4 (donec probablement, %v > voo) les vitesses de
convergence de CR(h) vers CR dans le cas des différences finies d'une part,
et dans le cas d'&léments finis d'autre part, restent du moins pour les valeurs

de h considérées comparables bien que 1'ordre de convergence soit différent.
s D 1




- La convergence de co(h) vers ¢, s'effectue toujours ainsi que
le calcul permet de 1'&tablir, par valeurs infé&rieures. Pour le schéma en
Eléments finis, il y a domc systématiquemenﬁ ralentissement de la propagation
des ondes de Rayleigh non parasites (par rapport aux ondes de Rayleigh continues

bien entendu).

- Ahetv fixés, 1'influence de Y* sur la valeur de CR(h) est,
comme en différences finies, négligeable pour les faibles valeurs de h,

mais s'amplifie avec h.

IV - RESOLUTION DE L'EQUATION f@

Les conclusions sont sensiblement les mémes qu'en diffé&rences finies.

. Le résultat essentiel est que, pour h < 0,02, quelles que soient

les valeurs des paramétres Y* et v, 1'& uation‘g' n'admet aucune racine.
P ’ q h

Autrement dit, pour h suffisamment petit, il n'y a pas d'ondes
de Rayleigh parasites obtenues par superposition d'une onde P parasite et

d'une onde S parasite.

En revanche, quand h augmente, il y a apparition, en général,
de plusieurs racines, donc de plusieurs ondes de Ravleigh numériques parasites.

Comme en différences finies on peut avoir jusqu'ad 7 racines.

La valeur hﬁy*,v)au.delé de laquelle les racines apparaissent

vari®e, selon les cas, entre 0,3 et 0,12.

V - COURBES C_(h) et V__(h)
FAN LY
Le mode de représentation est le m@me que dans le cas des diffé-
rences finies. Notons toutefois que, contrairement 3@ ce qui se passe en

différences finies, la racine CR(h) n'existe donc pas Yh € ]O,l{ mais disparalt
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pour h > h*(y,v). Néanmoins on remarque, que pour V = 0,1 et v = 0,2, cette
racine réapparait pour h > h*Xy*  v) avec h** (Y, v) > 0,3. Notons enfin que 1a

forme des courbes apporte une confirmation aux résultats théoriques.

Rappelons cependant que ces courbes n'ont de véritab

le signification
que pour h < hC(U) ;

c'est-d-dire en pratique pour h < %n



SCHEMA EN-ELEMENTS FINIS
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ANNEXE

Formulation variationnelle des €quations

de l’élastodynamiqgg linéaire

1 = FORMULATION VARIATIONNELLE DANS TOUT L'ESPACE

On introduit 1'espace fonctiommel suivant :

- 2>
We e fo,nm /S e o,mm, L8 L 120,150
dt

les dérivées &tant prises au sens des distributions avec

<
I

= (H]GRZ))Z (.,.) produit scalaire dans H

= w?m?))?

jan]
|

On considére alors le probléme suivant :

> -+ -
o~ - Au = f £ e ' ®m?))?
dt
(n

u(t) e W
ol A désigne 1'op&rateur de af(V,V') suivant :

@ ' ®%y)?

(u',w")

A:v=@eHyH32__, v

i
]

=51

1]

= (U, V) ———p AL

->

30, (D) 0., (D)
) L 201




2 - o,

avec c”(u) = (A + 2w Ao + A 52
> oW ow

Ozz(u) = (A + 2% Tz T Mg

> +  _ _,0u , ow

O]Z(U) = 02](11) = U('a_z +—a—§)

on suppose que A(x), u(x), p(x) € I CIRZ) et que

0 <A s Xx) N p.p. dans ]R2
u(x) < u* P-D- dans]R2

A

A

0<u*

0 <p, s p(x) pP.D- dans R’

In
O

Introduisons alors la forme bilindaire sur V suivante

2
vEH eV a@w = T S, 0. si.(\?)dx
ij=1 R® I J
> p Yy a“j _ _
avec sij(u) =_2'(_5_:§+'8—5c_i_) (x1 = x 3 x2:z), (u1= u ; WZ—W)

. Alors, soit —1; € (QﬁﬂRz))z
> 5> > - >
Yu e V , <Au,g> = a(u,y)

- , - -
Par comséquent, si u(t) est une solution-du probléwe (1) (u(t))

vérifie :

2
vge @®N L5 (ol +a@w = <Ep
dt

<.,.> représentant la dualité@C{RZ) - D GRz)-

Mais («fDCIRz))2 gtant dense dans V, u(t) est alors solution du
probléme (2)

Trouver g(t) e W tq

(2)

vy e vV 3—2 (ou(t), ¥ + a(B(),v) = <f,v>
dt
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(2) est la formulation variationnelle du probléme (1), Il reste pour démontrer

1'8quivalence des deux problémes 3 démontrer que (2)=>(1). Or §§ci est
€vident, cas si dans (2) on fait v = ¢ € (éDGRz))Z on obtient E—; - Au =¥F
' dt

au sens des distributions.
Remarque :
Jscmarque

En 1'absence des forces de volumes, c'est-3-dire lorsque f = 0,
la formulation variationnelle devient :

2

Y e v 115-(p3(t),$) +a(u(e),v) =0
dt

2 - FORMULATION VARTATIONNELLE DANS UN DEMI ESPACE

On se place dans 1'ouvert :
2
Y =IRE = {(x,2) e R/z > 0}

o = {(x,0), x ¢ R} est identifié i R

En posant
v = a1l (2)?
B =12()?

Si on définit formellement 1'opérateur différentiel A comme

précédemment ; on peut introduire :
D(A) = {; e V/AG e H} muni de la norme
1515y = IRIE + 312
On introduit alors 1'espace fonctionnel :

2 ) du .2
W, ={ue 1%o,T ; D(8)) /52 ¢ L°(0,T;H)}



Un théoréme de traces permet de définir 1'application 'contrainte

normale" sur D(A) comme suit :
i

> -2 2

o : D(A) > (H ")) . )

n lin8aire et continue
T - o (D
u n

2u ou

gn(ﬁ) = [()\"‘211)‘3—)2'*' U%—Z]l s L+ 21.1)'?;"" P 89)
EIY)

Le probléme d'évolution s'@crit alors :

Trouver u(t) ¢ W+ vBrifiant

d2+ > - ->
3) p--—‘zi+Au=f fecH
dt
T (W) =
0 u) =0

Alors en introduisant la forme bilinéaire symétrique et coercive

sur V suivante :
-> -
fQ Uij(u) Eij(v) dx

On montre alors que le probléme (3) est équivalent au probléme

variationnel suivant :

Trouver 3(t) € Woverifiant
) ‘ )

v e VS (ou(e), V) + a(@(e),w) = (),
dt2 '



CONCLUSION

I - CONSIDERATIONS GENERALES

D'une facon générale on voit que :

- les deux schémas rendent bien compte des ph&noménes continus
pour un pas de discrétisation raisonnable (c'est-i-dire au moins 5 points

par longueur d'onde).

~ Ils engendrent tous deux des phénoménes parasites concernant

la propzgation des ondes planes harmoniques.
- Vis & vis de la propagation des ondes de Rayleigh, les deux
schémas sont dispersifs, c'est-a-dire que la vitesse de propagation dépend

de la pulsation de 1'onde, ce qui n'est pas le cas en continu.

II - COMPARAISON DES SCHEMAS

. Le schéma en &léments finis

Il peut mal se comporter vis i vis de la propagation des ondes P

si le pas de discrétisation en espace n'est pas assez petit.

Vis & vis des ondes de Rayleigh, ce schéma est l&gérement plus
dispersif que le schéma en: dlfferences finies puisque la conmvergence de C (h)
vers CR est en O(h) (contre O(h ) pour les différences finies), ce qui 1nf1ue
bien entendu sur la vitesse de convergence de la solution numérique vers la

solution continue.

En revanche, ce schéma se conduit "réguliérement" vis 3 vis des
paramétres du moddle en ce sens que la valeur de coefficient de Poisson n'a
pas d'influence sur le comportement du schéma par rapport i la propagation des
ondes de Rayleigh numériques. En particulier, il n' ¥ a jamais, pour h

suffisamment petit, d'ondes de Rayleigh parasites.



. Le schéma aux différences finies

Quel que soit le pas de discrétisation en espace, il se comporte
"hien" vis & vis de la propagation des ondes planes harmoniques. En outre,
en ce qui concerne 1'approximation des ondes de Rayleigh, il est plus stable
et plus précis que le schéma en &léments finis, du moins tant que le coeffi-
cient de Poisson est inférieur & la valeur critique Voo? auquel cas il
assure donc une meilleure convergence des solutions numériques.

Par contre, pour v <V on constate :

00’
- d'une part, 1'apparition d'ondes de Rayleigh parasites purement
numériques se propageant i faible vitesse, et ce quel que soit le pas de

discrétisation en espace.

- d'autre part, la vitesse de convergence de la vitesse de propa-
gation CR(h) de 1'onde de Rayleigh numérique non parasite n'est pas sensible~

ment meilleure que dans le cas des différences finies.

Il apparait que, dans la majorité des cas, le schéma en différences
finies est plus précis, pour ce qui concerne 1'approximation des ondes de
surface, que le schdma obtenu par &léments finis. En revanche, lorsqu'il s'agira
de faire des simulations en milieu non homogéne et donc avec de fortes variatioms
du coefficient de Poisson, il s'avére que le schéma en Eléments finis est plus

fiable que celui aux différences finies.

Quoiqu'il en soit, dans le cas d'un milieu homogéne, le meilleur
des deux schémas &tudiés est, vis 3 vis de 1'approximation des ondes de

Rayleigh :

= pour vV < Voo ¢ le schéma au¥X différences finies

- pour V 2 Voo ¢ le schéma en &léments finis



ITI - PROBLEMES OUVERTS ET PERSPECTIVES

I1 reste 2 donner une interprétation physique ou numérique 3
l'existence, dans certain cas, de racines imaginaires pures & 1'équation
des ondes de Rayleigh numériques et 3 analyser, d'un point de vue quantitatif,
1'influence de 1'existence des phénoménes parasites sur la solution numérique,

dans le cas de la simulation d'un cas réel.

On peut Egalement envisager 1'étude de schémas numériques différents,
voire plus sophistiqués (&léments finis P! avec diverses.-triangulations, éléments
finis d'Hermitte) mais vue la somme et 1la complexité déja considérables des

calculs dans le cas de schéms simples, l'entreprise paraft hasardeuse.

En revanche, on envisage une nouvelle approche de 1'étude de 1'appro=~
ximation des ondes de surface par des schémas numfriques, approcheé qui se veut
plus générale et qui introduit les ondes dé Rayleigh de facon plus naturelle.

I1 s'agit d'adapter au cas d'un probléme discret des techniques déji utilisées
par les mathématiciens dans le cas du probl&me continu. (cf. T51]), techniques
empruntées & la théorie spectrale. On esp@re par ce bien obtenir des résultats
plus généraux et plus globaux concernant 1la solution d'un sch&ma numérique

explicite.
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