N

N

Loi d’une variable aléatoire a valeurs dans R+ réalisant
le minimum des moments d’ordre supérieur a deux
lorsque les deux premiers sont fixes
Marek Kowalowka, Raymond Marie

» To cite this version:

Marek Kowalowka, Raymond Marie. Loi d’une variable aléatoire a valeurs dans R+ réalisant le
minimum des moments d’ordre supérieur a deux lorsque les deux premiers sont fixes. [Rapport de
recherche] RR-0114, INRIA. 1982. inria-00076446

HAL 1d: inria-00076446
https://inria.hal.science/inria-00076446
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00076446
https://hal.archives-ouvertes.fr

Rapports de Recherche

LOI
D’ UNE VARIABLE ALEATOIRE
A VALEURS DANS R*
REALISANT LE MINIMUM
DES MOMENTS D’ORDRE
SUPERIEURA DEUX
LORSQUE LES DEUX

. PREMIERS SONT FIXES

Bt e
bl
T
Y

B

SR DY N

Marek KOWALOWKA
Raymond MARIE

TS

e

e

A

D R
i
e

anvier 1982

P e TS

P E

<




<

1OI D'UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEUR DANS
R REALISANT LE MINIMUM DES MOMENTS D'ORDRE
SUPERIEUR A DEUX LORSQUE LES DEUX PREMIERS SONT FIXES

par
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RESUME

On s'intéresse & la famille des lois de probabilité des variables
aléatoires & valeur dans R . On détermine une loi qui réalise le minimum des
moments d'ordre supérieur & deux lorsque les deux premiers sont fixés. On
montre aussi que cette loi réalise le minimum du coefficient d'asymétrie pour
un coefficient de variation fixé et on détermine ce minimum. On discute du
choix d'un modéle lorsque la loi n'est connue que par ses deux ou trois pre-
miers moments.

ABSTRACT

We consider the family of probability distribution functions (PDF)
of random variables with values in iR . We determine a PDF which realizes the
minimum of the nth moments, n = 3,4,... when the first two are given. .

We show that the same PDF also realizes the minimum of the coefficient of
asymmetry for a given squared coefficient of variation. This minimum is de-
termined. We also discuss the choice of a model when only the first two or
three moments of‘'a random variable are known.
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LOI D'UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEUR DANS
+
R REALISANT LE MINIMUM DES MOMENTS D'ORDRE
SUPERIEUR A DEUX LORSQUE LES DEUX PREMIERS SONT FIXES

INTRODUCTION ET NOTATIONS

On considére ici la famille des lois de probabilité des variables
aléatoires & valeur dans Rf. De telles variables aléatoires servent notamment

a4 modéliser des temps de réalisation de processus.

Une étude antérieure ([ 1 ]) nous a montré que, dans un modéle de
file d'attente, certaines performances d'un serveur de loi Cox-2.sont, & dis-
persion égale, d'autant moins bonnes que l'asymétrie de la loi de probabilité
du temps de service est plus faible. Plus précisément, soit deux serveurs 81
et 52 de loi Cox-2, de mémes moyenne et variance, et tels que le coefficient
d'asymétrie de la loi de 51 soit plus faible que celui de la loi de 52' Consi-
dérons des caractéristiques telle la "probabilité asymptotique que le nombre
de clients dans le systéme & un instant quelconque soit supérieur & n" ou en-
core la "probabilité asymptotique pour que l'attente d'un client quelcongque
soit supérieured t". Alors, si on compare les performances de S1 et de S, dans

2

le méme environnement, celles de 81 sont moins bonnes que celles de S En

¢

fait, cette constatation a constitué la motivation de 1'étude présente.
Dans ce rapport, nous déterminons une loi qui réalise le minimum

des moments d'ordre supérieur & deux lorsque les deux pPremiers sont fixés.

Nous montrons aussi que cette loi réalise le minimum du coefficient d'asymé-

trie pour un coefficient de variation fixé et nous déterminons ce minimum.

Nous introduisons maintenant quelques notations. Soit X une varia-

+
ble aléatoire 4 valeur dans R . Relativement a X, on note :



f(x) : 1la densité de probabilité
m, : le moment d'ordre i
ui : le moment centré d'ordre i
c : le carré du coefficient de variation
Y : le coefficient d'asymétrie.
On rappelle qu'on a, par définition :
[} s Y3
€= = A § 372
| 2
On note f;;f 1l'ensemble des lois de probabilité des variables
aléatoires a valeur dans R . _— (ﬁi,ﬁz) représente le sous-ensemble des
€léments de :f;rk tels que les deux premiers moments m, et m, soient respec-
tivement é&gaux & ﬁl et Eé . De la méme fagon, lR:,_(c) représente le sous-

ensemble des éléments de R®* tels que le carré du coefficient de variation

soit égal & c.

Introduisons une loi particuliére de X que nous appellerons par
la suite loi bivalente et que nous notons PB ; cette loi est définie comme
suit :

a avec la probabilité g
b awec la probabilité (1-q)

avec b 3 a

Le sous-ensemble

%,

des lois PB contient lui-méme le sous-ensem-
ble @* des lois (notées P¥) telles que a = 0. Pour un couple donné (ﬁl,ﬁfz) ’

il existe une loi unique P*(El,ﬁé) ayant ces deux premiers moments ; ses para-

métres s'obtiennent de fagon immédiate :

= 52
b= 2 ’ q=1 - L
o )

LEMME I

. . - . +
Si X est une variable aléatoire & valeur sur |[R , alors ses moments

vérifient les inégalités

2
mn £ m m2n—k r k=0,1,...,n ; n=1,2,...



Preuve

. + o«
Soit g et h. 2 fonctions numériques & valeur sur R . D'aprés 1'iné-

galité de Schwarz, on a :

[J g(x) h(x) a]’ sj g (x) dx[ h?(x) ax
0 0 0

Pour tout n elN+, et k € {0,1,2,...,n} , on pose

_ 92 (x)

xk £ (x)
2n-k
X

h® (x) £ (x)

Comme f(x) est une densité de probabilité et comme x prend ses

+ : -
valeurs sur R , ceci entraine :

LEMME II

Preuve

g(x) h(x) = x £(x)

Dans ce cas, l'inégalité précédente s'écrit :

[J x" £ (x) dx] < ]
0 0 0
Soit encore :

£ £(x) dx] 0K £ ax

2
Py € %~ on-x
ce qui correspond au résultat recherché.

Dans le cas ol k=n, on a trivialement l'égalité&.

Si X suit une loi P*, on a les égalités strictes :

[ (V]

m = mk'mZn—k P V&=1,2,...,n ; n=1,2,...

Si ﬁl est l'espérance mathématique d'une variable aléatoire X de

loi P*, on a :

!

1-g



et donc

mp =~ﬁz 1 . L=1,2,...

LTI

Ce qui entraine immédiatement le résultat précédent.

THEOREME, I

Soit P un élément queleonque de \‘f‘/ﬂ.,.(ﬁl,ﬁé), et m.(P) le moment
d'ordre i de la variable aléatoire de loi P, quelque soit n > 2, on.a :

In m_(P) = m (P*(m_,m,))
P G%;.(ril,rﬁz) n neL T2

Preuve :
D'aprés le lemme I, pour tout &lément P € GE;+(EE,EE), on a :
mi(P)
) ——__" =, DY
n+1® 2 n=2,3,
n-1
Ce qui entraine
-n
2
3 = cae
Eﬁlw) _n-1 n=2,3,
m
1
Or, d'aprés le lemme II, on a pour la loi P*(ﬁ},ﬁé) :
« mﬁ %)
mn+1(PA) p n=2,3,...
m (P")
n-1
Ce qui entraine
_n
* "2
mn+1(P_) = ool n=2,3,... (a)
m
1
Ce qui achéve la démonstration.
Remargue :

D'aprés le lemme I, les données ﬁl et ﬁé vérifieront 1'inégalité

2
- ;—
m, = n

Dans le cas particulier oua ﬁz = ﬁi , la loi P*(ﬁl,ﬁz) est la loi

déterministe :



X = EH avec probabilité 1

Dans ce cas, on a aussi les égalités strictes :

2
m2n = mn ' n=1,2,...

c'est & dire que toutes les inégalités du lemme I sont des égalités strictes

pour la loi déterministe.

Autrement dit, la loi déterministe réalise le minimum des moments

d'ordre supérieur & un sur E;;*(Eﬁ);

Par contre, pour le cas général ol ﬁz > ﬁf ; on a pour la loi

P*(ﬁl,ﬁz), les inégalités strictes :

m2n > mi R n=1,2,...

ceci se déduit immédiatement de la relation (a).

THEOREME II

Soit P un élément de ﬂ?+(c) sona:

-1
In y((p) ==
P¢ Sf‘#(c) Ve

L'Inf est réaligé pour tout Pg @*(c) .

‘Preuve :

Pour toute loi P, on a par définition

H3
Y(P) = ;375
2
Soit
3/2 L 3
u2 Y(P) = my 3m2m1 + 2m1

D'aprés le lemme I, on a :
2

EI“?

[y



ce qui entraina

u;/, ™y
Y(P) 2 - -
- 172
1 2

Si Pe §R+(c) : alors, par définition :

1/2 _ 1/2
' =m oc

D'olu

y(P)zj—:l , VP&’FR+(c)

(o]

D'aprés le lemme II, si Pe@*(x), on a

m2
= 2
o3 = m
et donc Y(P) = el Ve E @f(c)
c

ce qui achéve la démonstration.

Les paramétres b et q de la loi p* qui a une moyenne El et un

carré du coefficient de variation ¢ sont obtenus facilement :

q="T— ' b=ﬁ1(1+c)

Remarque :

Il est montré dans [ 2] que, pour un couple (ﬁl,ﬁz) donné, il

existe toujours une loi PB telle que son coefficient d'asymétrie Y soit égal

c-1

4 une valeur prise arbitrairement sur l'intervalle ' +°°[ et telle que

QY

ses deux premiers moments soient é&gaux respectivement ﬁl et ﬁz.

On déduit alors du théoréme précédent que pour toute loi P d'une

. - R + . . . .
variable aléatoire a valeur dans R , il existe une loi PB dont les trois pre-

miers moments sont égaux aux trois premiers moments de la loi P.



CONCLUSIONS

La loi bivalente se simule trés facilement et peut se modéliser
relativement bien dans un modéle analytique. Compte tenu des résultats précé-
dents, il nous parait opportun de l'utiliser pour modéliser la loi de proba-
bilité d'une variable aléatoire & valeur dans R+ dont on connaft uniquement

les trois premiers moments.

Si on s'intéresse & la modélisation d'un processus mettant en
évidence un phénoméne d'attente et si le processus de service, défini comme
une loi de probabilité de la "durée de service" n'est identifié que par les
deux premiers moments de cette loi de probabilité, alors il semble intéres-
sant d'utiliser une loi P*. En effet, par rapport au sous-ensemble :F% v
c'est avec la loi p* (i.e. 1'élément de fﬁ% qui réalise le minimum du coef-
ficient d'asymétrie) que les performances du service seront les moins bonnes.

Et au niveau de la modélisation il est intéressant d'obtenir des résultats

‘Pessimistes par rapport & ce que donnera la réalité.
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