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ABSTRACT
The nth iterate is obtained by the not well-known position of the x point
correlated to the iterate but by an association to the defined position with
an application of'N in a finite part included in N. The result appears by
using an explicit formula'taking into account the belonging to fhe unit segment

of this nth iterate.

RESUME -

. s , iéme ~ o
La valeur de l'itération n est calculée en supposant non connue expli-

- citement la position du point x lors des itérations mais en associant cette

-~

position @ une application de N dans une partie finie de N. Le résultat appa-

-~

ralt en utilisant une formule explicite et 1'appartenance & 1'intervalle unité

de 1'itérée 3 1'ordre n du point x.
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ITEREES D'APPLICATIONS LINEAIRES PAR MORCEAUX.

INTRODUCTION

.. . . _ieme P
La valeur de 1'itérée n est calculée en supposant non connue
explicitement la position du point x lors des jtérations mais en asso-

ciant cette position 3 une application de N dans une partie fine de N.

" Le résultat apparait en utilisant une formule explicite et 1'apparte-

nance 3 l'intervalle unité de 1'itérée 3 1'ordre n du point x.

On utilise en cela la notion de mesure invariante introduite par
Rechard. Cette idée &tant considérée dans le cadre de Dunford et Miller.
NOTATIONS

Soit TR 1'ensemble des réels I = [0,1], IN 1'ensemble des entiers

naturels, W= N - {0}, ae w".

Soit x ¢ IR alors x = [x]'+ (x)’, [x]'elN, (x) e I - {1}, On

appelle [x] partie enti&re de x et (x) partie fractionnaire de x..

i}

Soit x € I, alors en base 3, on a :
x = E 3, 3P, a e {0,1,2} (1)

Soit d(0,1) = {xlap e {0,1}} et d(0,2) = «{xlap e {0,2 ‘}},S-l":

on pose :




(2]
X, X X, = 5 a' a"
2
! p=o P P

De plus 3"x = [3"x] + (an) et d'aprés (1)

n (o]
3% = 3 a 3"P4+ 3§ g 0P ne IN . (2)
p=o0 p=n+] P

Notons :
[+
B={xelI|x= 1 a 3P, a < {0,2}}

est 1'ensemble triadique de Cantor. On a :

;-: hx ‘2—63, 1= 3 ‘2““'63
p=2 3P p=1 3P

. * -~ . -
Soit 3 un ensemble de Cantor, c'est-i-dire un ensemble fermé& non
dénombrable, de dimension topologique nulle sans point isolé et de mesure

de Lebesgue nulle.
Soit yi(x) = a;x + bi’ ie A2={l,2,...,a} , iaif = a.

On vérifie immédiatement que :

y; © yj(X) =a; a;x ta, bj + bi

Soit 82(1) 1'ensemble des applications surjectives continues lindaires
affinés par morceaux de I sur I 3 pente bornées etﬂr(IN*, Az) 1'ensemble
des applications de IN' dans A,. Soit aussi f ¢ ?E(I), alors :

a-l

f(x) = 2 yi(x) 1

i=1 2zt
a

x) +y,(x) I (x) (3)

a-l
3 ety
oli IB(x), B ¢ TR désigne la fonction indicatrice de l'ensemble B. Alors
“on désigne par f" 1'itérée 3 1'ordre n de f en posant fv(x) = f(x),

* *
ne IN, ve IN par :



. n
S S CORENTIE ACI
v=1] :
n-l = o . ‘ , :
= £(U £ ) | ()
v=l =
et la conveption :
. 1. :
f "(x) = £(x).

Soit alors T e.f‘(TN, /AZ:)'- ~P(:oSons pourlv n € ]N*“:*.
. a-1
JJ- Yo (v) x) =y (n) (.Ll. yT(v) (x)) (s)

©v=1

et la convention :

2 .
Ll . , = .» ' - .
vel Yo (x) Yoy © Y () (x)
Posons ensuite
n
ei(n) = vil 8 £ (v) iea,

§ masse de Dirac.
Alors définissons v ¢ F(NN, A,) de la fagon suivante :

f(x)‘ = Y.r(l) (x)

£ =y, () EE) (@
n (n-1) - '
00 =y (UL £

ou en d'autre terme :

€ [T(;)—l, Ta(‘l)) si (1) < a, [——-——T(lz—l

(1), .-
s _—a_—] 'si T(1)

Af(x)e ’[T;Z?—l’ T;Z)) si t(2) <a, xce [l(_z_.)é_ll_, T—;(i-zlisi 1(2)




f(n-l)‘(x) € [zﬂn;l)-l’ r(z-l)) si t(n-l)<a,

[y

(2@l 1@D 7 65 t(a-1)=a

a
(7)

On en déduit en particulier :

n ™Mme

ei(n) =n (s)

i=1

Et que les fonctions ei(n) sont croissantes au sens large. D'autre part,

compte tenu de (3), &), ), (), (7), en remplagant fv(x)‘par sa valeur,

on obtient :

fn'(x)

n
u fv(X)
v=1

n
u YT(v)(x) (9)
v=1

oll T est définie par (g) et (;).

Théorsme : Soit f une fonction surjective continue linaire affinée par
morceaux de I dans I & pente bornée alors lLitérée i 1'ordre n de f &

pour valeur : .

e.(n) n-1 n e (n)-e (n-j)
a.t x + £ (0 a . .

n.
£ (x) = . (a5 (10) '

1

1 1 j

= =]

oll T € gr(ﬂﬁf AQ).

En particulier, si a = 3 et lail = a, i e Ay, alors :

- 16™) - 7

, 1€ AZ , alors

Nl e
[

Ifn. (X) -

[

et si a=9 et |ai| =

Ifn.(x) -2

1

|(9nx) - %4



Lemme | : Supposons:

N n a ¢.() n-1 a & (k,3).
g ny (x) T a. x+ I (NI a o ) .
v=1 (V) j=1 * j=0 2=1 . uj (n)
Sj (n)=j

ol :

¢, () e F( N, &)

N~

£,(n,3) = sj(n) , Eg(n,§) € W, Le Ay

i=1

*
5 e F( s By)
o eﬂ"(]l\l*,lAz), jemy = {o,1,...,a-1}.

Preuve : On effectue un raisonnement par récurrence. Supposons 1'8noncée

vérifiée 3 1'ordre n € IN®, on a en appliquant 1'égalité (s) :

n+l n
\ﬁl yT(\)) (x) = yT(n+1)(v_|_i_l y_l_(\)) (X))
, n .
) a-c(n*rl)(\)=l o) O * Brasy
a (p.l(n) n-1 a El(nj) .
. = “r(n+1>[.fl'“i X+ jid A(gzla’l )buj(n) * D (qe1)
sj(n)=j
n i(n) n-1 a Ez(n,j)
= izl a; " aT(n+1) X jio (Qﬁlal aT(n+l)%buj(n)
Sjt(n)zj
T(n+l)
n+l (pi(n+1) - a gl(n+l,j)
= 1 a. X + z (1 a, b (el
i=1 1 B j:o =l uj n+ )
s; (n+1)=]

ce qui détermine le raisonnement par récurrence.



Lemme 2 :

goi(n+1) =(0i(n) + 6

i,t(n)
¢i(1) = Gi,r(l)’ ie Az, ne W
so(n) =0 et gz(n,o) =0, ne IN*
sl(n) =1 et gz(n,l) = Gz,r(n)’ ne IN'
uo(n) = t(n) et uo(l) = t(1) , Dl € IN*

*
Uj+1(,n+l) = ]Jj(n)’ n e IN L : -*
Son+1,j+1) = Saem, )t So,t(nely B € Bppme N
Le résultat est obtenu en utilisant les identité&s données par la

formule de récurrence 3 1l'ordre n et it8ration de la formule i 1'ordre n-I.

n+l 9. (n+l) n a gj (n+1,3)
I a, X + ) (I a )b
1=1 1 j=0 =1 2 Uj(n+1)
s. (n+1)=j
J
n ¢il(n) n"']
= H Z
i'=1 %4 ar(n+l) x+ $'=0 (11)
a £y,
(E,I'I=1 3 aT(nH))buj (m) * Pras)

On en déduit, pour les exposants de a, :

Pitl) =@ () + 6, s @ (D) = 85 5, de By, ne " (1)

Pour les valeurs de go, Mg El

so(n) = Ek(n,o) =0
uo(n+l) = t(n+l1), uo(l) = 1(1) (13)
sy(n+l) = Eo(n+l, 1) = 62,1(n+1)

Et finalement pour les valeurs de pj et gj

uj+1(n+1) = uj(n) (14)

£, (t1,3+1) = £,(n,j) + & (15)

L,t(n+l)’

a



Lemme 3 :
. . . N (Qi(n) = ei(n) ie IAZ
: S . wm =t . ne N, je a

¢l . . ° - V . . *
d Ez(n,J)= ez(n) - ez(n-J) _] € A, ne IN ,2e¢ A,

.

Preuve : Utilisons le Lemme 2.1. d'aprés (;2), on a :

= ei(n) . n e IN*

, n
?; (n) = 5

v=] 1rT(V)

Prenons j € IN, alors n-j € IN,. I1 en résulte en utilisant (1) ¢
wj(m) = Wi @D = .= (e=j) = t(n-j)

et finalement, 3 partir de ( ), ( ),on a en,utilisant une récurrence'

inverse :

- Eg(m,3) =By (=131 = 8y

‘ E,z(n+l—j,l) - gz(n-j,o) = 62,1(n-j+1)

d'oll comme gz(n—j,o) =0, on a :

n
z 8
v=n-j+l

gz(rhj) f.,'t(\’)'

ez(n) - e.z(n-j) .

A

Démonstrations du théor&me : A partir du. Lemme l et du Lemme 3, on obtient

la formule : - .

n a »ei(n) n-1 a ez(n)—ez'(n-j)
u vy x) = I a.. x4+ (TN q,° )b, .
\)=.1 T(\)) i=1 1A . j=0 2=1 2 . ) T(n J)
~(16)
Faisons alors a = 3, lail =aetiec A,

Prenons b, '

(16?, () :

0, by =2 cN et - by = 2 ¢ IN. Il en résulte d'aprés _

¢



n (n)

11 Yooy ® = (= D2 Pyag

avec :

n-1 3 ez(n)-eg(n—j) \

E = E (I «a )b‘r(n—j)€ N

D'autre part, ll y

L T(\,)(x) € I, il en résulte (,) :

n e, (n) (n)
,LL yT(\)) x) = (-1) 2 [3"x] + (~1) (3 x) + E

Deux cas sont alors 3 distinguer :

n

i) ez(n) pair J_L y ) (x) = E + [3%x] + (an) eI

(v

1) si (3nx) >0 alors _U_ y'[‘(\))( X) = (3nx)
v=1
2) Si (3nx)= 0 alors _LL yr(v)( X) € Fr(I)

n n
i1) ez(n) impair .l.l y'r(v) (x) = E -~ [3nx] - (3 x) el

1) Si (3nx) >0 alors _LL y W) x) =1-(3 x)
2) Si (an) = 0 alors .U. Y (v) (x) € Fr(I)
v=]

Plus précisément, on constate dans le cas i.2) et ii.2) que si :

n

n-] =1
- 1 = l =
(3 -x) 3 soit a__, alors \,1=l y'c(v)( x) =1
R L N S n )
(3 x) = 2.3  soit a = 2 alors \)1;1 y'c(\))( x) =0

On obtient alors la formule définitive 2 partir (v).

De méme lorsque a = 9 et |ai| =a, ic A,, on a en prenant bl = 0,
by =2,by==2,b,=4 bs=~4 b =6,b, =6, by =8, by = - 8.

-~

Il en résulte 3 présent d'aprés (16), (18) avec !

¥



n * % . n ‘
‘e (n) Z< ei(n), e (n) = L ei(n)
: i=1
z,h : 2|1

n **(
Wy @ = (D g

avec :

9 e, (m)-e,(n-)
T = E ( I=Il al _ . )br(n-j)

-

Distinguons 3 nouveau deux cas :

n

i) e**(n) pair 1l Ve (v) (n) =T + [9%x] + (9nx) eI
(9nx) :

(x) € Fr(I)

n . n
1) Si (9 x) >0 Alors il y )(x)
* : “v=1

(Vv

n

2) Si (9“}:) 0 Alors',

=) T

ii) e**(n) impair .LL yr(v) (x) =T - [9"x] __(an) €1
v=1

1) si (") > 0 Alors 1 Ty @ = 1 - (97%)
v=]

2) Si (9 x) 0 Alors _u_ yT(\)) (x) € Fr(I).

Plus précisément, on constate dans le cas i.2) et ii.2) que :

. (=] -2 °
si (3 x) = k.3 ke A 2fx  alors _l___l. Yo (v) (x)
o - vn '
si (3 x)= k.3° ke A 2[k alors _u Yoy ® =

On termine la démonstration en utilisant (9).
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