N

N

Etude numerique de la solidification d’un alliage a N
composants
A. Bermudez, Ch. Saguez

» To cite this version:

A. Bermudez, Ch. Saguez. Etude numerique de la solidification d’un alliage a N composants. RR-0137,
INRIA. 1982. inria-00076423

HAL 1d: inria-00076423
https://inria.hal.science/inria-00076423
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00076423
https://hal.archives-ouvertes.fr

g o - 3 . R

Rapports de Recherche

N TR mr@gm‘d

A D

S T P e

: ki
74 <
B %
e

4| )
; ¢
i
@
¢ ;
1 ]
12 g
=

2 )
RY 0

s

ETUDE NUMERIQUE
DE LA SOLIDIFICATION
D’UN ALLIAGE

- A N COMPOSANTS

Alfredo BERMUDEZ |
‘Christian SAGUEZ ?

T

“enorm
et efAuto

W

e

7R TG
e e ey

A2ITAG

g

Juin 1982

. . e ;!
¥ —- ——e — - i
() i

SRR RR R L . lo e Y




»

¥

)

p

ETUDE NUMERIQUE DE LA SOLIDIFICATION

D'UN ALLIAGE A N COMPOSANTS

*

A. BERMUDEZ™, C. SAGUEZ”™

RESUME _

Nous &tudions la solidification d'un alliage & N composants. Dans
une premidre partie, une formulation mathématique, généralisant le cas
des alliages binaires, est propos&e. Dans une deuxi@me partie, nous
considérons un probléme discrétisé en temps. Nous démontrons, pour ce
probléme, l'existence d'une solution maximale et d'une solution mini-
male, en construisant par récurrence des suites alternées. Nous en déduisons
un algorithme de résolution numérique dont nous prowvons la convergence.
Des résultats numériques en dimension 2 pour un alliage ternaire sont

présentés.

ABSTRACT

In this paper, the solidification of an alloy with N components
is studied. In a first part, a general mathematical formulation is
proposed. In a second part a problem semi-discretized in time is consi-
dered. For this problem, the existence of a maximal solution and a
minimal solution is proved; the prodf is based on the construction of
alternating sequences. A numerical algorithm, the convergence of which
is proved, is deduced. Finally numerical results, for a ternary alloy,in

sa two dimensionalcase, are presented.
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INTRODUCTION.

Nous &tudions dans cet article, d'un point de vue numérique, le pro-
bléme de la solidification d'un alliage avec N composants (N = 2). La
prise en compte de la composition physique du corps joue, en effet, un
réle important au niveau du processus de solidification ; en particulier
la température de solidification,qui dépend de la composition, peut

varier de fagon significative (M. Flemings [9]).

Nous nous intéressons ici au cas général d'un alliage & N composants (une
méthode spécifique pour un alliage binaire a été &tudiée dans A. Bermudez-
C. Saguez [2]). Nous nous sommes placés dans le cas du mod&le consi-

déré dans K.H. Tacke -A. Grill- K. Miyazawa -K. Schwerdtfeger [13].

Un tel systéme est caractérisé par :

- la dépendance de la température de solidification en fonction des

différentes concentrations,

— N &quations de diffusion couplées (&quation thermique et &volution

des concentrations de N-1 composants),

- la discontinuité des concentrations le long de l'interface solide-

liquide.

Dans une premiére partie, nous proposons la généralisation de la
formulation mathématique considérée pour des alliages binaires, en utili-
sant la notion de graphes maximaux monotones. La formulation générale
introduite tient compte, en particulier, de la présence possible d'une

zone pateuse 3 l'interface solide-liquide.

Dans une deuxiéme partie, nous considérons un systéme associé semi-
discrétisé en temps. Nous montrons, pa¥ une méthode constructive, 1'exis-
tence d'une solution minimale et d'une solution maximale pour ce systéme.
Pour cela, nous construisons des suites (température et concentrations)
alternées, dont les limites supérieures et inférieures sont solutions du

systéme.

Dans une troisiéme partie, nous déduisons de 1'étude précédente un
algorithme numérique de résolution dont nous démontrons la convergence et
nous &tudions 1'approximation du syst®me par une méthode d'&l&ments finis.
Des résultats numériques en dimension 2 pour le cas d'un alliage ternaire

(Fe,C,Mn).
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Le

plan de l'article est le suivant :

- Probléme physique et formulation math&matique

l.1. - Cas sans zone pateuse
1.2. - Cas avec zone pateuse

J.3. - Formulation mathématique générale.
~ Etude d'un probléme semi-discrétisé en temps.

- Méthodes numériques

3.1. - Algorithme de résolution
3.2. - Approximation numérique

3.3. - Résultats numériques



1. — PROBLEME PHYSIQUE ET FORMULATION MATHEMATIQUE

On &étudie la solidification d'un aliiage a (N+1) composants dans
un domaine € de R" (n < 3) (@ ouvert, borné, de frontidre réguliére).

L'état physique de l'alliage est défini par les variables :

8(x,t) température du corps
Ci(X,t) concentration du composant i.

On ne considére que N concentrations (i= 1,...,N), C étant

N+1
obtenu par la formule :

N
CN+1 =1 - i c
(en pratique Cy+] ©st la concentration du composant le plus important
F, par exemple dans le cas d'un acier). Nous reprenons les hypoth&ses

considérées dans K.H. Tacke -A. Grill- K. Miyazawa - K. Schwerdtfeger

[13].

l.1. - Cas sans zone pateuse

Dans une premiére &tape, on suppose que l'interface liquide-
solide est constitué d'une surface S(t). On note Ql(t) la zone liquide

et Qz(t) la zone solide (Q = Ql;u S u Qz). On a les équations suivantes :

j . .
(1.1) Pk %%—- - div (o) grad 89) = 0 dans Qj(tl (j=1,2)
| o0} j iy
(1.2) st ~ div (8] grad ¢) =0 dans Qj(t)

(i

It
—
-
N
-e
=
it
—
-
.
.
.
-
=
N

(87 est 1a température dans Qj(t), Ci la concentration du composant i
dans Qj(t)) -

avec p densité du corps
k capacité calorifique
a” conductivité thermique dans la phase j
8 coefficient de diffusion de masse dans la phase j pour le

composant 1i.



Le long de l'interface S(t), on a les conditions :

> ;-)
(1.3) (a grad 6 =-o grad 87). n = - pL.%n
2 -> 2 - 1 2. > .
(1.4) (B 8rad C1 - B, grad Ci)' n=- (Ci - Ci)v:n (i=1,...,N)
N
1 2 1
(1.5) 8 =6 = ed - 'Z 61 Ci
i=1 _
1 LY
(1.6) \ C. = El Ci (i=1, ,N)
avec : L chaleur latente de changement de phase
5 :
v vitesse de déplacement du front de solidification
o vecteur normal unité
ed température de solidification du composant N+l pur
(Ci =0,1=1,...,N)
Gi,gi constantes positives données.
On considére les conditions aux bords :
36 .
(1.7) o = = q(t)swr = 3Q x ]0,T[
ZBC:.l
(1.8) Freale 0 sur I (i=1,...,N)

et les conditions initiales :
(1.9) 8(x,0) = eo(x) 3 Ci(x,o) = Co,i(x) (i=1,...,N).

Remarque 1.1.

Avec les notations précédentes, la surface du liquidus est

donnée par 1l'hyperplan :

N
2t % G .
et la surface du solidus par 1'hyperplan :

S,

i
-—-C
N

N
6 =0, - I
d <

On pourrait considérer le cas oll ces surfaces sont,de manidre générale,

déterminées par des fonctions non linéaires monotones par rapport a



chaque concentration C; comme dans'A. Bermudez- C. Saguez [2] pour le

cas d'un alliage binaire. [ ]

Remarque 1.2, :

On se raméne, dans la suite, aprés une translation &ventuel-

le, au cas Gd = 0. [ |

Remarque 1.3.

Les conditions aux bords (1.7), (1.8) sont considérées 3
titre d'exemple mais ne restreignent en rien la généralité de 1'&tude.
D'autres conditions pourraient &tre utilisées. D'autre part, tout ce qui

suit s'adapte immédiatement au cas oili p et k dépendent de la température.

[ |
Comme dans le cas d'un alliage binaire (A.B. Crowley -
J. Ockendon [5], G.J. Fix [8]), afin de traiter la discontinuité des
concentrations le long de S(t), on introduit les nouvelles variables

Wi(x,t) définies par :

1
wi = - Gi Ci dans Ql(t)
(1.10) s
i 2 .
Wi = - E; Ci dans Qz(t) (1= l,...,N)

Alors les variables W, vérifient le systéme (correspondant i (1.2),

(1.4), (1.6)) :

j
. oW: P .
i . i 3 iy -
(1.11) % 3t div (Bi o3 grad wi) 0 dans Qj(t)
1 2
(1.12) Wi = wilS(t)
I 1 - 1 2 2 > 2 > _ 1 2 >
(1.13) (Bi o; grad Wi Bi oy grad Wi)fnls(t) = (ci_ci)wils(t) ¥.n
(i=1,...,N)
avec :
i §. s,



Si on note :
W= (W, .
la zone liquide est caractérisée par :

,'Ql(t) = {x ﬂ e(x,ﬁ) > W(x,t)}
et la zone solide

par :

Qz(t) = {x I 8(x,t) < W(x,t)}

v wN)’

En opérant comme dans A. Bermudez -C. Saguez [2], on obtient

la formulation globale suivante :

(1.14) %% - div (a(e,w) grad 8) = 0
(1.15) %% - div (w(w,g) grad W) = 0
(1.16) ueHB (8) ;ve GN(W) (v =
W 8
avec :
n a o
6 = (ei, 1=1’.--,N) ,9i=e h
N ] . A"
a(6,W) =|a si 6 > W
, 2 . a,
o sl1 6 < W
n o .
Y(WQB) = (Yi(wi,ei));l'—'l,.-..,N
" 1 1
vy (Ws,89) = |- o, B
2 2
=0 B
= i el
ol H\(8) et Gm(W) —_(Gg (wi)),1~l,...,N

W 8
. i

H (8) = {u e LZ(Q) | u(x) &

1

dans Q = Q@ x ]0,T[
dans Q

(Vi); i=l, ....,N‘)

T W
T

. v
sl ei > w.1
LN
s1 6, < W.

sont définis comme suit :

(6(x))}

W _ sz)

\

i
i-

e»ngg) | v;(x) e%i

(Wi(x))}




%

avec pour%r(s) et ‘%;’ (s) les graphes :

pente pk

I P4

2
pente o

— S — s
pente pk
ente —01
P i
Figure 1.1 ' Figure 1.2
Remarque 1.4. :
La variable vi(x,t) correspond 3 1l'opposée de la concen-
tration du iéme composant , soit - Ci(x,t). [ |

1.2, - Cas avec zone pateuse

Dans le cas de 1'existence d'une zone pateuse, c'est-di-dire
lorsque M {(x,t) | 6(x,t) = W(x,t)} > 0, les équations (1.3), (1.6) ne
peuvent plus &tre considérées telles quelles. Cependant, la formulation

(1.14), (1.16) peut se généraliser comme suit.

Dans la zone pateuse, on suppose qu'un &lément de volume

contient une partie solide et une partie liquide en &quilibre thermody-~

namique (c est—a—dlre-—T-= -5 = Wi, i=l,...,N et W =0).
. o
i i

On introduit la fraction liquide f et 1la concentration moyenne

de chaque composant, soit :

Ci(x,t) = f(x,t)C;(x,t) + (1-f(x,t)) C?(x,t) i=l,...,N

En opérant comme dans A. Bermudez -C. Saguez [2], on obtient

alors la formulation (1.14),(1.16) avec :



SR '*,jh'“'\n'o‘ g vedy

3

a(f) = £ al + (l-f)a2
‘\
1 1 2 2 -
_u - pk6
£ __ETTT—-

1.3. - Formulation mathématique générale . , \

Dans tous les cas, on obtient donc la formulation variation-

nelle suivante.

Soit V = HI(Q) et V' le dual de V. On introduit:les opéra-

teurs A et B, définis par :
(A(8,£),2) ., ., = / a(f) grad 6 grad z dQ
vV'-v Q
(Bi(wi’f)’z)v'—v =./Q yi(f) grad wi grad z dQ
2 '
et h ¢ L7(0,T;V') par :
(h(£),2) gy = /;9 g(®) = ar.

On obtient alors :

(1.17) % L AG,E) =h ; u e H (0)
: ot ' w
v, i
(1.18) 5E—-+‘Bi(wi,f) =0 ;v eG (W), (i=l,...,N)
o
_u - pkeo
, £ = =5
(1.19) u(x,0) = uo(x) e H (90) ; Vi(X,O) = Vo,i(x) € Gi (W0
g .
s} ) 0,1
avec
N
W= 3 W 31 =6 -1 W
F i=1 2#i
et
. vo;l(x) = -‘Co’l(x).
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2. - ETUDE D'UN PROBLEME SEMI-DISCRETISE EN TEMPS

On considére le probléme semi-discrétisé suivant :

0, ...,NT=1} tel que :

+1 n+l +1 n+l
Trouver {en , u ’ v? s W, |

i i
’ [ n+l n
u -u n n+l _ o+l | n+l n+l
(2.1) B ¥ — + A" 0 h s U € Hwn*'l(e )
vn+l _ vn
i i .n . n+l _ . N+l i n+1 .
(2.2) S+ B} wrll =0 ;v e Ggml(wi ), i=l,...,N
' i
o _ o e v = i
(2.3) u = uo(x) € Hwo(e ) 3 vy vo,i(x) € G, (wo,i)
' % i
b

avec :

(An e,z)V,_V = / a(fn) grad 6 grad z dQ = an(e,z)
Q

n n
(Bi wi’z)V'—V = [g yi(fn) grad wi grad z dQ = bi(wi’z)

(n+1)At
1
Rt i h(t)dt
nAt
n n N
fn " ike ; wn+l - 3 wri;+l ; g?+l _ en+1 - W2+l
e i=1 241

Nous allons démontrer 1'existence d'une solution maximale et d'une
solution minimale pour le systémé (2.1), (2.2), (2.3). Ceci revient 2a
€tudier 1'existence d'une solution {6n+1, un+l, v2+1, W?+l} pour (2.1),
(2.3) avec {en, un, v?, w?} donné. Dans la suite, on omettra les indices

n. Le probléme s'écrit alors :

(2.4) ‘ a(6,z-8) + \PW(Z) - \yw(e) 2 (gl,z-e) Vz et (@)
i i 2 1 .
(2.5) ? bi(wi,z-wi) + 9, (z) - o, (wi) > (gi,z—wi) Vz ¢ H(Q) ; i=1
0. 8.
1 1

avec :

t



”v

9

.o

- 11 =~

‘Yy(z) = /Q wy(x)(?(x))dx.

i _ i
0} (2) - /9 0} oy (200,
ot y_(s) et (0:_(5) fonctions de TR dans R sont définis par :

P (s) -
R, .

] I])r(S) = —Et—,—' > =0
N +(s) i '
Bg()r(s)-/At ;'v¢r(o)-=‘0 , 1 =1,...,N

- . . i .
(de telles fonctions existent car Mr etg.r sont des graphes maximaux

monotones de IR dans IR).

Nous obtenons ici une formulation du type. inéquation quasi-varia-
tionnelle: (J.L. Lions [11], L. Tartar [14]) et non inéquation variation-

nelle comme dans le cas d'un probléme de Stéfan classique.

On démontre un résultat d'existence pour le probléme (2.4), (2.5)
sous les hypothé&ses générales suivantes qui sont vérifides dans le cas du
probléme (2.1),_ (2.3) :

H1) Si y1 < y2 ’(yz € LZ(Q)) alors V¥ 2(z) < _lyl(z) et (I>12(z) < éll(z)
o : 9 y y o y y
Vi = 1,...,N, Vz ¢ L°(Q).

H2) Il existe des constantes positives m, et m; telles que :

1 1 2 2 12,1 ‘2.4 ‘ '
ve e H (z), vl e B D) 9% G =D 2 m |Gl D |2
y - L7(%)
. 2 - 2 " 3
2R R CR T P o S L S S T e
| vy y | 2 | L2 (o)

H3) Il existe des constantes positives K, et K;_ telles que :

a(z,z) + ¥ _(z) = K, ||z[|21 Vz' e HI(Q), Vy € HI(Q)
Y H ()

bi(z,2) + o (2) 2K, |[2][®]  ¥zem',vi-1,...N
H (Q)‘ Vy e HI(Q).
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#) siy' s y0 GF e 12@) etz 2@l e 1 (), 30 € 1 L,@)

: s y y
tel que pl b p2 et Vql € Gll(z), 3q2 € Glz(z) tel que q1 qz.
' y y

H5) Hy(.) et Gy(.) transforment les bornés de LZ(Q) en bornés de LZ(Q).

H6) Il existe des opérateurs maximaux monotones Glet i de L7(Q)

dans LZ(Q) tels que :

- Vp ¢ Hy(z), H(z) <p

Vel € 6 (2), ¢" < B (), ¥,z < LX)

avec
(H(z),z) + a(z,z) 2 ||z|| Vz ¢ HI(Q)
( Q)
(él(z),z) + bl(z,z) kl ]|zl|2 Vz ¢ HI(Q)
i Q) o af
(K],K2 constantes p031t1ves)

H7) Vz € HI(Q) a(z,z+) = a(z+,z+)

+ + o+ .
bi(z,z ) = bi(z yZ ) i=1,...,N

On a alors le résultat :

Proposition 2.1. Sous les hypothéses (H1), (H7), le probléme (2.4),

(2.5) admet une solution minimale et une solution maximale.

Démonstration

1) En reprenant les lemmes 2.1, 2.3 de A. Bermudez - C. Saguez [2],

on a les résultats suivants :

N,
. pour W fixé, 1 inéquation variationnelle (2. 4) admet une solution

unique § ¢ H (Q) et 1'application T1 qui a W associe 0 vérifie :

")
(2.6) Wy < Wz => T, Wl < T wz

. pour e fixé, 1'inéquation varlatlonnelle (2. 5) admet une solu-

tion unlque w et 1l'application T2 qui 3 e associe Wy vérifie ¢



(2.7) 0, <06, =>T

. il existe des fonctions W. (i=1,...,N) et 6 telles que :

IA
3

v 2 ' i
(2.9) wil e ) T, V<3 P-p-

2) On définit les suites {W;} (i=1,...,N) et {6} comme suit.:

6° =9 et W. =W, (i=l,...,N)

i —i
9J+l = T1 WJ avec ﬁ“ = I W!
- i=1 '
i+l _ 1% ¥ ad i
Wi T2 Bi avec ei = 8 T Wi , i=1,...,N,

241

On a alors les inégalités suivantes :

(2.10) ol ced <. <o T <e®i <. ce2<e%=3
o 2 2 2j-1 3]
(2.11) Wp= Wy =W oseos W < oswT <o sw sy,

ol < 6% et W0 < wi1 d'aprés (2.8), (2.9).

Donc :

2
6! <62 <06 et w2 < W < W i=1,...,N
i i i
ce qui démontre le ré&sultat pour j = I.

- 13 -

Supposons le ré&sultat vrai pour j, on a done (2.10), (2.11) et

en particulier :

..,N.
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e2_]—1 < 923 < GZJ_Z

w2 < wB BT o,

1 1 1
alors :

Ny Y N9 d N9l N3 ,\‘ s .

W2 R WAL o BAITD B2 252 (i=1,...,N).

1 1 1
Donc d'apré&s (2.6) et (2.7)
. . . Y . .
p2d 7l < g23%1 023 wiJ < wiJ+1 < wiJ Pod=1,...,m

et en réitérant le méme raisonnement, on obtient :

e2j+1 < e2j+2 < er
Wi < wHit2 g3l oL
1 1 1

ce qui démontre (2.10), (2.11).

3) D'aprés H3) on obtient que {GJ} et {WJ} sont des suites bornées
dans H (Q), soit :

(2.12) [led]] | = ]]wJ|| <C  i=l,...,N
H (Q) (constante indépendante de j)

4) De (2. 1o), (2.11), (2.12), on déduit qu'il existe 8507%, Wy, W

éléments de H (Q), tels que :
621+14> 8" dans HI(Q) faible, LZ(Q) fortet p.p.x

* %

%l 9 dans Hl(Q) faible, LZ(Q) fort et p.p.x

WZJ+lA> W dans (HI(Q))Nfaible, (Lz(Q))Nfort et p.p.x

WZJ — dans (HI(Q))Nfaible, (LZ(Q))Nfort et p.p.x

En passant 3 la limite comme dans A. Bermudez- C. Saguez [2],dans les

inéquations :
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o . 2j 23 2j 1 2j ]
(2.13) a8’ ,z-8%Y)y + ¢y | -¥ .. (07) 2 (g ,2-8"7) Vz € H (Q)
: ’ WZJ“<Z) -WZJ—I & »27Y
, 2j ___2j i i 2j 2 2j 1
(2.14) bi(wi »2W; ) + ¢N2j_1(z) ¢32j—1(wi ) 2 (gi,z-Wi )Vz ¢ H (Q)
% Y% :
(2.15) a(623+1,z—923+1) + wwzj(z) —.wwzj(923+l) > (gl,z—923+l) Vz ¢ HI(Q)
(2.16) bi(W§J+l,z—w2]+l)+ @m;j(z) - @N;j(w23+l) > (gi,z—W§J+l) Vz e H' ()
| 8 o
on obtient avec (2.14) et (2.15) :
S a@}z-0") + Yo () - waj*(e*) > (g',2-0") vz ¢ 1'(9)
(2.17)
* * 1 i 2 1
( by (Wy,z4,) + Qg*(z) - @é*(w;) > (gi,z—Wz) Vz € H (Q)
1 t i=1,...,N
et

(2.

Donc (6*,W*) et (6*

avec (2.13), (2.16)

a(6™*,z-6™%) + RO ww**(e**) > (gl,20™") vz
18)
*% %k i 21 %ok 2 *x
bi(Wi 2. ) + Qg (2 - ¢8 **(wi ) 2 (gi,z-wi ) Vz
i i

i=l,...,N

*, W**) sont solutions de (2.4), (2.5)..

5) Enfin toute solution (6,W) de (2.4), (2.5) vérifie :

6 <9 <™
* * %
Wi S W s W (i=1,...,N)

On a en effet :

o _ = _ 40
Wi =W, < W1 et 6 <06 6
Comme T W= 6 et TL 6. = W., on en déduit
1 2 71 1
o' <0 <e® ;W cw, <wl  (i=1 N)
=V = R TR T | ? ’

€ HI(Q)

€ HI(Q)

.
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2j+1 23

£0 <8 2j

i
priétés de monotonie des applications T, etT

Wi < W§J+l . Grace aux pro-

» on obtient :

Supposons que 9 et W

<
i
2

2t g < g2, 202 L 254

1 1 1

8

et en renouvelant le processus :

p2*3 < g o 2i*2 R AP SRR A
i i i
Donc par récurrence, on a :
e AP I R AP S A i=1,...,N

et 3 la limite, on obtient :

* %

IA
=

* N
6 <9 <8 3 wi < w.1 i=1,..,N

Par récurrence, on déduit :

Proposition 2.2. Le probléme semi-discrétisa (2.1), (2.3) admet une

solution maximale et une solution minimale.

3. — METHODES NUMERIQUES

3.1. - Algorithme de résolution

. )
A chaque pas de temps,nous avons & résoudre un proﬁléme (2.1),

(2.3). Pour cela, nous utilisons la méthode constructive introduite pour

la démonstration de la proposition 2.1. Soit & chaque pas de temps :

J
1) Calcul de E?+l et 6 n+l solutions de : \
|
|

Lo+l n :
LB "Gy = Az s @™y wa e ul()
At At
2 _n+l
(Si—gg——-z) + bn(wn+l z) = (Xz-z) Vz ¢ HI(Q)
At ’ it-i ? At? J
X {
, |
2) § =0, 800 < g grthio ot

1
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n+l, j+1

3) Calcul de © solution de :

n,n+l,j+l  n+l,j+l _ n+l,j+1
a (o »2—0 ST) o+ ‘a,n+1,j(z) Wajn*l,j(e )
n . '
> (hn+l + %E yZ = 6n+l’J+l), Vz e HI(Q)
4) Calcul de W?+1’J+l (i=1,...,N) solution de :
n, o n+l,j+1  n+l, i+l i _ ot mtl, el
b; (W3 2y )+ ®y 1,2 *ane1,§ (Ui )
Ui i
'VIi1 n+1, j+1 1
2 (g 2¥W, 1), vz e H (0)

5) Test de convergence :
si vérifié - FIN,
sinon, j = j+1, retour en 3)

’

D'aprés la démonstration de la proposition 2.1, on déduit :

23+1; W?J) converge vers la solu-
tion minimale dans HI(Q) faible et 1la suite(ezj, WiJ+l) converge vers la

Proposition 3.1. La suite (6

solution maximale dans HI(Q) faible.

Remarque 3.1.

La cdnvergence des suites est monotone. Si les suites con-
vergent vers la méme limite, on a unicité de la solution. A chaque itérationm,
on connait une estimation de l'erreur sur une solution. En effet, toute
solution (6,W) vérifie :

2j+1 .
3 ; S W i=1,...,N [ |

Remarque 3.2.

A chaque itération, aux &tapes 3 et 4, nous avons 3 résoudre

une inéquation variationnelle du type : .

Cy-feF(y).
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Pour cela, nous utilisons une' méthode ité atlve, fondée sur
1'approximation de Yosida du graphe max1ma1 monotone F(y), étudiée dans

“AL Bermudez,‘C Moreno [l] C. Saguez [12]. L [ |

Ty
4

. 3225 Approximation numérique

Nous avons a resoudre a chaque itération de 1'algorithme, N

1nequatlam;varlatlonnelles(cf points 3 et 4 de 1 algorithme) de la forme :

.'.! r r, X . ) ‘._‘\,

(o F(z) +Cz'ag s

,—..'

oﬁﬁﬁ,(.);ep (o verlflent les hypotheses faltes respectivement sur H ),
G;(.) et A, B1 et avec g € L Q), f € (H (Q))'

L'inéquation (B.LDF%Léc%iti%%V e

(€ ae rantes i = QIWTiié
1
(u,8) + c(z,8) = (g,8) 2 + (£,8)yr_y VECH (@) =V
+ 3iuhdb ﬁo( #2) qoialie go"q~1£ al LU]JLT«?AJVJJ Fak )aéugs‘”

f S
~gloe sl =zysv 9ﬂy9»J0J . LA LL AN b,
“e X P .
l y «Brlinéair assoiidel’ 2105
6l 2isv og1a®BoS gst! %Q §éfm9:2£}}ﬁﬁél£9“%§§9§§$e a't.z

-1A Topant pr:u _;gn?vam goituloa

o
AR U :

On approche ce probléme par une méthode d'éléments finis P

L8 supasmsH

1°

. On coqs1dege:§pe trlangulgtlon;aﬁ dw domaine Qh’ constituée
wrron astioz 2al _[':‘ LSOO am a2 2 €
des triangles Ty(h repres pte le plus, grand: diamdtre, desstxdangles) .
HCEIEYE3L aupsdn A Lmoelzulor sl P
adod L ie11Sly f 4ésigne: wnmoeud de: Tas triangulation! (i 150 3 M7 otez

PRI REY

ey 1foe
1'ensemble des triangles ayant i comme bt 'W:%3 moluioe

. )-&f&, ; . ’,"‘ 5 *"iij
% Vigen. =i I Lo ¢ -
On approche (3 2) par le probleme suilvant :
(5. L oupsmsd
Trouver z, ¢ V. solution de :
. . h - 'h il meiepid
aubposit B spove auon Lo 39 O 2208TT WU. HGTIFETESILD BATERD 8
s Flonaolisfrsy f'l.u saUndrl oau
) (Uhagh) + C(Zh’gh) = (g’g ) + (f Eh)V"‘V Vgh € Vh
(3.3) L2 L-’-

u, € F_ (z.)
h Y4 h

= o
ol v, = {gh e CO() | Eajr € Py VT eBylev



suivante :

avec

(3.4)

Stéfan (y =
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Pour résoudre (3.3), on utilise 1'approximation numérique

On‘approche le produit scélaire(uh,ih) 9 par :
\ 1 L (Q)
NN

(uh’gh)h = lil Mi uh(Pi) gh(Pl)

pX i Aire(T).
Tezh

.
o

On obtient alors le probléme

¢

Trouver gh € Vh’ solution de :
" o
(s Epp + o2, 8,) = @) + (BEyiy Ve ey
n n, .
uh(Pi) € Fyh(Pi) (Zh(Pi)) i=1,...,NN

Ce type d'approkimation a &t& &tudié pour un probléme de

cte) par C.M. Elliott [7] qui obtient une estimation d'erreur

dans HI(Q) d'ordre h.

Cette approximation numérique permet de conserver les proprié-

tés de monotonie du probléme semi-discrétisé en temps, ce qui fournira la

convergence de l'algorithme décrit en 3.1 pour le probléme discrétisé. On

a, en particulier :

i

Proposition 3.2. Sous les hypothéses H1-H7,
N2 N

15]

e

i y; < yﬁ alors les
<'\‘2

—

solutions correspondantes gé EE_zh de (3.4) vérifient 2y S 2.
IDémonstration
On-a :
(&; B &ﬁ’ En'n *-C(%; - }ﬁ, £) = O
| ﬁﬁ(Pi) € F, (%ﬁ(Pi)) i=1,;..,NN ;0= 1,2

Y (B;)
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Y .
En prenant Eh =(gé - z§)+, on obtient ¢

NN

! N2 vl N2+ ~] N2+
I e) - E@) G e R @) e, - 5T,
- ~] N2+
(zh - zh) ) =0

Ce qui peut s'écrire :

NN : NN
o] nl n2 + N2
ii] Mi(uh(Pi)_YB(zh(Pi)_zh(Pi)) + .E Mi(gfuh(Pi))(

n1 "2 +

2, (2) %, (7))
i=1

vl A2+ Al a2 4+

, + C((zh-zh) , (zh—zh) ) =0 Vvi € IR.

. Y
D'aprés 1'hypoth&se H4, on peut choisir v; ¢ F , tel que v, < u&(Pi)

P
- . ;)
et d'aprés H2, on en déduit que :

| 2+ i N2+
c ((zy - z), (z ~ 2,) ) =0

et donc que :

] N2 .
Zh(Pi) < zh(Pi) i=1,...,NN

3.3. - Résultats numériques

Nous avons appliqué la m&thode présentée ci-dessus au
cas d'un alliage ternaire (Fe, C, Mn) avec les données suivantes

(H.K. Tacke —A. Grill -K. Miyazawa -K. Schwerdtfeger [13]).

Domaine d'intégration

Carré de 10 cm de cOté, discrétisé de maniére régulidre en

200 éléments finis (121 degrés de libert&) suivant le schéma ci-dessous:
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Figure 3.1 : Type de triangulation utilisé

Flux thermique aux bords o

Le flux thermique q(t) est donné sur la figure 3.2 ci-dessous :

q(t) = =15 4

q(t) = - 15 q(t) =0

< .q(t) — i,—

Figure 3.2: Flux thermique aux bords

Données physiques

Densité p = 7,4

- Données thermiques

Capacité calorifique. k = 0,166
Chaleur latente L = 65,28
- . 2 :
Conductivité thermique al =0 = 0,0816
= = o
To(x) = Tsol.Fe pur 1536°cC.

- Equations de concentration

« pour le Carbone
Bl _ 10—4 " 82 ]0—7
sl = - 0,0128; = -0,00448

. Co(x) = 0,6

Q
|
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. pour le Manganése

gl - 0,5 x 10°% s g2 =107

1

o = -0,204 5 0% = -0,153
Co(x) = 0,6

- paramétres liés 3 1'algorithme

Pas de discrétisation en temps At = 10 s.

Pour 1'I.V. associée & la température :

A=0,0l ; ws= %7 ; coefficient de relaxation = 0,8
Pour les I.V. associées aux concentrations :
1 . . .
A=10 ;ws= T coefficient de relaxation = 0,5
.
Les résultats sont donnés figures 3.3 - 3.10. Les courbes

d'&quitempérature varient avec un pas de 50°C et les courbes d'&quicon-

centration avec un pas de 0,001.

%
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. x B
0,4o1

Figure 3.3 : t = 50 s
- Concentration Carbone . Concentration Manganése
AN ——— — — e—
—c 0,6 /
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1486°C

Concentration Carbone

Température

Figure 3.4 :

|

E DO S

100 s
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Concentration Manganése

N

N
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Temperature T
i

1500°C

1000°C

14

500°C ¢

o - " re . 4;
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Figure 3.9 : Température sur la diagonale au

temps t = 250 s
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- Figure 3.10 : Concentrations de Carbone et de Manganése

sur la diagonale au temps t = 250 s
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