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Edwin DIDAY

Résumé

La représentation visuelle d'une hiérarchie induit un ordre sur les
singletons. Si 1'on désire représenter la méme hidrarchie en tenant compte
de contraintes extérieures (ordre des singletons induit par une autre
hiérarchie, une partition, un indice de dissimilarité, .par exemple) des
croisements peuvent apparaitre. Il y a un croisement dans la représentation
visuelle d'une hiérarchie quand une branche horizontale (associe & un palier)
est coupée par une branche verticale associée & un singleton. :

On utilise la notion de compatibilité entre un ordre et un indice de

dissimilarité ; on introduit les notions de semi—compatibilité et compatibilité

faible. On étudie les aspects matriciels qui débouchent sur une généralisation

‘des matrices de Robinson. On fait le lien entre toutes ces notions et les

chaines de longueur minimales au sens de l'indice de dissimilarité choisi.
Dans le cas oli cet indice est une ultramétrique, on obtient des propriétés
intéressantes liant 1'ordre des singletons correspondant & la visualisation
d'une hiérarchie indicée et 1'ultramétrique induite par cette hiérarchie.

Tous ces résultats débouchent sur des algorithmes nouveaux permettant.de
construire des hiérarchies adaptatives (sous contraintes d'ordre, de distance,
de partition),des hiérarchies qui soient visuellement proches (en réajustant
l'ordre des singletons) ou une hiérarchie qui réalise un "consensus'' entre

plusieurs hiérarchies, etc...

Abstract

One of the most important and difficult problems encountered in automatic
classification is that of comparison of classifications. The problem arises
when we want to compare the same set of objects characterized by several data
arrays. For instance, a time-series of data arrays or data arrays each depending
on a different set of variables. This problem also arises when we wish to study
the effect of different coding transformations, different choices of dissimila-
rity indices, the robustness of classification obtained, etc. The notion of
crossing sheds new light in this framework. It allows us to ‘relate the visual
representation of a hierarchy and the notion of compatibility between an order
and a dissimilarity index for which matrix characterizations are provided.
The theoretical results provide simple and effective algorithms which facilitate

the visual comparison of classifications and the study of consensus between them.
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1. - INTRODUCTION

Parmi 1les problé&mes qui se posent dans la pratique de la classifi-
cation automatique, 1'un des plus fréquents et difficiles est celui de la
comparaison de différentes structures inter—classes (hiérarchies, parti-
tions, recouvrements, etc.). Ce probléme se pose quand on désire.comparer
une méme population d'individus caractérisés par des iableaux de données
différents : tableaux &voluant dans le temps, tableaux correspondants 2

.différents paquets de variables, pﬁf exemple. Il se pose aussi quand on
désire comparer l'effet d'un changement de codage, le choix de diffé-
rentes mesures de ressemblance, la robustesse de la structure inter-

classe choisie pour les donrées traitées, etc.

Les retombEes pratiques de tous ces ?roblémes ont attiré l'attention
de nombreux chercheurs  ; citons Adams (1972) qui s'intéresse principa-
lement 3 la comparaison d'arbres et de hiérardhies'ﬁar recherche de
"consensus" (chercher, par exemple, la hiérarchie qui "ressemble" le
plus 3@ plusieurs hiérarchies), Farris (1973) et Minkowitz (1978) qui
s'intéressent_a la définition de mesures de ressemblance entre hidrar-
chies, Hubert (1977) pour les aspects ''robustesse" ; citons surtout
Rohlf (1981) qui fait la synthése des approches les plus récentes.

La notion de "croisement" donme un &clairage nouveau 3 toute cette
problématique. Elle nous est d'abord apparueen classification hiérar-

_chique (les propriétés qui la caractérise ont &té ensuite &tendues au cas
d'indices de dissimilarité autres que des ultramétriques) ; la classi-
fication hidrarchique fournit ume structure inter—classe qui est trds
utilisée car d'interpréﬁation visuelle facile quand la taille de la
population n'est pas trop grande ; par contre, la comparaison visuelle
de plusieurs hiérarchies n'est pas trd@s aisée surtout si 1'ordre des
singletons qui se trouvent 3 la base de chaque hiérarchie n'est pas le
méme. Si 1'on tente de représenter des hiérarchies avec le méme ordre
sur les singletons, des "croisements' peuvent apparaitre ; on dit qu'il
y a un "croisement" dans la représentation visuelle d'une Wigrarchie
quand il apparait une coupure entre une branche horizontale et une

branche verticale associée 3 un singleton.
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L'étude théorique de la notion de croisement débouche rapidemént sur
ia recherche de liens entre un indice de dissimilarité et un ordre. On
introduit la notion de "compatibilité faible' entre un ordre @ et un
indice de dissimilarité d et on montre que cette nmotion est équivalenﬁe,
si d est une ultramétrique, & 1'inexistence de croisements pour la hi&-
rarchie induite par d quand © est 1l'drdre des singletons '; on montre aussi
qu'elle est &quivalente au fait que la chafne induife par © et valuée par
d soit de plus courte longueur ; quand d n'est pas une ultramétrique, il
faut introduire une nouvelle condition appelée "semi-compatibilité" qui
est plus restrictive que celle de "compatibilité faible'" mais moins
restrictive que celle de "compéﬁibilité" qui a &té clairement dé&finie par

Brossier (1981).

Les aspects matriciels de ces notions permettent de les relier eﬁtre
elles et de généraliser les matriceé de Robinson qtilisée,ﬂnotamment, par
Kendall (1969) et Hubert (1974) & des familles de matrices dites SDR et
SDD qui les contiennent. La semi-compatibilit& donne un point de vue
nouveau 3 la notion de chafne T—minimax introduite'par‘Leclerc (1974) et
permet donc de faire apparaitre une nouvelle caract@risation des chaines
"incluses" dans un arbre de longueur minimum. Il résulte de ces résultats
théoriques des algorithmes permettant de construire des hiérarchies qui
soient visuellement proches (en réajustant 1l'ordre des singletons) ou
de construire une hiérarchie qui réalise un ''consensus' entre plusieurs .
hiérarchies ; on propose &galement des algorithmes permettant la consfruc—
tion_fapide et séquentielle d'une hiérarchie quand on connait 1'ultramé-

trique associée, la construction adaptative de hiérarchies sous contrainte

de distance ou de partition, la recherche d'une chaine qui soit dans un

arbre de longueur minimum., la déformation minimum 3 donner & un tableau
de -distances pour qu'une chaine soit un arbre de longueur minimum, 14
recherche d'anomalies entre hiérarchies ; pour comparer des hiérarchies

on peut utiliser différents types de mesures de ressemblance, voir

Rohlf (1981) par exemple ; on propose des mesures de ressemblance entre

hiérarchies basées sur la notion de croisement.

Nous supposons connus un certain nombre de notions classiques en
classification automatique (hiérarchie indicée, indice d'agrégation,
ultramétriques, existence d'un bijection entre les hiérarchies indicées
et les ultramétriques, etc.) que le lecteur poirra trouver dans le °
chapitre 2 du livre "Eléments d'analyse des donnée" Dunod (1982); signa-
lons enfin. que la notion de croisement correspond 3 une "inversion hori-
zontale' dans unehiérarchie,le lecteur intéressé par les problémes "d'in-

version verticale" pourra se reporter i [5].



2. -~ DEFINITION D'UN CROISEMENT

Soit une hiérarchie H définie sur un ensemble d'individus Q et un
ordre @ quelconque sur  que nous notons pour simplifier Wis seey W

(autrement ‘dit, W, 0 Wj si i< j).
Définition

On dit que 1l'ordre O donne lieu 3 un croisement pour la hiérarchie
H, si et seulement si il éxiste h € H contenant deux &léments de Q
W. et w. tels qu'il existe : .
i i ,
I 3
. ) 3 < .
wlzéh aveci, < i, i,

Exemples

L'ensemble des individus est 9 = {Wl, Wy, Wi, w4}, h, = {wl, w3}
et hy = {WZ’ w4} dans la hiérarchie H quf est repré@sentée figures 1 et 2.
Dans la figure !, l'ordre Wy Wy W3 W, donne lieu 3 un croisement ;
par contre, dans la figure 2, 1'ordre W) W3 W, W, ne donne pas lieu 3

un croisement pour la méme hié&rarchie H.

hy’ : hy

ha : - hﬁ

Wi wew oy | wy w3 Wy v,

3. - ORDRES SANS CROISEMENTS'

3.1. = Construction d'un ordre sans croisement

On peut définir un ordre sans croisement 3 partir d'une hiérar-
chie H en associant,3 chaque palier, un ordre sur les plus grands paliers
dont il est la réunion ; en procédant ainsi & partir du palier identique

40 jusqu'aux paliers qui ne contiennent que des singletons, on obtient un



donc n-1 paliers) alors le nombre d'ordres sans croisement est 2

ordre sur les individus qui ne peut comporter de croisements, par cons-

truction méme. Remarquons que si H est une hiérarchie binaire (il y a
n~1

puisque chaque palier peut ordonner de deux fagons les deux paliers

“dont il est la 'réunion. C'est beaucoup mais c'est peu par rapport au

. . A . 1 .
nombre de hiérarchies binaires sur Q qui vautn! (n-1)! 2 - d'aprés

Frank et Svensson (1981).
Exemple

Si 1'on reprend la hlerarchle représent@e dans la figure 2

1! algorlthme indiqué ci-dessus donne la succession d'ordres suivants :

h - h1 h2’ h1 T W, Wi, h2 -+ Wy W,
[P '
d'ot finalement 1'ordre Wy w3 Wo Wy

3.2. - Une condition nécessaire et suffisante pour avoir un ordre

sans croisement

Nous considérons 1l'ordre © sur Q défini par Wl Wy se. W

et un indice de dissimilarité d.

‘Définition
Nous diroms que d et @ sont faiblement compatibles si et -
seulement si, pour tout triplet, w. w. w. ofi i, < i, < i, et deux
iy i, Tig | 3
individus sont consécutifs (au sens de 0), la distance (au sens de d)

des deux sommets consécutifs est inférieure éld(wi > W ).
: y ) 1 3

Autrement dit si iz = '11 + 1 par exemple, on doit avoir
d(w, ,w. ) s d(w. , w. ).
77y i ig
On sait qu'il existe une bijection entre 1'ensemble des hié-

rarchies 1nd1cees et 1l'ensemble des ultramétriques (voir,par exemple,

E. DIDAY et al (1982)) ; soit 6 1 ultrametrlque associde i une hiérarchie
indicée notée H par cette bijectlon (SH(wi, wj) est la hauteur du plus bas

des paliers de H contenant w, et wj). Cn a alors la proposition suivante :



Proposition 1 .

-~

Une c.n.s. pour quel'ordre © ne donne pas lieu 3 un croise-

ment pour la hiérarchie indic&e H est que GH et O soient faiblement compatibles

Démonstration

Montrons d'abord que s?il n'y a pas de croisement alors &,
et O sont nécessairement faiblement compatibles ; en effet, si Sy et o
ne sont pas faiblement compatibles, alors il existe un triplet wil wiZ WiSA
tel que GH(wil, wiz) > GH(wil, wi3) si i, =i; +1 ou 5H(Wi2’wi3) > 5H(Wil’Vi3'
si 13 = iz + 1 ; supposons que iz = il + 1 (la'démonstration se fait de
fagon analogue si i3 = iz + 1). Soit h2 (resp. h3) le plus bas palier de H *
‘qui contienne wil et Wiz (resp. Wi3) ; si wi2 appartenait & h3, on aura;t
hy < h3 ou h, = h3 et donc GH(wil,wiz) < GH(wil,wi3) puisque H est indicée
(i.e. pas d'inversioms), ce qui est contraire 2 1l'hypothé@se ; donc i

n'appartient pas 2 h, bien que i< i2'< 13, il y a donc un croisement.

Réciproquement, si l'ordre © est sujet & un croisement pour la
hiérarchie H, il existe«hl et hz'dans H tels que h; contienne w, o, W, et
. 1 3
hf contienne W ¢ h, avecil < i2 < 13 3 si un tel croisement existe, on
2

peut construire un triplet Wi W.,| W1, comportant donc deux €léments

+1
consécutifs dont la distance (au sens de GH) est strictement supérieure &

SH(Wi, wi'), (1i.e. GH et © ne sont pas faiblement compatibles) ; en effet,
soit i (resp. i') le premier indice supérieur (resp. inférieur) & i1

(resp. ij3) tel que Wi ¢ h1~(resp. Wi é'hl), voir la figure l4.

On a nécessairement i # i' puisque W ¢ hyeti ) <i,«< is.
. )

Soit hi le plus bas des paliers contenant W et w, on a

i+]
L

donc h, hi puisque h; n h{ # ¢ (8 cause de wi) et w appartient & hj

i+l
et a ; i é ‘ . W < C S W, i

non & h, ,H11 en résulte que §y (wl,wl.) GH(wl,wl+l) puisque H est
une hiérarchie indicée ; c'est bien la condition cherchée. Il en résulte
qu'une condition suffisante pour que © ne donne pas lieu & un croisement

est que Sy et 0 soient faiblement compatibles. ]
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h2 ,
hi ) S 3- hi
Wiy Wi Wisl Wiy Wiri Wi Wi,

Figuré 3

4, — CHAINES DE PLUS COURTES LONGUEUR ET COMPATIBILITE FAIBLE

Un ordre © &tant donné, on peut lui associer la chaine hamiltonienne
définie sur @ et dont les arétes sont formées de deux sommets consécutifs
de 1'ordre. Un indice de dissimilarité& d &tant donné, on associe & chaque

aréte w; W le poids d(wi,wi+1). Une chaine ainsi valuée sera notée

i+l :
Cc(d,0). Une chafne C(d,0) est de plus courte longueur si la somme des

poids des arétes (ainsi définis) est minimum.

Le fait que d et © soient faiblement compatibles n'est ni nécessaire,
ni suffisant pour que la chaine C(d,0) soit de plus courte longueur. Ceci
est prouvé par les deux exemples suivants. Le premier exemple montre que

la condition n'est pas nécessaire et le second qu'elle n'est pas suffisante.
Exemple 1

Considérons la matfice de dissimilarité indiquée figure 4 ; la .chaine
C(d,0) induite par l'ordre O : W) W, W3 W, est de plus courte longueur
bien que d et O ne soient pas faiblement compatibles puisque

d(wl,wz) > d(wl,w3).

W2. | ' Wy W, wq W,
| LA 0 0,7 0,6 1
2 L) 0] 0,5 1

LR ' 0 0,5
"4 °

‘Figure 4



*
Exemple 2

Considérons la matrice de dissimilarité indiquée figure 5 ; la chaine
Cc(d,0) définie par 1l'ordre 0 : Wy W, Wy W, (de longueur &gale a 7) est
plus longue que la chaine C(d,e') définie par o' : Wy W W, Wg (de longueur

égale 3 6) bien que diet 6 éoient compatibles :

w2 LA Vo Wy Vg
L 0 1 "5 3
wy 0 4 6
LE) (o) 2
LA 0
Figure 5
5. — LA SEMI-COMPATIBILITE
"5.1. — Définition de 1la semi;compatibilité

La semi-compatibilité entre un ordre O et une distance d est
une condition plus restrictive que la compatibilité faible car elle assure

a la chaine C(d,0) d'étre de plus courte longueur.

‘Définition
Nous dirons que d et © sont semi-compatibles si et seulement si

tout quadruplet w.11 wiz.wi-3 wi4 avec i, < 1, < i, i, et i, =1, + 1
> Vs ) < d(w.1 Wy ).

est tel que d(wi
2 3 1 =4

Il résulte de cette définition que si d et © sont semi-compa-
tibles alors d et © sont faiblement compatibles, 1'inverse n'dtant pas

nécessairement vrai.
' &

* Ce contre-exemple m'a été signalé par B. Montjardet que je tiens 3
remercier ici. :



5.2. - Semi-compatibilité et chaine de plus courbe longueur

Proposition 2

Si d et © sont semi-compatibles, alors la chaine C(d,0) est

de plus courte longueur.

 Démonstration

Soit C une chafne induite par 1l'ordre © NOLE Wy, eesW tel que
. ' . . O, -
d et © soient semi-compatibles ; soit C -une chaine de plus courte lon-

gueur au sens de d ; nous allons montrer que l'on peut construire ‘3 partir

* . . .. P =
de C* une suite d'arbres AI""’An de longueur inférieure ou égale a la
*

c .

longueur de c* et telle que A, soit identique & C. On part de A =

L'arbre A, s'obtient de la fagoﬁ suivante : on considére dans
¢” 1e premier sommet w; de la chaine C 3 on a d(wl,wz) < d(wl,wi)"Vi # 1
car, par hypothése, © et d sont semi—compatihies. Soit Wy oW, la premiére
aréte de la chaine qui relie Wy a W, dans Cf. Si w, # Wy, On supprime cette
arédte; on obtient ainsi deux parties connexesde C*; en reliant ces parties

par l'aréte w w,, on obtient 1l'arbre Ay qui est par construction de lomn-

1
gueur inférieure & c*. si w, = W, on pose A, = A;.

On construit 1'arbre A 3 partir de 1'arbre Ay de la méme

+1

fagon ; si w; w. , est dans A;, on pose A, , = A,

issue de Ai qui relie Wy a Wi ,1» OO considére les arétes qui se succédent

a partir de w; et on.supprime la premi&re aréte notée W, W qui n'est pas

sinon, dans la chaine

dans C ; on obtient deux parties connexes de A; que 1'on relie par 1'aréte

Wy W, pour former 1'arbre A, 3 cet arbre est de longueur inférkeure a.
. < i i ' d'oi e ) < ‘ i
~A1 car on a 2 i < i+l < &' d'ol d(wl,wl+l) d(wz,wg')_pulsque d et ©

sont semi-compatibles. A 1'étape n, on obtient 1l'arbre Al qui contient, par

construction, toutes les arétes de C, c'est donc une chaine identique & C.B

6. — CHAINE DE PLUS -COURTE LONGUEUR DANS LE CAS D'UNE ULTRAMETRIQUE

6.1. - Chaine de plus courte longueur et compatibilité faible

Proposition 3

Si 8 est une ultfamétrique et si €(8,0) est une chaine de plus

courte longueur, alors & et O sont faiblement compatibles.
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Démonstration

Nous allons montrer que si § et 0 ne sont pas faiblement
compatibles, alors on peut construire une chaine C' plus courte que la

chaine C(§,0), notée C.

En effet, si § et O ne sont pas faiblement compatibles, il

existe, par définitiom, un triplet w, W, W, ayant 2 sommets consécutifs

_ 1 t2 13
tel que &(w, , w, ) < &§(w. ,w. ) oli w, w, sont les 2 sommets consécutifs.
| i i1 i, i
1 3 1 2 1. "2
Considérons la chaine qui relie w. 3 w, dans C ; en remplagant w. w,
R 13 12
par w, w, , on obtient un arbre Cq de longueur plus courte que C (voir .
1 3 : ’
figure 6) ’
' - t t :' :‘, - ﬂ, %"
Wiy Wi, W Wi W m”3 w w1
Figure 6

Si”. o n'est pas une chaine, il'y a deux arétes de o} qui

contiennent w3 wolt Wy w' et Wy w" ces deux arétes (voir figure 6) ;

3 3 3
le triangle w' Wy w' est isoc@le avec la base plus petite que les cétés
3, .
car § est une ultramétrique ; en remplagant la plus grande . des arétes

Wi w', Wy w'", on obtient un nouvel arbre c, qui est de longueur infé-
3 3 . : ;
rieure (si w" w" est la base du triangle w' Wy w') ou égale a C1 ; si

: 3
‘"t ' a " . P o ;
c'est l'aréte W, W qul a &té& supprime, on se trouve dans le cas de la
3

figure 7 :

-y
Y
F WlD»
4
/
7/
) 7
-+ i ; ot
We W w' w ’ W W,



On peut_recémmencervle méme raisomnnement avec ie triangle
w' wi.w" (voir figure 7) en remplagant soit w' wy soit w' w'" par.w" Wy
on peutvobtenirbde méme un arbre C3 de longueur inférieure ou égéle a
C, 5 on peut recommencer ainsi de suite en &cartant de plus en plus de w,
le sommet d'ol partent trois arétes,jusqu'd obtenir une chafne qui est
strictement plus courte que C ; ce qui est contraire & 1l'hypoth&se ; donc

pour que la chaine C soit de plus courte longueur, il est nécessaire que

§ et © soient faiblement compatibles. o 5

6.2. - Chaine de plus courte longueur et croisements

Proposition 4

Si GH est l'ultramétrique induite par une hi&rarchie indicée
H et si la chaine C(SH,O) est de plus courte longueur alors 1l'ordre O ne

donne pas lieu & un croisement pour la hiérarchie H.

Démonstration

" D'aprés la proposition 3, nous savons que si la'chafne
C(GH,O) est de plus courte longueur, alors SH et © sont faiblement compa-
tibles, il en résulte,d'aprds la proposition l,que 1'ordre 0 ne donne pas

lieu 3 un croisement pour la hiérarchie H. : : ]
Remarque : Nous montrerons, plus loin (proposition 10), que la condition

donn€e dans la proposition 4 est aussi nécessaire afin que 1l"ordre O ne

donne pas lieu & un croisement pour la hiérarchie H.

7. - COMPATIBILITE ENTRE UN ORDRE ET UN INDICE DE DISSIMILARITE

Soit d un indice de dissimilarité sur 1'ensemble des objets Q et ©

un ordre sur Q. On pose d<w2.’wz.) = dij'

1 R
Définition (Brossier 1980).

d et © sont dits compatibles si et seulement si :

A
j=¥)
e

(1) C w, Ow, Ow <=> {d.. < d.. et &.
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I1 résulte facilement de cette définition que si une distance et un

ordre sont compatibles, ils sont faiblement compatibles ; en effet, la

condition (1) est 2 fortiori satisfaite si j = i+l ou k j+l. Par
contre, si d et © sont faiblement compatibles, ils ne sont pas nécessai-
rement compatibles car la condition (1) peut ne pas &tre satisfaite pour
les triplets ne cbmportant pas de sommets consécutifs. Nous verrons que
'la semi-compatibilité est une notion intermé&diaire entre la compatibilité
et la compatibilité& faible.Nous verrons Egalement que si d est une ultra-
métrique, alors les notions de compatibilité,'semi—compatibilité et

compatibilité faible sont &quivalentes.

8. — ASPECTS MATRICIELS : MATRICES DE ROBINSON ET MATRICES SDR ET SDD

8.1. ~ Matrices de Robinson

‘Soit D la matrice de dissimilarité associée 3 d, autrement dit

D=1{di5dicy,in

ji=l,...,n
La matrice D &tant symétrique, on peut définir la matrice de Robinson et
les matrices SDR et SDD en ne considérant que la partie triangulaire

supérieure de D.

Définition d'une matrice de Robinson (voir, par exemple,

' Kendall (1969).,' Hubert (1974))

Une matrice est dite de Robinson si et seulement si les termes
des lignes et des colonnes sont croissants 3 partir de chaque terme de la

diagonale (voir figure 8).

0O 2 4 6 0 2 6 5 0 2 5 3
2 0 4 5 2 0 4 7 2 0 4 6
4 4 0 1 6 4 0 1 5 4 0 1
6 5 1 0 5 7 1 0 4 6 1 0
Matrice de Robinson Matrice SDR Matrice SDD

Figure 8



8.2. — Matrices 3 sur-diagonale '"rectangle"

Considérons la matrice triangulaire supérieure déduite de D ;

la diagonale de D étant exclue, la sur-diagonale est la plus grande

diagonale de cette matrice. Par exemple, dans la matrice de Robinson,

indiquée figure 8, la sur-diagondle est : 2 4 1.

A chaque terme de la sur-diagonale, on peut associer un
rectangle dont les c6tés sont formés de la ligne:et de la colonne conte-

nues dans la matrice triangulaire supérieure et issues de ce terme.

Par exemple, dans la matrice de Robinson, indiquée figure 8,
le rectangle (qui est dans ce cas un carré) issu du.terme 4 de la sur-

. 4 6
diagonale est 4 5°

Définition d'une matrice SDR

Une matrice est dite SDR (sur-diagonale "rectangle") si chaque
terme de la sur-diagonale est inférieure aux termes du rectangle qui lui
est associ& (voir un exemple figure 8).

-~

8.3. - Matrices & suf—diagonale dominée

Définition d'une matrice SDD

Une matrice est dite SDD (sur-diagonale dominée) si dans la
matrice triangulaire supérieure associ&e 3 D les termes des lignes et
des colonnes sont plus grands que le terme de la sur-diagonale qu'elles

contiennent -(voir figure 8).

On peut résumer ces trois définitions par le tableau 1 (ol
les intervalles de variation de i, j et % entre 1 et n se déduisent
immédiatement des différentes formules ; ainsi par exemple, pour la

condition Robinson lignes, on a i=l,...,n et j=1,...,n~1).
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pouﬁ i<

lignes dij < dij+l ‘ SDR <=> {dij+1 < diz j*l < g}
Robinson <=>
lignes dii+1 < dij+]
colonnes di' < di—i' SDD <=>
J —Hd colonnes d., ,. <d. ,.
j-13 i-1j
Tableau 1

. I1 résulte facilement de ces trois définitions que 1'ensemble

des matrices de Robinson est inclus dans 1'ensemble des matrices SDR qui

est lui-méme inclusdans l'ensemble des matrices SDD.

9. - COMPATIBILITE ET CHAINE DE LONGUEUR MINIMALE .

' Dans toute la suite, on note M(d,0), une matrice de dissimilarité

dont les colonnes respectent 1l'ordre © défini par wll,‘wz s oeers Wy
. - . 2 n

Cette matrice s'@crit donc 1

M(d,0) = {dij

oil rappelons le dij = d(wli’wlj

On peut facilement démontrer l'ensemble des ré&sultats suivants

(Hubert (1974), Brossier '(1980)) :

. Si une matrice M(d,®) est de Robinson, alors la chaine C(d,0) est.
de plus courte longueur. Céependant 0 et d peuvent définir une chaine
de plus courte longueur sans que la matrice M(d,0) soit de Robinson
comme le prouve l'exemple 1 donné en 4.2 (figure 4). On peut aussi
remarquer que si M(d,0) est de Robinson, alors la chaine associée

~est aussi un arbre de longueur m;himum (pour le montrer, il suffit
d'utiliser 1'algorithme de Prim & partir du premier sommet de la

chaine défini par 1'ordre 0).
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Proposition 5 (Brossier (1986))

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice.M(d,®)

soit de Robinson et que d et O soient compatibles.

Démonstration

L'ordre O &tant défini par la suite Wy sWy seee,W, oD 2 les équi-

R . 1 2 n
valences :
<
diy = 94y |
d et © compatibles <=> ' si igjsk
. d.. < d.
ik ik
<
dlj - dik
<=> sii<j <k
dik < Yk
<
dij ij+l
<=> si i < j
d.. < d.
1] i-1j
<=> {M(d,0) est une matrice de Robinson} B

10. ~ SEMI-COMPATIBILITE MATRICE SDR, CHAINE DE PLUS COURTE LONGUEUR ET
VARBRE DE LONGUEUR MINIMUM ‘

Proposition 6

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice M(d,0)

soit SDR est que d et O soient semi-compatibles.

Démonstration

En effet, la définition d'une matrice SDR conduit & 1'é&quivalence
donnée dans le tableau ! qui revient 3 dire que d et © sont. semi-compati-
bles (il suffit de remplacer, dans la définition de la semi-compatibilité

i, par i, i, par j et i, par 2). ' a
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Proposition 7

Si M(d,0) est SDR, alors la chafne induite par 0 est de plus courte

longueur au sens de d.

Démonstration

Si M(d,0) est SDR,alors d et.0 sont semi~compatibles d'aprés la
proposition 6 et donc la chaine induite par © est de plus courte longueur

d'aprés la proposition 2. , . B

" L'idée revient 3 B. Monjardet (1982) d'avoir vu le lien entre la notion
de semi-compatibilité et de chaine T-minimax de B. Leclerc (1974,1981).
D'oll la définition de la semi-~compatibilité partielle et.le lien entre
cette notion et les arbres de longueur minimum que nous proposons mainte-

nant.

Définissons d'abord la notion d'élément 3 gauche et d'élément &
droite d'une chaine C(d,0') ol 0' : W, ,..J,wi avec £ < n est un ordre

. | S
partiel sur Q. %

. Un €lément est & gauche (resp. 3 droite de la chafne C(d,0') si
et seulement si sa distance, & tout point w de 1a§chaine, est supérieure
d la distance de deux points consécutifs qui précé&dent (resp. suivent) w
selon 1'ordre ©', s'il est & 1l'extérieur de la chaine. S'il est dans la
chaine, sa distance 3 tout point w qu'il préc&de (resp. qu'il suit) selon
l'ordre 0', doit &tre supérieure 3 tout couple d'é@léments consécutifs

intermédiaires entre lui et w.

. Autrement dit, w est un élément i gauche si et seulement si

d(w,w. .) > d(w, ,w, ) pour tout j = m+l,...,n, k = m+l,...,j ol m est
1j lk—l A lk "
le rang de w dans la chaine quand w est dans la chaine et m = 1 sinon.

- De méme un &lément est & droite de la chaine C(d,0') si et seule-

ment si d(w,wi ) 2 d(w, ,w., ) avec j=1,...,m=1, k=3j,...,m=l ol m
: 3 T Tl
a la méme valeur que précédemment.
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P . * -
Définition

Un indice de dissimilarité d et un~ordre ©' sur une partie de Q sont

partiellement semi-compatibles sur Q si et seulément si tous les &léments

~de Q sont soit 3 gauche, soit & droite de la chaine C(d,0') et si 1la
distance entre un point 3 gauche et un point 3 droite de cette chaine

est supérieure i la distance entre deux points consécutifs selon 1'ordre e'.

I1 résulte facilement de cette définition que d et ©' sont semi-com—

patibles sur la partie de Q formée des individus qui définissent 1'ordre 0'.

La condition nécessh&re (Hu (1960) et Kalaba (1964)) et suffisante
(Leclerc (1974)) pour qu'une chafne soit T-mlnlmax est qu'elle relie deux
€léments d'un arbre de longueur minimum. De fagon analogue 3 ce résultat,

nous avons la proposition suivante :

Proposition 8 (Hu, Kélaba, Leclerc)

Une c.n.s. pour qu'unordre 0' : Vi Tt w, (% £ 1) sur une partie
‘de Q et un indice de dissimilarité d soient partiellement semi-compatibles
sur Q est que la chaine C(d,0') relie W, a Wy dans un arbre de longueur

. 1 2
minimum.

Démonstration

La condition est nécessaire (Hu, Kaleba) ; en effet, considé&rons une
chaine C dans un arbre de longueur minimum A. Si 1l'on coupe une aréte

w, W de cette chaine, on obtient deux parties connexes de 1l'arbre.
j J+l
En reliant deux elements w' w'" pris dans chacune des parties connexes, on

obtient un nouvel arbre A' qui est certainement de longueur superleure a A.

Il en résulte que d(w',w'") 2 d(w.1 W, ) ; pour montrer que w' est un
. B Rl B
glément @ gauche, il faut considérer deux cas :

1) w' est un élément de la chafne et alors il existe t : 1 < t < j

it

tel que w' = w
: t

2) w' est extérieur & la chafine.

* Une définition équivalente mais plus générale est donnée § 22 p. 53, ainsi
que les aspects matriciels.



En coupant 1'arbre A suivant les ar8tes w, w. pour
S
k = t,t+l,..,j avec t 2 | dans le premier cas et t = | dans le second,
on obtient successivement les in8galités d(.w',wi ) = d(wi W ), en
j k-1 "k

remarquant que w' reste dans la partie comnexe de A qui ne contient pas
LI Comme on peut recommencer le méme raisonnement pour tout j=1,...,n,
J : ‘
. [} . g ~ -~
-on voit que W' est bien un é€l&ment 4 gauche de la chaine. On peut montrer,
de fagon analogue, que w'' est un &lément 3 droite de la chafne, d'oi 1la

condition nécessaire.

Montrons maintenant la condition suffisante ; considérons une chatne

c(d,o") : W, e W, s LS n. Construisons 1'arbre de longueur minimum &
i . | ‘ ,

l'aide de l'algorithme de Prim en partant du premier &l&ment de cette

chaine. Supposons que les j~I premiers &l&ments de la chaine soient les

premiers &l&ments introduits par 1'algorithme de Prim dans 1'arbre de

longueur minimum. Quand c'est au tour de 1'élément Wy d'entrer dans

1'arbre de longueur minimum par 1'algorithme de Prim, il est le premier
4 entrer parmi les &léments w' & droite ‘de la chafne puisque :

d(w",wi )y 2 d(w, sW, ) pour tout k = I, 2, ..., j-l. Il ne peut se
2 S S R S E . :
connecter avec un &lément w' A gauche qui serait déji entré puisque
1
d(w',w. ) =2 d(w. ,w. ), i1 se conmnecte donc nécessairement 3 w.
Tyl R '
Comme on peut recommencer le méme raisonnement pour. j = 2 4 2~ 1, on a

j-1

le résultat. ) : ’ B.

B. Leclerc(1974) montre que les chaines T-minimax hamiltoniennes
¢aract&risent les arbres de longueur minimum d'od par analogie le résultat
suivant qui se déduit immédiatement de la proposition précédente et qui avait
déja &té énoncé par Rosensthiel.

Corollaire (Rosensthiel (1967))

Une c.n.s pour qu'une chafne C(d,0) ot © est un ordre total soit

un arbre de longueur minimum est que d et @ solent semi-compatibles.



Démonstration

I1 suffit d'utiliser la proposition 8 en remarquant que si o' est
un ordre total, les notions de semi-compatibilité partielle sur { et
de semi-compatibilité sont &quiwvalentes, d'une part, et que c(d,e")
est un arbre, d'autre part. ' B
Gau et Fichet ont signalé@ une démonstration directe de ce corollaire ;

en voici une :

Démonstration

Soit © 1'ordre défini par la suite w.l s seey W, . La condition est
_ I S In
nécessaire. En effet, si la matrice M(d,0) n'était pas SDR, il existerait
au moins un couple (w. , w ) avec j > % tel que d(w, ,w. ) < d(w, SW, ) 3
L is 1 i, a7 i
R J £ J J J
pour que la chafne C€(d,0) soit un arbre de plus courte longueur, il faut

qu'en partant de W 1'algorithme de Prim construise la chaine induite
1 _ ’
par © ; or, méme si 3 1'8tape j-1, la partie de 1l'arbre déja construite

est la chafne w, , w, , ..., W, et 1'élément le plus proche des sommets
‘ o1 t5-1 '
déja atteints est Voo la nouvelle aréte n'est certainement pas W, w,
o j : . =l 7j
puisque 1l'aréte w, w. est strictement plus courte ; il en ré&sulte que
: iy i .
C(d,0) n'est pas un.arbre de plus courte longueur.

Lo

Montrons maintenant que la condition est suffisante ; supposons qu'a
1'étape j-1 1'algorithme de Prim donne la chalne w, ,w, , ..., W; ;
' ' 1 2 j-1
il suffit de montrer que si M(d,8) est SDR, alors l'aréte suivante sera

W, w. ;en effet, si M(d,0) est SDR, un sommet qui est le plus proche

g |
de W, , W, , «co, W, est forcément w. . puisque, par définition d'une
iy i,” lj—l ' i
matrice SDR, on a d(wi > Wy ) < d(wi oWy YVL2 < jetj—-1<gq. Pour
k| j-i L Tq
la méme raison, wo oW est une aréte de raccordement de plus courte
: i 7i-l ‘
longueur. : _ : . ‘ B
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Proposition 9

Si la chafine C(d;O) est un arbre de plus courte longueur, alors-

1'ordre © est sans croisement pour une hiérarchie du saut minimum.

Démonstration

Etant donné un arbre de longueur minimum,.on peut lui associer une
hiérarchie du saut minimum (celle qui est associée & 1l'indice d'agréga-
tion du lien minimum) telle qu'a chaque palier de cette hidrarchie il
corresponde une partie connexe de cet arbre (c'est un résultat que 1l'on
trouvera par exemple dans [ ]) ; 1'ordre é ne donne pas lieu & un croise-~
ment pour cette hiérarchie ; en effet, s'il y avait un croisement, il

existerait, par définition, un palier h tel que : w. ¢ h, W, o€ h,

, 2 : q
L ¢ h avec % < p < q. La partie de 1'arbre de longueur minimum, définie

P ! _
par la chaine C(d,0), associée au palier h,, ne serait donc pas connexe.

i

Remarque : Il résulte des propositions 8 et 9 que si M(d,0) est SDR,

alors 1l'ordre © est sans croisement pour la hiérarchie du saut minimum
construite 3 1'aide de 1'indice de dissimilarité d ; par contre, quand un
ordre © est sans croisement pour une hiérarchie du saut minimum construite
3 1l'aide d'une mesure de dissimilarité d, la matrice M(d,p) n'est pas

nécessairement SDR, comme le montre 1'exemple suivant.
Exemple

On a : Q = {WI,WZ,WB} ;0 W, W, Wa la matrice M(d,0) est donnée

figure » et la hiérarchie du saut minimum (elle est unique ici) qui lui

est assocife, figure 10,

vy b4 Y3

L 0 vl 2

) 0 3

w3 O
w1 w2 w3

Figure 9 Figure 10
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- On voit que 1l'ordre © est sans croisement pour cette hiérarchie
bien que M(d,0®) ne soit pas SDR. On peut remarquer aussi que l'ordre
o' : Wy W Wy qui rend la matrice M(d,©') SDR est bien sans croisement

pour cette hiérarchie.-

11.- COMPATIBILITE FAIBLE ET MATRICE SDD

On a un résultat analogue au précé&dent en utilisant les matrices

SDD.

Proposition 10

Une condition: nécessaire et suffisante pour qu'une matrice M(d,0)

soit SDD est que d et O soient faiblement compatibles.

Démonstration

© 8tant défini par l'ordre Wy seee,W, 5 OD a la suite d'équivalences
. -7 n
suivantes :

{d et © faiblement compatibles}

kol 2 j=i+l =>d;0p) < dyy

<=> V(wl ,ﬁz » Wy ) € 93 |
: i 7 Tk k-1 = jzi+l => djj+1 < dij+1
di i+l S dil+1 si 1 < 2 (on pose & =k-1)
<=>
dj 541 < dij+1 si 1 < j-I et.s1 1=j donc 1 < ]
<=> ‘{M(d,@) est une matrice SDD}. #

On peut résumer 1l'ensemble de ces propriété&s par le schéma de la

figure 1.
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La chaine €(4,0) L'ordre o est sans croisement
est un arbre de —— pour la hiérarchie du saut

plus courte longueur . fminimum construite avec d.

A

d et © : d et g d et'6 faiblement
compatibles semi-compatibles compatibles
M(d,8) est M(d,8) est M(d,8) est

Robinson - SDR SDD

{La chaine induite par g est de plus courte longueur au sens de d}

Figure 11

12.- CAS D'UNE ULTRAMETRIQUE

Dans le cas.oll d est une ultramétrique que nous noterons §, le
schéma.de la figure 1l se transforme en placant des &quivalences 13
ol il y avait des implications. On a en effet, les deux propositions

suivantes

Proposition 11

Si § est une ultramétrique et si M(§,0) est SDD, alors M(§,0)

est une matrice de Robinson.

Démonstration
S1 M(§,0) est SDD, on-a 5ij+l = ij+, pour i = j, si de plus & est
1 Etri : 8., < c .. S...,0 ;3 d'olt {8.. < 8..

une ultramétrique, on a : 6ij < May (61J+39u33+1) ; d'ol 1513 013+1

pour i < j} qui est la condition "ligne'" (voir tatieau 1) 3 satisfaire

par M(§,0) pour 8tré de Robinson.
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De méme si M(6,0) est SDD, on a Gi-IjFZ Sj—lj’ en utilisant de méme
le fait que 6_est une ultramétrique, on a sij < Max (Gi—lj’si—li) = ai—lj

si i < j d'oli 1la condition "colonne" 2 satisfaire par M(§,0) pour étre de

Robinson.

Signalons que I.C. Lerman (1981) a domné aussi une caractérisation

d'une matrice M(§,0).

Proposition 12

Si & est une ultramétrique et si C(8,0) est une chaine de plus courte

longueur, alors la matrice M(§,6) est SDD.

Démonstration .

Si la chalne induite par.e est de plus courte longueur au sens d'une
ultramétrique &, nous savons, d'aprés la proposition 3 que & et © sont
faiblement compatibles donc que la matrice M(5,0) est SDD d'aprés la

proposition 10.

Proposition 13

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ordre O soit sans
croisement pour une hiérarchie H est que la chaine induite par © soit de

plus courte longueur au sens de 1'ultramétrique 6H induite par H.

Démonstration

La condition suffisante résulte de la proposition 4. La condition

»

nécessaire est prouvée par la suite des implications suivantes :

'8i l'ordre © est sans crdisement pour la hiérarchie H, alors GH et
© sont faiblement compatibles d'aprés la proposition 1 ; la matrice M(GH,@)
est donc SDD d'apr&s la proposition 10O, c'est donc une matrice de Robinson
d'aprés la proposition 11 et donc la chaine C(SH,@) est de plus.courte

longueur. , T ' B

‘Avant de présenter le schéma qui résume 1l'ensemble des résultats
obtenus dans le cas d'une ultramétrique, ndus donnons un dernier résultat
qui conduit 3 1'&noncé .d'un algorithme treés simple pour la construction

d'une chaine de plus courte longueur dans le cas d'une ultramétrique.
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Nous dirons qu'une matrice M(d,0) est SDDL (resp. SDDC) si dans la
matrice triangulaire supérieure associée a M(d,©) chaque terme de la .
sur-diagonale est inférieur i tous les termes de la ligne (resp. colonne)

qui le contient (voir figure 12).

o 2 3 5 0 2 5 4
2 0 4 6 2 0 3 2
3 4 0 2 5 3 0 1
56 2 0 4 2 1 o0

Matrice SDDL - Matrice SDDC
' Figure 12

Plus précisément une matrice est SDDL (resp. SDDC) si elle satisfait
5‘13 condition "ligne" (resp."colonne") donnée dans le tableau 1 ;
~autrement dit, M(d,9) est SDDL Si‘dii+1
pour i < j. A l'aide de ces définitions, on peut énoncer

< dij+l pour 1 < j, elle est SDDC
sid, .. <.d. .,
j-13 i-1j
le résultat suivant :

Proposition l4

Si & est une ultramétrique et si une matrice est SDDC ou SDDL, alors

elle est SDD.

Démonstration
Si ¢ est une ultramétrique on a Gi+lj+1 s Max(sii+1’6ij+l) ; si de
. 5 . CR 1~ .
plus M(6,0) est SDDL, on a : Gii+1 < 6ij+l pour i < j ; d'ol si+1j+l < 6ij+l ;

en reprenant le méme raisonnement, un nombre fini de fois (j+1-1 fois), on

obtient la suite d'inégalités :

%1541 % Sia1ger 2 Sqanger T ver 2 854 2 64uy

1.~ s . . 1 = . . . _
- d ou{Gij+L < 6jj+l pour i < j} qui s'&crit aussi en faisant la transforma
tion i - i-l et j » j=-I {6. ,. <56 15 Pour i < j} qui prouve que la matrice

Jj-1j i-
M(§,0) est SDDC.

On démontre de facon tout 3 fait analogue qu'une matrice SDDC est
SDDL ; on a :
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< 68 < &8.. < Max(S6.

8 ij-l1 ij jj+1?

.. < 6.. < ..
1i+l 1i+2

d'ol {dii+l < Gij+l pour i < j} qdi prouve que M(S,O) est SDDL.

Ainsi quand 6§ est une ultramétrique, une matrice M(§,0) qui est

"SDDL (resp. SDDC) é&tant aussi SDDC (resp. SDDL) elle est SDD. _ ]

On peut résumer l'ensemble des résultats obtenus dans le cas d'une
ultramétrique 3 1'aide du schéma de la figure 13 ol 1'on note H la hié-

rarchie indicée associée 3 §.

Pour retrouver toutes les cases du tableau de la figure 11, on
remarque facilement que, par construction méme, H(5 est la hiérarchie du

saut minimum construite avec 1l'indice §.
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La chaine C(§,0) est un L'ordre O est sans croise-
arbre de plus courte gl ment pour la hiérarchie H(S
longueur. :

8§ et © semi-compatibles

\

8 et © compatibles

8§ et © faiblement .
compatibles

T

¥

M(6,0) est Robinson

M(§,0) est SDR

I

I

M(8,0) est SDDL

|

M(§,0) est SDD

|

M(S8,0) est SDDC

gueur au sens de §

La chaine induite par © est de plus courte lon-

Figure 13 - Cas d'une ultramétirque § induite par une hiérarchie

indicée H6
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13.~ CALCUL RAPIDE D'UNE CHAINE DE PLUS COURTE LONGUEUR DANS LE CAS D'UNE
ULTRAMETRIQUE

Etant donnde une ultramétrique §, l'algorithme (voir figure 14,

l'organigramme structuré) consiste 3 construire une suite Wo o We ... Wy
‘ _ 1 2 n
d'éléments de 2 de la fagon suivante : w, est choisi au hasard, & 1'étape
v : - : | :

L, Wy est le plus proche de w, au sens de & parmi les éléments qui ne

2+1 : : 2 :
sont pas déja dans la suite. Autrement dit :

§(w, 5, w. ) = Min{6Cw, ,w, ) /3§ > 2}
1o+1 1y 1j 1y '

‘A chaque &tape, dans le cas oili le minimum n'est pas unique W, est
2+1

choisi au hasard parmi les termes qui réalisent le minimum. Remarquons _que
.y < . . n-1)n _ n°’
cet algorithme nécessite n—l + n-2 + ... + | comparaisons = S——il——ﬁvf—

comparaisons.

Proposition 15

Cet algorithme construit une chaine de plus courte 1ongueur4>

Démonstration

Soit @ l'ordre défini par la suite construite par cet algorithme ;
il est facile de voir que la matrice M(6,0) est SDDL et donc que la

chafne C(8,0) est de plus courte longueur. ]
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- Recherche d'une chaine de plus
courte longueur pour une ultra-
métrique §

Lecture Initialisation :
L =1 Impression de ©
tableau : '
* C = w (quelconque
. M(5,0) (@ quelconque) : 3éns Q)g
. N = card Q

Construction de la chaine
Faire ... tant que

L <N L= 1 + |
A= {weQ/wé@,S(w,wj) minimum}
Choix de w; quelconque dans A
0 = Q. w,
J

Figure 14

14. - COMPARAISON VISUELLE DE HIERARCHIE

14.1.- Le probléme -

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux aspects visuels '
d'une hiérarchie et notre problame est le suivant : comment visualiser,

de fagon proche, deux hiérarchies ?

Plus précisément, notons Ei 1'ensemble des ordres qui ne
donnent pas lieu & un croisement pour la hiérarchie H, (rappelons (voir
3.1 ) que si Hi est une hiérarchie binaire card Ei = 2 oli n = card Q) ;

le problémé consiste alors i chercher @i € E1 et @2 e'Ez tels que
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i) 0; £ 9, siAElnEz# ¢

ii) les s@quences communes 3 0, et 0, contiennent le plus

grand nombre d'éléments si E, nEy=¢.

- Remarquons que seuls les trois cas suivants peuvent se produire :

E, =E, , E; nE #¢ et ElnE2'=¢.
Exemple
"Le cas Ei = E, est illustré par la figure 15 :
0 . 02
a b c _ c b a

Figure 15
E1 = {(abc),'(baé), (cab), (cba)l} = E2 H
dans ce cas tout €lément de E; (i=1,2) est. solution du probléme.

Le cas E; n E, # ¢ est illustré par la figure 16

'cxbc" qcb' b a ¢

Figure 16

E, ={(abc), (Bac), (éab),’(cba)}
E, ={(acb), (cab), (bac), (bca)}

donc @
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E, nkE, = {(bac), (cab)}
Une solution au probléme est donc : 03 = (bac) .

Enfin le cas E; n E, = ¢ est donné figure 17 :

: © e
a b c d. 272 d b ¢ 4 b ¢ d
Figure 17
&
E, = {(abcd), (acbd), (bcad), (cbad), (dabc),(dach),(dbca),(dcba)}
E, = {(adbc), (abdc), (dbac), (bdac), (cadb),(cabd),(cdab),(cbda)}
‘Donc :
ElnE2=¢>'
Un ordre donnant les grandes séquences communes est 63 = (abc) (il n'y en

" a qu'une c'est (ab)).

Avant de donner un algorithme permettant de donner une solution
3 ces problémes, remarquons que 1'on peut savoir,par un calcul simple, si

E, n'est pas identique 3 E, gridce a4 la proposition suivante

Proposition 16

8i 8. est 1'ultramétrique induite par la hiérarchie indicée
Hi’ Gi € Ei et L(Gi,@j) est la longueur de la chalne C(di,ej) alors la
condition L(di,el),— L(Gi,oz) # 0 implique E1 # E,-

Démonstration

.Si E, = E,, alors 0 et 9, ne donnent pas lieu & un :croisement

pour les hiérarchies H, et HZ‘ I1 en résuite (voir figure 13) que C(Si,Ol)

“et 0(51,02) sont de plus courte longueur (pour i = 1,2) d'of :

L(ai,el) 'L<5i’@2) =0
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donc si :
L(8;,0)) -~ L(8;,0,) #0
on a nécessairement E; non identique 2 Ez} ' a8

14.2.- Un algorithme donnant une chaine sans croisement pour deux

hiérarchies -

Le but de'cetvalgorithme est de fournir, & partir des ultra-

2, un

ordre 0 (s'il existe) qui soit sans croisement pour ces deux hiérarchies.

métriques 61 et §, induites par deux hiérarchies indicées H, et H

I1 consiste & calculer une chaine de plus courte longueur simultan&ment
au sens de §; et §, en utilisant l'algorithme du § 13. On pavt d'un méme

€lément W de Q qui constitue le premier €l&ment de la chaine. On consi-
i , :

dére les &léments qui sont 3 distance minimum de w. au sens de &

o i . . 21 . ]

sont notés A, ) et au sens de §, (ils sont notds A, ). Si A. n A,
i 2 i 1 i

0 - 0 o ‘o

pas vide, on choisit un &l&ment W, dans cette intersection, il constitue

2

le second €lément de la chaine. On recommence le procédé Jusqu 'a ce que

(ils

N =

n'est

1'une des deux possibilités suivantes soient atteintes :

. 1 2 . . .
1) Ai n Ai est vide, alors on remet en question les choix’
b2 2
faits dans les intersections précédentes et on poursuit

1'algorithme avec les nouveaux choix.
ii) la chaine contient tous les éléments de Q.

Plus précisément, 1'algorithme peut &tre décrit de la facon suivante :

. » . .
Au départ, on pose 2 = 1, T, =¢, A, = A? =Q :
i i
. : 0 (0]
‘ . . L1 2

1) Choisir w, dans Ay n A; avec w; d T, ; mettre w,

% 2-1 g1 2 - %

dans TQ'

2) On note Ai l'ensemble des &l8ments de Q, distincts de Wy
, L o : q
pour ¢ = l,...,2, qui sont 3 distance minimum de W, -au sens

de §.. g
J



Si A;_ n Ai # ¢ on fait £ = ¢ + 1 et on retourne en 1)
3 2 : :
tant que £ < n.

3) si A; n‘Ai = ¢ , retour & 1) tant que
% 2 .
T # card A} N Ai .
2 ti-1 g1
. 1 2 . .
4) S1i T, = card A. n A, , faire T = ¢ et & = & - 1 puis
* -1 T %

retour a l).

5) On arréte le processus avec l'ordre O : we
1 L

'I‘l = ou si £ = n.

_ Afin d'énoncer les deux propriétés essentielles concernant
l'ordre ainsi obtenu, on est amend & définir la notion de croisement

pour un ordre partiel.

Définition
On dit qu'un ordre © : W ooeee W avec 2 < n donne lieu 3 un
, 1 L.
croisement pour la hiérarchie H si et seulement si il existe h ¢ H contenant

deux é&lé&ments whs’ et W, de © tels qu'il existe'wim ¢ h et k <m<ns<®
’ n . .

Proposition 17

1) L'ordre 6 : W, ... W, avec { < n donné par 1'algorithme
1 3 ' '
est sans croisement pour les deux hiérarchies.

2) S'il existe un ondre total (i.e. % = n) sans croisement
pour les deux hiérarchies, alors l'algorithme donne un ordre
total qui est &galement sans croisement pour les deux

hiérarchies.

Démonstration °

Pour prouver 1), considérons 1'ordre ¢ : Woooeee Wy obtenu par
@ 1 3
‘1'algorithme ; il a &té construit par 1'algorithme du § 13 en utilisant

les ultramétriques 8, et Sy 5 Si 2 < n, on peut poursuivre & partir de LA

et avec 1'ultramétrique §; (resp. 52), l'utilisation de cet algorithme,
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on obtient ainsi 1'ordre 0, (resp. @2) ; ces ordres sont donc sans croise-
ment pour H, et H, d'aprés la proposition 15, leur partie commune

W, ... W, est donc nécessairement sans croisement pour H; et H,. Si
1 L
2 =n, l'ordre © a été construit par l'agorithme -du § 13 avec 51 et §,,

il est donc sans croisement pour H; et H,.

Pour prouver 2), considérons la suite a partir de Q:'B1 .o Bn

ol B2 est 1'ensemble des éléments de Q qui se trouvent 3@ la i@me position

dans au moins un ordre sans croisement pour les deux hi&rarchies. Autrement

dit, si S est 1l'ensemble des ordres sans croisement, on a :

B, = {w. WS e W ces W .
g =lwy ea /o w cee W, , 0 €8}
L 1 : 2 n-
's . * * * . . .
§'il existe un ordre © : Wi e W qui soit sans croisement
_ : 1 n
pour les deux hiérarchies, aucune des parties BK pour & = l,...,n n'est vide.

Si 1e‘premier €lément W de 1'ordre © construit par l'algo-
rithme est en dehors de B, alors © ne contient pas les n &léments de Q car
s'il les contenait, d'aprés la propriété 1), 0 serait un ordre sans croise-
ment pour les deux hiérarchies et par définition wil appartiendrait 2 B

L'algorithme remet donc en question le choix de w, jusqu'd ce que w, € By.
. . : 1 _ ’ 1 '

Supposons que 1'é&lément W, de rang % pour l'ordre © comstruit

. ) ’
par l'algorithme soit dans B,, alors Aé n Ai # ¢. En effet, w, est iden-
' £
tique (par définition de BZ) a wI’ , 1'élément de rang & d'un ordre 0" sans
. . . . ‘1 . . 21 <

croisement pour les deux hiérarchies et Az n Ai contient au moins 1'Eélément

2"

w; qui fait partie des élémentsles plus proches de w;- au sens de 6, et
L+1 . L

_de'a2 puisque les deux matrices M(SI,O*) et M(Gz,e*) sont nécessairement

SDDL. Si l'algorithme choisi dans Al n Ai_un &lément qui n'est pas dans B2+1,

il arrive nécessairement a4 une partie Aé n Ai vide, avec k > £ ; il est donc

amené 3 faire de nouveaux choix dans Aé n A% jusqu'a obtenir un &lément de

. 1 2

un tel E&lé exi uisque 1l'intersecti B ., et A A

B£+1 ( t | 1 men: ste p q 1'int ion de o+ , N A,
contient #u moins w. ). On voit ainsi,en raisomnant par récurrence de

i
. L+l . .
2 =1 3 n-1, que 1'algorithme donne un ordre contenant les n €léments de Q

s'il existe au moins un oxdre sans croisement pour les deux hiérarchies.

D'aprés la propriété 1), cet ordre est sans croiscment pour tes deux hifrar-

chies. ’ ' 7 B



Exemple

On visualise deux hiérarchies indicées comme indiqué en
2

figure 18 :
Hy | | H2
3 ————— 30— — ———
2 -—— — 2-———-
T —- V-
> -
Wi w2 oW, wg Wi w3 Wy wy

Figure 18

On remarque d'abord que E, # E, car la longueur des chatnes
e 1 F 2 ,

W] Wy Wy W, et w w, Wy W, est respectivement 6 et 8 au sens de 4

(voir proposition 16).

Appliquons maintenant l'algoritlime sur cet exemple. On
utilise, pour cela, une disposition commode qui est indiquée:dans la

figure 19 :

a] N a]
| ) a )
Ag ,Ai o e 'Ai
1 1 2
1 2 -
w, we € Ai n Ai W, ceees Wy 9
1 2 4 2 13 2

' Figure 19

En choisissant successivement Wis Wy, W, comme points de

départ, on obtient les résultats de la figure 20.
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w \ W
2 1 2 LASLSS W, W,
w W, W w
3 173 3 wl W2 W4
w ¢ \ w ¢ j
1 2 1 . Waq Wy W, L7

Figure .20

Le troisiéme tableau donne 1'ordre O : wy W, W, W, qui est sans
croisement simultanément pour H;, et H,. On a représenté,figure 21, H,;

et H, munis de cet ordre.

2 ———

Figure 21

Remarque : Pour &liminer les &léments qui ne peuvent constituer le départ
d'une chafne de plus courte longueur (commevwl et w, dans 1'exemple précé-
dent), on peut utiliser la propriété suivante : en ordonnant les valeurs
prises par la distance d'un €lément w. 3 tous les autres au sens de §4»

: 2 # i, 1 £2 < n. Afin que w,

on obtient un ordre ©, sur les couples w.w

puisse &tre le premiei €l€ément d'une chaini de plus courte longueur, il
est nécessaire (mais non suffisant) que 9, soit identique (au sens large)
d 0y, sinon les matrices M(GI,OI) et M(Gz,ez) ne pourraient étre simulta-
nément de Robinson et la chaine associée 5.61 ou a 0, de plus courte
longueur au sens de §; et J,. | ‘

Ainsi dans 1'exemple précédent, on est assuré que W, est un mauvais départ
car : Bl(wz,w3) =3>2-= 61(w3,w4) alors que'ﬁz(wz,w3) =2< 3= 6(w2,w4).
Dans la pratique, il n'est pas toujours nécessaire de calculer 9, et 0,,

il suffit de détecter. deux couples qui ne sont pas dans le méme »rdre.
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}14.3.- Calcul de séquences communes quand il n'existe pas d'ordre

sans croisement pour les deux hiérarchies

Dans le cas ol Ei n E2 = ¢ on peut obtenir, par le méme algo-
rithme, de grandes séquences communes en changeant 1'élément de départ dés

2 2 . s os - .
que,Ai n Ai = ¢, l'ordre partiel associé 3 ces séquences est sans croise-
2

ment d'aprészla proposition 17. Avec un nouvel &lément, 1l'algorithme
fonctionne comme précédemment en pensant & bien calculer les points les
plus proches en tenant compte de toute la population (donc y compris les
€léments qui sont dans des sé&quences déjd constituées),sinon la proposi-
tion 17 ne peut plus &tre utilisée ; cependant, pour construire la nouvelle
séquence, on ne choisit quand il y a pluskeurs possibilités que les &léments

qui ne sont dans aucune des séquences dé€jid obtenues.

Exemple

5 4
P 1 0 b H2
3 fb—— I —F ——-—
2 - ——— - —= 24 -4 = --
1 -—- - - 1 |— —f—-

' : A4» - ‘ >

a b ¢ d e f g a ¢c £ b e g d

Figure 22

Les ultramétriques 6} et_Gé étant induites par les hiérarchies

indic&es, indiquées figure: 22, on obtient les 4 tableaux de la figure 23 :

b cde de e c g . f

cfbeg | cf f a-{d} g c ' e

b | ¢ ¢ d —1— £ o g ¢
Figure 23

Les plus grandes sé&quences communes obtenues sont donc abc et de.
Si ‘1'on représente les deux hiérarchies en tenant compte de ces séquences
(voir figure 24), on s'apercoit.que la méthode ne domne pas tnutes les

séquences communes puisque la séquence (fg) est commune.
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- W
I .
|
|
|
|
|

Figure 24

- 14.4.- Extension au cas de plusieurs hiérarchies:

On peut facilement &tendre tous les résultats et algorithmes au
cas de plusieurs hidrarchies ; il s'agit alors de chercher un ordre sans
croisement pour plusieurs hiérarchies. On étend 1'algorithme du § 14.2 au
cas de plusieurs hiérarchies Hj,ooohHy, en appliquant 1'algorithme du

§ 13 a partir d'un point commun avec les ultramétriques SH s s GHk
1

induites par ces hiérarchies. A chaque &étape, on choisit, de fagoﬁ analogue
' 2 k

3 1'algorithme du § 14.2, un nouvel élément w, dans A} n A, ces N A,
i i i
. o+l 2 L k
ol Ai est 1l'ensemble des &léments de Q & distance minimum de W, au sens
2 2
de L Le tableau de la figure !9 se généralise sous la forme indiquée
h|
figure 25.
Af - al
1 ' : )
A]; _ - A¥
1 : )
1. ‘
we ' w, € A.1 N eoe 0 AF : ceree W, ¢
1 2 1 : 1 1

Figure 25
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15.- RECHERCHE DE CONSENSUS ENTRE HIERARCHIES

Etant données plusieurs hiérarchies, il s'agit de trouver une hidrar-
chie qui r8alise un "consensus" entre ces différentes hiérarchies (dans
Rohlf (1981), on trouvera une biblioth&que récente du sujet). Il y a diffé-
rentes fagons d'imaginer ce "consensus" ; une fagon simple &tant d'utili-
ser la notion "d'intersection'" de hiérarchies. Aprds avoir défini cette
notion, nous donnons des algorithmes qui permettent de construire 1'inter-
section de plusieurs hiérarchies (qui est une hiérarchie) et 1l'intersection

du point de vue d'une hiérarchie.

15.1.~ Intersections de hi&rarchies

Définition
L'intersections de plusieurs hiérarchies sur @ est 1'ensemble

des paliers communs 3 ces hidrarchies.

Proposition 18

L'intersection de plusieurs hiérarchies est une hi&rarchie.

Démonstration

Considérons les hiérarchies Hl""’Hk sur et soit
H = Hl N eees N Hk' L'ensemble Q et les singletons &tant dans toutes ces
hiérarchies sont également par définition dans 1'intersection ; pour tout
h, et h2 dans H (c'est, par définition, un ensemble de parties de Q), on

a h n hz_# ¢ qui implique h, < h, ou h2 = hl puisque h, et h, sont deux

‘paliers d'une méme hidrarchie Hz (aveec I £ & € k). H est donc une hiérar-
chie. , " B
Définition
N L'intersection d'une hiérarchie H. avec une hiérarchie Hj du

p01nt de vue de'la hleraLchle H notée H-/H. est un ensemble de parties
de © dont chaque €lément est un paller de H qui est le plus petlt a contenir

tous leselements d'au moins un palier de HJ
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Cette définition peut &également s'énoncer de la fagon sui-

vante :

h e Hi/Hj <=> { 3h' € Hj : h' « haveche H;

et de cardinal minimum}

A partir de cette définition, on déduit facilement la signi-

fication de-(Hl N eee N Hk)/Hi ou (plus intéressant) de Hi/(Hl N oeee N Hk).

Proposition 19

L'intersection de H, avec Hj du point de vue d'une hiérarchie

Hi est une hiérarchie.

Démonstration

) est nécessairement dans Hi/Hj’puisque H. comme Hj contient
Q . Il en est de méme des singletons. Pour tout h; et h, dans Hi/Hj;
By

. qui est une hiérarchie. B

nhy =¢ implique hlAc h2 ou h, n h1 = ¢ puisque hl et.h2 sont dans Hi

15.2.- Procédé constructif

On utilise 1l'algorithme du § 14.2 qui permet d'obtenir um
ordre (quand il existe) commun & deux hiérarchies, on utilise une présen-
tation analogue 3 celle de 1la figure 25. Les différentes notations de la

figure 26 ont le sens suivant :

N Y
1 : n-l
_A1_1< A‘i<
L n-1
W, ' W, ' o Wy
1 : 2 n
Hy neeen o Ry, Bn_in
i ' i
Hi/(Hln...nHk) h12 | hn~1n

Figure 26
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L'ordre commun © : Wi W, ee.wg ~est obtenu comme en 14.2.
, 1 2 n .
h22+l est par définition le plus bas des paliers communs & Hl""’Hﬁ
contenant w. et w. . On note h- le plus bas palier de la hi&rarchie
12 o+1 L2+1 )
Hi contenant le pilus bas palier dela hiérarchie Hyn..oon Hk qui contient

simultanément w. et W, - Nous allons montrer que, pour £ = l,...,n-I,
L e+l : g

v 1 . '_ - .

1'ensemble des h££+l (resp. h2£+l)pour i=1,...,k) forme la hiérarchie

Hy n ... n H (resp. Pli,/H1 Neeun Hk),'
Donnons auparavant un exemple pour fixer les idées.
Exemple

I1 s'agit de construire le tableau de la figure 26 a 1'aide
des hiérarchies'H1 et H, qui sont données figure 27. On obtient le tableau
de la figure 28. Lgs hiérarchies H, et H2 sont représentées selon 1'ordre
commun obtenu figure 29. Afin d'associer une hauteur i chaque palier des
hiérarchies hl n Hy, H, / H) et H, / H;, nous avons choisi 1l'indigage

suivant :

h
]
~
Hh

oli Vh ¢ H, fH(h) est la hauteur du palier h dans H.

Les hiérarchies H; n HZ’ H1 / H2 et H2 / Hl sont données
figure.;30." '

Figure 27
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gdac. | ea a . | b ‘ gf £
c -_ eba ba ) b : gf f
d - c e a . b g - f
HlnHz' (eécdb) (eacdb) | (eacdb) (eacdb) Q (gf)
B /H, |(eacd) (eacdb) | (eacdb) | (eacdb) 0 (gf)
Hz/H1 (eacdb) (eacdb) | (eba) (eacdb) 9) _(gf)
Figure 28
& [y
§ |[— — — — —
b|—— —— L————
31— 3I——-
2 - —|-- ——l-- 2 e |- ——-
1 -— |—-]— e s i
. o
d ¢ e b g f d ¢ e a b g f
H1 H?2
Figure 29
& &
5 _____
L F——- bi———
- — 3 — —
N U D S 2 b -l —1-i-q- 2L 1 |-
1- 1-
- , : : -
ea b g f d ¢c ea b g f d ¢c ea b g f
Hy N Hy Hye / Hg Hg '/ Hq

Figure 30
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S'il existe un ordre commun et total ©, on a le résultat

suivant
b9} DL

Proposition 20

L'ensemble des paliers h (reqp. hz£+l pour i = 1,...,k)

28+1
pour £ = l,...,n~1 définis dans le tableau de la figure 26 forme 1la

higrarchie Hy n ... n H (resp. Hi/(H].n eee N Hk)).

Démonstration

: . . : 1
Pour trouver H1 n ...nHk, il suffit donc de comparer h22+1

pour % = 1,...,h—l 3 tous les paliers de H,, ..., Hk contenant w, W,
2 : ot

. . . . , . 1 .
et de retenir (s'il existe) celui qui est confondu 3 hg et qui est

g+1
commun & Hy,«..,H . De méme, pour obtenir Hi/(Hl n...n Hk)’ il suffit
i
Tae+
qui contient w, s . Si les Eléments de ce palier sont dans h
L 2+1 .
est un palier de Hi/(Hl N eee N Hk)' Dans les deux cas, omn est

de comparer h | pour 2 =1,...,n~1 au plus petit palier de Hl N s.e N Hk

i
2L2+1°
i
alors h22+l v
assuré d'obtenir tous les paliers de Hyn ..o nH et de Hi/(Hl N .o N Hk).
puisque, en faisant varier & de ! & n-l, on atteint tous les paliers de Hy

ou de H; (il y a une bijection entre 1'ensemble des couples w, et w,
' L o+1

et 1l'ensemble des paliers (non réduits 2 un singleton) si la hiérarchie est

binaire , sinon c'est une surjection).

Remarque : On pourrait définir Hi/Hj comme 1'ensemble (i.e. pas seulement
le plus bas) des paliers de H: qui contient les éléments d'au moins un
palier de Hj' Les derniéres lignes du tableau de la figure 26 seraient
plus compliquées car il faudrait indiquer dans la colonmne correspondante
tous les paliers de H contenant les &léments du plus bas palier de Hj qui

contient w, oW, .
2 2+1

Exemple

Dans la figure 31, on donne deux hidrarchies H, et'Hz. On
remarque que HI/HZ (voir figure 32) contient le palier (eba) mais ne
contient pas le palier (deba) bien que ce palier contienne tous les

€léments du plus bas palier de H, qui contient e et a.



/'y A
Ll
3-- 3f--
2 +—1-— 2t~
1 -=}-—]—- 1 == —- -
—o —
d e b a ¢ d e a b c
Hy H2
Figure 31
-}
eab ba b c bi--
- 3+
eabc. a b . c
2__ —_——
d e a . b c .l
H/E, | @ | (eba)| @ Q ‘ B >
d e b a c :
Hy /H2
Figure 32 ‘

Si 1'on utilise la définition donnée dans la remarque ci-
dessus, il faut ajouter en bas de la deuxi&me colonme l= palier (deba)

ainsi que dans la hiérarchie qui est représent@e figure 32.

'16.- CONSTRUCTION D'UNE HIERARCHIE QUAND L'INDICE D'AGREGATION EST UNE
ULTRAMETRIQUE

Le probléme de la construction d'une hiérarchie 2 partir d'une ultra-
métrique se pose, par exemple, quand on cherche a minimiser un crit&re du

type suivant :

Min 3 [d(w,,w,) — 8(w,,w )]2 plw,) p(w,)
172 172 1 2
SeU WIEQ : .

wzeQ

ol d est la distance initiale, & 1'ultramétrique cherchée et p(wi) un

poids associé & 1'&lément w;.
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Des algorithmes ont &té proposés pour minimiser de tels critdres
dans Chardon et al (1978) et Fichet (1978). Ayant ainsi obtenu une ultra-
métrique, on utilise 1'algorithme donné en 13 en associant i chaque

nouvelle aréte w. w, un palier h = 6(w, w, ).
2 Bl To te+l
Ce palier contient w, , W, et tous les paliers avec lesquels il a une
_ A FS B
intersection non vide et qui sont 3 une hauteur inférieure (voir l'exemple

4 une hauteur f(hz

29+ 1 g+l)

ci-dessous). On peut montrer que la hiérarchie H ainsi construite induit

une ultramétrique 6Hiidentique aé.

I1 en résulte. que cette hiérarchie ne donne pas lieu 3 des croise-
ments car nous avons vu que l'algorithme donné en 13 induit une chafne de

plus courte longueur, il suffit alors d'utiliser la proposition 15.
Exemple
Dans la figure 33, on a représenté un exemple de hi&rarchie cons-

truite par 1'algorithme du § 13 et par l'algorithme classique de la CAH.

. A chaque palier est associé son numéro d'ordre dams la construction

higig, 4 >
hhﬁ i 4
2 3
5 2

3 1
Wig My Wip Yig Wi, Wig Wig Mis Wig Wiy Wig Wi
Hiérarchie construite par Hiérarchie construite par
1'algorithme donné au § 13. 1'algorithme classique de la CAH.

Figure 33

Onah. . nh, . # ¢ et 6(w, ,w, ) > 8(w, ,w. ) donc h, | < h, . .
ETSS ii, i’ iy i,77, ii, igiy
De méme h, . < h, ., ; par contre, h. , n h, . # + (puisque h. . contient
23 11h CoAgl, o gy 1oty
~w, comme h, . ) et §(w, ,w, ) > &(w. , w. ) implique que h, ., ¢ .
1, v 141, 137 i, iy i it hiBiA
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Nous avons vu que 1'algorithme donné en 13 nécessite de 1l'ordre de

2
n . . . " s
5— comparaisons. Par contre, l'algorithme classique de la CAH nécessite

2
successivement : n(g—l), (n-]%(n-z)

1 comparaisons, soit :

9y ey

%<n2 . (n—1)2>+...+ by - %{n 3 (A1) +...+ 1) = n(n+1}§2n+l) __ng%jl)

3
: n .
donc de 1'ordre de' p— comparaisons. -

Remarquons enfin que 1'on peut gagner aussi en utilisant 1'algorithme
de la CAH de fagon a ne faire intervenir que les couples {(puis les paliers)
ordonnés suivant 1'ordre obtenu par 1'algorithme du § 13 puisqu'on. est
assuré de ne pas avoir de croisement. On réalise alors
n-l1 +n2+ ...+ 1= Ei%:ll-m gz-comparaisons ; pour construire la
hiérarchie, on utilise la notation polonaise. Le nombre de comparaisons est
le méme que pour 1l'algorithme du § 13 qui a, cependant, 1l'avantage d'&tre

séquentiel. .

17.- CONSTRUCTION ADAPTATIVE:D'UNE HIERARCHIE

17.1.~ Les différents types de contraintes

‘Nous avons vu en 3.1 qu'il y a 29;1 possibilités de représen-—
tation visuelle d'une hiérarchie ; & chacune de ces possibilités cbrrespond
un ordre différent sur les singletons. Dans la pratique, différents types
de contraintes peuvent intervenir qui permettent de privilégier certains
ordres..

‘Signalons quatre types de contraintes :

- contrainte de partitiom,
~ contrainte d'ordre,

contrainte de quasi-ordre,

contrainte de hiérarchie.

{

La contrainte de partition apparait quand on disvpose d'une
variable supplémentaire qualitative nominale. Par exemple, on a3 recueilli
un certain nombre de mesures sur des patients et la représentation hidrar-
chique visuelle,faite sur le tableau de données correspondapt 4 ces mesures,
doit tenir compte au mieux du diagnostic médicale (la variable supplémen-

taire). Autrement dit, 1l'ordre dessingletons doit &tre tel que -3 individus
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de méme diagnostic soient le moins séparés possible par des individus

ayant un diagnostic différent.

La contrainte d'ordre apparaft quand on dispose d'une variable
supplémentaire ordinale. L'ordre de cette variable et l'ordre:des single-

tons de la hiérarchie i visualiser doivent &tre le plus "proche' possible.

La contrainte de quasi-ordre correspond au cas oli la variable
supplémentaire est quantitative ; en plus de l'ordre associé i cette
variable, 1l'ordre des singletons associ& 3 la hiérarchie doit respecter

un voisinage par boule de rayon donné.

Enfin, la contrainte par hiérarchie apparait, par exemple,
quand on dispose de tableaux de données évoluant dans le temps (des images
par exemple) ; il s'agit alors d'obtenir 1'ordre des singletons, de la

hiérarchie représent8e & l'instant t+1!, le plus "proche' de 1l'ordre des

singletons de la higérarchie correspondant 3 1'instant t.

A chacune de ces contraintes, on peut associer une mesure
de ressemblance d ; ainsi, dans le cas d'une contrainte de partition
d(wi,wE) égal | ou O suivant que wy et wj sont dans la méme classe ou pas.
Dans le cas d'une contrainte d'ordre d(wi,wj) peut étre le nombre d'&léments
compris entré v et wj. Dans le cas d'une contrainte quantitative d peut &tre
un quasi-odre. Enfin, dans le cas d'une contrainte hiérarchie d peut &tre
1'ultramétrique associée 3 cette hidrarchie.
_ Ainsi pour tenir compte de 1'une des quatre contraintes,
1'ordre des singletons de 1la hidrarchie 3 visualiser devra &tre modifiéd
parmi les Zn-l possibilités, de fagon & tenir compte au mieux de la mesure

de ressemblance associée 3 cette contrainte.

17.2. - Algorithmes de construction d'une hiérarchie avec contraintes

Pour construire une hiérarchie H respectant au mieux une
contrainte, on se raméne donc, d'aprés le paragraphe précédent, 3 cons-
truire une chaine de plus courte longueur, au sens de 1'ultramétrique &
induite par H, "déformant" le moins possible une mesure de ressemblance

d donnée.
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Pour résoudre ce probléme, Gravaeus et Wainer(1972) ont
proposé un algorithmequi donne une solution non optimale et indépendante
de 1l'indice d'agrégation entre classes §; choisi ; on considére 1l'ordre
Oi et ej associé 3 chaquepalier hi et hj tel que h = hi U hj ; 1'ordre 0,
associé 3 h, est obtenu i partir de 0; et ej en permutant les 4 ext;é-
mit8s de ces deux ordres de fagon 3 obtenir 1'ordre qui minimise d pour
les deux extrémités les plus proches (voir figure 34). L'algorithme

s'appiiqﬁe de bas en haut de la hiérarchie.

h
h1
hj hj : h2
' h1y l——l l—- hiz2 _
- h2t h22
| —l 10
Wip Wiz Wiz Wi, WigWig Wiy
—> = —
Oi 8 _ On permute h,, et h , si
On permute wil wi3 wi4 w_i7r §;(hy;5h,) < Gi(hlz,hz)
Algorithme de Gravaeus et:Wainer “  Algorithme de Brossier

" Figure 34

L'algorithme de Brossier (1980) donne un algorithme é&galement
non optimal sous la contrainte d'un indice d'agrégation §; entre classes
choisi. Contrairement 3 1'algorithme de Gruvaeus et Wainer, 1'algorithme
de Brossier part dﬁ haut de la hiérarchie. A chaque &tape, on considére
le plus haut palier h non encore atteint ; soit h = h, v h, (voir figure )
et h, = hy v h;,, on permute h,, et h12 si Gi(hll’hZI) < 6i(h12,h2).

Si h2 = h21 U h22, on ordonne h21 et h22 en les situant par rapport § hll

(si 1'inégalité précédente est satisfaite).

Un troisiéme type d'algorithme peut &tre proposé en utilisant
l'élgorithme indiqué au § 13. On construit, 3 1'aide de cet algorithme,
une chaine de plus courte longueur_reiativement 4 une ultramétrique ; il
doit se produire fréquemment au cours de cet algorithme, au moment de -
créer une nouvelle aréte i partir d’une extrémité Wy de la chaine déja

formée, que plusieurs sommets candidats soient i distance (au sens de §)

égale de cet extrémité : il suffit alors de considérer le sommet w qui

minimise d(w;j,w) parmi les sommets candidats (oli d est la mesure de ressem—

blance induite par la contrainte).
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Dans la pratique, 1'aigorithme part d'un ordre quelconque

R

o : Wy 5 .., W, pOUT 1'améliorer en tenant compte simultanément de
1 n .
deux critéres :

n-l

wy(e) = jzl G(Wij,wij+l)
n-1

W,(0) = jil d(w J,wij_+1)

Nous: savons qu'ad la convergence de l'algorithme W, est mini-

mum ; pour &tre assuré que W, est également amélioré, il faut ajouter une

condition supplémentaire : Partant d'un ordre quelconque @ : Wy seeesWs
. 1 n
1'algorithme (dans le cas ‘général) consiste 3 déplacer le terme w, pour le
v 3
mettre en w, et w, (voir figure 35).
i i
L 2+l
} : ¢ 3 ; avant
w: w; W W W
iy 12 1 -1 Vjet
—t— — — dprés
Vip Wij  Wiga wij-_ wijq
Figure 35

-

Pour étre assuré que Wy décroit & chaque itération, il faut

vérifier que :

d(w, ,w. ) + d(w. SW. )y + d(w, LW, D) o< d(w. ,w. )
i 1j lj 14 lj~1 lj+1 PR S

+ d(w, ,w. ) + d{w, sW:
ti-1 Y i-1 Yy

Remarque : On peut utiliser de facon analogue ce troisi&me algorithme en
femplagant 1'algorithme donné § 13 par des algorithmes proches qui permet-

tent Egalement d'obtenir une chaine de plus courte longueur au semns de

l'ultramétrique 6.
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L'algorithme de Prim "chain&" : si ViseeesWs est la partie de

la suite déja construite, 1'étape suivante consiste 3 ajouter le sommet.
-sulvant w soit aprés W (comme pour l'algorithme donné en 11.1). Si

G(W,wj)_< 6(w,wi) solt avant w5 s? S(W,Vi) <'5(w,wj).

L'algorithme de Kruskal "chainé" : on range dans 1'ordre

croissant les distances 6(wi,wj). A chaque distance G(Wi,wj),-on associe
1'aréte wiwa. Au début la chaine C est vide. On met dans C la premiére

aréte de la liste. On met ensuite dans la chafne 1'aréte suivante sauf si
un cycle peut &tre formé avec les crétes qui sont déj3 dans A ou si cette

aréte a un sommet commun avec deux ardtes de A, (c'est ici la différence

avec 1l'algorithme classique de Kruskal).VOn recommence le procé&dé tant que

la chaine ne contient pas tous les sommets de Q.

On montre facilement que ces deux algorithmes donnent un
ordre © tel que la matrice M(8,0) est SDDL ; la chaine C(8,0) est donc de

plus courte longueur.

18. - CONSTRUCTION D'UNE CHAINE QUI SOIT UN ARBRE DE LONGUEUR MINIMUM

18.1.~ Algorithme constructif

Si une chaine qui soit un arbre de longueur minimum existe,

elle est donnée par un algorithme de type suivant :

A 1'étape 1 :

On part d'un élément quelconque wi € R

A 1'&tape P :

On choisit ws évpartir de Wi.-] dang le complémeptaire dg
{Wi A } parmi 1espé1éments w' satzsfaisant'éux inégalités suivantes
1 p-l '
d(w’,wip—l) < d(wil’wig)
: = by 0wy ) Vi, A fip,eeni )
d'(w';w, ) s ‘i(‘f’i R



Si w' existe, Vp ¢ {2,...,n}, 1'ordre © : Wi oseeesWs ainsi
~ _ 1 n
obtenu et tel que M(d,0) est SDR. Si w' n'existe pas 2 une &tape, il faut’
remettre en question tous les choix faitsprécédemment. Si malgré cette
remise en question, on arrive toujours 3 une &tape ol w' n'existe pas,

c'est qu'il n'existe pas de chaine qui soit un arbre de longueur minimum.

'18.2.- Déformation & donner 3 un indice de dissimilarité pour qu'un

ordre donné induise une chaine qui soit un arbre de longueur

minimum

" si M(d,0) n'est pas SDR, on peut (en faisant n-1 transformations
au maximum) transformer d en un indice de dissimilarité noté dSDR en A
remplagant chaque terme de la sur—diagonale par le plus petit terme du

sous—-rectangle associé.
Exemple

Dans la figure 36, on donnme une matrice M(d,®) qui n'est pas

' SDR et 1é matrice M(d ,0) qui s'en dé&duit.

SDR
b312365 0112365
026453 _ 01645 3

05785 02785

iHOM(d,0) =| - 0645 |>Mdg.0) = 0345

0.2 1 0 1.1
01 01
0 0

Figure 36

Si 1'ordre © n'est pas donné, on peut utiliser 1'algorithme
donné en 18.1 et retenir par lés ordres partiels ainsi obtenus celui qui
contient le plus grand nombre d'éléments. On peut aussi utiliser um ordre
sans croisement induit par une classification hi&rarchique suivant un
indice d'agrégation choisi. Rappelons, cependant, que l'indice d'agréga-
tion du saut minimum est privilégié puisque si M(d,0) est SDR, l'ordre
© est nécessairement sans croisement pour la hiérarchie du saut minimum

(voir § 10).
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I1 serait intéressant de trouver une technique permettant
- . n-l . . ,
de détecter parmi les 2 .ordres possibles un ordre domnant la plus =

petite déformation entre M(d,®) et M{dSDR,O).

'19. - DETECTION D'ANGMALIES ENTRE DEUX HIERARCHIES INDICEES

Etant données deux hiérarchies H, et-Hz_indicées, on peut d'abord
se demander si elles sont identiques du point de vue de 1l'ordre des
singletons el'et 9, compatible avec les ultramétriques 61 et 62 induites
par les hiérarchies H et H, ; plus précisément, il s'agit de savoir si
E; et E, sont identiques. Rappelons la r&gle simple donnée dans la pro-
position 16 ; il suffit que la longueur des 2 chaines induites par 0, et

0, soit différente au sens de §; et de §, pour étre assuré que El # E2.

Sachant que E, 3 E,, on peut se demander ofi se situent les anomaligs.
Une fagon simple de procéder est la suivante : on calcule la matrice des
distances M(Gl,éz), les couples correspondant 3 une anomalie sont ceux
dont la distance associée est strictement inférieure au terme de la sur-

diagonale qui se trouve sur la ligne ou la colonne correspondante.

20.- COMPARAISONS DE HIERARCHIES A L'AIDE D'UNE MESURE DE RESSEMBLANCE

De nombreux :indices ont été proposés pour la comparaison de hiérar—
chies (voir Rohlf (1981)). On peut utiliser la notion de croisement pour
&valuer "la distance" entre deux hidrarchies de la facon suivante : pour
mesurer 1'8cart "horizontal entre les deux hiérarchies, on peut calculer
le nombre de triplets donnant lieu & un croisement entre 1’ordre 9 associé
3 la hiérarchie Hl et la hiérarchie HZ‘ Notons ce nombre A(OI’HZ) ; on a

alors la mesure de ressemblance suivante

A

. _ 6(-3) :
nor B12Hp) = =7 (8(0,H)) + 4(8,,H)))
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On peut aussi calculer 1'écart "vertical" entre deux hiérarchies ;
soit L(Hi’ei) la  longueur de la chaine c(ci,ei) ol 8; est 1'ultramétrique
induite par H, et 0; est un ordre sans croisement pour H,, on en déduit

la mesure de ressemblance :

Byer (HyoHp) = |L(B,0)) - M(H,0,)| . |L(H,,0,) - L(H,,0))]

21.- COMPARAISON DE HIERARCHIES ET DE PARTITIONS
. | | |
On peut associer une ultramétrique § 3 une partition P = (Pl""’Pk)
-de fagon & ce que la hiérarchie induite par § comporte commeiseuls paliers

différents de Q et des singletons, les classes de la partition.P. On.pose :

G(Wi,WEy = 1 s; W, et wi sont dans la méme classe de la partitiom,

G(Wi,wj) = 2 si w, et wj sont dans des classes différentes de la
partition.

wai,wi) =0,Vi=1, ..., n = card Q.

I1 est facile ‘de voir que § rend tous les triangles isocles et d'en

déduire que § est une ultramétrique..

I1 résulte” de' cette propriété que 1'on peut utiliser tous les

algorithmes précédents pour comparer des hiérarchies a des partitionms.

22;f UNE DEFINITION GENERALE DE LA COMPATIBILITE DE LA SEMI-COMPATIBILITE
ET DE LA COMPATIBILITE FAIBLE SUR & D'UN ORDRE 0' SYR Q' < Q ET
.D'UN INDICE DE DISSIMILARITE d '

Afin de simplifier 1'&noncé de cette définition générale le terme
"X-compatibilité" est utilisé ; il peut &tre remplacé dans la définition
par l'un des trois termes .: "compatibilité", "semi-compatibilitd" ou

Mcompatibilité faible".
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Définition
Un ordre 0" : Wiy e wig (avec & < n) sur Q' < Q et un indice.lde
dissimilarité d sont dits X-compatibles sur  si et seulement si les deux

conditions suivantes sont satisfaites :

1) Vw ¢ Q, w ¢ Q' 1l'ordre w w, ... w, ou l'ordre w, ... w. w et
i i, i i,

d sont X-compatibles sur Q' U w ; w est dit X-compatible & gau-
che de la chafne C(d,®) dans le premier cas et X—-compatible 2

droite dans le second.

2) Si w est X-compatible 3 gauche et w' est X-compatible & droite
p g P

de la chiaine C(d,0),alors l'erdre w We ooee. Wy w' est X-compa-

. 1 2
tible sur @' v w U w'.

Comme conséquences de cette définition on peut d'abord remarquer que
si d et O sont X-compatibles alors d et Q' sont compatibles. L'aspect
matriciel conduit 3 la définition de trois types de matrices ; considérons
une matrice M(d,0) oli O est un ordre sur 2, identique 3 ©' sur Q' ; elle
fait apparaitre quatre sous—matrices’notées A, B, C, D. La matrice C est
définie par les individus de Q' et seslignes et colonnes respectent
l'ordre O'. Les colonnes de la matrice A respectent l'ordre O! et ses
lignes sont définies par les &léments de 2 1'ensemble des individus
a gauches de C(d,®'). La définition des B gt D se déduit immédiatement de
la figure 37 ol ﬂd est l'ensemble des individus situés 3 droite de C(d,0').
Notons ¢, (0') la premigre colonne de la maprice-c et 21(6') la derniére
ligne de cette matrice. -

, Une matrice M (d,0,08') telle qu'elle est définie figure 37 est pseudo-
Robinson si et seulement si : les termes des lignes de la matrice A sont

-~

croissants & partir de c, (0'), les termes des colonnes de la matrice D

_ 1
sont également croissants 3 partir de 21 (0'), enfin les termes de la
matrice B sont supérieurs au terme de ¢y (@') qui se trouve sur la méme

~ligne et au terme de 21 (0') qui se trouve sur la méme colonne.
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Une matrice M(d,0,0') est pseudo-SDR si et seulement si les termes
de la matrice A sont supérieurs au terme de 21 (0") qui se trouve sur la
méme colonne, les termes de la matrice D sont supérieurs au terme de cl(G')
qui se trouve que la méme ligne, les termes de B sopt.supérieurs a tout

terme de la sur-diagonale de C.

Une matrice M(d,0,0') est pseudo-SDD si et seulement si les termes
de la matrice A (resp. D) satisfont 3 la méme propriété que la matrice A
(resp.D) d'une_matrice M(d,0,0") pseudo-SDR et que les termes de la matrice
B satisfont 4 la méme propriété que la matrice B d'une matrice M(d,0,0')
pseudo—Roblnson. Ces tr01s types de matrices sont schématisées figure 38
On peut résumer 1' ensemble des résultats obtenus par le schéma de 1la

figure 39 (voir notament la proposition 8).

]

14

¢

2,(0")

\r

c @ .

Figure 37 : Une matrice M(d,0,0")

L'ensemble des pointé a gauche ou 2 droite d'une chaine est formé, dans le
cas de la semi-compatibilité& faible par exemple; de 1'intersection d'hyper-
boloides plus ou moins ouvertes suivant que l'ar@te correspondante (coupée
en son.tiers) est plus ou moins longue. (il faut utiliser des trapézes 3 trois

cOtés égaux).
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Pseudo-SDD
.Figure 38
La chaine C(D,0') est conte- L'ordre ©' est sans croisement
nue dans un arbre de longueur pour la hiérarchie du saut "
ninimum ' minimum
A I
N
; N
D et O' sont 7 D et ©' sont 71D et ©' sont
compatibles semi-compatibles faiblement compdtibles
/R T
N\ Ns /
M(D,0) est M(D,0) est 1(D,0) est
PSEUDO-ROBINSON . PSEUDO~-SDR IPSEUDO—SDD

Figure 39
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23 — CONCLUSION

Les résultats théoriques concernant la notion de croisement ont
débouché sur une série d'algorithmes utiles pour la comparaison de
hiérarchies.

La semi-compatibilité est utilis@e dans le cas d'un indice de
dissimilarité quelconque mais ne caractérise les ordres sans croisements
que dans le cas d'une hiérarchie du saut minimimum ; par contre la
compatibilité faible permet d'obtenir des ordres sans croisements dans
le cas d'une hiérarchie quelconque mais'nécessité la connaissance de

1'ultramétrique assaociée.

L'introduction de nouvelles notions telles que la semi-compatibilité
et la compatibilité faible ont permis de définir de nouvelles familles de
matrices SDR, SDD &largissant le famille des matrices de Robimson.
" On a.dégagé une nouvelle caractérisation ds chaines incluses dans un arbre
de longueur minimum grice aux matrices SDR ; il en résulte un algorithme
permettant de calculer de tellées chaines sans nécessiter la construction
compléte de l1l'arbre de longueur minimum. La notion de X-compatibilité d'oiui
résultent les pseudo matrices Robinson, SDR et SDD permet d'introduire
la notion de compatibilité entre un indice de dissimilarit& et un ordre non
total ; elle fait-infervenir la notion de gauche et droite d'une chatne per-—

mettant ainsi de situer tout objet par rapport i une chalne.

Dans le cas d'un ordre total on a montr& entre autres que la chaine
définie par un ordre sans croisement pour une hiérarchie donnée est de plus
courte longueur au sens de 1'ultramétridue induite par cette hiérérchie ;
il en résulte un algorithme simple permettant de calculer un ordre sans

croisement ; on en déduit entre autres un algorithme permettant la repré-

sentation simultanée de plusieurs hidrarchies avec le méme ordre (s'il existe)

sur les singletons.

~
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- De nombreuses directions de recherche restent ouvertes : Etendre
les résultats obtenus au cas des populations différentes, i la comparai-
son d'arbres, 3 des cycles. Voir ce qui se passe dans le cas de distances
autres-ique des ultramétriques (quasi-ordres, semi-ordres, etc.). Notant
Qc(d,O) la longueur de la chaine C(d,0), trouver l'ultramétrique § et

l'ordre © qui minimisent des critéres du type {Ec(d,e) - QC(S,O)I.

En reconnaissance des formes, utiliser la notion de 'gauche"” et
"droite" d'une chafne pour trouver des formes "filandreuses" ou pour
situer des points par rapport d une chaine. Il serait intéressant de voir
plus précisément comment sont situés dans le plan ou dans un espace 3 ‘
trois dimensions les points 3 gauche et & droite suivant le différent type
de chaine et dans les différents cas de compatibilité entre 1'ordre et la
distance. Il serait aussi intéressant d'approfondir la technique de
détection d'anomalies car elle peut aussi déboucher sur de nombreuses

applications pratiques.
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