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Résumé : Lorsque 1'on veut &tudier un tableau "individus x variables" dans lesquel les
variables sont  structurées en groupes, plusieurs problémes particuliers se posent,
Comment &quilibrer 1'influence des différents groupes dans une analyse factorielle ?
Ces groupes induisent-ils les mémes structures sur 1'ensemble des individus ?
Existe-t-il un moyen graphique pour comparer ces structures ? Peut-on mettre en &vi-
dence les liaisons entre les différents groupes de variables, en extraire : des facteurs
communs ? Quels sont les groupes de variables qui se ressemblent le plus ? )

. Ces questions ont déji suscité des travaux qui ont conduit 3 plusieurs méthodes, l'analyse
multicanonique (CARROLL), statis (ESCOUFIER).
Nous proposons une nouvelle méthode qui répond simultanément et de maniére optimale (en un
certain sens) 3 toutes ces questions. Les résultats sont basés sur une analyse factorielle
du tableau dans laquelle chaque groupe de variable est pondéré. Ils permettent une re-
présentation géométrique : des individus caractérisés par 1l'ensemble de toutes les
variables ; des individus caractérisés par chacun des groupes de variables ; des variables
et des composantes principales de chaque groupe ; des groupes de variables.

Abstract : The factor analysis of the "individuals x variables" table in which the
variables are structured in groups, presents many particular problems such as :

Do the variable groups induce the same structures on the set of individuals ? Do there
exist graphicaal methods to compare these structures ? : .

These questions have given rise to many works deading to different methods, for instance
multicanonical analysis (CARROLL), statis (ESCOUFIER). We propose a new method which has
an interesting property of deading to the computations geometrically interpretable in
the three spaces that are classical used in this type of problem :

observation space, variable space and the space of variable groups.
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INTRODUCTION

Les techniques d'analyse des données permettant dfétudier un

seul tableau de données sont maintenant classiques.
Mais depuis plusieurs années, les statisticiens sont de plus en ;

plus souvént:eonsultés, aussi bien par des chercheurs de sciences de la ;

nature que des sciences humaines & propos de probléhes impliquant 1l'étude :

simultanée de plusieurs tableaux. Il s'agit souvent de suites de tableaux

indicés par le temps, ou de tableaux provenant d'un unique tableau de dimen-

sion trois, mais on rencontre aussi fréguemment des ensembles de tableaux

définis par différents groupes de variables mesurées sur les mémes individus

ou différents. groupes d'individus caractérisés par la méme variable et¢ ...

Ces problémes s'inscrivent en droite ligne de 1l'évolution des
quinze derniéres années, permise par le développement de l'analyse des
données,, lui-méme permis par celui de 1l'informatique : au raisonnement
"toutes choses égales par ailleurs", au découpage cartésien d'un probléme
complexe en multiples problémes plus simples, on substitue souvent une
approche globale visant & prendre en compte simultanément tous les aspects

d'un méme phénoméne.

Dans cet article nous nous restreindrons & un cas particulier
d'ensemble de tableaux. Tout d'abord, chague tableau met en correspondance
un ensemble d'individus ou un ensemble de variables (en rassemblant les
valeurs prises par chacune des variables a propos de chaque individu)}.

Ensuite, l'énsemble des individus est le méme pdur tous les tableaux.

Les raisons qui nous ont conduitsd cette restriction sont les suivantes :

Les questions que l'onypeut se poser devant un ensemble de tableauxdifférent
suivant la nature de ces tableaux. Dans le cas étudié ici, la notion de
liaison entre groupes de variables est une notion fondamentale gue nous
étudions longuement. Cette notion ne se traduit pas directement dans d'autres
cas.

Ensuite ce type de tableau est trés fréquemment rencontré. Il
recouvre lui-méme plusieurs situations selon que les variables sont numériques
ou gqualitatives. Précisons qu'une variable qualitative définit une partition
de l'ensemble des individus et quiune telle variable est représentée classi-
quement en analyse factorielle par 1'ensemble des variables indicatrices de

toutes les classes de cette partition.



Remarquons au passage les cas trés particuliers ol chaque groupe de variables
ne comprend qu'une variable'numérique ou qualitative. Ils constituent des
cas limites auxguels il sera intéressant de se référer. Dans le contexte
d'analyse factorielle dans lequel nous nous placerons principalement, on
sait traiter simultanément des groupes d'une seule variable, par l'analyse
en composantes principales s'il s'agit de variables numériques et par 1'ana-
lyse des correspondances multiples s'il s'agit de variables qualitatives.
Mais bien entendu, ce sont les cas non ﬁriviaux ou chaque groupe de variables
comporte plusieurs variables numériques ou p1u31eurs variables qualitatives

qul nous intéresserons véritablement.

Toutefois, les résultats exposés ici et les méthodes d'analyse

proposées peuvent s'adapter avl'étﬁde simultanée d'autres ensembles de

tableaux. Nous l'exposerons ultérieurement,

L'objet de ce travail est d'abord de détailler les questions que
l'on peut se poser devant un ensemble de tableaux regroupant des variables
+ définies sur les mémes individus. Nous le ferons en référence i des méthodes
connues dont les objectifs peuvent sembler trés divers. (analyse
canonique généralisée, méthode STATIS, utilisation des opérateurs dit

d'Escoufier, méthode procustéenne, modéle INDSCAL).

Nous verrons que toutes ces questions peuvent &tre formulées en
termes de trois types d'objets : les individus, les variables, les groupes
de variables. '

La deuxiéme étape est une présentation des divers espaces dans
lesquels on représentera ces trois types d'objets. Ces espaces constituent
des cadres de référence utiles pour formaidiser mathématiquement les questians
préalablement posées et les solutions proposées. Ces cadres ne sont pas nou-
veaux. La plupart‘des représentations des objets sont tout & fait classiques,
mais certaines sont originales. Nous decrlvons leurs propriétés et les relations

qui les lient &' une fagon plus compléte qu'il n est fait habituellement.

Dans la troisiéme étape, nous proposons une méthode nouvelle de
traitement simultané de groupes de variables . Cette méthode permet d'obtenir
des :eprééentations factorielles des variables, des groupes de vardables,
de 1l'ensenble des individus vu a travers chague groupe de variables et wu
a travers l'ensemble de toutes les variables, toutes ces représéntations
étant liées‘par des relations prégises. Cette méthode s'interpréte dans les
différents cadres de référence, ce qui fait qu'elle a plusieurs facettes
et qu'elle permet de repondre de facon coherente aux diverses questions posées

.dans la premiére étape.



Le simple fait que cette interprétation soit possible dans tous les cadres
nous'parait un argument important en faveur de la méthode.

Les interprétations dans les différents cadres rendront aisée
la comparaison_de cette méthode avec d'autres antérieurement proposées.
Tel est l'objet de la quatriéme étape. Dans le cas ou les grou?es sont réduits
d une seule variable qualitative ou quantitative, on obtient les résultats
-un peu enrichis- de l'énalyse en composantes principales ou de l'analyse des

correspondances multiples.

et




1. LES OBJECTIFS SOUS-JACENTS A L'ETUDE SIMULTANEE DE PLUSIEURS GROUPES
DE VARIABLES

1.1. Notations

A chaque groupe de variables correspond un tableau. Tous
les groupes de variables étant définis sur le méme ensemble d'individus,
‘tous les tableaux peuvent étre juxtaposés et former ainsi un tableau uni-
"que croisant 1'ensemble des individus et 1l'ensemble des groupes de varia-
bles. L'ensemble initial de plusieurs tableaux apparait alors comme un

unigque tableau structuré en sous tableaux.

Exploitant ce point de vue, nous appelons :
X le tableau complet ;
I, l'ensemble des individus ;

K 1l'ensemble des variables (tous groupes confondus) .

Le tableau X est structuré en sous-tableaux correspondant
aux groupes de variables. On note :
J le nombre de sous~-tableaux ;

K 4 l'ensemble des variables du groupe J (R =0T gj)

J

X ., le tableau associé au groupe ;.

J
Soit =

' variables

K
Kj Kj KJ
! \ 7 e
individus I X, ‘ Xj X4 Le tableau X

Selon un usage ftéquent, les signes K, I .ou Kj représentent

4 la fois un ensemble et son cardinal .

Une variable du groupe Kj est notéevy {k.e.Kj.Chaque'variable Uk'

west affectée d'un poids, not@ my. Aux individus, on affecte aussi des poids

p;, lausomme des p; -est &gale & 1.



1.2. Variables et structure sur les individus

_ Nous rappellerons tout d'abord la dualité qui- existe dans
1'étude d'un tableau de données tel que ceux dont nous disposons ici.

L'analyse des individus (vus au travers des variables) et l'analyse des

variables (mesurées sur les individus)sont deux approches du méme phénoméne :
‘le tableau.

Or les données suxquelles nous nous intéressons se présentent
sous la forme de groupes de variables (ou de tableaux) décrivant les mémes
individus. Il s'ensuit que pour étudier et comparer ces groupes de variables,

- nous pourrons choisir deux points de vue :
soit considérer les variables ou les groupes de variables

eux-mémes,
soit considérer les structures induites sur le méme ensemble

d'individus.

" " . .
Nous donnons au mot structure son sens habituel en analyse

. factorielle. Ainsi- chaque groupe de variables définit sur 1'ensemble

des individus une distance qui mesure leur ressemblance. La structure de l'en~-

semble des individus est. alors l'ensemble.de ces distances interindividuelles.

Les individus étant classiquement représentés par un nuage de points dans un

espace euclidien (voir § 2.2), la structure de l'ensemble est souvent appelée

1A "
forme du nuage.
1.3. Comparaison globale des groupes de variables

Un des objectifs poursuivis dans 1'étude simultanée de plusieurs

groupes de variables peut &tre une comparaison globale de ces groupes.
général de la comparaison de tableaux, Y. ESCOUFLER et

Dans le contexte un peu plus
ce probléme "étude de l'interstructure"[§f9 et161

L'HFRMIFR DES PLANTES, intitulent

Les objets que l'on cherche i comparer sont les tableaux ;

les questions posées sont :
- les tableaux sont-ils trés différents ou non ?

- Quels sont ceux qui se ressemblent, ceux gqui sont différents..?

- Certains tableaux peuvent-ils étre considérés comme Yinter-

médiaires"entre deux ougplusieurs autres ?
- Peut-on présenter une typologie des tableaux ?

Il est clair que toutes ces questions reposent sur une mesure

globale de liaison - ou de distance - entre les groupes de variables (ou les

tablgaux).



Nous introduirzons et nous &tudierons aux § 2 .-5-2 et
2-5-3 cette mesure de liaison. Notons seulement ici qu'il y a trois points
- de vue pour introduire une mesure de distance ou de liaison entrxe groupes

de variables :

- généralisation des mesures de liaisons habituelles corré-
lation linéaire, mulﬁiple et canonique.

- mesure de ressemblance entre les. structures induites sur
le méme ensemble.

- mesure de ressemblance entre les formes générales des
nuages de variables. " .

Pour visualiser les distances entre tableaux, dans le contexte

'd'analyse factorielle qui est le ndtre, il est naturel d'en chercher ume

représentation approchée dans des espaces de petite dimension figurés par des plans.
C'est ce que nous proposent Y. ESCOUFIER et LYWERMIER DES PLANTES: dans leur

étude de l'interstructure. Mais, dans cette étude, seuls les groupes de variables
apparaissent, ce qui limite les possibilités d'interprétation. Des éléments expli-
catifs seraient trés utiles pour utiliser ce type de graphique. Ici les éléments
explicatifs peuvent étre les variables'qqi composent les groupes ou bien les individi
ou bien encore -les composantes principales des gfoupes de variables. L'introduction
de ces éléments permettrait de préciser en quoi les tableaux se ressemblent et

en quoi ils différent.

Pour comparer globalement les groupes de variables nous chercherons

d définir une mesure de liaison entre ces groupes. Puis, nous chercherons une

représentation approchée des distances entre les groupes étudiés complétée par des

représentations des individus et des variables intervenant comme éléments explicatife

1.4. Comparaison des nuages d'individus

Dans ce paragraphe, on s'intéressé aux différents nuages
d'individus définis par chacun des groupes de variables et on souhaite réa-
liser une comparaison analytique de ces divers nuages. Le terme'énalytiqug
est utilisé en opposition au terme global du paragraphe précédent car le
but poursuivi est maintenant 4d' analyser et .non plus de mesurer les dlffe-

rences et les ressemblances entre les nuages.

Cette analyse elle-méme peut avoir plusieurs points de
vue. On peut étudier l'évolution de chaque individu & travers les groupes
de variables, c'est & dire l'évolution de ses distances avec les autres
individus. C'est dans cette optique qu'est introduite ce que Y. Escoufier
et L' 'HERMIER DES PLANTES appellent 1'stude -des"intra-structures”. Pour cette
comparaison des positions d'individué, la solution pioposée est une repré-
Sentation simultanée des nuages d'individus sur des plans ou dans un espace

de petite dimension.



Etudions les problémes posés par une telle représentation

et les propriétés intéressantes qu'il serait souhaitable qu'elle posséde.

1.4.1. Représentation simultanée des nuages d'individus
Pour cette représentation simultanée, deux problémes se po-

sent : celui de la réduction de chaque nuage sur un espace de petite dimen-

ce intrinséque entre deux nuages peut &tre masquée par des symétries ou des
rotations si on se contente de superposer les repdres de nuages qui, a prio-
ri, sont situés dans des espaces différents (voir § 2.2). Trois approches

sont possibles pour résoudre ces problémes :

(:) réduction des dimensions de nuages, puis orientation des

nouveaux repéres,

(:) orientation commune des repéres de chaque nuage, puis réduc-

tion des dimensions,

(:) orientation et réduction simultanées.

Pour comparer ces trois approches , cherchons quelles sont les
qualités souhaiéables d'une telle représentation, sachant que le but de
cette représentation est la comparaison des positions des individus dans
‘les différents nuages. Deux propriétés doivent &tre vérifiées pour due le

résultat soit intéressant -«

Ei] Chague nuage doit &tre "bien représenté". Nous traduisons
mathématiquement cette propriété en termes familiers en analyse factoriel-
le : tout d'abord la représentation d'un nuage doit étre une projection de
ge nuage, et de plus cette projection doit avoir une inertie suffisamment impor-

tante par rapport & l'inertie totale du nuage.

Les représentations des différents nuages doivent se res-
~ sembler pour qu'une comparaison soit possible : les points représentant le

méme individu doivent é&tre proches les uns des autres.




Il est clair qu'il faudra trouver un compromis entre ces deux
propriétés : -

Si on ne tient compte que de la premiére, les meilleures féprésen—
tations de chaque nuage sur un plan sont les projections sur le plan engendré par
ses premiers axes d'inertie. Ces projections ne se ressemblent pas forcément,
une simplé permutation dans 1'ordre des axes 2 et 3 rendrait la comparaison

impossible.

Si 1'on ne tient compte que de la deuxiéme, on risque d'obtenir des
projections des nuages dans des directions d'inertie trés faible et donc de mau-

vaises représentations de ces nuages.

Ces réflexions nous aménent & conclure que la premiére approche du-
‘probléme qui consistait a réduire les dimensions de chaque nuage, puis & orienter
les reperes privilégie la propriété (p1) aux dépens de la ressemblance entre les

nuages.

- La seconde approche, qui consistait 2 orienter d'abord les repéres,
puis a réduire les dimensions du nuage, privilégie au contraire la ressemblance

(p2) entre nuages aux dépends de la qualité de leur représentation (p1).

La premiere approche évoque une analyse en composantes principales de
chaque groupe de variables et la superposition des résultats. La seconde approche
évoque les techniques d'analyse procustéenne [cf 10 et 19].'A la troisiéme approche,
qui risque de mieux répondre au probléme que nous avons posé puisqu'elle cherche
dés le départ un compfomis entre les deux propriétés, la méthode STATIS de L'HERMIER
DES PLANTES [cf 16] répond en partie, bien qu'elle ne soit pas du tout posée dans
ces termes et surtout que la représentation des différents nuages d'individusn'en
soit pas une projectiom. Cette derniére propriété nous parait trés
importante car elle assure une certaine qualité de représentation. Elle permet
de plus de mesurer cette qualité de représentation suivant les critéres habituels,

ce qui est un élément important de 1l'interprétation des résultats.

1.4.1-a. Nuages moyeﬁs

Notons que 1'on facilitera beaucoup la comparaison des nuages en cons-— .
truisant un nuage moyen ou "compromis' qui a la propriété de ressembler le plus pos-—
sible 4 1'ensemble des nuages. En effet, on substitue alors aux comparaisons deux
& deux (en nombre J x J),J comparaisons & une moyenne. Il est donc souhaitable que

dans la représentation simultanée apparaisse ce nuage moyen.

I1 est toujours possible de construire dans la représentation simultanée
un nuage moyen au centre de gravité des différents nuages. Mais il serait beaucoup
plus intéressant de construire a priori un nuage compromis entre les différents nuage:

et de le représenter ensuite avec les autres nuages par une projection orthogonale.



Dans STATIS la représentation simultande contient, et est méme
fondéesur la représentation d'un nuage compromis. Mais, ce nuage compromis n'est
pas situé au centre de gravité des différents nuages, ce qui aurait facilité

,

comparaison. Nous chercherons une solution possédant cette propriété.

1.4.1-b. le repérage des individus '

Le fait d'analyser des structures définies sur un ensemble d'individus
suppose que ces individus ne sont pas trop nombreux et que leur identité est
chargée de sens pour l'interpréteur. Or, les cas sont fréquents ol ces deux condi-
tions ne sont pas satisfaites. Dans cette situationm, il convient de remplacer ies
individus par des classes d'individus définies 3 partir de variables qualitatives
que l'on suppose 8tre en rapport avec ie phénoméne que 1l'on étudie. C'est ainsi-
qu'a partir de données d'enquédtes dans lesquelles les individus sont initialement
des enquétés, on s'intéressera, par exemple, aux structures induites sur: les

tranches d'dge, les catégories socio-professionnelles...

1.4.2. Comparaison aes formes des'nuaqes d'individus

La comparaison des nuages peut se poser sous un aspect un peu
moins individuel pour tenter de dégager en quoi les nuages se ressemblent

et en quoi ils différent. Les duestions sont alors par exemple :

- Existe-t-il des projections des nuages sur des espaces de
petite dimension qui se ressemblent ? En voyant ces projections comme des
décompositions des distances interindividuelles, la question devient :
Y-a-t-il des éléments de décomposition analogues ? Des facteurs de disper-

sion analogues ?

- Existe~t-il au contraire des directions de dispersion spéci-

fiques d'un ou plusieurs nuages ?

- Si oui, lesquelles ?
Ces questions ne sont pas classiques, mais elles aménent a poser le méme pro-—
bléme que ci-dessus '
la recherche de projections deS'difféients nuages réalisant qh campromis
entre les propriétés(pl)et(pz).La propriété(pz)(de ressemblance entre les
projections) servira a dégagef les structures communes, la propriété(pl)
(de qualité de représentation) & dégager des structures significatives. On
proposera donc les mémes solutions.GE&néralement les projections des différents
nuages ne coincident pas. Pour mettre en dvidence la gtructure commune, il est
commode d'utiliser une représentation moyenne -

Le nuagemoyen introduit au paragraphe précédent (1.4.1-a) sera bien adapté.

Mais le point de vue choisi ici améne & vouloir, si possible,
compléter les projections simultanées des nuages par des éléments explica-

~tifs. Citons~en quelques uns sans préciser leur forme exacte :
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. un indice‘mesufant la ressemblance globale entre les représentations
de tous les nuages, (ou la ressemblance de tous les nuages avec le nuage moyen).
Ceci pour chaque axe de projection et éventuellement chaque plan.Cet indice
permettra de juger si la représentation du nuage moyen peut Etre considérée comme
une structure commune a tous les nuages. Si cet indice est trop faible, les groupes
de variables sont peu liés, ou bien les ressemblances ont été.extraites dans les
axes précédents. Il sera alors vraisemblablement peu utile de comparer point par

point ces projectionms.

. des indices mesurant, pour chaque groupe de variables la ressemblance
entre la projection du nuage défini par ce groupe et la projection du nuage moyen.
Ces -indices permettront de préciser 1'indice précédent en permettant de repérer
les groupes possédant ia structure commune et ceux qui ne la possédent pas.

.‘des indices mesurant la qualité de représentation de chaque nuage.

Ils permettront de mesurer 1'importance des structures dégagées pour chaque nuage.

. des représentations des variables de tous les groupes pour mettre
en évidence celles qui sont les plus liées aux structures dégagées, et donc

responsables des distances interindividuelles visibles sur les graphiques.

Pour résumer, il faudrait une représentation simultanée des J nuages
associés aux groupes de variables sur des espaces de petite dimension qui soient
de bonnes représentations de ces nuages (pl), qui se ressemblent (pg), qut
contiennent la représentation d'un nuage moyen et qui soilt complétée par les

indices ci-dessus.

1.5 Comparaison des nuages de variables

Les nuages représentant ks variables sont constitués d'éléments diffé-
rents mais sont situés dans le méme espace puisque 1l'ensemble des individus est
commun. La comparaison de ces nuages est un point de vue, qui, & notre connaissance
n'a pas encore été étudié ..

Les éléments caractéristiques des fOrﬁes de ces nuages sont les direc—
tions de leurs axes d'inertie et les moments d'inertie associés. Ils sont
plus intéressants que ces axes d 'inertie sont les composantes principales de
chaque groupe et donc des éléments caractéristiques des tableaux. Pour comparer ces
axes, on peut calculer les angles qu'ils font entre eux ou plutdt le cosinus de ces
angles (i.e. la corrélation entre toutes les composantes principales). Mais le nombr
de composantes rend longue cette étude. Pour faciliter cette compéraison, nous pro-
poserons de projeter les vecteurs directeurs unitaires de ces axes sur des espaces
de petite dimension,ce qui permettra . de repérer facilement les composantes proclie:
_entre elles. Pour avoir une bonne représentation des angles entre ces axes, il faut

choisir des sous-espaces qui en réalisent un bon ajustement.

1.6 Objectifs exprimés en termes, de liaisons (entre variables ou groupes

de variables).

C'est en ces termes que 1'analyse simultanée de plusieurs groupes de

variables a été d'abord formulée. Nous faisons allusion ici au cas de deux tableaux
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étudié: par HOTELLING en 1936[Ef1élé 1'aide de ce qu'il appela l'analyse canonique.

L'objectif général était d'étudier les relations entre deux ensembles de variables
d'un point de vue synthétique, et non en considérant les relations entre les va-
riables prises.deux.-a deux. La formalisation mathématique de cet objectif est,
dans i;analyse canonique : déterminér la combinaison linéaire des variables du
pPremier groupe et la combinaison linéaire des variables du deuxiéme groupe les

plus corrélées -

Cette idée est & la base de nombreuses généralisations

au cas de J tableaux (J>2). L'objectif est alors de rechercher J combinaisons li-,
néaires de variables (chague combinaison est définie sur un groupe) telles que
ces combinaisons soient les plus liées possibles. Selon lescritéresde liaison pour
un ensemble de variables que l'on retiendra, on obtiendra des techniques distinctes
(d'ol les propositions de aorst [ 17 ' KETTENRING[ 151,). Ces méthodes sont regrou-
pées sous les termes d'analyse multicanonique, ou d'analyse canoniqué généralisée.

L'idée émise par CARROLL [5] est de chercher d'abord une variable
générale la plus liée possible & tous les groupes de variables, puis, cette variable
générale obtenue, de cherpher dans chaque groupe la variable qui lui est la plus
liée. Avec le critére qu'il a choisi, les calculs sont relativement éimplesa
Mais, comme pour les autres analyses canoniques généralisées, et méme l'analyse
canonique, les difficultés d'interprétatioﬂs font que ces techniques sont trés
peu utilisées. Elles le sont seulement dans le cas particulier des variables
qualitatives. Pour deux variables qualitatives, 1l'analyse canonique se confond
avec l'analyse des correspondances du tableau de contingence croisant ces deux
variables ; pour un nombre supérieur a deux, 1'analyse multicanonique au sens
deCarrol se confond avec l'analyse des correspondances multiplesngfg et 1§].Mais en
réalité, dans ces deux cas, c'est essentiellement avec l'optique d'analyse
correspondances gue ces techniques sont utilisées, c'est & dire avec les représen—-
tations des individus et des modalités des variables qualitatives (i.e. des cen-

tres de gravité des individus).

En. plus des difficultés d'interprétation, un reproche gque 1l'on
fait & l'analyse canonique (généralisée ou non,) est que la variance des groupes
de variables expliquée par les variables canoniques obtenues peut étre trés faible.
Pour augmenter la variance expliquée, des techniques un peu différentes de 1l'ana-
lyse canonique ont d'ailleurs €té proposées Cf 21].

En résumé, le point de Que analyse des.liaisons est

- intéressant, mais les résultats de l'analyse multicanonique ne sont vraiment
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trés utilisés que dans le cas de variables qualitatives.

Une direction de recherche peut étre de tenter de généraliser 1'analyse
des correspondanées multiples ¢ des groupes de variables quelconques. C'est & dire

de chercher des résultats admettant la double interprétation :

- en termesde liaison entre groupe.
- en termes de représentation des individus et des variables correspondant

aux notions classiques en analyse factorielle.

Une démarche analogue & celle de CARROLL avec une mesure de liaison qui
se confond avec la sienne dans le cas des variables qualitatives, nous assurerda qu'il
s'agit d'une généralisation de 1'analyse des correspondances multiples. Dans le cas
’général, il serait souhaitable que cette mesure soit différente : d'une part pour
augmeﬁter la variance expliquée par les variables obtenues, et d'autre part pour ohteni
des représentations des ensembles d'individus et de variables facilement interpré-
tables (1.e. correspondant aux notions classiques en analyée en composantes prin-

eipales).

1.7 Les mod&les INDSGAL et IDIOSCAL

~

C'est une approche tout & fait différente puisqu'un modéle est proposé et
qu'il s'agit d'en calculer les paramétres. Le modéle INDSCAL (Analysis of Individual ’
Difference in Multidimensional Scaling) a été proposé essentiellement par CARROLL et
CHANG [(:fé}. I1 s'applique & des données plus générales que les nGtres ; matrices de.
distances entre objets ou matrices de similarités (pour nous, chaque groupe de

variables définit une matrice de distances entre les individus).

Le modéle est le suivant : les distances entre individus peuvent se décompose:
suivant un certain nombre de "facteurs" communs & tous les groupes, les poids

affectés a chaque facteur différent suivant les groupes. Plus précisément notons

FS(i) la valeur du s-iéme facteurs (s = 71,8) pour 1'individu %

- wg le poids affecté a Fs par le j.ieme groupe

dj(i,i’) la distance entre % et Z’induite par le j.iéme groupe

Le modéle s'écrit

2 .., J R R
dj (2,2') = Ly W {Fs(l) - Fs(z )}

Le modéle INDSCAL, lorsqu'il est adapté, permet de résumer d'une maniére
tres synthétique les différences entre les nuages par les poids affectés a chaque

"facteur".
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Une maniére équivalente d'exprimer le modeéle est de dire que les individus
peuvent étre représentés pour tous les groupes par un méme nuage de points dans un
espace de dimension S ; les coordonnées d'un individu 1 sont égales a F (7) . Mais,
4 chaque groupe est associé sur cet espace un produit scalaire qui, exprlme dans

la base canonique, est diagonal. Les éléments dlagonaux sont les poids wJ

. Le modéle IDIOSCAL est plus général :les produits scalaires associés a

chaque groupe sont quelconques.

Les parametres a calculer sont les facteurs F et pour le modéle INDSCAL

les poids wg (pour IDIOSCAL les produits scalaires associés a chaque groupe).

Diverses solutions ont été proposées qui dépendent du type de critére de choix
des paramétres que l'on cherche 2 optimiser. Citons pour INDSCAL la premiére technique
proposée par CARROLL. et CHANG ‘@f41 dont la convergence est assez lente et pour laquelle
'1a solution risque d'@tre seulement un optimum local. Citons aussi SUMSCAL de

DE LEEW et PRUZANSKY [Cf“ﬂ beaucoup plus rapide.

Les facteurs communs permettent de donner une représentation "moyenne' des
différents nuages. Les poids affectés aux facteurs par un groupe de variables donnent
une représentation du nuage associé 3 ce groupe qui se déduit de la repré-

sentation moyenne par des homothéties axe par axe.

I1 peut &tre intéressant de rapprocher cette représentation des nuages de
celle qui a été discutée au paragraphe 1.4.1. Dans ce dernier nous cherchions des
représentations qui soient des projections des nuages sur des espaces de petite
dimension qui se ressemblent (dans le sens que les distances entre les points repré-
sentant le méme individu soient assez faibles). Ici, avec INDSCAL on cherche des
représentations telles que les facteurs, i.e. les projections des représentations
sur les éléments de la base soient les mémes & une homothétie prés. Cette contrainte
est trés forte et ne permet pas d'obtenir pour les représentations des nuages des
projections des nuages initiaux. (ceci ne serait possible que si le modéle était
vérifié). Elle ne permet pas d'obtenir non plus des distances faibles entre les
points représentant le méme individu. Car ces distances peuvent &tre trés'grandeé

si les poids affectés a un méme facteur ont des valeurs trés éloignées.

Les critéres de ressemblance entre les représentations sont donc de types
trés différents la contrainte pour INDSCAL est trés forte. Les critéres de qualité
de représentation ne sont pas les mémes non plus. Pour INDSCAL, le critére de qualité
ne pourra étre qu'un critere global sur les distances ou les produits scalaires,
puisqu'on ne feut parler de pourcentage d'inertie extrait, par-des représentations qui
ne sont pas des.projections des nuages. ' .

Cependant, la représgntation simultanée du paragraphe 1.4 a été aussi intro-

duite en 1.4.2, a partir,despréocéupations qui se rapprochent beaucoup d'INDSCAL.

On y cherchait des "structures communes' aux nuages (i.e. des projections sur des
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espaces de dimension 1 qui se ressemblent). On y cherchait aussi vhe structure
moyenne pour représenter ces structures communes.

Cette structure moyenne pourrait fournir les . facteurs du modéle INDSCAL .

I1 ne resterait qu'a calculer les poids affectés par chaque groupe a ées facteurs
pour avoir une solution pour INDSCAL. L'intér&t de cette solution, si elle est
acceptable (ce dont il faudra discuter) sera

. de pouvoir se placer dans les cadres géométriques proposés pour résoudre

les autres problémes ;

. de juger de 1l'adéquation du modéle, non seulement avec un critére
global qu'il sera nécessaire de calculer, mais. aussi d'uhe maniére trés analytique
puisqu'on disposera de deux représentations trés. proches des nuages, l'une avec

Ies contraintes du modéle, 1'autre sans ces derniéres.

1-8 Conclusion

Nous avons dégagé trés précisément un certain nombre d'objectifs pour
comparer les groupes de variables :

. comparaison globale des groupés.;

. représentation simultanée des nuages d'individus définis par chaque
groupe de variables (i.e. projections de ces nuages se ressemblant entre
elles) et d'un nuage moyen ;

. comparaison des formes des nuages de variables (i.e. des composantes
principales de chaque groupe);

- recherche de combinaisons linéaires des variables de chaque groupe
corréllées entre elles (c.f. analyse multicanonique) ;

. modéle INDSCAL (facteurs communs aux groupes avec poids dépendant de

chaque groupe).



2 - LES CADRES DE REFERENCES

Ce paragraphe contient une étude détaillée des cadres de références

et des objets placés dans ces cadres pour concevoir la méthode proposée.

Pour comparer des groupes de variables définies sur le méme ensemble

d'individus, on peut adopter . deux points de vue :

a) considérer les variables en elles-mémes,

b) s'intéresser a la structure définie sur l'ensemble des individus par

le groupe de variables.

Nous verrons que ces deux points de vue aboutissent & introduire
le méme &tre mathématique pour caractériser un groupe de variables et a proposer
.la méme méthode. . Cette méthode donne plusieurs résultats se complétant jcer-
tains permettent la comparaison directe des groupes de variables et d'autres la

comparaison des structures définies sur l'ensemble des individus.

2 -1. L'espace RI :

Pour étudier les variables elles-mémes, le cadre classique est l'espace

s s PP s N . I
des fonctions numéricues définies sur 1l'ensemble des individus I : l'espace R .
: . - < I
Chaque variable est représentée dans R par un vecteur.

I PP P o - .
Sur R, on définit une métrigque euclidienne, notée D dont la matrice
est diagonale et comprend sur la diagonale les poids des individus. On impose &

ces poids d'étre positifs et d'avoir une somme égale & un.

Rappelons que pour cette métrique, siv et w sont des variables quel-

conques, il y a les équivalences suivantes :

v eentrée <==> <v,u> = v'Du = 0 avec u=(1,...,1)
v centrée,réduite<==>}Xv,u> = 0 et l[vll?l

corrélation (v,w) = cos(v,w) = Tv ., w> 81 vV et w sont centrdes
: | [oTTTTwT o
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Un groupe de variables est représenté par un groupe de vecteurs affectés

, .
chacun d'un poids.

oy
- 2-2. les espaces R J .

Nous nous intéressons maiftenant aux structures induites sur I par les
différents groupes de variables.
Ces structures sont obtenues & partir de distances euclidiennes. La distance induite pa:

le j—éme groupe de variables est :

. . . 2
z(z,z’) = I my {vk(z) - vk(z')}
kek, )
J
La représentation classxque de I muni de ces dlstances est un nuage de
points situé dans l'espace R J. Les coordonné€es de ces points sont contenues dans

le tableau X .. La métrique de R J est une métrique diagonale des poids my des

variables. On note Mj cette métrique.

Aux J groupes de variables étudiés, correspondent donc J nuages dlfferents
chacun représentant I, situés dans des espaces distincts R.(7 . On note N% le nuage
associé au groupe Kj'

.2-3. L'espace RK

Considérons maintenant 1'éespace RK, ol K est l'union de tous les Kj'
C'est l'espace naturellement associé & l'ensemble de toutes les variables sars

distinction de groupes. La métrique diagonale des poids de ces variables est

notée M.

Ce cadre est particuliérement intéressant car il permet de repré-
senter simultanément les J nuages Ng et de construire un nuage moyen qui facilitera,
comme nous 1l'avons déja dit, les comparaisons de tous ces nuages.

K . Lo .
L'espace R contient le nuage associé a l'ensemble K de toutes les varia-

bles dont les coordonnées sont contenues dans le tableau X. On note NI ce nuage. )



2-3.2. Representatlon simultanée des J nuages N=7

. K . .
Pour représenter simultanément ces J nuages dans l'espace R , il suffit
de remafquer que RK peut se .décomposer en'somme'directe de sous espaces -orthogo-

K,
naux deux a deux et isomorphes aux espaces R j.

K.

Sur chacun de ces sous espaces, la métrique induite par M est la métrique
M. ; il s'agit donc d'un isomorphisme d'espaceseuclidiens.

. _ K.
Le nuage N% est donc représenté dans le sous espace R J de R de la
maniére classique par ses coordonnées contenues dans le tableau dque nous avons
noté X.. Ses coordonnées dans l'espace tout entier sont contenues dans un

"
tableau noté Xj}de dimension I X K ou Xj est complété par des zéros.

Remarquons que le nuage Néjaln51 construit dans le sous-espace R J de

I

K
R est la projection orthogonale du nuage N_ sur R Je

I

Les nuages Nf étant situés dans des sous-espaces orthogonaux, cette

représentation simultanée est aertificielle et inutilisable directement, mais elle
va servir de base a une véritable représentation simultanée obtenue parx

projection sur des sous espaces de RK.




—————————————————————— I-

Nous avons §Ouligné déja l'intérét d'un nuage. moyen pdur faciliter les
comparaisons. Différents critéres peuvent é&tre utilisés pour construire un nuage
moyen. Celui qui s'introduit naturellement iti porte sur les carré& des distances.

En effet, dans le nuage NI associé i l'ensemble de toutes les variables,
le carré de la distance entre 2 points 7 et %£' est la somme des carrés de leur
distances dans les nuages N; :

Notons : d.(i{i') la distance dans N,

tg -
dﬁ(iJ,i J) la distance dans Nf

Nous avons :

d%(i,i" =1 m, (0, (D) - vkw;'))2
kek v
. i 2
= [ z (‘Uk(%) - vk(t’))
Jed keKj

=1 & 4,in
Jjeg J

Donc, & un facteur d'homothétie prés, le carré de la--distance dans NI

est la moyenne des carrés des distances dans les nuages Ni.

Nous considérons le nuage ~homothétique de'NI de rapport d'homothétie 1/J. Nous- .
x A a
noterons NI ce nuage et 7 le point de ce nuage représentant i. Ce nuage est inté-

ressant il a la méme propriété de moyenne que NI et en outre, chacun de ses élé-

% el , L . .J . .
ments, 17 est situé au centré de gravité des points, 7Y représentant 7 dans les
nuages Ni '

' X .7
071 = i r oY

J .

d

Cette propriété se conservant par projection, si on projette simultanément

: K X . *
dans R les nuages Ni et le nuage N sur des plans, la projection de 7 se trou-

I v
vera au centre de gravité des points homologues des N% ce qui facilitera beaucoup

la compaxaison.
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Dans la construction du nuage moyen, se pose un probléme d'équilibre:
de i'influence de tous les groupes de variables. En effet, si dans certains
groupes, le nombre de variables ou leur poids est beaucoup plus important que
dans d'autres, le nuage moyen reflstera essefitiellement ces groupes en négligeant
les autres. Pour éviter cela nous surpondérerons les variables en multipliant
les poids de toutes les variables du groupe j par un méme coefficient positif aj.
Le choix de ce doefficient fait partie intégrante de la méthode et sera discuté
au § 3-5 en considérant tous les aspécts du probléme.

En multipliant les poids dés variables parx aj, on peut effectivement
modifier i'influence de chaque groupe de variables survle nuage moyén pulsque

le carré de la distance entre deux éléments 4 et <' s'écrira :

2 .., _
. (7,17 ' ;.
. O J( ) .y

[}
™
[
[a N

a%(3,1")

Lors de. la recherche d'une représentation simultanée de ces nuages, on
rencontre un autre aspect de ce probléme. |

En effet, une représentation simultanée des J nuages a pour but de com-
parer les structures induites sur I par les différents groupes de variables.

Il est naturel de considérer que deux nuages homothétiques définissent des struc-
tures équivalentes. La comparaison des nuages par une représentation simultanée
sera beaucoup plus simple si une normalisation préalable des nuages a rendu égaux
deux nuages homothétiques.

Pour cela, il faudra _ transformer_chaque nuage Ni par une certaine
homothétie. Or, multiplier le poids des variables du groupe numéro j§ par un
éoefficient 0, revient exactement a appliqper au nuage Ng une homothétie'de'rapport
FVGE;‘Ainsi, fg normalisation des nuages N% conduit elle aussi 3 surpondérer chaque
gf@upe de variaBles par un coeffigient’uj. i
par un coefficient a .. |

e J g ] '
Afin degarder toute la cohérence des représentations des N% et des nuages
*
I

dans les NiJ), il faut que les coefficients o soient les mémes pour la construction
7
v .

moyens N » (et les points de ce dernier au centre de gravité de leurs homologues
o J
du nuage moyen et la normalisation des NI .
Nous décrivons le choix des‘aj . au § 3-5. Souvent, dans la suite, lorsque
cela ne sera pas précisé, . ces coéfficients @, seront inclus dans le poids des

: . dJ
variables. Ces poids se traduisent dans la métrique diagonale M de RK.
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2 -4, Dualité -d'un nuage d'individus et d'un nuage de variables :

Nous étudions ici les relations entre un nuage de variables et le -
nuage d'individus qui lui est associé.
Pour simplifier les notations, nous parlons du nuage NK et du nuage Ni,

mais il est bien évident que les résultats s'appliquent & tous les couples de

] X K,
nuages Ni et N£7, en remplacant X par Xj, R par R j et M par M..
g J

2-4.1. Projection des nuages sur un axe :

. K
Rappel : Le nuage des individus Ny est situé dans l'espace R et le

nuage des variables NK’ dans l'espace RI. Le .poids des variables dans le nuage
NK définit la métrique diagonale M de RK et réciproquement le poids des indi-
vidus dans NI définit la métrique diagonale D de R . Ceci est indispensable

pour que les résultats que nous indiquons ci-dessous soient vérifiés.
_ ' . I o .

Soit a un vecteur normé de R . La projection du nuage NK sur 1'axe {al
définit une fonction numérique sur K, donc un élément de R . Cette fonction
notée b s'écrit en fonction de a :

b=X'"Da

P . . . : K
On définit ainsi l'application X'D de RI dans R .

De plus, la longueur de b nous renseigne sur l'inertie de cette pro-

jection car

1

(a'DX) M(X'Da)

Ibf]?

Inertie de W( sur a

~ Lo : Eos . . . K
- De méme, la projection du nuage NI définit l'application XM de R

I . : :
dans R'. Si l'on prend le vecteur b ci-dessus, la projection ¢ de %: sur

l'axe engendré par b s'écrit :

c = xMb/||b]|
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L'inertie de cette projection est encore le carré de la norme de c.

Inertie de Ny sur l'axe {b} = ( b’ MX")I}(XM_' ‘b )
| Hol] - [Ie}]
2
= [lel]
K 4 ®,p |
R™M
Pl S
K
N /
b
~— M
~——
—_ | .
Projection de NI sur b :XMb projection de NK sur a : X'Da

2-4.2. Schéma de dualité

. P . . I K
Les métriques D et M définissent des isomorphismes de R et de R -
* r %
dans leurs duaux noté'(RI) et (RK)V. Il est donc naturel de considérer l'appli-

K, % I
cation de (R) dans R définie par X.

Le schéma de dualité [of 3] ‘ résume l"ensemble de ces diverses appli-

cations :

I % X! K
R) R
i ”~
! ! = ¥
D W V.| M v X'DX
; : W o= XMX'
v [}
I K, %
R ¢&———(R)
" .

Ce schéma est complété par les applications W = X'DX de (RI)* dans R

. x .
et V de (RK) dans RK.

En composant les applications W et D, on obtient un opérateur de RI, WD.
Pour chaque groupe de variables, on définit de méme W, = X M, 6 X',

et les opérateurs wj D.
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Cas des axes d'inertie :

Partant d'un vecteur a de RI, on- obtient dong, en appliquant X'D,la

projection b_de NK,sur {a}, puis en appliquant XM,la projection c de NI sur b.

Généralement, les vecteurs a et ¢ ne sont pas colinéaires :

1 . ‘Da 1

| Io] | |In]]

Le vecteur c est alors la projection de NIsur 1'axe X' D a.

W

[
4
»
"

. Ces vecteurs ne sont colinéaires que si a est vecteur propre de WD.
C'est alors un axe d'inertie du nuage NK,. Le vecteur b = X' D' a est
aussi vecteur propre de X' D X M et axe d'inertie de NI associé au méme moment

" d'inertie X.

2-4.3. L'ellipsoide des ggojections_d'un_ggggg :

Nous aurons besoin dans la suite de caractériser dans RI les vecteurs
représentant la projection du nuage NI sur un axe. Nous avons wu'que ce sont
des vecteurs dont le carré de la norme est égal & l'inertie de cette projection.

‘Nous allons montrer que ces vecteurs sont contenus dans le sous-espace
de RI, noté E, engendré par l'ensemble des variables et qu'ils forment un ellip-
soide. L'équation de cet ellipsoide est c' W-1 c =1ou W_1 est l'inverse de la

restriction de W & E.

Démonstration :

. . , K
Nous venons de voir que la projection c de NI sur un axe {b} de R

s'écrivait :
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Supposons d'ébord que b appartient au sous-espace engendré par N&,
R : ) . . I
il appartient & l'image de X'D et s'écrit en fonction d'un vecteur a de R :
b = X'Da

D'oll ¢ s'écrit :

XMX'Da WDa
c = £

- Ja'DWDa
||b||M a' DWD a

Or l'image de W est exactement le sous-espace E engendré par les varia-
bles. Donc ¢ appartient a E.

Définissons maintenant W_l. Comme WD restreint & une application de E
dans .E est bijective et qﬁe D est bijective aussi, W est une bijection de D(E)
dans E. On note W_1 1l'inverse de cette bijection, qui est donc une application
de E dans D(E), et qui définit une forme bilinéaire symétrique sur E.

vérifions maintenant que c' W—Ié = 1 .pour toute projection c de NI. Puis-
que c appartient a E, W_1 est définie sur c. Elle s'écrit :

oyl o la'D W Wl a

a' DWD a

Réciproquement, si ¢ appartient & E, il est image par W D d'un vecteur a,
e = . . I . ' .- ’
et est colindaire & la projection de N sur X' D a. La contrainte c'Wc =1 fixe

sa longueur et implique 1l'égalité avec cette projection. c.q.f.d.

3
- 1
RK oM 1 ) RI sD
x'n)
e —
NI / () T~ B
engendré
//// C— T Jar les -
éﬁTB; variables

c=projection de N, sur b

HC| |2 = inertie de cette projection
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Voyons maintenant le cas ol l'axe b sur lequei on projette Ny n'appartient
y ; I

pas au sous—espace engendré par Ni. Notons alors :

g la projection de b sur ce sous—espace
0 l1'angle entre b et %

g la projection de Ny sur g

c la projection de Ny sur b

Naus allons montrer que :

o
c= ¢ cos 0O

d'on

c €EE et c' W_lc = cosze <1

perpendiculaires, la projection d:liun
point % sur b est obtenue en projettant i'd'abord sur le plan Jb,%l, puis sur b.
I1 est facile de voir que la projection d'un point de NI sur le plan Ib,gl est
exactement la projection sur g. En " ensuite sur b, on multiplie les

longueurs des projections par cos 8.

®, 0

sSp
engendré
par NI

——— el Pt oo S e g umhont

La projection de N; sur un axe étant un vecteur c de RI tel que c'W_1é = 1

et 1l'inertie de cette projection étant ||c|| la projection d'inertie maximum
I ' -

est le vecteur de R~ rendant ]Icl] maximum sous la contrainte c'W 1c = 1.

On retrouve les vecteurs propres de WD, i.e. .  axes d'inertie du nuage NK qui

sont cpnfondus avec les axes principaux de 1'ellipsoide W—l.

Pour les points P situés sur ces axes, on a :

Il

inertie de la projectioh de N

inertie de la prOJectlon de N sur OP
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Dans les autres directions, la deuxiéme ligne n'est pas vérifiée.
I
Les vecteurs u de R dont le carré de la longueur est egal & l'inertie de la
pProjection de NK sur u ne forment 4° allleurs pas un elllp501de. Par contre, les

vecteurs v de l'ellipsoide v'DWDV ont pour norme carrée l'inverse de cette valeur.

2-5. L'espace (RI)2 :

Pour comparer globalement les groupes de variables, on se place dans un
' 2 Lo
espace euclidien de dimension (Card I)“. Dans cet espace chaque groupe de varia-

bles est représenté par un vecteur unique.

Il existe plusieurs représentations isomorphes : dans un espace de matrices,
dans le produit tensoriel RI ® RI, dans un espace d'opérateurs. Les points de
vuesofferts par ces différentes représentations " serviront. Lorsque 1l'on ne préci-
se . pas le point de vue, on parle simplement de 1l'espace (RI)Z. e

Ces représentations ..possédent deux propriétés intéressantes :

.a) La connaissance du vecteur représentant un groupe de variables permet
. s . I ce , ca s .
de décrire ce groupe : soit dans R, soit par les distances qu'il induit sur

1l'ensemble I.

' I
b) La structure euclidienne de (R ) permet de comparer les groupes de
variables . Nous vérifierons sur plusieurs cas particuliers que cette structure

.correspond bien & ce que l'on souhaite.

2-5.1 description d'un groupe de variables par W :

Nous montrons ici comment s'introduisent naturellement les Qecteurs de
: 2 s = . . .
(RI) pour décrire a la fois le groupe des variables dans RI et les distances

induites sur I par ce groupe.

Commengons par les distances induites sur I : ces distances
peuvent étre décrites dans des matrices symétriques de dimension Card I. Mais ces

matrices sont peu maniables.

Or ces distances peuvent se déduire des produits scalaires des
vecteurs joignant l'origine aux p01nts représentant les individus dans R J Ces

produits scalaires s'écrivent aussi’ dans une matrice symétrique.
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Mais, ces derniers dépendent de l'origine des axes, alors
'que les distances n'en dépendent pas. Pour qu'il y..ait bijection entre matrice

de produits scalaires et matrice de distances,il suffit de fixer 1'origine des

axes au centre de gravité du nuage.

Ceci revient & centrer les variables, et, sauf expression du
contraire, nous considérerens dans la suite que les variables sont centrées.

"Dans ce cas, la matrice de produits scalaires est indépendante
de la représentation euclidienne choisie pour le nuage d'individu. Rappelons que

cette matrice qu'on note W se déduit des distances par la formule suivante :

W(i,i') = %(di. + di., - a% (4,2 - a0

ol d% = I P dz(i,i') et dz.; = I pi<1§ .
i'e1 4 ZEI «
Pour le groupe j; cette matrice s'écrit facilement en fonction

de X., de sa transposée X', et de la matrice diagonale Mj; En effet, Xj contient

les coordonnées des” individus dans R j. D'ol :

W. = X. M. X'.

Jd d J J

Les colonries de la matrice Xj sont les coordonnées des variables
vk composant le groupe X. et les éléments de la matrice diagonale Mj sont leurs

poids m, . La matrice Wj se décompose donc sous la forme :

W. = z 7)7)',.'
I e ijk K" %

223:1.b: W tenseur d'inertie :

I .
Replagons nous dans l'espace R™ pour comparer directement les

groupes de variables.
) Dans cet espace, chaque groupe est représenté par un ensemble
de vecteurs muni de poids. Pour comparer ces groupes, on peut comparer les positions

et les formes de ces nuages.

Or, il existe une notion qui caractérise la forme d'un nuage,
c'est sa forme quadratique d'inertie, ou tenseur d'inertie.

En notation tensorielle, il s'*écrit :

] kaE? k k
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Soit, en notation matricielle :

Wj=2{mk”k”7i

On retrouve le W, précédent, d'ol 1l'identité des notations.

Rappelons que ce tenseur caractérise la_for- -

me du nuage par son inertie.En effet, il permet - avec la métrique D de l'es-

pace R dont il est indépendant - de calculer :

a) l'inertie de la prdjection du nuage dans toutes les directions
de l'espace,
b) les moments d'inertie et les directions des axes.dfinertie du

nuage.

Un tenseur peut &tre considér€ soit comme un élément du produit
R I . P cps
tensoriel R* @ R ; soit comme une forme bilinéaire symétrique sur le dual

I . I, % . X , . I ¥ I
de R noté (R”) ; soit comme une application linéaire de (R') dans R .

Pour calculer l'inertie de la projection du nuage sur une direction
I . P P N N C oe s
u de R*, on applique la forme bilinéaire symétrique & D u oi D est considéree.

. . P I
comme une application linéaire de R dans son dual :

Wj(D u, D u) = Inertie de la projection du nuage sur u

2
) (! D)
k.eijk k-

u' D W.Du
J
Pour calculer les axes d'inertie et les moments d'inertie du nuage,
on diagonalise l'opérateur W.D ou W, est maintenant considéré comme une appli-

. P I % I
cation linéaire de (R°) dans R .

h

' 2-5.1.c.Comparaison entrq“ﬁﬁ et le sous espace engendré.par un
groupe de variables pour caractériser ce groupe.

Pour caractériser un groupe de variables, nous utiliserons

le tenseur Wj' ou - ce qui est équivalent en un certain sens, comme nous le

verrons - l'opérateur Wj D .
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En analyse canonique, multicanonique, en regression (cf.4]
L s . I
on associe & chaque groupe de variables, le sous-espace de R° qu'elles engen-
drent. On caractérise ce sous-espace, par son opérateur de projection orthogo-

nale.

I1 s'agit 13 d'une différence essentielle entre. les méthodes. lLa

comparaison entre ces deux approches lient en trois points :

a) Wf permet de calculer les distances entre les individus de I-

définies par le groupe de variables. Le projecteur ne le permet pas.
" b) Wj contient plus d'informations que le projecteur puisque
1'image de Wj est exactement le sous-espace engendré par les variables. Il

en est de méme pour wj D , puisque D est un isomorphisme. La différence entre

~Wj D et l'opérateur de projection orthogonale provient seulement de leurs

=

valeurs propres non nulles. Elles sont toutes &gales & 1 pour le projecteur

et généralement différentes entre elles pour Wj D .

c) Wj est beaucoup plus stable que l'opérateur de projection

orthogonale. L'exemple ci-dessous le montre. |
A Le groupe de variables u,v engendre
le plan (x,y). Le tenseur donne une
grande importance & la direction x

-=-%1u de grande inertie et une trés faible

- -
-
-

== 7 x a y, alors que le projecteur donne

v la méme importance & ces deux direc-
tions. Une petite variation de u con-
servera a peu prés la direction x mais peut modifier totalement 1'autre direc-

tion du plan, le projecteur sera tré&s différent alors que le tenseur variera peu.

2-5.1.d- Cas des variables qualitatives :

Une variable qualitative définit une partitibn de l'ensemble
des individus. Si on associe & cette variable 1l'ensemble des variables indica-
trices des classes de cette partition, on peut dire qu'une variable qualitative

est un cas particulier de groupe de variables.

Ce cas particulier est intéressant puisque 1l'on sait trés

bien le traiter par l'analyse des .correspondances multiples en analysant le
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tableau disjonctif complet dont les colonnes sont justement les variables indi-
catrices évoquées ci-dessus.

&

L3

Pour décrire une variable qualitative, c'est le sous-espace

engendré par les variables indicatrices qui est intéressant et non un quelconque
tenseur d'inertie. En effet, ce sous-espace est celui des fonctions prenant la
méme valeur pour des individus appartenant & la méme classe de. la partition, i1

décrit donc parfaitement cette partition. [cf 83

Les variables indicatrices étant orthogonales deux & deux,

la dimension de ce sous-espace est égale au nombré de modalités de la variable.

La somme de ces variables est toujours égale au vecteur
u=(,...,1). Le sous-espace .E gqu'elles engendrent peut se décomposer en deux
sous-espaces orthogonaux, l'un de dimension 1 engendré par u, et l'autre E de
dimension égale au nombre de modalités moins 1. Ce dernier est tout simplement
le sous-espace engendré par les variables indicatrices centrées, il caractérise
" donc aussi la variable qualitative. On considérera.l'un ou l'autre de ces deux

sous—espaces.

Un sous-espace est caractérisé par l'opérateur de projectioh~
orthogonale sur lui-méme. =~ - Pour faire entrer les variables qualitatives dans
le cadre général, il suffit que 1 'opérateur Wj D soit égal & ce projecteur i.e.

que tous les moments d'inertie du nuage des indicatrices soient égaux a 1.

Remarqguons gue ceci est réalisé en analyse des cdrrespondances
multiples : la variable indicatrice ki' est remplacée par son profil ki'/k' et on
‘lui affecte le poids k, ce qui lui donne une inertie égale & un. Ces variables
étant orthogonales deux & deux, tous les moments d'inertie sont égaux.

Dans la suite, nous appellerons variable qualitative un groupe
de variables indicatrices (ou de profils) pondérées pour rendre égaux les moments
d'inertie. :

?.-?-Z__EEf&&iE&QE-@E-l&j’EQSE‘&EE_9‘391.1.(3&9&199_@‘3_113-)._ :
. Dans le paragraphe précédent, nous avons associé a chague groupe de varia-
bles un vecteur Wj de l'espace (RI)Z; Pour comparer ces Wj entre eux, il reste a

définir sur cet espace une structure euclidienne, qui est la notion de proximité

. la plus facile & manier.
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Nous 1la deflnlssons at abord en considérant (R ) comme le produit tenso-
I
riel, R @R car la métrique D de R induit sur cet espace une metrlque notée .
classiquement D@D Nous le traduisons ensuite dans les espaces isomorphes :

I
l'espace des matrices et l'espace des opérateurs de R .

2-5.2.a.(RT%)= BT Q!

s I .
Rappelons d'abord que les éléments de R @RI sont des combi-
naisons linéaires de tenseurs particuliers, appelés tenseurs de rang 1 . Ces ten-

P o I
seurs s'écrivent u@v ou u et v sont des vecteurs quelconques de R™.

Le rang d'un tenseur est le nombre minimum de tenseurs de rang

1 permettant de le décomposer.

Rappelons aussi que si u sfécrit : u = Zai e alors u@v se

décompose : u® v = I O‘i (ei ® v). Il en est de méme pour v.
‘ 7 ) :
. I .
Si les ei forment une base de R, les ei®ei, forment une
I I . -

base de R @R . Les .coordonnées de W . dans cette base sont dans la matrice associée
-~ [
a Wg .

Par définition, le produit scalaire entre deux tenseurs de rang

1‘, u@v et x@y' vaut ’: '

<u ® > = < > < >
u v,x@yD®D LRSS 2 £
=u'Dxv' Dy

. Sa valeur pour un tenseur de rang quelconque s'en déduit par
bilinéarité ' ‘
calculons-la pour deux tenseurs Wj et Wj' associés aux groupes

de variables Ifj et Kj’ affectéesdes poids m., et ng

W ., W!'>=<ZI m ®v, , I n, x, ® x,>
g’ J kEKJk 7( k Q'EKJ'., L2 7L £

i -

kzz my n, (v'k D X,Q,) (v';,< D xg)

t W-D . .t
race ( 7 WJ D)



On reconnait dans le deuxiéme terme le produit  scalaire clas-
'sique entre les opérateurs D symétriques Wj D et Wj' D..Il'est donc équivalent de
travailler avec W, dans l'espace des tenseurs ou avec wj D dans l‘éspace des opé-
rateurs muni de ce produit scalaire. Suivant les cas, on choisit la notion la plus
facile & manier. Cette équivalence justifie la pratique maintenant classique des

opérateurs Wj D avec ce produit scalaire. [cf. 6 et 3]

Notons a .., le terme général de la matrice W.et b celui
11 J 11

de la matrice Wj, et P le poids de 1'individu Z. On a :

2 _ 2 .
DUW 4W ) = L (agg ~ by PPy
1, T
C'est une différenée terme 3 terme pondérée par les poids des

individus.

Le produit scalaire que nous avons défini sur les tenseurs ou opérateurs

associés & un groupe de variables nous servira de mesure de liaison entre ces

groupes.

Nous allons étudier ici cette mesure en prenant quelques cas particuliers,
groupes de variables réduits & un élément, variables qualitatives, etc... Nous
montrerons qu'elle correspond a ce que 1l'on peut attendre d'une mesure de liaison

ehtre deux groupes de variables.

Remarquons d'abord que si Wj =W ' leé distances sur I induites par les

jl

deux groupes sont les mémes, les nuages sont identiques. Si W. = A W, les deux

‘ J J ,
nuages sont homothétiques, de rapport d'homothétie A. Il parait souvent logique de
considérer alors les deux groupes comme analogues. On retrouve le probléme de

normalisation des Wj.déja abordé au § 2-3.3 dont hous discuterons plus tard (cf § 3-5).
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En réalité, c'est surtout la direction des vecteurs W . qui est impor-
. )
tante, c'est donc les produits scalaires ou les cosinus des angles gque nous

manierons plutdt que les distances entre les points. -

C'est le cas le plus simple. Dans ce cas la mesure de liaison

habituelle est le coefficient de corrélation linéaire.

Considérons deux variables centrées réduites de poids 1
et notons u et v ces deux wvariables. :

Le tenseur associé au premier groupe, réduit a u s'écrit

W1==u ®u

. . 2
et HW1|| W W >

1}

<u,u>_ <u,u>
D T'p

Le second W2 = v@®v est aussi de norme 1.

Leur produit scalaire est :

<W1 ,W2> = <u,V>D <\_1,v>D
2

= cos” O

ot © est l'angle entre u et v.

Ce produit scalaire s'interpr@te comme le carré du coefficient de corrélation entre uet’

Il ressemble donc bien &videmment au coefficient de corrélation.

_Sur le passagé de ce coefficient i son carré, on peut faire plusieurs remarques

La premiére est que le produit scalaire entre les tenseurs est
toujours positif, contrairement au coefficient de corrélation. Le sens des varia-
bles n'influe pas sur les distances induites, et des liaisons négatives entre grou-

pes de variables n'ont pas de sens.

La seconde. est que la liaison entre les tenseurs est plus petite

que celle qui existe entre lesg variables, ce que nous retrouverons plus taxd.
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Si u est muni du poids m, et v du poids m, , la liaison entre u

m vcosz 0.

et v s'écrira : m, m,

Soit u, la variable du premiér groupe éue nous supposerons réduite

et de poids 1.

Soient v, ,_kéKzles variables du second groupe et my, leur poids.

k
Par définition, le produit scalaire entre les tenseurs associés

W1 et W2 vaut :

<W1,W2> = <u® u, 2mk vk® vy,>

my, (<u,vk>)2

XM

I 1Inertie de la projection de vy sur u
k. » '
La seconde &galité montre que la liaison entre u et le groupe des

v est la somme des liaisons entre u et chacune des Vi -

La troisiéme &égalité conduit & un moyen de calcul simple de ce pro-
duit scalaire. Notons u' la projection'de u sur le sous espace E en-
gendré par les Vi et G l'angle entre u et u'. On montre facilement que ce
produit scalaire est encore égal au produit par c052 B de la somme des iner-

ties des projections des vy Sur u'

2 ‘
<W1,W2> = cos” O L (Inertie des vy sur u')

Cette dernidre remarque permet de comparer facilement cette
mesure de liaison au coefficient de corrélation multiple entre u et les vk.

En effet, lorsque les variables sont centrées, ce gue nous supposerons ici,

ce coefficient de corrélation multiple est cos 6 .

Si l'inertie du nuage des Vk dans la direction u' vaut 1, le
. , 2 . . P oo . .
produit scalaire vaut cos f. Ceci est réalisé pour une variable qualitative
puisque nous imposons au nuage des indicatrices d'avoir des moments d'inertie

.- tous égaux a 1.
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Sinon, & angle égal entre u et le sous espace engendré par les

Vi le produit scalaire eét'grand si u se projette sur une direction de
grande inertie et petit s'il se projette sur une direction de faible inertie.

Le graphique ci-dessous l'illustre :

engendré par

@",p / ‘ Lo v

Si u se projette suivant la direction x, la liaison est forte
et le produit scalaire grand, s'il se projette suivant la‘direction y, la

liaisoh est faible et le produit scalaire petit.

- et u, ont le méme coefficient de corrélation multiple avec le groupe (v1 et V2>
- mais u; est plus 1ié que Uy 3 la direction d'inertie maximum de (ul,vz), ce que

traduit la mesure de liaison proposée.

On retrouve ici les conclusions du paragraphe II-3.1.c. : dans
le cas général, le produit scalaire entre tenseurs contient plus A'informa-
tion , est plus stable et correspond mieux aux buts poursuivis que les no-

tions attachées aux sous.espaces engendrés par les variables.

Remarquons que ce produit.scalaire atteint sa valeur maximum
lorsque cos2 B vaut 1 et gue 1l'inertie des projections des v, est maximum.
La variable u est alors dans la direction du premier axe d'inertie du nuage
des vk et le produit scalaire est égal au plus grand moment d'inertie de ce

nuage, i.e. a la plus grande valeur propre de W, D. Sa valeur minimum, zéro, est

2
atteinte lorsque u est orthogonal & E, i.e. non correld aux Ve

Le produit scalaire entre les tenseurs W;jet Wéj,associés aux
groupes de variables notées dans les sous.tableaux X;fet X(j,s'écrit en fonc-

tion des covariances entre les variables des deux groupes.

Ecrivons ce produit scalaire :

W, W,>=< I m'v Xv. , I n, v, X V,>
(7, J' ) keKj k k k EQK., £ 'e »Z
J
= Z (v'. Dv,) m n
kL £ £

I1 peut s'interpréter comme la somme pondérée par les poids des variables des
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»carrés des covariances entre les variables des deux groupes. Ce produit sca-
laire est toujours positif ou nul; il est nul lorsque les variables des deux

groupes sont non correlées

On peut écrire ce produit scalaire sous forme condensée avec

" les matrices de covariance entre les variables des deux groupes. Notonms C, .,

et c,;_ ces deux matrices transposées l'une de l'autre :
J°d
<W ,W_,> = Trace (W, D) (W, D)
.dd ) dJ
= Trace XM, (X''DX,) M, X' D
Jd J Jd J J
= Trace (X', D, X,) M, (X'.D " ) M,
J Jd d d J d
= TraceC, .M _C,, 6 M,
Jd Jd J
- 2 L2 -
Remarquons. que ||wW ||° = Trace (Wj D) .
J .

I (valeurs propres de Wj D)2

Si les opérateurs W, D et W,, D sont des opérateurs de projec-
tions orthogonales -ce qui- est le cas pour les variables qualitatives- ce pro-

duit scalaire est la somme des carrés des corrélations canoniques.

Remarquons enfin que ce produit scalaire a une valeur beaucoup plus Eélevée lorsque
sont des directions de grande inertie des deux groupes qui .sont proches, que

lorsque ce sont des directions de faible inertie.

- o et = it e e s ot T . O e B o S S Y S T T o = e

La liaison entre 2 variables gualitatives est décrite entiére-
ment par le tableau de contingence croisant les deux partitions. Elle est clas-
siquement mesurée par le @2 qui vaut,'en notant kij le terme.général du tableau
de contingence, ki la somme d'une ligne, kj celle d'une colonne et n le cardi-
nal de l'ensemble des individus :

(kij - kikj)_2

.k, k.
i,J i3]

Le @2 est nul si les variables sont indépendantes et croit avec

leur dépendance.

ce
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Un calcul simple [cf. 3} . montre gue le produit scalaire
. 2 . ’
entre les tenseurs vaut ¢"+1 si on considére le sous-espace des variables

o . 2 . . s . : _
indicatrices et " si l'on considére les vatiables centrées.

Le nuage moyen introduit dans Rk était le
nuage associé & l'ensemble de toutes les variables, chaque groupe de varia-

bles étant éventuellement surpondéré par un coefficient ocj.

Il est facile de voir que le tenseur d'inertie W de toutes

les variables s'écrit :

W= 0y W+ e+ o0 Wy

Et réciproquement, toute combinaison linéaire positive des wj est un tenseur
d'inertie de l'ensemble des groupes de variables surpondérés. Les tenseurs’

- I
forment donc un demi céne convexe de (R )2.'

Sous cette forme le probléme du choix de OLj ; qui détermine
1'importance de chaque groupe de variables dans les distances entre points

du nuage moyen, rejoint le probléme d'une "nommalisation" des Wj .

2 -6. L'espace (Rl)a‘

La définition de Wj comme forme bilinéaire symétrique sur (RI)*6
‘permet de proposer une représentation du nuage des individus dans (RI);K abso-
lument équivalente & la représentation classique dans RKj ' puisque&les dis-
tances entre individus sont les mémes. -

En effet, W _en tant que forme bilindaire symétrique définit
une métrique Sur (RI)ele . En rJéalité, W , étant seulement semi définie, c'est
un "semi" produit scalaire. Or, nous gvons vu qu'il suffisait que les produits
scalaires entre les individus soient donnés par W , pour que les aistances
interindividuelles soient les distances voulues. En considérant la métrigue

1% -
: Wj sur (R7) , il suffit de placer les individus aux vecteurs de la base cano-

nique (ei) . Le vecteur e, qui représente 1'individu 7 est la forme linéaire
}L .



gy

sur RI qui, & toute fonection numérique sur I, associe la valeur de cette fonction
pour 1l'individu 7. _

Dans cette nouvelle représentation des nuages de points associés
aux groupes de variables, tous les nuages sont non seulement sitaés dans le méme

espace mais confondus. C'est la métrique de l'espace qui varie avec le groupe;

soit W pour le nuage associé au groupe et L a. W, pour le nuage moyen.
Jg J 7 .
' - . - ' J I ¥ K.
Les représentations du méme nvage NI dans (R') et dans R /J

* K. .
sont liées. L'application X'j‘de (RI) dans R J applique le premier sur le second.

Cette application conserve la métrique.

I X
Soient u, v € (R)

R 4
< > = ' .
U.,VW. UWJV
J
= u' X.M.X'.v
Jd d J
= <X°, ' >
X% u, X ij

- S A e ¢
Si u est un vecteur de (R”) , la projection de Ni
dans RK; de Ng sur X'j u. . A

sur u est égale & la projection

Projection de Ng sur u = Wj u

X.M.X'.
J MJ X 7 u

Projection de Ni

sur X' u ) .

J
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3. PROPOSITION D'UNE NOUVELLE METHODE

La principale originalité de la méthode proposée est qu'elle s'inter-

préte simultanément dans tous les cadres de référence étudiés lors de la deuxiéme

*
partie : RS, =L, ®Y, R

riori 1'ensemble des choix que l'on a pu faire dans sa construction. C'est pour-

. Cette propriété est essentielle et justifie a poste-

quoi la méthode sera présentée successivement a 1'intérieur de chacun des cadres

de référence .

Cette présentation sera complétée par des paragraphes consacrés aux
points suivants : discussion du choix des pondérations des groupes de variables,

construction d'aides a 1l'interprétation, présentation résumée des principaux résul-

tats, . prise en compte d'éléments supplémentaires.
3.1 Présentation dans RK
3.1-1 Rappel des notations (et quelques nouvelles)
{ = point représentant l'individu

n® 4 du point de vue des K va-

rK 1 riables.
FEI point représentant 1'individu
n°4 du point de vue des K{ va-

riables du groupe j. J e Rkj

// NI = ensemble des points 4.
_ Nj N{ = ensemble des points .
- I
— ¥ - . P 4
- p i , L = point homothétique de <, de rap-
~ // - port 1/J. 4L* est ay centre de gravit
(J/4i=1,1}
T . de‘{4 [4=1,
, ~ Ny NI = ensemble des points L™
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3.1-2 Lg_grobléme de_la_représentation simultanée des_intra-structures

®

Le cadre RK présente 1'avantage de contenir 1'ensemﬁle des nuages N{.
Il contient en outre le nuage NI dont chaque point { est la somme de ses homo-
logues Lj pour l'ensemble des nuages N{. I1 est donc bien adapté i la discussion
de la représentation simultanée.

Ainsi que nous 1'avons déja indiqué , une représentation

]

1 est nécessairement artificielle puisque ces nuages n'évo-

simultanée des nuages N
luent pas dans le méme espace. Néanmoins, si elle poss&de certaines propriétés,
elle peut rendre de grands services dans 1'interprétation. Pour notre probléme,
une représentation simultanée utile devra posséder les propriétés suivantes, d&ja

citées :

i est bien représenté.

—

(b

)} chacun des nuages N
(p2) les points homologues 2 ({=1,J) sont le plus rapproch&s possible.

3) 1la représentation inclut un nuage compromis (=nuage moyen).
p g p g y

Nous ajouterons ici une autre propriété, qui se situe sur un autre plan,
et dont la présence n'ést pas intrinséque & 1'idée de représentation simultanée.

(4) le repdre dé la représentatibn est interprétable directement A
1'aide des variables.

Chacune de ces propriété&s appelle quelques remarques.

I

Soit N_ un nuage et N. sa représentation. Soit £ un point de NI et £

I

le point homologue de 4 dans N!. Le nuage N

I est bien représenté (par Ni) si les

I
formes (id 1'ensemble des distances inter-individuelles) se ressemblent. Le cri-

tére classique, pour apprécier cette ressemblance, est une somme de carrés des dif-

férences de distances du type :

T (d(4,k) - dli',RY))2 (& rendre petit)
LeI kel ~

ceal
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En analyse factorielle, on passe de'NI a Ni par une projection. En ce

cas, puisque d({',R') < dl4,R) V.i,kel, le critére devient :
I dL,R")? (2 rendre grand)
LeJ kel

Ces considérations, appliquées & notre cas particulier ol les nuages N{
€voluent dans RK nous indiquent que, si nous décidons (ce que nous ferons) d'obte-
nir une représentation simultande au.moyen-d'une projection ‘des nuages Nj, la pro-
priété (pl)peut s'exprimer ainsi

p'l : chacune des représentations des nuages est trds dispersée.

On retrouve ici une formulation d'un probl&me connu sous lé nom d'analyse
procustéenne, dont 1l'objectif est de comfarer plusieurs configurafions de points
homologugs. Pour cela, on essaie de superposer les configufations de fagcon 3 ce que
les distances entre points homologues expriment une différence de forme entre les.
nuages et non 1'hétérogénéité des répéres qui les définissent.

Il est clair que cette propriété n'a de sens que si(pl)est réalisée.
(Sinon, elle conduit i des représéntations absurdes du type : tous les points de
toﬁs les groupes sont confondus). C'est en‘cé sens Aue doit étre compris "le plus

) . kY
rapprochés possible" ; c'est-é-dire, "compte tenu d'une bonne représentation de cha-
cun des nuages''. Ainsi, dans le cas ol 1§s groupes de variables induisent‘des.struc—
tures trés différentes sur les individus, les points homologues dans la représenta-
tion simultanée seront peu rapprochés (ce qui ne les empéche pas de 1'&tre le plus
possible). |

Il apparait ainsi que les propriétés(pl) et(p2)sont concurrentes. En &li-

minant le cas limite (et facile & traiter sur le plan pratique) ol les structures

induites sont identiques, une représentation simultande ne peut pas optimiser 3 1la

ceed o
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fois la qualité de représentation des Né et la proximité des points homologues LJ.
Une représentation simultanée réalise donc toujours, implicitement ou explicitement,

un compromis entré ces deux aspects.
Proprlexe p3
Il est toujoufs possible, une fois la représentatién simultanée obtenue,
d'y ajouter les points moyens des points homologues. Mais, poﬁr 8tre véritable-
men£ intéressante, cette configuration moyenne doit &tre 1'image du nuage N{ ou
N; par la méme application qui permet de passer des nuages N% 3 leur représenta-
tion. Cette propriété sera réalisée si 1'application précitée est une projection :

*
la configuration moyenne est alors 1'image de NI'

. . . ' . . K
Le fait de pouvoir situer les axes de la représentation dans P permet de

les interpréter comme combinaisons linéaires des variables initiales.

3.1-3 Le_principe_de_la méthode

K o . PR , 2 .
Le cadre R est un repé&re bien adapté & la recherche d'une représentation

simultanée. L'analyse factorielle suggére de rechercher dans cet espace des axes sur

*

lesquels'projeter les nuages N/ ; 4=1,7 et NI. En procédant ainsi, la représentatioh

I
obtenue posséde automatiquement les proprié&tés(p3)et (p4).
Le probl&me se raméne donc au choix d'un compromis entre les propriétés

(pl)et (V2) .Pour cela, il convient d'abord d'expliciter les critéres mis'en\jeu par

ces deux propriétés.




- 42 -

Crnizene mis_en feu pan(pl)

Les nuages N{ sont supposés centrés : tous ont leur centre de gravité en 0,
I - . - e
La qualité de la représentation d'un nuage Ni par sa projection sur un axe

de vecteur unitaire U est classiquement mesurée par 1'inertie du nuage projeté que

nous notons :

Iu(N{) (inertie du nuage Nj, par rapport & O, le long de la direction u)
0 : e o
Si 1'on s'intéresse 3 1'ensemble des nuages N{ 4=1,J, ce critére devient :
=3 '
Cl= 3 Iu(N{)
f=1 ¢

j

Cette inertie est celle de 1'ensemble U N{ des nuages’NI

J

Remarquons que ce crit&re suppose implicitement une pondération entre les
nuages. En particulier, il n'est pas tenu compte ici du fait que les nuages N{ peu-
vent avoir des inerties trés différentes. Nous aborderons ultérieurement (§3.5) cet

K

aspect de la discussion du choix d'une métrique dans R .

En se limitant Z(pl) on serait conduit & chercher u tel que Cl maximum.

La proximité entre les points de 1’ensemb1e_{ij/j=l,J} peut étre mesurée
par l"inertie du nuage associé 2 cet ensemble. L'inertie de ce nuage est calculée
N . L ¥ ' . .

par rapport a4 son centre de gravité, soit A (E NI). En projection sur U, cette jner-
_tie sera notée :
— pour un point :

wo o fy . ) ) f - L % . .

Ii* (& ) inertie du point .7 par rapport & 4 le long de la direction «.

~- pour le nuage :
=7 .
u,.
z I£g4j)
4=1

Ry S
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Comme l'on s'intéresse 3 l'ensemble des individus ., on considérera

A= §=J .
C2 = T X I%*(ij)
L=1 §=1

En appelant P la partition.de q N{ dont les classes sont les ensemhles
{lej=l,J} d'é1éments homologues, le critére C2 s'interpr&te comme une inertie
intra-classe.

Plus encore que le critére Cl, les pondérations implicites des nuages
Nj sous-jacentes 2 l'utilisation de ce critére n'apparaissent pas au premier abord.

I ,
3=J ;o
Elles interviennent enfait dans Z I%diq) et appellent la méme remarque.

=1 _
En se liminant 3 (02),on serait conduit i chercher u tel que C2 minimum.

g

En considérant le nuage U NI

g

nous cherchons un axe de vecteur unitaire W.

et la partition P précédemment définie,

1) d'inertie totaie élevée (critdre C1)

2) d'inertie intra—classe petite (critére C2).

Un compromis possible consiste & chercher U tel que le rapport Cl/C2
soitmaximum; On aboutit alors A une formulation analogue & celle de 1'analyse
discriminante, dont la résolution suppose une &galité des tenseurs intra-classes,
(attention, les classes sont formées ici de points homologues). Nous n'avons pas
exploré cette voie pour 1'instant.

L'autre compromis consiste & chercher u tel que Cl1-C2 soit maximum.

C'est celui que nous avons retenu.

3.1-4 Intemprétation_en tenmesd'analyse factorielle
En appliquant le théoréme de Huyghens 3 1l'ensemble U N;

J

muni de la par-
tition P. on obtient :

I totale = I inter—classes + I intra-classe

coodon
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Soit Cl-C2 = I totale - I intra-classe = I inter-classes
s x . “ K . . .
Le probléme précédent revient donc, dans R muni de la métrique M (qu'il
. P * . . -
reste 3 discuter), 3 réaliser 1'ACP du nuage NI, ou, ce qul revient au méme, de NI'

La représentation simultanée est obtenue en projetant les nuages N; et Né 3 f=1,J

w

sur les axes obtenus.

On aboutit ainsi & une méthode dont le principe correspond i une pratique
courante non justifiée théoriquement : réaliser 1'ACP du_tableau complet. Outre une
formalisation plus précise des objectifs et une justification théorique, la méthode
que nous proposons s'écarte (ou compli&te?) cette pratiqﬁe sﬁr plusieurs points dont
Qoici les prihcipaux :

- choix de la métrique M (i,e. pondération des groupes de variables)

- représentation simultanée ; |

- représentation associée de l'interstructure ;

- aides 3 1'interprétation.

3:1- 5Remarque sur' la projection des nuages N{
F

. ‘ K. - .
I appartient au sous—espace R {. Il peut paraitre curieux de

. Le nuage N

. . . : Ko . ‘
vouloir le projeter sur un vecteur de R qui n'appartient pas 3 RKj.Nous appor-

tons 1cl quelques précisions sur ce point.

.Notons :

u le vecteur de RK issu de 1'ACP de N_ ;

: I

us la composante de u dans RKj w=1Iu.:;

| y )

I . 5

?j le facteur sur I qui correspond 3 la projection de NI sur u ;
oI o , ' '

?j le facteur sur I qui correspond i la projection de N{ sur uj H
ej l'angle compris entre les vecteurs u et uj.

YA



On obtient aisément les relations suivantes :
U, = cos B,
g | ]
I ' -1
F. =cos 6, F,
J : . J J ¥
I ~T . . : . . N .. '
_ Les facteurs F, et Fj sont égaux a un coefficient prés.Ainsi, lors-
que 1'on projette un nuage en dehors du sous—espace auqdel il appartient, cela

revient 3 réaliser successivement les opérations suivantes :

- projection sur un vecteur compris dans le sous—espace ;

- homothétie.

Le coefficient de 1'homothétie, s 'interprétant comme un cosinus, est
touJours inférieur 3 1 et introduit une contraction du nuage projeté. Ceci peut
conduire a se demander s'il ne vaut pas mleux conserver les FI pour la représenta-—
tion simultanée. En fait, il n'en est rien. Dans RK les axes U sont orthogonaux,
ce qui n'est pas le cas des u,.La prise en compte des F; conduit & superposer des
nuages évoluant dans des espaies munis de métriques différentes, ce qui est. illisible
A la rlgueur, on pourrait le faire en se limitant 3 un seul axe u. Mais, méme dans
ce cas simple, la propriété qui veut que le nuage moyen soit au.centre de gravité
ne serait plus vérifiée. De plus, les points homologues ne resteront plus proches

entre eux.

3.1-6 Un exemple "confetti'

Soit 3 individus A, B et C sur lesquels on a mesuré deux groupes

contenant chacun une variable : V1 et V2. Le tableau de domnées est le sulvant :

Al V2

Les structures sur les individus induites par les deux varlables sont
bien identiques (B est le centre de gravité de A et de C) quoique que cela n'appa-

rait pas & premiére vue en raison d'une symétrie.

Dans R (ici K=2), nous noterons :
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- A, B, C les points de NI H

- A*, B*, C*les points de N;

- A, BY, ¢! 1les points de N; (A,B,C vus par V1)
2

I

K

D'oll la représentation dans R".

- A%, B%, C? 1les points de N

L'ACP de_{A,B,C} conduit immédiatement & 1'axe A qui est bien celui qui

met le mieux en &vidence l'identiqé des deux structures induites.

Le fait de projeter 1'ensemble des nuages N{ §=1,J sur des vecteurs de

1

K . 2 ‘
R” n'assure pas nécessairement une représentation simultanSe intéressante. Fn ef-

ﬁet, il est possible d'en imaginer. d'autres a priori raisonnables.
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Cette ACP fournit comme axes principaux les axes des analyses séparées
des N{.vAinsi,'sur chaque axe, un seul des nuageé N{ est représent& par des points
différents de O.

Ce cas limite met en évidénce le fait suivant : si on peut imaginer beau-
coup de compromis entre ia ﬁaximisation de Cl et la minimisation de C2, certains
sont a priori inintéressanté.vIci, on accepte de perdre sur C2 (proximités des points

homologues), mais ce que 1'on gagne sur Cl est, axe par axe, réparti trds irrégulie~

rement sur les N{.

Superposition des ACP ___pantielles

On peut ainsi penser 2 réaliser les ACP partielles desJ nuages N% et
"prendre, comme directions de représentation simultande les sommes des vecteurs prin-
cipaux des ACP partielles. En réalité, ce procédé revient & superposer les graphiques

des ACP partielles. On a cherché ici 3 maximiser Cl sans tenir compte de C2.

3.1-8 Résumé et Formules

Notatioms”

NI nuage associé aux K variables
N% nuage associé aux Kj variables. Projection de NI sur R@f
" .
NI (1/J)NI nuage moyen au centre de- gravité des Ni
X coordonnées de N
Xj coordonnées de NIJ dans Bk (Xj complété par des . zéros)
axe d'inertie de NI avec u' Mu = 1
I = XMu Projection de NI sur u
N :
L = (1/3) FI Projection de N? sur u
.F¥ = X.Mu Projection de N sur u
J J S 1 :
cos 8. = cosinus de l'angle entre u-ethkJ
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Formules
M wpFE = art
I *1
(2 (1/3) § F5 =F
(3 F; = (1/0) W D F'
2
(4) cos ej = contribution des variables du groupe Kj a la composante F

La formule (1) exprime simplement que FI est une composante'principale du
tableau X d'inertie A. La seconde indique que le nuage NI est projeté au centre de

gravité des N‘7 La formule(3) est une relation entre FI et F; que nous allons

démontrer.
Le vecteur u s'écrit en fonction de FI :
= (1/2) X' D F!
d'ou :
F% =X.Mu
J J ~ I
= (1/A) X. MX'"DF
= (1/x) wj D Bl

car il est facile de vérifier que Xj Mj X'j ='Xj M X' .

Démontrons la formule (4) qui montre que la contribution des variables
. oL . s . . P Y
du groupe Kj a F~ s'interpréte dans Rk. Cette contribution est, par définition,

égale a la somme des contributions des variables du groupe :

_ I mp . . 2
CIR (K. ) = (projection de vk ) /A
J kegj

Or, la projection de lavariable vk sur 1'axe associé a FI dans 1'ACp

. ”»
du tableau X, est le produit par VX de la k-iéme coordonnée’ u, de u . D'ol :

o \
CTR (Kj ) T m,, ( uk)

k eK.
)

|| projection deu sur Rkﬂlz

2

cos 6. .
J

I1 peut paraitre curieux de constater 1'égalité entre le cosinus carré
. 2
d'un angle et une contribution 2 1'inertie. Mais, en réalité, cos ej correspond

aussi & la décomposition de 1"inertie du nuage N, projeté sur u, suivant les sous

k K !
espaces orthogonaux R'j de R
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3.2 - Interprétation dans RI

3.2.1 - Rappel des notations.(et quelques nouvelles)

. RI est muni de la métrique. D

.V, vecteur représentant une
variable

. NK ensemble des vecteurs vy,

. N, . ensemble des vecteurs vy
appartenant au groupe
(N, = N )
K K.
' J
. E, sous espace engendré par
les variables du groupe J

Dans cet espace nous &tudions successivement les trois objectifs :
. représentation simultanée des nuages Nf
. étude des liaisons entre les groupes de variables

. comparaison des nuages de varlablesa:de la direction de leurs axes d'inertie.

Dans cette partie, nous présenterons la mé&thode que nous proposons de fagon
relatlvement indépendante de la partie précédente. Nous reprenons a1ns1 le probléme
presque 4 son point de départ en formulant nos objectifs dans RZ et en examinant
quelle solution ce cadre de référence nous suggére pour les atteindre. Naturellement,

cette solution conduit aux mémes calculs que celle qui a été décrite dans RK

Cette démarche nous a paru plus int8ressante qu'une simple traduction dans
RI des résultats issus des raisonnements dans R . En effet, le cadre RK est, ainsi
que nous l'avons déja signals, artificiel, et il &tait permis‘de se demander si la
méthode proposée n'était pas strictement liée & ce cadre de référence. La présen-

. o1 I . .
tation autonome que nous réalisons dans R montre qu'il n'en est rien.
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Les propriétés demand&es pour une bonne représentation sont toujours les
. 1 ‘s . eon
mémes mais se traduisent dans R de maniére un peu différente. Nous cherchons

toujours 3 superposer des projections des nuagesNIj sur des espaces de petite

dimension.. . . R .

gﬁgmw } .
ous avons vu au § 2.4.4 qu'une projection de nuage NIj sur un axe

peut étre vue comme un vecteur Vj'de RI appartenant au sous espace Ej et 3

-1
1lipsoide V. W V. =1
e lpsoide j j j

Plus précisément :

<<
=
<
u
-_

<
N

ou V. w. .
J 7 J

suivant qu'il s'agit d'une projection sur un axe contenu dans le sous espace en-

gendré par le nuage NIJ ou extérieur i ce sous espace.

La recherche d'une représentation simultanée des nuages sur un axe peutdonc

gtre vue danisI comme la recherche de J vecteurs Uj appartenant aux ellipsoides
vowl v, ‘
I B

p7 - Chacun.des nuages_est bien représenté

Pour ume projection sur un axe, la propriété (P} se traduit facilement.

effet le carré de la norme de Vj‘est 8gal i 1l'inertie de la projection dé NIJ sur
cet axe. Une projection de NIj donnant une bonne représentation de ce nuage est
donc un vecteur de l'ellipsoide V} W;I.Vj = | dont la norme est grande.

Les vecteurs de 1l'ellipsoide dont la normeest maximum sont les vecteurs pro-
pres de WjD associés 3 sa plus grande valeur propre, i.e. la premidre composante

principale du groupe de variables’Xj . (cf § 2.4.4)

P2 - Les projections se ressemblent

Restant toujours dans le cas de projection sur un axe (nous é&tudiomns le cas
général ensuite) ‘cette propriété se traduit danisI par :

. les vecteurs Vj sont proches entre eux,.
ou bien encore - |

. sont trd&s correl&s puisque la notion de proximit& dans RI correspond 3

celle de corrélation.
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I1 est, bien évident qu'il faudra trouver un compromis entre ces deux ro—
q P

priétés, les premilres composantes principales n'étant pas forcément trds corrélées.

En imposant toujdurs aux vecteurs Vj d'appartenir aux ellipsoides, un com-
promis naturel entre :

. les normes sont maximum

. le cosinus de leur angle est maximum
est de chercher & obtenir des produits scalaires grands. En effet ces derniers
étant le produit du cosinus par les normes de vecteurs, pour qu 'il soit grand
il faut que tous les termes soient grands. On pourrait donc chercher & maximiser

la somme de ces produits scalaires :

YV Vp>

Mais ce probl@me ne parait pas avoir de solution simple. D'oli 1'idée analogue 3

celle de CARROLL dans 1'Analyse Canonique Généralisée de chercher 3 calculer les

Vj en deux temps en utilisant un nuage moyen .

On. construira donc un nuage moyen ; puis on cherchera une projection v de
ce nuage sur un axe de grande inertie ; puis on cherchera des vecteurs % appar-
tenant aux ellipsoides, qui soient & la fois proches de V et de norme grande. Pour
ce dernier point on cherchera, pour les raisons 8voquées ci-dessus, @ rendre maxi-

mum le produit scalaire :

<v, V>

La projection I du nuage moyen sera proche des projections d'inertie impor-

. )

tante de tousles nuages si les influences des différents nuages sont &quilibrées.
La proximité des V, avec V assurera une certaine proximité des Vj entre eux. Le
choix de V qui privilégie des directions de grande inertie et la maximisation du

produit scalaire ¢V, Vj>permettra d'obtenir des Uj de norme importante.

En procédant ainsi, la propriété suivante sera automatiquement vérifiée.

I1 faut donc construire un nuage représentant une "moyenne" des nuages d'in-
dividus associés a chaque groupe de variables. Il'paraif naturel encore d'intro-
duire le nuage associé & une moyenne pondérée de tous les groupes de variables.
C'est le nuage associé a 1'ensemble de toutes les variables, les variables de
chaque groupe étant surpondérées par un coefficient ajvpermettant d'équilibrer le

role des différents groupes. Nous retrouvons le nuage moyen construit dans 1'es-

pace rK,
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La projection du nuage moyen d'inertie maximum est la premi&re composante
'prihcipale de ceiuage que 1'on note V, c'est un vecteur propre de E% X; W. D associé -
3 sa plus grande valeur propre.. Sous cette forme, on peut voir que ! est une com-
promis entre les directions de grande inertie de tous les nuages.

' p K

Pour ce nuage moyen, nous retrouvons donc les ré&sultats obtenus dans [R.

Cherchons maintenant, & obtenir le vecteur U, de 1'ellipsoide

-1 '

V. w. Vj = ] rendant maximum le produit scalaire~<Vj', V2.

S |

La solution est simple; Vj est 3 un coefficient prés 1'image de V par WU

En effet :
V., V>=U. DV
ity
v Wl wp oy
i

. ' a s s . -1 . .
Cette expression peut &tre considérée comme le Wj produit scalaire de V.

et de W, IV . contrainte sur V. peut se traduire avec la norme associée 3 ce
produit scalaire : IIVj[[fT. Lefvecteuerj rendant maximum
le produit scalaire est donc proportionnel & W} DY :

V.=« W. D
J J v

Pour calculer le coefficient «, il suffit d'écrire :
~1

1 =V. oW,
i g
=y w wlhyw) oy
. 7 4 J
=< <V, W, by>
W.D V

d' oi - V. = _1________._
I Vv, wj,_ DV>

Nous avons donc obtenu des vecteurs Vj qui sont des projections des nuages
N% d'assez grande inertie et liées entre elles. Mais, utiliser directement ces vec—

teurs Vj pour une représentation 31mu1tanee des nuages pose plusieurs problémes :

1. la norme des Uj est indépendante de la liaison entre V et Vj , et ceci ris—
que de donner une présentation peu claire, les Vj trés peu 1iés au vécteur moyen V

risquant de brouiller les r&sultats. Il serait préférable de diminuer la norme de

ces derniers.

2. la projection d'un point du nuage moyen ne va pas se trouver au centre de

. gravité de ses homologues dans les NIJ : 7/J2§#g # V/J, propriété facilitant beau-
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coup la comparaison

3. le troisidme probléme est d'ofdre tout i fait différent. Jusqu'ici nous
n'avons étudié que des projections sur un axe, mais il faut construire des pro-

jections sur des plans ou des espaces de dimension supérieure. Pour cela, on

peut itérer le procédé&, chercher une projection de grande inertie du nuage moyen.

sur un axe orthogonal au premier. On obtiendra bien sfir la seconde composante

principale de ce nuage. Les projecﬁiqns des N% liées 3 cette seconde composante
peuvent s'obtenir comme pouf la premiére. Mais il n'y a aucune raison que pour
chaque nuage ces projections représenteﬁt des projections sur des axes orthogo-
naux aux premiers. Pour représenter simultanément les nuages sur une méme base
orthogonale, il faudrait introduire des métriques différentes pour chaque nuage
ce qui est illisible et perd totalement 1'intérét d'une représentation simulta-~
née,
.La solution est de prendre non pas: Uj mais :

v ]
D’J'— IW DV

oli X est 1'inertie de la projection V du nuage NI

On résoud ainsi tous les probldmes :

. pour le second il est facile de voir que :

g V. .
f = 1172) 5_’3 Wi Dy
= (1/2)  wov

. "~
. le premierest r&solu aussi puisque, pour obtenir Vj , nous avons multiplié

V. par le produit scalaire <(/,Vj>-qui représente la liaison entre V et Vj :

j
U'J. = (1/2) VeV, v D> v,

<V, V.,>= ¢V, W DV / Vv <, W, DV >

J
: Vv V.v wj by
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. Quand au troisiéme probléme, pour voir qu'il est ré&solu, il suffit de remarquer
qu'on obtient avec ces 0} exactement la méme solution que dans R . Nous pouvons

donc considérer deux vecteurs ﬁf et Uj’ déduits de deux composantes différentes
comme des projections sur des axes orthogonaux qui n'appartiennent pas au sous .

espace engendré par les nuages N%.

K e 1
La solution proposée dans IR se justifie donc dans R”, nous verrons qu'elle

se traduit facilement aussi dans QRI)

3.2.3 - Etude des liaisons entre groupes de variables

Rappelons qu'au paragraphe 1.6 nous avions suggéré de chercher une générali-
sation de 1'analyse des correspondances multiples & des groupes de variables quel-
conques qui :

a) permette de calculer des variables canoniques qui expriment une part assez
importante de 1'inertie des groupes de variables (ceci n'est pas toujours le cas
pour 1l'analyse multicanonique au sens de CARROLL qui se confond avec:1'analyse des

correspondances multiples dans le cas de variables qualitatives).

- b) permette une représentation des deux ensembles, individus et variables,

du type analyse en composantes principales.

Le principe de l'analyse multicanonique au sens de Carrol est de chercher:
d'abord une variable générale la plus liée possible 3 tous les groupes
plus précisément une variable u rendant maximum la somme des carrés des coeffi-
cients de corrélation multiple entre u et chaque groupe de variables. Géom&trique-
ment, dans RI, ceci revient 3 chercher un vecteur rendant maximum la somme des co-
sinus carrés des angles entre U et les sous.-espaces Ej engendrés par chaque groupe
de variables. Cette variable u &tant obtenue, on cherche pour chaque groupe, la
combinaison linéaire des variables du groupe la plus corrélée a u. C'est la projec-

tion orthogonale de u sur le sous-espace Ej'

On obtient donc une variable u et un J-uplets de variables uj corrélées entre
elles. Notons Gj d'angle entre u et uj, la quantité que l'on a maximisé en Sj cosez
On cherche ensuite une seconde variable U, orthogonale 3 & et rendant maximum

le méme critére, puis on projette u, sur les sous-espaces Ej et on itére le

-

procédé.

On montre [cf 8eti4)que la solution est donnée par la diagonalisation de la
somme des opérateurs de projection orthogonale sur les sous-espaces E. . Les varia-
bles générales sont les vecteurs propres de cette somme, ordonnées dans l'ordre dé-

o . . Lz C s 2 .
croissant des valeurs propres (qui sont égales aux quantités maximisées Zj cob 3j>-
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I1 est &vident que dans cette techniQue, seuls entrent en ligne de compte
les sous-espaces Ej engendrés par les groupes de variables. Ce qui fait que 1l'on
peut obtenir comme premidres variables canoniques des combinaisons linéaires des

variables d'un groupe exprimant une variance trés faible de ce groupe.

Pour éviter cet inconvénient il est nécessaire d'introduire la notion de
variance du groupe exprimée par un vecteur du sous espace E. , ou ce qui est
€quivalent d'inertie de la projection du nuage de variables Xj dans une direction
de E. . '

J

Or dans le § 2.5 nous avons introduit :

H
. le tenseur Y? = )2 Mj %y qui contenait cette information

. une mesure de liaison entre deux groupes de variables définie 2 1'aide
de ce tenseur. Cette mesure de liaison qui tient -compte de 1'inertie du groupe
de variable dans les différentes directions s'écrivait si le second groupe é&tait

réduit 3 une seule variable ¢ :

it

. s .
<V7J-,u0£f> ke . Mp S U, V2

Inertie de la projection des v, AU u

Trace Hg, Du u' D)

Dans le cas de variables qualitatives (cf § 2.5.3.d) cette mesure de liai-

< . . . . . 2
son se confond avec le carré du coefficient de corrélation multiple co4 Gj .

Si nous procé&dons d'une mani&re tout 3 fait analogue & celle proposée par
Carroll, en remplagant coAz 61 par la mesure de liaison ci-dessus, nous obtien-
drons, si le probléme se résoud, une variante de 1'analyse multicanonique de
Carroll, tenant compte de 1'inertie des groupes dans les différentes directions
et se confondait avec 1l'analyse des correspondances multiples dans le cas qua-

litatif,

Montrons maintenant que le probl&me se résoud trss facilement avec cette
nouvelle mesure de liaison. Suivant le principe de Carroll, on cherche d'abord
une variable générale u rendant maximum la somme des liaisons de u avec chaque

groupe. Nous cherchons donc u rendant maximum la quantité :

T{u)

7.
Efel ShaKf "p & V2

]

Inertie des projections des V’2 surn u
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Variables générales

La solution est simple, le vecteur U qui rend maximum 1'inertie des
projections des Vk sur u est la premidre composante principale de ces varia-
bles, i.e. un vecteur propre de yp associé a sa plus grande valeur propre.
Les vecteurs propres de WD étant D -orthogonaux, le vecteur Uy orthogonal a u
maximisant 1'inertie des projections des Vp est la seconde composante princi-

pale des Vk’ i.e. le second vecteur propre de WD etc...

Nous obtiendrons donc comme variables générales de 1'analyse des liaisons
les compbsantes principales du tableau X dans l'ordre décroissant de leur
inertie. Le calcul est donc trés simple, et surtout nous obtiendrons la repré-
sentation classique des variables et des individus de 1'analyse en composantes

principales. Les résultats sont donc trés facilement interprétables.

Remarquons que jusqu'ici, l'analyse des liaisons que nous proposons peut
se déduire de celle de Carroll en remplagant l'opérateur de projection Pj sur
le sous espace Ej engendré par'le groupe de variables. f par 1'opérateur WjD qui
a méme image mais qui tient compte de 1'inertie des variables dans les diffé-

rentes directions de Ej(cf. § 2.5.1.¢c).

En effet :

<u, P. u >p = cobz 0.
] J
<u, iju>D = liaison entre u et le groupe de variables §

que nous utilisons

Dans 1'analyse multicanonique, on cherche un vecteur 4 normé rendant

max imum

Z y

o _
PR B §

]

L

A
F

!
s
v
i)
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Nous cherchons u normé rendant maximum :

<u, W.D>_ = <u, - W, Dy >
§ Juo § b D

Dans le premier cas, la solution est donnée par la diagonalisation
de 2' P, et dans le second par celle de z W.D,
s 5 . g s b
J J
Il est bien clair que dans le second cas les variables générales sont
beaucoup plus attirées par les directions de grande inertie des nuages de

variables.

Variables canoniques

Les variables générales obtenues, il reste 2 calculer les variables
canonidues, i.e. les combinaisons linéaires des variables de chaque groupe
les plus lides aux variables générales obtenues. Dans 1'analyse multicano-
nique au sens de Cafroll, ce sont tout simplement les projections de ces va-

riables sur les E;, i.e. les variables des Ej les plus corrélées a u.

Nous pourrions choisir la méme définition mais elle serait peu cohérente
avec la mesure de liaison que nous avons choisie et ne répondrait pas a notre
souci d'obtenir des variables exprimant une part assez importante de la variance

du groupe §.

Or, nous venons de voir que dans le calcul des variables générales, nous
avons remplacé les projecteurs Pj par les opérateurs ij. I1 est donc logique,
pour favoriser les directions de grande inertie, de remplacer aussi ces projec-

teurs par W.D dans le calcul des variables canoniques. Par définition, la va-

riable canonique du groupe § associée 3 la variable générale sera donc
oD v ,
1

Le choix de thu se justifie car il correspond bien aux buts

que nous nous étions fixés dans 1'étude des liaisons entre les groupes de varia-
bles. En effet, les variables obtenues extraient dans chaque groupe une part de
variance assez importante etla méthode est une généralisation de 1'analyse mul-

ticanonique qui se confond avec 1'analyse des correspondances multiples dans

|
|
|
|
|
|
i
i
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le cas des variables qualitatives (puisque pour une variable qualitative
W.D est égal a Pj (cf. § 2.5.1.d). Mais surtout, nous retrouvons avec ces '
WDu les projections des nuages Nﬂ proposéas pour leur représentation simul~

tanée au § précédent, ce qui permet d'interpréter ces variables.

Cas ol tous les groupes sont_tidentiques

I1 est souvent intéressant pour juger de 1'intérét d'une méthode de 1'applique

a un cas limite méme si ce dernier risque fort peu de se produire en réalité.

Ceci permet de voir si le résultat est logique pour ce @s limite et pour

les cas réels s'en approchant.

Si tous les groupes sont identiques, les variables générales sont les
‘composantes principales de ce groupe, qui donnent une description plus compleéete
de ce groupe que les vecteurs d'une base quelconque orthogonale du sous espace
engendré. Les variables canoniques sont confondues avec les variables générales.
En effet, elles sont obtenues en appliquant K&D aux variables générales. Ces

derniéres sont vecteurs propres de WP et donc desW.jD qui sont tous égaux.

En résumé :
U = vecteur rendant maximum la somme de ses liaisons avec tous les
groupes '
= vecteur propre de .SJ.W . D

= premid@re composante principale de toutes les variables

%
I

= projection du "nuage moyen" N
“j = WDhu
J

= variable canonique associé i la variable générale

= projection de N% permettant la représentation simultanée de ces

nuages

3.2.4 - Comparaison des nuages de variables

Nous avions suggéré au § 1.5 de comparer les directions des axes d'inertie
des L - X 3 k ! . .
différents nuages de varlablgs. En effet, ces axes d'inertie sont des é&léments
caractéristiques de chaque tableau, puisqu'ils se confondent avec les composantes
principales. Les composantes étant centres, leur coefficient de corrélation est

égal au cosinus de leur angle dans RI .

Pour comparer rapidement toutes ces composantes, nous proposons de projeter
leur vecteur unitaire sur um espace de petite dimension bien ajustée. Ainsi on re-
perera facilement les composantes semblables, celles qui sont caractéristiques

t 3 .
d'un ou plusieurs groupes,etc...
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le poids de chaque composante sera donc sa valeur propre.

Il reste a déterminer 1'espace sur lequel nous les projetterons. Dans le
contexte d'analyse factorielle qui est le ndtre, il.est naturel de chercher un ajus-
tement aux moindres carrés de 1'ensemble de ces composantes. I1 est: naturel aussi
d'accorder plus d'importance aux premidres composantes qui contiennent davantage
d'information et qui nous 1nteressent donc plus. Pour cela, il suffit d'affecter -
dans l'ajustement aux moindres carréds un poids 3 chaque composante, croissant avec
'l'importance de cette composante. Or, cette'importance est mesurée par la valeur
Propre associée, i.e. l'inertie de la projection du nuage de variables sur cet axe,

Le poids: de' chaqué composante. sera donc sa . valeur proore..

La solution de ce probléme est donnée par l'analyse en composantes
principales de toutes ces composantes ainsi pondérées. Or, nous allons
montrer que cette analyse est équivalente & celle du nuage de toutes les
variables. Il suffira donc, dans cette analyse que nous avons déji proposée
pour atteindre les autres objectifs, de mettre en éléments supplémentaires

les composantes principales de chaque groupe de variables.

Démontrons maintenant l'équivalence de 1'analyse en composantes
principales de toutes les variables et des composantes principales de tous

les groupes (chaque composante normée ayant pour poids son inertie). Notons :

Hj la matrice des composantes normées du groupe f

Aj la matrice diagonale des valeurs propres associées

Les composantes sont les vecteurs propres de W{D qui s'écrit domnc :

La matrice d'inertie du groupe j est donc égale i celle de ses compo-
santes principales H. A. H'.
v Jy 1 4
La matrice d'inertie de toutes les variables, qui est la somme des
matrices Wj est donc égdle 2 la matrice d'inertie des composantes principales

de tous les groupes. Les résultats des déux analyses sont donc identiques.




- 60 -

3.3 La méthode dans RIZ
Dans la premig&re partie, nous avons indiqué les objectifs sous-jacents
3 1'étude simultanée de plusieurs tableaux. Nous avions alors rassemblé plusieurs
questions sous les termes désormais classiques d'étude de 1’interstructure et d'é~
tude des intrastructures. Les deux paragraphes précédents, qui exploitaient les
cadres de référence RK et RI ont présenté une méthode d'étude des intraétructures.
2

Nous utilisons maintenant le cadre RI pour introduire une méthode d'étude de 1'in-

terstructure.

3.3~1 Rappel des notations

v ev
Né nuage des vecteurs représentant .W.  tenseur d'inertie
les variables du groupe § J ceos oud
associé a NK
I . .
V  vecteur de R V B8 v tenseur d'inertie
associé a v
N ensemble des W.
J §

3.3-2 Le probléme de_la_représentation de 1'interstructure

e 4 e e . e e e s e e e i o e

I 2 .
Dans' R* , chaque groupe de variables est un vecteur. Dans cet espace,
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nous avons défini (§ 2.5-2) une métrique euclidienne qui permet de calculer des
distances entre les tenseurs Wj. . Ainsi, nous avons montré que le produit

scalaire entre W. et W., est une mesure de liaison entre les groupes de variables

j et §'. Dans RI » la forme du nuage N; est 1’interstructure-

Comme toujours en analyse factorielle, nous cherchons & décrire le
nuage Nj en le projetant dans un espace de faible dimension. On obtient alors
une représentation de 1'interstructure qui, pour &tre utilisable, doit possé-

der les propriétds suivantes.

{pa) Le_nuage N 7 doit_etre bien neprésents

On retrouve ici le probléme général de 1'analyse factorielle. Remar-
quons simplement que les angles entre tenseurs nous intéressent et qu'il ne con-
vient pas de centrer le nuage de points.

>Cette propriété est génér;lement la seule qui est retenue. Elle conduit
5 une ACP du nuage NJ’ les &léments &tant considé;és comme des variables. L'in-
convénient, important 3 nos yeux, de ce type d'analyse est de fournir un repére
constitué d'axes difficilement interprétables. D'oli la prise en considération des

propriété&s suivantes.

Cette propriété implique que les axes du repére soient des tenseurs
s ' . . I
symétriques de rang l. Ils sont alors induits par un seul vecteur de R°. Ce
vecteur est lui-méme interprétable i l'aide des angles qu'il constitue avec

chacune des variables.

cen/onn

%,
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La représentation de l'interstructure met en'évidence des ressemblances
(et dissemblances) entre groupes de variables. Ces ressemblances résument, 3 l'éi-
de d'un indicateur unique, les différences entre les intra-structures. Ainsi, la
représentatiog de 1'interstructure ne peut &tre dissociée de la représentation si-
multanée des intrastructures. Plus bréciéément, ces deux représentations doivent

mettre en &vidence les mémes phénoménes.

3.3-3 La méthode

2

, . 1 .
Pour étudier le nuage N _dans R* , nous le projetterons sur un sous—es-

J
pace de petite dimension. Comme toujours en analyse factorielle, nous construirons
ce spus—-espace progressivement en déterminant d'abord un vecteur de base, puis un
second orthogonal au premier, et ainsi de suite. Nous détaillerons surtout la re-
cherche du premier vecteur.

Les propriétés {pa) et (pb) posent le probléme de la facon suivante : cher-

sy s - - 1 . ,
cher le tenseur symétrique normé de rang ! noté v ® v (v e R )" ajustant bien''le

 nuage.

Le critére d'ajustement que l'on choisit habituellement dans une telle
situation est.celui de la somme des garrés des projections; Or, la situation que
nous analysons ici présénte (entre autres) deux particularités importantes pour
notre propos : '

1/ <v 8 v, w8 uw = cos? 9(v,w) en appelant Ofv,w) 1'angle entre v et
w dans RI (cf § 2.5.3 a).

2/ <Wj VB U 30 5 le produit.scalaire entre wj et un tenseur

symétrique de rang 1 est positif ou nul (cf § 2.5.3-b).

ool ol
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.. - 1
Compte tenu de la coh&rence souhaitée entre les démarches dans R et
2 : .
R (propriété(pc), la premidre particularité suggére d'utiliser les projections
(et non leur carré) dans le critére d'ajustement. La deuxidme particularité nous
indique que le critdre "somme des projections'" a un sens.
Ces considérations nous conduisent & rechercher v 8 v tel que

Z o.<W. » V 8 v> maximum. Etant donn& que W. = £ muv, ® v s
;o b Rk k
J . keK .

: J
le critére devient :

Zo, I m <v ®v, ,uBvU> = I o.m <v, B v y V8 U>
T ek e kek TR R R

ce qui s'interpréte dans Rz_comme b} aj mk cos? O(Uh,v)~

keK
A 1

Nous retrouvons le critdre C du § 3.2-2. Le vecteur V de P° est la pre-
miére composante principale associée au tableau entier;le tenseur cherché est
V B v, associé 3 cette premiére composante.principale.

Ce résultat aurait pu &tre posé a priori : on aurait ainsi pu décider de

. , . . < I
projeter le nuage NJ sur les tenseurs associés aux vecteurs trouvés dans R et,
e . »K . ~ . ve
indirectement dans R°. Mais dans ce cas, la représentation de 1 Interstructure
serait apparue seulement comme une "aide 3 1'interprétation’ de la représentation
simultanée des intra-structures. On se serait alors préoccupé uniquement de la
propriété (pd. Une telle présentation aurait suggéré que, en posant le probléme
1 2 . .

d'abord dans R” , puis dans les autres cadres, on aurait abouti 3 d'autres ré-
sultats.

En réalité, la représentation de l'intetstructure que nous proposons

est optimale en elle-méme. Naturellement, cette optimalité n'est pas unique,

et d'autres méthodes ddoptent d'autres critéres. En particulier, des ACP di-

R AR
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rectes du nuage NJ ont &té proposées. Entre ces deux démarches, la différence

. . . . 12 T . .
essentielle, si on se limite au cadre R* , est de choisir des tenseurs symé-

triq;és de rang | (et non de rang quelconque), pour définir le sous—espace de
représentation de NJ' Ce choix résulte d'uﬁ compromis entre les propriétés (pa)
et (pb) : par rapport a 1'ACP, on perd en qualité de représentation, mais l'on
gagne en facilité d'inferprétation.

La recherche d'un deuxi&me vecteur, qui optimise le méme critére, -
mais qui saﬁisfait‘a la contrainte d'orthogonalité avec le premier, ne pose
pas de probléme particulier. Ce vecteur est le tenseur de rang | associé au
deuxiéme vecteur ‘issu de 1'ACP dans RI. Nous avons vu (§ 2.5.3.4.) que si dans

1 ' 12 '

R™ <v ’Ué> = 0, alors, dans ¥ <v ®8 v, v ® v >=0.
1 1 1 2 2

D'un point de vue pratique, les calculs nécessités par la représen—
tation de 1'interstructure se déduisent directement des résultats de 1'ACP
1 . 1 . .
dans R°. En effet, si v est un vecteur de R°, la projection de wj D sur
UV B vV est égale 2 la somme des inerties des projections des variables du grou-

pe § sur v. (cf § 2.5.3.b).

3.3-4 Remarques sur l'interprétation

La représentation de l'interstructure peut &tre vue én elle-méme
(elle est optimale en un certain sens) et en tant qﬁ'aide 3 1l'interprétation
de la représentation simultanée des intra-structures. Nous distinguerons ici

ces deux points de wvue.

3 3-4 1 La proximité entre deux tenseurs
LR R R A RN AR R AN R AR R R AR R R RN IR0 T2

12 AP . .
Dans R” , la proximité de deux tenseurs traduit bien, nous 1'avons

vu au § 2.5.3 la ressemblance entre deux groupes de variables.

Y
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En projection, cette proximité se traduit de la méme fagon, 3 condition
que les vecteurs projétés soiént bien repréééntés. Or, la base de projection est
trés particuliére puisqu'elle est formée uniquément de tenseurs symétriques de
rang 1. Un tenseur de rang 4 étant une combinaison linéaire de 4 tenseurs de rang
1, il faudrait déja 4 composantes - au moins - pour qu'il soit bien représenté.

De plﬁs, certains tenseurs ne seront jamais bien représentés, mémé si
1'on augmente le nombre de composantes. En effet, le sous—espace engendré par les
tenseurs de la forme v 8 v (avec V ¢ RI) est beaucoup plus petit que RIZ, il est

au plus de dimension n et ne contient que des tenseurs de la forme :

a v 8 v + ... a v @ v
1 1 1 A A A

Or, tous les tenseurs d'inertie ne s'@crivent pas sous cette forme.
Prenons par exemple le tenseur d'inertie d'une variable normée u situéde dans le

plan v , v .
1 2

[P

Le tenseur associé 3 u s'écrit :

uBu = x* v Bu + x2 U BV +XX U BU +XX U 8y
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Ce tenseur n'appartient généralement pas au plan U1 8 Ul, VZ‘E u2 ni
méme 3 un SOus—espace.engendré par un nombre quelconque de composantes principales
car des termes "non diagonaux" ne sont pas nuls.

La qualité de représentation des tenseurs sera donc généralement assez
mauvaise et il sera difficile de conélure a4 la proximité totale de deux tenseurs.

Par contre, seront bien mises en &vidence sur les graphiques les structures com—

munes a4 tous les groupes de variables, ou spécifiques de certains d'entre eux.
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3. 3 -4 2 La représentation de 1l'interstructure en tant qu'aide
TRy T O N L NI R R RPN NN TR R IR o e r N RO rT s e eI PRI ILIRIIE Y IIT Y

4 1'interprétation
LA AR R R RN A R AR RI RN RANR RN

Nous avons vu, dans une remarque reliant les calculs nécessités par la repré-

sentation de l'interstructure (§....), que la coordonnée d'un point wj sur un
axe Vv 8 v de RIZ était égale & la somme des inerties des variables du groupe j'
le ldng de la direction v associée dans RI. A un coefficient prés (i.el;inertie
totale dans cette direction), la coordonnée de Wj‘est égalé d la somme des con-
tributions absolues des variables du groupe f§ 3@ v. Cette coordonnée est la con-
tribution absolue du groupe j§ 3 v. Elle mesure l'importance de ce groupe dans
la détermination de v. Cette propriété permet de considérer la représentation
de 1'interstructure comme une aide 3 1'interprétation des analyses.dans R
rK, |

La coordonnée de Wj admet pour maximum sa plus grande valeur propre.
On retrouve ici, sous un autre aspect que dans le § 3.5. 1'int&rét de rendre cet-

te plus grande valeur propre égale & 1. On équilibre ainsi le rdle des différents

groupes dans la détermination des composantes principales.
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3.3.5 - Le modéle INDSCAL

Rappelons (cf §1-7) que le modéle INDSCAL suppose que les distances
entre les individus définies par les différents groupes peuvent se décomposer
suivant des "facteurs" communs 3 tous les groupes, le poids affecté a chaque facteur

différent suivant les groupes.

Notons 1

FA (£) la valeur du s-iéme facteur pour 1'individu 4

Mi le poids affecté 2 FA par le groupe j§

S le nombre total de facteurs

y la matrice de dimension I x S ayant en colonne les facteurs F)3

Aj - la matrice S x S diagonale ayant comme éléments diagonaux les
poids Wi affectés aux facteurs par le groupe f

i la matrice I xI des produits scalaires entre individus définis

par le groupe .

Le modéle s'écrit :

2y { oL o2 i
dj (L,4") -z w, {F, (4) FA (')} FH
ou bien :
wj' =Y A V'.+ €
- ] '
=% W F F' + ¢
5 A A A 1

Ce modéle s'applique dans un cas plus général que le ndtre ou 1'on ne
dispose pas.de matrices de coordonnées, ~ mais seulement de matrices de
proximité. Nous nous intéressons seulement & son application dans notre cas

particulier.

Le modéle posé, il reste a calculer les paramétres qui 1'ajustent .
le mieux . aux données réelles. Les paramétres sont ici les facteur»FA et les

poidé “fg.

Les critéres d'ajustement sont nombreux ils cherchent 2 minimiser 1'écart

entre les carrés des distances dans le modéle et dans les données réelles (stress),
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»

ou bien A minimiser 1'écart entre les produits scalaires réels et ceux du modéle.
L I ' ~ » L] ” ~ ’ "l "/ 3 .

Dans ce deuxiéme cas , trés fréquent, la quantité a minimlser s ecrit en notant

>, leés produits scalaires obtenus par le modele :

Wy

||w ya V'||

V=T Iledl)?

L
j §
)
i

? 2 . . . .
ot // .//  est la norme dans @RI) ‘lorsque la métrique Dest 1l'identité. L'in-
troduction des poids des individus dans la métrique D permet de donner une forme

un peu plus générale au critére.

Les W, se déduisent du modéle et s'écrivent donc en fonction des facteurs

FA et des poids w? (que 1'on doit calculer).

wj = I ué . Fé 2] FA

?
Dans URI) j est donc une combinaison linéaire des tenseurs F 8 FA et

appartlent au sous-espace qu'ils engendrent.

Projection des Wi et calcul descvg

Supposons maintenant que les F soient déja calculés et que 1l'on cherche
les poids wj minimisant v. Pour chaque Wy on cherche donc les coeff1c1entsufi
qui rendent minimum.

- ow
Vo el F e

I1 est évident géométriquement que la solution est donnée par la projection

de Ey sur le sous-espace engendré par les Fé 8 FA

Si les facteurs F sont orthonormés, les tenseurs F ] F le seront aussi,

et la projection de ES sur le sous espace qu 'ils- engendrent ‘se calcule tres simple-

‘ment

Mg est la coordonnée de la projection de V? sur FA 8 Fé.

wj . . . . - , I
donc, = lnertie des projections du groupe de variable § sur Fé dans fR

(cf §2-5-2),

Yo

(L'orthogonalité des Fs est une contrainte souvent imposée dans les solutions

proposées, et la normalisation me fait que lever une indétermination).
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: [ . ) . z I
Les poids wj peuvent donc s'interpréter géométriquement dans (RI) -et dans R°.

Si, de plus, les Fé sont les composantes principales de 1'ensemble de

toutes les variables, Wj est la projection de W. sur le sous espace engendre

par les tenseurs de rang un associés & chaque composante. Le tenseur Wj obtenu -
sera alors exactement ce1u1 que nous avomns introduit dans le paragraphe précédent
pour comparer les tenseurs entre eux. Les projections peuvent donc s xnterpreter
comme les tenseurs des représentations approchées des nuages N% suivant le

modele INDSCAL. Les facteurs communs des modéles sont les composantes prlnclpales
FI du nuage moyen et les coordonnées des Wj sur FI ® FI sont les poids W

affectes au facteur F par le groupe j§.

On retrouve le fait que 1la plupart des tenseurs ne sont jamais bien repré-
sentés par leur projection sur les sous espaces engendrés par les F e F
puisque les nuages correspondant a ces tenseurs projetés sont d'un type tres par—
ticulier : leums projectionssur le s—-iéme axe de 1§ base sont égales a i FA’
Cé ne sont pas des projections des nuages réels N% que 1l'on pourrait approcher et

atteindre en augmentant le nombre de composantes.

Interprétation dans fR

Nous avons donc proposé deux représentations 31mu1tanées différentes des
nuages Nj basées sur la méme représentation du nuage moyen sur ses axes princi-
' 1
paux d'inertie. Comparons-les.
La premiére est une projection du nuage N% - Rappelons que sa projection
sur l'axe 4 de la base commune est : ’

I S

F.=1(1/x) W. DF

PRIVEWR AT

Rappelons aussi que F’, est une prOJectlon sur un axe qui n'est pas contenu
dans le sous -espace engendré parAN% . DansﬂQ c'est la projection sur un axe u;
cet axe U se projette sur R J suivant un axe uj qui est contenu dans le sous-

espace engendré par N%. En notant, comme au §3-1, cos ej 1'angle entre u et uj

et Fj la projection de N% sur U.,, on a :
| 1 >l
1 : F. =cos 0. F!
(1) . §) 5

La seconde représentation simultande des N% est basée sur le modéle INDSCAL.
Ce n'est pas uné projection orthogonale des N% . Notons FZ la projection du nuage'
g

representant NI sur 1'axe 4 de la base commune, (1dent}que a la précédente). Elle

est homothétique de Fg , de rapport d’ homothetle d:} Or w j est la coordonnée,

de la projection de Rg sur F @ F{ dans (R ) . Nous avons montre que cette coordonnée
était la somme des inerties des prOJectlons des variables du groupe § sur F et au §3-1-7

nous avons montré que ceci etalt égal 2 coA2 ej. D'ou

: (2) T; = cos 8 FAI
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Comparons (1) qui est la projection de N dans la premiére représentation
sxmultanee et {2) qui est la progectlon sur’ 1ezmeme vecteur de base du nuage repré-
sentant N% suivant le modéle INDSCAL. On peut lnterpreter le résultat donné par
INDSCAL comme une'apgrox1mat10n d'une projection de N% consistant a remplacer la.
projection.%. de N% sur un axe du sous—espace qu'il engendre par la projection
FI,du nuage moyen (sachant que les projections Fi eg Ej ~iont trés lides puisque FA
°t Fj

est la projection du nuage moyen sur un axe U de R la projection de Nj

sur la projection sur /R J de u ).
¢

Cette interprétation est intéressante car elle permet de comparer, axe par
axe, pour chaque nuage N% la représentation donnée par INDSCAL et le nuage réel.
Ce qui est une comparaison beaucoup ﬁlus fine qu'un simple indice global mesurant

1'écart entre le tenseur du nuage réel et le tenseur du nuage représenté par INDSCAL.

Le choix des facteurs Fi

Nous pouvons donc proposer une’ solution pour le modéle INDSCAL. Dans cette
1
solution, les facteurs F "étant imposés, les wj nlnlmlsent 5&1 le carré de la norme de
la différence entre la matrlce des produits scalalres reels et celle du modehaé%

. 1
Mais, les facteurs Fé sont-ils bien choisis , minimisent-ilsV ? Nous 1'étudions

ici.
. .o~

Les W, étant les projections des Wj sur le sous—espace engendré par les
Fi 2] Fi , V peut s'inscrire.

gowi -

<
"

. . 1 1 I z
//Wj - Profection de wj. AU {FI 8 FT""’F/S 8 F/5 1%/

L
k]
z
J

e . . I* .
Minimiser v, revient & trouver un sous espace de{R"] engendré par des
tenseurs symétriques de rang un ajustant au mieux les wj au sens des moindres

carrés.

Si on impose aux facteurs d'@tre orthogonaux deux a deux le prob eme peut

se poser de maniére équivalente en cherchant succgss1vement les F;, FI ..Fi.
On cherche d'abord F; normé tel que soit maximum :
2
v, = T //Proj. de W sun Fi e Fp /l
] .
= ¢ {dnentie des p)LOjQCX/(_OM des variables du gfwupe i sun
i F )’

. - - A ‘s
Puis on cherchera Fg orthogonal a F maximisant le méme critére etc.

1



A §
1 ‘ ..
Le‘F’ que nous obtenons dans l'analyse en composantes principales du
tableau entier ne maximise pas ce critére, il maximise la somme des inerties des
variables et non la somme des carrés des inerties. Il est donc certain que la

solution que nous proposons ne minimise pas le ecritére v.

Cette solution présente cependant un certain intérét. Tout d'abord elle
est extrémement simple et les calculs sont trés courts. D'autre part, et sur-
tout, tous les autres résultats donnés par la méthode permettent d'enrichir

1l'interprétation.

Pour voir si cette méthode est raisonnable, il faut cependant que 1l'on
ne s'éloigne pas trop du critére 2 optimiser gyec les composantes prineipaleé du
nuage moyen.Plagons nous d'abord dans le cas ol le modéle est exact, nous allons
voir que nous obtenons la solution exacte, ce qui est déja trés important.
- e
Si le modéle est exact, il existe des facteurs Fi permettant une décompo-

sition de tous les wj. Une matrice Iy‘s'écrira donc :

) I 1
.= w. F !
W= Ioow, B F)
j .
.. . 1
Ce qui implique que les wj D admettent ces vecteurs FA comme base de
vecteurs propres, leur somme W.Daussi. Or les composantes que nous calculons

sont les vecteurs propres de WD , nous obtenons donc la solution exacte.

Si les données s'éloignent assez peu du modéle, les vecteurs propres des
W, Dsont assez proches les uns des autres et la diagonalisation de leur somme
en donnera certainement une bonne approximation. Comme nous 1'avons déja dit,
ce n'est pas la meilleure approximation au sens du critére v, mais le critére
maximisé étant assezAproche de v, les résultats seront vraisemblablement assez
raisonnables. Notons que dans le critére v, 1'inertie des variables d'un groupe
intervient par son carré, le choix d'une pondération équilibrant les groupes
devient crucial : si un ou deux groupes prédominent ils risquent de déterminer
a eux seuls les résultats. Dans le cas ol 1'équilibre entre les différents groupes
est difficile a réaliser, (nombre de variables dans les groupes trés différents
par exemple), il est peut-8tre plus raisonnable,a priéri,d'utiliser le criteére de

notre méthode qui rendra compte d'effets plus moyens.
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%
3.4 La méthode dans (RI)

Nous nous contentons ici de voir comment se traduit dans 1'espace (RI)
la représentation simultanée des.]nuageé N% et celle du nuage moyen.

. ) i 1. %

Rappelons (cf §2.6) que tous les nuages sont représentés dans (R°) par
les-vecteurs de la base canonique; Ils sont donc confondus, et c'est la métrique
définie sur 1’ espace qui varie avec le groupe de variables. Cette métrique est w
pour le nuage Ni ‘associé au eroupe de variable f, W = I W  pour le nuage associé a

14

toutes les variables et (1/J)W pour le nuage moyen.

Comme toujours, chaque groupe de variables a été surpondéré par un coefficient
o . dont le choix est discuté en 3.5 et qui est inclus ici dans Wj.’

Pour représenter simultanément les J nuages N% , nous partons, comme dans les
autres cadres, d'une representatlon du nuage moyen a laquelle TIOUS Superposons

g

des projections des nuages NZ

La représentation du nuage moyen s'impose, c'est la projection sur ses axes
principaux d'inertie. Notons al""’aA les vecteurs directeurs de ces axes dans
1'ordre décroissant des moments d'inertie. Ces vecteurs sont les vecteurs propres

de DW ol p joue ici le rdle de l'inertie et Wcelui de la métrique.

. . I RPN . .
La projection FA du nuage associé a toutes les variables s'obtient en

appliquantW 2 a,, ou en diagonalisant 1'opérateur WD. Celle du nuage moyen

est (1/7) Fi . On a donc :
DW = A 'W =
a | s % avec a' W a 1
Fl -ldWa -Wa
A 45
A .
a - (1/a)D F
4 Pe) A
I * _ -
FA = (1/7) Eé
Nous allons ensuite projeter chaque nuage N% Sur ces mémes axes aé. La
projection de N% sur a4 s'écrit puisque Wj.est la métrique considérée pour N% :
Foo=wa /e |l
5,4 5 4 A J

ot || a, lu est la norme de a4, pour la métrique Wj :

o
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7
/ a»s//f =a', vg,‘aév
A ow o
s Ty ]
d'ou :
Fg' -w.DFL /A //.a i)
2 TNy P Ty e A g

Nous retrouvons les projections des nuages N% obtenues dans 1'espace/RI.
Comme dans ce dernier, nous sommes amenés & prendre non pas FQZ * mais son
produit par // a/5 ﬂ’j . En effet, les yecteurs aA ne sont généraleqent‘pas
orthogonaux entre eux. Pour interpréter une représentation plane de N% sur
deux axes orthogonaux avec les coordonnées FI

8,1
de ce nuage, il faudrait considérer sur ce plan une métrique différente de

et FK . , comme une projection
‘?

1'identité ce qui est illisible. Le cadre/RK permet de voir qu'en multipliant

ces projections par // aA A’j on obtient des projections orthogonales des N%.

De plus, la projection du nuage moyen se trouve alors au centre de gravité

des projections des NI.
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3-5, Choix des pondérations des groupés

Nous avons introduit dans la méthode proposée des coefficients aj
permettant de pondérer les groupes. Choisir ces aj, c'est choisir les sur-
pondérations de chaque groupe dans le nuage moyen dont on fait l;analyse.
C'est aussi choisir-la métrique de l'espacele ou les coefficients de la

combinaison linéaire de Wj W= al W1 + .. + aj Wj

Nous discutons ici des différents choix possiblés. Nous retenons en

conclusion deux solutioms.

é:é;l;_P_eﬁ_gj _&gaux

L'avantage de ce choix est la simplicité. Si les aj sont égaux, le
carré des distances dans le nuage moyen est la somme des carrés des distances
dans les j nuages, et W est la somme des Wj. ‘

' & chaque groupe

Q:Q;g;_ggg_gj donnant_la méme-"importance'

L'importance des différents groupes dans le nuage moyen peut &tre trés
inégale. Elle dépend du nombre de variables qui les composent, de leur poids etc...
On peut souhaiter que chaque groupe joue i peu prés le méme rdle danms ce nuage

et chercher a déterminer les aj en conséquence.

Plusieurs choix sont possibles :

e e . e e e s e S e s e S 4004 e Sl o s s i T kit e Ak S e . e G P M P S i

variable. Si les variables sont normées et de poids 1, le coefficient uj seraaaaa
inversement proportionnel au nombre de variables Au groupe.

Cette solution est simple mais ne poss&de pas de propriétés particuliéres

intéressantes.
3-5.2.2. Rendre égales les_imerties_totales de chaque groupe.
Cette solution est équivalente 3 la précédente si les variables
sont normées et de poids . Sinon, elle parait plus logique que la précédente

car c'est l'inertie des variables et non leur poids qui intervient dans 1'analyse.



Cette solution n'est pas forcément éatisfaisante. Prenons
le cas d'un groupe ayant béaucoup d'axes d'inertie d'importance & peu prés
égale et d'un groupe ayant un seul axe important correspondant 3 un nuage
presque rectiligne.

Pour simplifier,‘plagons—nous dans le cas extréme ol les
r moments d'inertie du premier groupe sont &gaux i l, r &bant grand et ol
le second a un seul moment d'inertie non nul. L'inertie totale étant la somme
des moments d'inertie, si on rend égale l'inertie totale des deux groupes, les
moments d'inertie du premier deviendront égaux 3 1/ r et celui du second égal

~

al.

L'inertie de la projection du premier groupe sur une direction
quelganque de 1'espace sera toujours inférieure 3 1/r alors que celle du second
pourra atteindre 1.

' Or 1'analyse en composantes principales est la recherche de
direction de rT rendant maximum 1'inertie des projections des groupes de var
riables. Il est évident que dans la détermination de la lére composante

principale, le second groupe aura beaucoup plus d'importance que le premier.

3-5.2.3. Rendre_égal _le plus grand moment d'inertie de

chaque groupe, i.e la plus grande valeur propre dgg_wj_g

En effet, comme le montre l'exemple ci-dessus, c'est 1'impor-
tance de 1'inertie dans une directicn donnée et non 1l'inertie totale du groupe

qui influe sur la détermination des composantes.

Reﬁarquons que l'on rend ainsi égaux deux nuages homo=
thétiques. En effet, si N% et N%' sont homothétiques, les tenseurs associés
' Wj et Qj, sont proportionnels. Pour obtenir des temseurs dont le plus grand moment
d'inertie est égal a 1, nous multiplierons W.(resp W.,) par l'inverse de la
plus grande valeur propfe de ij (resp. W.,D). On obtiendra ainsi des tenseurs

égaux et donc aussi des nuages identiques.

Remarquons aussi que si 1'on remplace un nuage de points par
sa projection sur ses premiers axes d'inertie, les pondérations restent inchan-
gées. Ceci n'est vérifié pour aucune autre pondération différente de 1. Or, il
est naturel en analyse en composantes principales de considérer le nuage repré-
senté par les premiédres éomposantes comme &quivalent au nuage associé& au tableau.
Cette propriété est donc intéressante. Pour nous elle l'est d'autant plus que

nous proposerons dans les techniques de mise en oeuvre une variante possible

utilisant cette &quivalence -




Cette variante permet d'accélérer les calculs au prix d'une certaine approxi-
v P

mation des résultats en remplacant chaque nuage par sa projection sur ses premiers

axes d'inertie,

Remarquons encore que dans 1'analyse des cofrespondances
multiples qui a fait ses preuves depuis longtemps, c'est cette propriété qui
est vérifiée et non les précédentes :

Les valeurs propres des opé@rateurs de projection associées & chaque groupe de
variables indicatrices sont toutes égales, donc a fortieri les plus grandes.
Mais les inerties totales ne le sont pas, elles croissent avec le nombre de
modalités des variables. Et une variable avec un grand nombre de modalités
n'influe pas plus que les autres sur les premiers facteurs, par contre elle

influera un plus grand nombre de facteurs.

3-5.2.4. Normaliser 1e§_wj

Puisque choisir les o.; c'est choisir une combinaison linéaire
J
des wj, 11 peut sembler naturel pour donner la méme importance aux groupes

de rendre égales les normes des W; dans 1'espace (RI)'2 .

J
Le carré de la norme de Wj est la somme des carré&s des valeurs propres de
W.D .
j 3 - . . .
Cette solution présente les mémes inconvénieats que la solution

donnant la méme inertie a chaque groupe.

3-5.3. Ajuster les wj‘

Choisir W etant choisir le tenseur qui résume les tenseurs wj, on peut
tenter de choisir un vecteur de (R ) qul ajuste au mieux les vecteurs wj.

Un ajustement classique est 1'ajustement aux moindres carrés que 1'on
obtient en reterant la premidre composante principale de l'analyse en-compo-
sante principale des Wj. Cette solution est proposée par ESCOUFIER Ef 6]

Avant de discuter cette solution, rappelons que les W. ne sont pas des
€léments quelconques delRR& RI( Ce sont des tenseurs positifi, i.e. qui s'deri-
vent E'mk U ® Uk avec les my ﬁositifs. Le produit scalaire de deux tenseurs
positifs est toujours positif ou nul, ils ne sont donc jamais de directions

opposées et constituent dans un 1/2 cb1e convexe de faible ouverture delR1<®!RI.
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Les produits scalaires &tant positifs, on pourra obtenir une premiére
composante principale de W5 combinaison linéaire 3 coefficients positifs des
KG: (en effet un vecteur propre associé i la plus grande valeur propre d'une
matrice 3 coefficients positifs a toutes ses coordonnées de méme. signe).

Ceci est indispensable pour qué les aj puissent €tre considérés comme une
surpondération des variables et W comme un tenseur d'inertie.

Dans ce calcul, plusteurs solutions se présentent encore, puisque 1'on
péut affecter des poids aux wj dans leur analyse en composantes principales.

Les deux solutions classiques pour une analyse en composantes principales
sont de travailler en normant ou en ne normant pas les Wj : on peut aussi les
pondérer comme mous le proposions ci-dessus.

L'ajustement aux moindres carrés nécessite des calculs importants et nous
parait, de plus, moins satisfaisant que de prendre tout simplement 1'ajustement

par la somme.

L'ajustement aux moindres carrés donne un ‘W normé qui maximise :

< W, W. > 2
]

e

Celui par la somme donne un W normé gui maximise :

Lo, W >
i j

Ce dernier est un bon ajustement dans ce cas particulier ol tous les
' Wj sont de méme "sens" et tous les produits scalaires <w,wj> positifs.
L'introduction de carrés (ou de valeurs absolues) est nécessaire lorscue
cela n'est pas le cas. De plus, nous avons vu au § 3-5.3 que le produit

. . : . . . . ' I
scalaire dans (lRI)2 correspondait au carré du produit scalaire dans IR,
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Comparons approximativement les deux ajustementé. Si les Wj'ont des
normes trés indgales, le déséquilibre sera renforcé par 1'ajustement aux
moindres carrés. Dans cet ajustement —beéucoup'plﬁs que dans la somme-
1'importance des opérateurs de nofme €levée sera prépondérante et te rdle
des opérateurs de faible norme négligeable. Si les Wj ont des normes proches,
ce sont les Wj de direction différente de 1'ensemble qui risqueroﬁt d'étre

négligés par 1'ajustement aux moindres carrés.

3-5.4._Conclusion

Nous retiendrons deux solutions pour le choix des a; :

j
- les uj tous égaux
On traite alors le tableau de données sans aucune transformation par un

programme d'A.C.P classique. C'est la solution la plus simple qui permettra la

plupart des calculs.

- les uj'rendant égale 2 1 la plus grande valeur propre de chaque groupe. C'est

une solution beaucoup plus intéressante qui fait partie intégrante de la méthode

proposée.
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3.6 Aides 3 1'interprétation

Les représentations graphiques issues de la méthode que nous venons de
décrire comprennent les trois types d'objets auxquels nous nous int&ressons : les
individus, lés variables, les groupes de variables. A propos de chacun de ceé types
.d'objets, il est naturel de se poser les questions usuelles de 1'analyse factoriel-
le concernant leurs contributions a la construction des axes et leur qualité de re-
présentation par les axes. Nous indiquéns dans les deux premiers paragraphes ce que
recouvrent ces notions dans notre cas particulier, eﬁ accordant surtout de 1'impor—
tance aux groupes de variables qui constituent ies types d'objets les plus originaux
de -cette analyse.

En outre, pour aider le dépouillement de la représentation éimultanée»des
intrastructures, il convient de biAtir des critéres mesurant la ressemblance entre
les intrastructures. C'est ce que nous ferons dans le troisidme paragraphe‘concer—

nant les aides 3 l'interprétation.

3.6-1 Contributions et qualités de représentation des individus et des

variables

Les aides & l'interprétation concernant ces 2 ansembles ne différent pas
de celles des analyses factorielles usuelles. Pour chaque individu (et .pour chaque
variable); on calculera : |

- sa contribution 3 la construction de 1'axe 4 & 1'aide du rapport

Inertie de .la projection du point sur 1'axe 4 1000

Inertie de 1l'ensemble des projections sur 1'axe 4

.

= sa qualité de représentation par l'axe 4 3 1'aide du rapport

.
b

Inertie de la projection du point sur 1'axe 4

x R
Inertie du point 1000.

eed/enn
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S'il'y a des &léments supplémentaires, on calculera uniquement leur

qualité de :éprésentation. En particulier, les &€lé&ments supplémentaires pourront

gtre :

- des centres de gravité de sous—ensembles d'individus ;
- des composantes principales des analyses partielies;

Les individus considérés seulement du point de vue d'un seul tableau
i

(8léments L J définis dans RK ¢ § 3.1-1) sont traités comme des in-

des nuages NI

dividus supplémentaires.

3.6-2 Contribution et qualité de représentation des groupes de variables

Selon les cadres de référence dans lesquels on se place, les groupes
de variables apparaissent différemment et conduisent 3 des aides 3 1'interpréta-

tion différentes.

3.6-2 1 Cadre de référence RK

ll'll:""""ll""""ll"'ll"l'l”""
Les groupes de variables sont représentés par les sous—espaces R4 de
RK. Les sous-espaces étant orthogonaux deux 2 deux, 1'inertie d'un nuage
se décompose additivemént suivant les proje;tions de ces nuages sur ces sous-"
espaces. La contribution du groupe j & l'inertie de la projection du nuage NT
sur un vecteur W de RK est donc égale au cosinus carré de l'angle Bj entre u

K

et R'j.

-

Par ailleurs, un groupe de variables peut étre appréhendé i l'aide de la

i 53 . - - . . --
structure qu'il induit sur 1l'ensemble des individus. Ce point de vue suggére, pour

el
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apprécier la qualité de représentation du groupe de variables f, de s'intéresser
d la qualité de représentation du nuage N%.,On est ainsi conduit 3 calculer le
rapport (Inertie du nuage projeté)./(Inertie du nuage total). H

En outre, nous retrouvons ici un probléme déji soulevé au § 3.1-4. :
laprojection des Eléments des ij sur un vecteur U de RK.peut 8tre interprétée
comme le'résultat d'une projection sur le vecteur qj (composante de u dans R §)

‘et d'une homothétie de rapport EE%—ET“ Il.s'ensuit que l'igdicateur (Inertie projetée)
/(Inertie totale) - rend compte de fagon pessimiste de la qualité de représen-

fation, en ce sens que la forme d'un nuage N{ peut &tre bien respectée dans la
représentation, méme si chacun des points est mal représenté (du point _de vue de
1'indicateur).

Pour préndre en compte ce phé&noméne, on peut penser diviser les indi-
cateurs de qualité par coAzej. Mais ces’indicateurs perdraient ainsi 1eﬁr proprié-

té d'additivité axe par axe ; en particulier, leur somme, pour un méme individu

sur plusieurs axes, pourrait dépasser 1.

3.6~-2 2 Cadre de référence RI

R A A A R L R L R I A R R R R SR TN T IR}

Les groupes de variables sont représentés par les sous-nuages Nj,.re—
groupant les vecteurs associés aux variables du groupe j. (cf § 3.2-1). Ce point
de vue suggére de s'int&resser aux contributions et qualités de représentation de
NY.,

K A
La contribution se définit par la somme des contributions des variables

du groupe j. Cet indicateur se confond avec la quantité (cos Gj)Z envisagée 3 1'ali-

néa précédent. (¢f § 3-1-7).

ool
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La qualité de représentation d'un groupélj peut &tre mesurée, dams RI,
i l'aiae de plusieurs critéres.

a) L'inertie de la projection de Né rapportée 3 l'inertie totale de ce
nuage. Si le groupe j ne comprend qu'une variable, ce crit@re est l'indicateur
usuel dé qualité de représentation.

| b) Le cosinus carré de l'angle formé par 1l'axe féctoriel et le sous-
espace engendré par le groupe j.

Notation :
® | E . s ,

vV  vecteur unitaire porté par
1'axe factoriel

E. sous—espace engendré par le

J groupe f.
6? angle entre V et Ej

y
g

est le carré du coefficient de correlation multiple entre la "variable" v et le

Dans le cas (général) ol "les variables sont centrées réduites, c0428

groupe j. Comme précédemment, il est &quivalent 3 1'indicateur usuel lorsque le
groupe j ne contient qu'une seule variable.

Toutefois, ce critére ne tient compte du groupe de variables n’ i
qu'au travers du seul sous—espace Ej : nous avons déj3d critiqué ce point de vue
(5 2.5-3 b).

c¢) La qualité de représentation des composantes principales issues de

1'ACP (partielle) du nuage des § variables.b

Nous avons d8ja cité (§ 3.2.4.)l'intérét de projeter "en &léments sup-
plémentaires", ces composantes principales. Si celles—ci ont pu &tre clairement
interprétées, ce troisidme type d'indicateur fournit un point de vue intéressant :
il indique quels aspects des sous-nuages sont bien représentés, de manidre plus
synthétique qu'en procédant variable par variable. Nous retiendrons, dans 1'ana-

lyse, les indicateurs a) et e¢). -
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11 n'est pas possible de comparer, a priori, les valeurs prises par le
s - -y . . K .
critére a) et son homologue d&fini dans R°. En effet, en appelant :
I{f] 1'inertie totale du nuage associé au groupe j. Cette inertie est

la méme, que 1l'on considére le nuage N% dans RK ou Né dans RI.

~e

Iu(N%) l'inertie du nuage N% selon la direction u de RK

I

.o

Iv(Né) l'inertie du nuage N%’selon la direction v de R

alors, les qualités de représentation‘du'groupe 4§ par u dans RK (notée Qz(j) et
par v dans‘RI(notée Q;(j)) s'écrivent :
] 5
Qu(j) . I N(I) Qu(j] - Iu (NK)
K I. I I.
bl J : ' ]

Les dénominateurs de ces deux quantités sont les mémes. Les numérateurs
ne sont &gaux que si W et v sont vecteurs propres homologues associ&s aux nuages

N% et Né. Naturellement, il n'y a pas de relation d'ordre a priori entre ces

deux numérateurs.

2
3.6-2 3 Cadre de référence RI

AR R R R A R AR R A R R R AT R2R 1R ]
Dans ce cadre, les groupes de variables sont représent&s par des vecteurs.
Les aides 2 1l'interprétation pourront 8tre définies i 1'aide des crit&@res usuels.
\ o .
La contribution d'un groupe de variables i un axe mesure le rdle joué
. . K L .
par ce groupe dans la construction des axes factoriels. Dans R » le critére opti-
misé par les axes factoriels est la somme des projections. La contribution d'un
€lément pour un axe factoriel sera donc la coordonnée de cet €lément sur cet axe.
Comme toujours, cette quantité sera rapportée d la valeur du critére pour 1'axe,
c'est-d-dire ici la somme des projections. Nous retrouvons ici le méme critdre
P K I
suggéré par les cadres R et R,
Par contre, la notion de qualité de représentation est indépendante du

critére que l'on cherche 3 optimiser. Nous utiliserons donec, pour la mesurer, le

critére usuel (Inertie projetée)/(Inertie totale), appliquée aux vecteurs W.D.
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Ici encore; il n'est pas possible de comparer, a priori, les valeurs

prises par ce crit@re et par ses homologues définis dans les autres cadres de

référence. En effet, en comnsidérant les notations du paragraphe pr&cédent, et en
les complétant par : 4
I(4) = L Ai L'inertie totale dﬁ nuage N{ dans RI peut s'exprimer
’ en fonction de la somme des valeurs propreé ki de 1'opé-
rateur W.D aséocié.
1P

Q?z(j) . La qualité de représentation du groupe j par l'axe w

2
de RI .

Si 1l'on choisit v et W tels que w'= v 8 v, on a :

I (N (1 ('Nf)]2
Wi =K e oty -
% xi : z(xi)z
b . . A

-

I1 n'y a pas de relation d'ordre a priori entre ces deux quantités.

Quel que soit le cadre de référence adopté, la notion de contributioﬁ
d'un groupe de variables conduit au méme calcul. Cela n'est pas tout 3 fait &tonnant
pulsque ies critéres optimis&s dans chacun des cadres constituent des interpréta-
tions différentes d'un méme critére.

Par contre, la qualité de représentation d'un groupe de variables différe
selon le cadre dans lequel on l'exprime. Cette particulérité n'est pas obligatoi-
rement surprenante puisque les objets qui représentent les groupes de variables

2 .
sont de typesdifférents: point dans RI , nuage de I ou Kj points dans RK ou RI.

3,62 4 Résumé
[IARARNRARAEES

Les aides 3 l'interprétation concernant les groupes de variables sont,

K .1 _I?

pour chaque groupe et chaque axe (noté u,v,w dans R°, R°, R ) :
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Interprétation
aide
dans RK dans RI dans RIZ
w L contributions des |Projection de W,D sur w
contributiop COAzej Yar%ables du groupe j T Tprojection des W,D sur W)
' ' a l'axe v. ] 1
g i Do Jy12
o W 1 (NI) Vi IU(NK) W [IU(NK)]
qualité Qlf) = : Q4) = Q2 (4) = ;
A Iy z(xl)2
5 ) A

Les trois interprétations de la contribution conduisent au méme calcul.

Les trois qualités constituent des indicateurs différents.

La ressemblance entre les intra-structures peut étre appréhendée de dif-
férentes fagons selon les cadres de référence dans lesquels on se situe. Nous abor-
dons successivement ces différents points de vue.

En réalité, les crit@res que nous allons présenter peuvenf étre introduits
indépendammentAdes.cadres de référence. Ces derniers servent ici simplement & faci-

liter 1l'exposé.

P K
3.6-3 1 Cadre de référence R
: A R R AR R A R AR AR R RS AR IR ANRETT]

Dans cet espace, nous avons cherché& une représentation simultanée qui opti-
mise un critére réalisant lui-méme un compromis entre 2 propriétés (cf § 3.1-2).
\ .
(pl) Chacun des nuages N% est bien représentéd

© (P2)  Les points homologues V2 (/=1,J) sont le plus rapprochés possible.

N
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Nous avons vu que chacune de ces 2 propriétés conduit a optimiser un cri-

tére exprimable en terme d'inertie. Soit, avec les notations des § 3.1-2 et 3:1-3,

dans lesquels on introduit la partition P de U N% dont les classes sont les

J

ensembles {47]f=1,7} d'éléments homologues.

Pour (p1), le critére associé est Cl = inertie totale de U N%
J
inertie intraclasse de U N% muni de

J

Pour (p2), le critére associé est C2

la partition P.

.Le compromis entre ces 2 propriétés a &té réalisé en optimisant le cri-
tére global : C = Cl1-C2 = Inertie totale - Inertie intra = Inertie Inter

Pour mesurer la ressemblance entre les intra-structures telles qu'elles
apparaissent dans la représentation simultanée, cette démarche nous conduit 3 cal-
culer, pour chaque axe factoriel, le rapport (Inertie inter) (Inertie totale). Cet
indicateur est toujours compris entre 0 et 1 et vaut :

1,51 les intra-structures sont parfaitement confondues dans la direction

étudiée ; |

0, si 1'inertie du nuage moyen est nulle. De telles directions sont dues
exclusivement a 1'aspect articifiel de RK. En effet, seules les directions de cet
eépace se;on lesquelles 1'inertie du nuage moyen est non nulle sont inté@ressantes.

Cette dernilre situation appelle une remarque. Sauf situation triviale,
elle ne peut se produire_pour la direction principale d'inertie du nuage moyen. En
effet, cela signifierait que 1'inertie du nuage moyen est nulle, ce qui ne se pro-
duit que si toutes les coordonnées de tous les points sont nulles.

Nous avons ici défini un critére associé 3 un axe. L'adaptation de cette
‘définition 3 un sous-espace de plus grande dimension ne pose aucun probléme. Natu-

iy

N
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rellement, la valeur obtenue pour un plan n'est pas &gale 3 la somme des valeurs
pour chacun des axes, mais & leur moyenne pondérée par la part de l'inertie de

q N% le long des axes. Ainsi, en appelant :

! ‘Cl{£) l'inertie totale de q N{'dans la direction de l'axe £ ;
Cl(£+m) 1'inertie totale de q N{Adans la direction du plamn (£+m) dé&fini
par les axes £ et m.
On a :
Cl (ﬁﬂ;q) = cl{£) + c1(m)
cle+m) = c{e) + c(m)
d'eél
c(L+m) _ c1(z) c(L) Cl(m) C(m)
. CIT&+m] ~ CI(Z] + Cl(m] CI1(Z)] * TI(E) + cI(m) Cifm
. critére pour crité@re pour : critére pour
" le plan (£+m) 1'axe £ 1'axe m
Inertie dg q N% Inertie de q N{
selon £ rapportée selon m rapgortée
3 celle selon {£+m) i celle selon (£+m)

Nous venons de décrire un critére mésurant globalement la ressemblance
entre les intra-structures. Il est possible d'adapter cette définition & 2 intra-
structures, l'une des deux pouvant &tre 1'intra-structure moyenne. Le calcul de
ces quantit&@s apporte des &léments de réponse a des.questions du type :

= Ces deux représentations d'intra-structure se ressemblent t—elles?

bQuelles sont les représentations qui se ressemblent le plus?

- Cette représentation d'intra-structure ressemble t-elle 3 la repré-

.sentation moyenne? Quelles sont les repr@sentations les plus proches de la repré-

sentation moyenne?
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3.6-3 2 Cadre de référence RI

LA A R R A A AR A AR AT T1220])
Dans ce cadre, la recherche de la représentation simultanée a &té formuléde
ém termes de recherche d'un ensemble de vecteurs(cf.§ 3.2-4). Nous‘avions noté Vj
lé vecteur correspondént ila représentationldes individus considérés du point de
vue du groupe de variables {.

Dans cet espace, les propriétés (pi) et (pZ) ont été tradﬁits de la facon

suivante (§ 3.2-3) :
(p]) La norme des vj est grandg.
(pZ) Les Uj sont bien corrélés entre eux.

La ressemblance, du point de vue d'un axe, entre les intra-structures
assocides 2 deux groupes j et §' sera mesurée par le coefficient de corrélation
entre Uj et Vj' (noté n(uj,uj.% be méme, la ressemblance entre 1'intré—structure
associée au grouée j et le compromis sefa mesufée par le coefficient de corréla-
tion entre v. et v (noté n{v,v.)).

) J '

Pour mesurer la ressemblance globale entre 1'ensemble des intra-structures,

on se heurte au probléme classique de la mesure de la liaison d'un groupe de va-

riables. On utilisera ici :

. 1z . P ~
soit — § i n(v.,vz) critére déj3 proposé par HORST [ 11 ]
J I pour mesurer la liaison entre plusieurs variables
L. 1 . . 2
soit K § rlv.,v) qul correspond mieux 3 la démarche de 1'analyse
I ‘ " multicanonique. o

Enfin, si 1'on cherche des critéres de ressemblances s 'appuyant sur deux

N IS
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-~

axes, on utilisera la moyenne des crité&res appliqués & chacun des axes.

On peut songer, dans les coefficients de éorréiation moyens p:oppsés, a
pondérer chaque coefficient de corrélation par la qualité de représentation des
intra-structures mises en cause. On obtient ainsi.un critére trés proche de celui
introduit 3 partir de 1'espace RK. Ceci esf di au résultaf suivant

En appelant

14

Xj le tableau centré associ& au groupe f, complété par
des O pour &tre de la taille de X. On a la relation
X=1IX, .

- 4

4  une composante principale de X.

On a : Inertie du compromis selom u (inertie inter classe du § précédent)

u'MX ' DXMuU
J2
= u'M(Z X') D(i ;( JMu = T ¢ u'M;(. D 1~< Mu = T % <v,,vu,>
§ 1 2 £ i 1 £ e i778M

1}

? E lle ,,',VKH &(Vj:uz)

En n'appliquant qu'une fois X = I X., on obtient

,

J

| ST -
= uMx'DxM =3 || v, Il vl n(uj,uz)

J2 i
Ces résultats expriment 1'inertie inter—classe du paragraphe précédent,

(et par conséquent le critére C/C1) en.termes de sommes pondérées des coefficients

de corré&lationm.
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3 6-3 3 La multiplicité des critéres de ressemblance entre intra-structures
""""""""ll'l""'lllll""ll"ll"llHHII"""H'l"""'l"ll"”H""”HH""""'l"l'"l"l"""""l”ll""llln"

Nous venons d'introduire un grand nombre de crit&res pour apprécier la res-
semblance entre intra-structures. En outre, cette préseﬁtation n'est pas exhaustive
et on peut en imaginer beaucoup d'autres. Les origines de cette multiplicité sont di-
verses : i ce sfade de 1l'exposé, il peut &tre utile de les énumérer afip'de dégager
quelques fils directeurs utiles pour appréhender ce vaste enseﬁble.

a) Deux représentations d'intra—structﬁres homothétiques doivent-elles
8tre considérées comme semblables ?

Si la réponse est oui, on est conduit 3 examiner uniquement le coefficient
de corrélation. Sinon, on prendra en compte les inerties.

Bien entendu, il n'est pas facilé‘de répondre formellement & cette ques-—
tion. Compte tenu de la méthode, ce type de résultats ne doit pas se produire.

b) La comparaison de plusieurs intra-structures doit-elle s'appuyer sur
les comparaisons 2 & 2 ou sur les comparaisons entre les intra-structures et le
compromis ?

c) Comment agréger, pour un groupe d'intra—étruétures, des critéres de
comparaison &tablis pour deux intra-structures ?

STt .

Quelle que soit la réponse 3 b), on aggrége des quantités de méme type.

Remarquons que la réponse 3 la question a) donne des &léments (& défaut
d'impliquef logiquement) pour répondre ici. Si on utilise le rapport d'inerties
(réponse non & la question a)), ce dernier se définit de la méme manigre pour compa-
rer deux ou plus de deux intra-structures. .Si on utilise les coefficients de corré-
lation (réponse non & la question a)), il semble peu cohérent de lesApoﬁdérer par

des inerties (coefficients de pondération les plus "intuitifs') dans une aggrégation.

d) Comment agréger, pour un sous—espace de dimension supérieure 3 1,

SN



des crit&res définis pour chacune des dimensions de ce sous—espace ?
- Ici encore, cette question n'est vraiment embarassante que si 1l'on

répond oui & la question a).

3.6-3 4 Que choisir ?

LAANRARIAARRARASARAAAL]

Il est difficile de trancher actuellement en faveur de certains critares.
Il est danc prudent de calculer 1l'ensemble de ces critéres, c'est-3-dire, pour cha-
que axe et pour les plans représentés graphiquement.
1) Critéres fondés sur un rapport d'ipertie :
~ critdres concernant les intra-structures prises 2 a 2 ;
- critéres concernant chaque intra-structure et l'intra-structure
moyenne ;

- critére global.

2) Critéres fondés sur des coefficients de corrélation

~ idem.
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3.7 Résumé

K

k= U «,
i o
__— - v, variable

Andividus _ my, " podds de v k

Le tableau de données X divisé en J sous tableaux X]"‘f’XJ

La_pondération_des_groupes

Le poids des variables du groupe j est multiplié par un coefficient aj.

Plusieurs pondérations sont possibles, la plus intéressante est *

‘"l'inversehde,la premiére valeur propre 3:1'A.C.P. du gqoupe.Xj.

Pour chaque groupe, 1l'inertie maximum dans une direction vaudra alors 1.

Analyse en composantes principales du tableau X surpondéré

composantes principales Fi et F*i = (1/7) Fi

= variables générales de 1'analyse des liaisons des groupes de variables

(recherche de variables orthogonales deux a deux les plus liées 2 tous

les groupes).

= projection sur ses. axes principaux d'inertie d'un nuage compromis entre

J

les nuages d'individus Ny définis par chaque groupe de variables.

= facteufs du modele INDSCAL.

Projection des composantes principales en éléments supplémentaires

Permet de comparer facilement ces composantes qui sont projetées sur

un espace ajusté au sens des moindres carrés.
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Projection en individus supplémentaires des { tableaux Xj (X .complétée

par_des zéros)

N K
(\_h
;
%f‘ X
0 0 3
X X
¥ i)

1

= projection de .39 sur 1'axe g : FI = I/AA W} D-FA

4,4 ’

= représentation simultanée des J nuages d'individus N; associés
a chaque groupe de variables. Ces représentations simultanées sont
des projections de ces nuages dans des directions d'inertie impor-

tante et se ressemblant entre elles.

= le nuage moyen est au centre de gravite de ces J nuages.

L I
(L) = 1/7 z F)3

14

= variables canoniques de l'analyse des liaisons : combinaison linéaire
1 . .
-des variables du groupe { qui est lide 2 F et quil extrait une part

importante de 1'inertie du groupe .

Inertie de la projection des variables du groupe { sur Fi__

= contrlbutlon du groupe de varlables a 1'1nert1e du facteur d'ordre 5
dans IR dans IR et dans {RR )

= liaison entre la variable Fi et le groupe f (c'est la somme de ces

liaisons qui est maximisée dans 1'analyse des liaisons).

. = coordonnée de 1la projection dans URI)Z du tenseur Wj "associé au

- groupe { sur le tenseur FZ e FI Ceci permet de comparer globalement
les groupes de variables, car le produit scalaire entre les tenseurs
Wj et . Wj' mesure la liaison entre les deux groupes de variables. La
projectioﬁ des Wj sur des espaces de petites dimensions permet de les

comparer rapldement

= poids affecté au facteur Fi par le groupe. j dans le modéle -INDSCAL. - -
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g

Aides a 1'interprétation : Ressemblance entre_les projections_des NI

. 1 1
* . ’ . F
Corrélation entre F/5 et 5,4
Mesure la ressemblance entre les projections normées du nuage moyen et
du nuage N% sur l'axe 4. Mesure l'adéquation de chaque groupe de variables
au modéle INDSCAL. (Si ces correlatlons valent | pour tous les axes, le

modéle est vérifié pour le groupe § ).

1 r ot
* //F 6///(I/J) j / FA,j i

C'est sur l'axe s 1' lnertle du nuage moyen N (inertie intra) divisée
par l'inertie de tous les nuages NI (inertie totale) Plus ce rapport est
proche de I, plus l'inertie intra est faible et plus les progectlons F1

des différents nuages se ressemblent.

Les corrélations et les rapports d'inertie sont aussi calculés pour

tous les couples de facteurs.

* Inertie ' 1ntra" de chaque individu L. C'est l'inertie des progectlons
. I
de { dans les différents nuages, Fé i ({) , autour du centre de grav1te F (4).
Elle permet de repérer les individus dont la p031t10n varie dans les dlfferents

groupes de variables.

Aides 3 l'interprétation. Qualité de représentation du groupe j

* Qualité de représentation des variables du groupe dans RI.

J
1

Qualité de représentation des tenseurs associés W, (dansaR ) ).
J

associé au groupe j dans RK

*

Quallte de representatlon du nuage N

%

(qualité de 1'approximation des produits scalaires par le modéle INDSCAL) .

Ces qualités de représentation s'ajoutent sur les différents axes.

*

. . I . . .
Liaison entre FA et le groupe j (cette liaison est comprise entre 0
. ‘ 1 . . . . .
et | et atteint | lorsque FA est une direction d'inertie maximum

du groupe.

.

3.8 Individus, variables et groupe de variables supplémentaires

3.8.1 - Individus supplémentaires

Comme dans toute analyse en composantes principales, des individus
pourront &tre mis en ¢léments supplémentaires, avec un poids nul. Ces individus
n'influeront pas sur les résultats concernant les individus principaux, on

calcule simplement la projection de leur représentation dans le nuage N*
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et dans les différents nuages N% .
Dés»que le nombre d'individus est éssez grand, la lecture des graphiques

des représentations simultanées devient trés complexe. En effet, le nombre
de points concernant les individus seulement, est égal 2 card I x (card K+1).
(i.e. nombre d'individus mu1t1p11e par le nombre de groupe de variables, plus.
un pour le nuage moyen). La lecture des aides 2 1'interprétation
(Stablllte de chaque individu, ressemblance- globale entre la représentation d'un
N% ét la representatlon moyenne etc...)fac111te beaucoup le dépouillement.
Mais, il n'en restera pas moins necessalre, souvent de remplacer 1'étude de
chaque 1nd;v1du par 1'étude de classes d'individus ayant un caractére commun.
Pour celd, on mettra en éléments supplémentaires les centres de gravité de

ces classes.

3.8.2-Variables supplémentaires

Les variables supplémentaires sont traitées comme en A.C.P. : projetées

sur les axes de l'analyse;leur qualité de représentation est calculée.

3.8.3 - Groupe de variables supplémentaires

Tout un groupe de variables peut &tre mis en élément. suppléﬁ%ﬁ%&%%@i i &
groupe est homogéne, il peut &tre intéressant de le comparer aux autres é%éﬁﬁéé dvec
tous les moyens mis en oeuvre pour ces derniers”sans qu'il ait infli& sur 18
nuage moyen et les résultats de l'analyse.

Woyons si tous les calculs effectuds sur les groupes p%iﬁ&iﬁéﬁﬁ pauvent
s'appliquer a un groupe supplémentaire.

* La_normalisation du nuage N%

Si on veut comparer le nuage associé au groupé suppléméHtiiré Auk aut
‘ . SoogaLL o o o s manE Do yatd ah
nuages, il faudra le normaliser de la méiie facon en surpondérahit 188 VAYiEs

du groupe, ce qui nécessite 1'analyse du tableau supplémentaits:
P q y

* La_projection des_composantes principales dii groupe

Elle ne pose aucun probléme et permet de comparer la forme generale du nuage
de variable avec celle du nuage moyen et des atutres nuages.

)

Dans 1'analyse des llalsons, les variables générales sont célcul &g

sans tenir compte du groupe supplementalre' on peut cependant chercher ig

.

variables de ce groupe les plus"llees 4 ces variables generales. Lé cr1té£3

g oy pe e o
chosi et sa solution F P (Z/AA) Vﬂ D F s'appliquent sans ZuGHA changétishic
,

a des groupes supplémentaires.
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* La projection simultanée du nuage NI

Pour les groupes de variables non supplémentaires, les fonctions FA,'
stinterprétaient aussi dans RK comme des projections orthogonales du nuage
N%sur des espaces de petite dimension. Ici quelques difficultés apparaissent.

En effet, l'ensemble Kj des variables sugplémentaires n'est pas contenu dans
1'ensemble K des variables actives, ethKj n'est donc pas contenu dans 1l'espace
IRK ol le nuage moyen a été construit.

UKj

. Le nuage N% y

On pourrait, bien siir, conmsidérer 1'espace R
serait représenté comme les nuages actlfs dans le sous espaceIRKJ Mais, le
.'nuage moyen N; étant construit en considérant seulement les groupes de variables
actifs, (ou en donnant un p01ds nul aux variables du groupe supplémentaire), ce
nuage N% est contenu dans 1'orthogona1 du sous espace[RKj . Ses axes d'inertie
le seront aussi, les projections de N% sur ces axes vaudront donc 0. C'est
ce que l'on obtiendrait d'ailleurs en procédant.au méme calcul que pour les

. ~s
autres tableaux, i.e., en mettant en élément supplémentaire le tableau Xj

(le tableau Xj complété par des zéros).

Cependant, on peut tenter‘d'interpréter Fi , comme une projection du
nuage N% dans cet espace/RKUKj . Sur cet espacé on considére la métrique
diagonale des poids M (les variables.du groupe supplémentaire étant sur-
pondérées par le coefficient de normalisation du nuage). La fonction FA,j
est alors homothé;ique 3 la projection de N% sur l'axe X' D Fﬁ

En effet (cf §2-4-1) :

~/ I
. . T - . -
Projection de NI sur X' D F Xj MXD FA /|l xD FA”

1 ‘
W.D XD

Si le tableau X tout entier était intervenu pour le calcul des compo-

santes, on aurait {(cf 2-4~1) /' X D F /A XA ,et Fj s serait exactément
?
la projection de N% sur X' D FZ Mals ici, ce n'est pas le cas. Fj 5
2

n'est que 1'homothétique de cette projection. Le probléme se complique encore

lorsque 1'on considére plusieurs axes, car rien ne dit que les axes X DF

KUK f . Les fonctions Fi j
’
ne permettent donc pas d'obtenir des projections orthogonales des N% sur des

et XD F ,seront orthogonaux dans 1° espace,R

sous espaces de dimension supérieure a un. Elles ne presentent donc guere

‘d intéret.

Parvenus 3 cette conclusion, il est permis de se demander si, a priori, .
une représentation simultanée du nuage associé a un groupe de variables supplé-
mentaireSpourrait aveoir un intérét. La questionpréalable est de savoir pourquol
ce groupe a été mis en élément supplémentaire. Or, mettre un groupe en élément sup-

plémentaire parait utile essentiellement lorsque ce groupe rend hétérogéne 1'ensem-
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bie des groupes,i.e. lorsqu'il est relativement différent des autres ; ou bien
lorsqu'il peut expliquer les .facteurs. Dans un cas comme dans 1'autre, une représen
tation simultanée ne serait gulre utile. Dans le cas d'un groupe assez différent

des autres les indices globaux, projections des composantes principales, ete...

permettent de mesurer et préciser ces différences, mais superposer le nuage
N% a des nuages qui ne lui ressemblent pas assez:n'a pas d'intérét. Lorsque le
groupe supplémentaire est utilisé comme é1ément explicatif, on mesurera .
globalement 1'influence de ce groupe de:variable;sur les autres, mais on ne

s'intéressera pas 3 chaque individu.

Inertie_de_la projection des variables du groupe sur Fi

Cet indice ne peut s'interpréter comme une contribution & 1'inertie du
1 .. . .
facteur FA .Mais il reste tous les autres. aspects : mesure de la liaison
1 . 1
entre FA et le groupe, coordonnée de W} sur le tenseur associé i F dans

2
(RI)Z et poids affecté & ce facteur par le groupe § dans INDSCAL

s

Conclusion

Pour les groupes de variables supplémentaires, nous calculerons tous
les indices obtenus pour les groupes actifs mais nous ne chercherons pas

de représentation simultanée du nuage d'individus associé & ce groupe.
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4 - COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES

Dans ce paragraphe nous comparons la méthode proposée avec chacune des

méthodes évoquées dans 1'introduction.

guivant le cas, on choisira seulement 1'un ou 1'autre aspect de notre

méthode puisqu'aucune autre méthode ne les présente simultanément.

4.1 - Les analyses canoniques généralisées

Nous avons déja évoqué ces techniques dans les objectifs exprimés en

terme de liaison entre groupes de variables (§ 1-6) et dans leur étude (§ 1-3).

La comparaison avec 1'analyse multicanonique au sens de CARROLL {éf ﬂ est
exposéée dans ce dernier paragraphe puisque nous avons cherché une méthode basée
sur le méme principe et se confondant avec elle dans le cas des variables

qualitatives.

Résumons simplement les résultats :
Le principe de ces techniques est le suivant : la recherche d'une suite de
variables générales orthogonales deux & deux rendant maximum la somme de leurs
liaisons avec tous les groupes de variables; puis; pour chaque variable générale
et pour chaque groupe, la recherche d'une combinaison linéaire des variables

du groupe liée & ‘la variable générale.

C'est la mesure des liaisons entre une variable et un groupe de variables
qui differe :

Dans 1l'analyse multicanonique au sens de CARROLL, c'est le carré du
coefficient de corrélation multiple qui ne tient compte que du sous—espace
engendré par les variables. v

Dans notre méthode, c'est un coefficient qui tient compte de 1'inertie

des variables du groupe dans les différentes directions de 1l'espace.

Les variables générales que nous obtenons seront donc beaucoup plus
attirdes par les directions de grande inertie que par les directions de faible
inertie. La variance expliquée par ces variables sera donc plus grande. Les
résultats sont, d'autre part, beaucoup plus stables que ceux de 1'analyse multi-
canonique classique qui sont trés sensibles a des petites variations des données.
(le sous-espace-engendré‘par les. variables est beaucoup moins stable que 1'opé-

rateur d'inertie (cf § 2-5.1.c).
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Les variables canoniques sont, dans 1'analyse multicanonique, les
projections des variables générales et dans notre méthode leur image par
W. D. ’

J

Les premieres sont plus correlées que les secondes aux variables
générales, mais par contre moins représentatives des groupes, au sens de la
variance expliquée. Nous augmentons donc la variance expliquée, & la fois
par le choix de la variable généralé et par le calcul ultérieur des variables

de chaque groupe.

Les résultats sont donc un peu différents, plus stables et plus repré-
sentatifs des groupes dans notre méthode que dans 1! analyse claSSLque. L'étude
du cas trivial ol tous les groupes sont identiques (cf §3,2.3)semble blen
montrer aussi que du simple point de vue de 1'analyse des liaisoms, la méthode

proposée est une amélioration de 1'analyse classique.

Mais bien entendu, 1'avantage primordial de notre méthode est le fait
que ses résultats s'interprétent, en plus, comme une analyse en composantes
principales classique et comme une représentation simultanée des nuages
d'individus définis par tous les groupes de variables, et d'un nuage compromis

entre eux.

Cas_de_deux groupes de_variables

On peut rapprocher cette technique de celle proposée par WOLLENBERG {cf 21
comme une alternative de 1l'analyse canonique.Remarquant que dans 1'analyse
canonique, la variance expliquée par les variables obtenues risque d'8tre faible,
il propose de cherchera maximiser non plus la corrélation mais la '"redondance"
I1 cherche donc une suite de variables orthogonales deux a deux, combinaisons
linéaires de variables du premier groupe, maximisant la somme des carrés des
corrélations avec les variables du second groupe. On reconnait ici un critére
tout a fait analogue au ndtre (nous donnons seulement en plus la possibilité
de pondérer variables et individus). Mais, ce critéreest appliqué, comme en
analyse canonique, directement entre les deux'groupes sans introduction de
variables générales.

La solution est donnée par la diagonalisation d'un opérateur qui, dans
nos notations s'écrirait P1 WZ D. Le probléme est posé de maniére symétrique
pour les deux groupes, mais il n'y a plus de symétrie des résultats comme en
analyse canonique :
1les valeurs propres de PI WZ D et Pz W1<D sont différentes et il n'y a pas de
relation simple entre leurs vecteurs propres, donc pas de relation entre les

deux suites de variables obtenues pour le premier groupe et pour le second groupe.
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Notre méthode apparait comme une généralisation de celle de WOLLENBERG
tout a fait parallele a la généralisation de 1l'analyse canonique proposée par
CARROLL Cependant, il ne é'agit pas exactement d'une généralisation, car dans
le cas de deux groupes seulement, ces deux méthodes ne se confondent pas.

La méthode que nous proposons rétablit la symétrie entre les deux groupes de
variableé,et les deux suites de variables ''canoniques' sont en relation 1'une
avec l'autre. Nous cherchons comme en analyse canonique, des couples de variables
lides entre elles, l'une étant une éombinaison linéaire du premier groupe et
1'autre du second, en passant techniquement par 1'intermédiaire d'une variable
générale. Dans la méthode de WOLLENBERG, on cherche indépendamment deux suites
de variables combinaisonslinéairesdes variables d'un groupe, qui soient liées

a 1'autre groupe.

Cette méthode parait donc intéressante. aussi dans le cas de deux groupes
de variables seulement, ou elle présente l'avantage par rapport a 1'analyse

canonique de fournir des variables expliquant mieux la variance des groupes.

Cependant, une des propriétés de l'analyse canonique est perdue. C'est
1'orthogonatité des variables canoniques d'un méme groupe. Cette propriété
n'était pas vérifiée pour 1'analyse canonique généralisée de CARROLL lorsque

le nombre de groupes était supérieur 2 deux.

Mais cette propriété était—elle vraiment importante ?

Et n'y a t-on pas gagné en la remplacant par la suivante :

Les variables canoniques sont des projectioné orthogonales des nuages
d'individus associés chaque groupe de variables sur des axes orthogonaux
deux & deux. Ceci permet une représentation simultanée des nuages que ne

fournit pasl'analyse canonique classique.

4.2 - Analyse en composantes principales des opérateurs

Nous avons déja évoqué plusieurs fois cette méthode et esquissé sa

comparaison avec la méthode proposée ici.

Les groupes de variables sont représentés dans 1'espace euclidien (RI)2
par des vecteurs. Le produit scalaire de ces vecteurs ou le cosinus de leur
angle mesure leur liaison. Pour obtenir une visualisation simple de ces
liaisons, il est suggéré'f&f 3 et Q(ie projeter ces vecteurs sur un espaée de
petite dimension en les ajﬁstant au mieux. La solution est une analyse en
composantes principales dont les résultats s'obtiennent en diagonalisant la
matrice de leurs produits scalaires. C'est ce que nous appelons ici 1'analyse

des opérateurs.
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Pour visualiser les distances entre opérateurs plutdt que leur liaison,
il suffit de faire une analyse analogue en prenant comme origine les centres
de gravité de leur nuage. Les opérateurs sont alors traités comme le sont les

individus 'dans 1'A.C.P. classique.

. 1.2
Dans la méthode que nous proposons, le volet ayant {R") comme espace de
référence peut se comparer 3 ces analysés des opérateurs. Les représentations
des groupes de variables sont isomorphes et dans les deux cas, elles sont

projetées dans un espace de petite dimension.

L'ajustement du sous espace est meilleur dans 1l'analyse des opérateurs,
les groupes de variables sont donc mieux représentés. Mais, dans notre méthode
les composantes ont une signification, individus et variables apparaissent sur
des graphiques annexes ce qui permet une interprétation fine des résultats,
alors due l'analyse des opérateurs ne permet de conclure que sur la plus ou
moins grande proximité des opérateurs entre eux sans aucun élément d'inter-

prét_:ation. binid

Et ainsi que le disent les auteurs dans 1'article précité Ef 3]
"Pour obtenir les résultats les plus satisfaisants, il faut effectuer son
analyse de facon 3 réaliser un harmonieux compromis entre "qualité de repré-

sentation" d'une part et "facilité d'interprétation' d'autre part.

4.3 - La méthode STATIS et ses variantes

La méthode STATIS proposée et programmée par §. L'HERMIER DES PLANTES
s'applique & la comparaison de tableaux de type. plus général que ceux auxquels

nous nous sommes volontairement restreints.

Cette méthode et les méthodes trés proches proposées par Y. ESCOUFIER: [}f 9]
et M.C. PLACE [Ff18]ont pour but en particulier :
* de construire un nuage "compromis' entre les nuages associés aux
d;fférents tableaux (ce sont dahs notre cas les nuages d'individus
N% définis par chaque groupe de variableg).
* de représenter simultanément ces nuages N% sur des espéces de petite

dimension en prenant pour base de départ le nuage compromis.

Nous allons comparer ces méthodes avec la représentation simultanée des
nuages N% que nous proposons dont le but est analogue. Ces méthodes vont
différer d'une part dans le choix du nuage compromis, d'autre part dans le choix

J

des représentations des NI associés a celle du compromis.

4.3.1 - Choix du nuage compromis

aeDans la méthode que_nous_proposons
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Dans la méthode que nous proposons, le nuage compromis, que nous
appelons nuage moyen, (car il réalise une propriété de moyenne sur les
carrés des distances) est tout simplement, & une homothétie prés, le nuage
associé a l'ensemble de toutes les variables. Chaque groupe de variables Fl
est surpondéré par un coefficient o . , qui est rappelons—le, 1'inverse de
la racine carréede la premiére valeur propre de 1'A.C.P. du groupe de

variables j.

La distance dans ce nuage NI vérifie (cf § 2-3) :

4 A
a;d ( )

4
A | -
d (4,4') 'jé] F

Le coefficient aj équilibre le rd8le des différents groupes en rendant égale
4 1 l'inertie de la projection du nuage Vuj N% sur son premier axe d'inertie.
Le carré de la distance dans NI est donc la somme des carrés des distances dans

les nuages VE; N%ainsi "normalisés®

beDans_la méthode STATIS

Dans la méthode STATIS, le nuage compromis est le nuage associé & la
premiére composante principale de 1'analyse des operateurs W, D évoquée au
paragraphe précédent. Les produits scalaires, dans (R } entre deux opérateurs
W.D et V?,D étant toujours positifs la premiére composante principale de
ces opérateurs, que nous noterons WD est une combinaison linéaire & coefficients

positifs des Wj D :

WD = 7
J
Le nuage associé 2 YD est exactement le nuage associé 3 1'ensemble de

toutes les variables, le groupe § étant surpondéré par'Bj.(cf §2)

Ces deux solutioné sont donc tout a fait comparables.Notre
dans' le choix des a; est d'équilibrer le rdle des groupes de variables,
celle de H. LfHERMI%R DES PLANTES dans le choix des Bj est d'ajuster 1'ope-
rateur associé au nuage compromis a l'ensemble des opérateurs associés aux

différents groupes de variables.

Le calcul des Bf nécessite 1'A.C.P. des opérateurs, mais cette A.C.P.
est utilisée aussi pour comparer les groupes de variables. Le calcul des aj
nécessite 1'A.C.P. de chaque groupe de variables, mais le résultat de ces

A.C.P. est utilisé aussi dans d'autres aspects de notre méthode.

4.3.2 - Représentations simultanées liées au compromis

Les différences entre les méthodes sont beaucoup plus importantes au
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niveau de ces représentations que dans le choix des compromis.

aeDans_la méthode que_nous_proposons

La représentation simultanée des J nuages se déduit de 1"analyse en
composantes principales du nuage compromis NI' Aux S premiéres composantes de
cette analyse est associée une représentation de ces nuages dans un espace

. . .l
de dimension S. Rappelons que la composante d'ordre 4 de NI est notee FA'

. . . . . N 1 cq s

La projection de la représentation de_N% sur 1'axe 4 Fé . se déduit de

t4

Fi en appliquant 1'6pérateur Wj D :

I

1
g -.(I/AA)WJ. D Fy

F

Rappelons les propriétés vérifides par cette représentation simultanée.
Tout d'abord, si l'on regarde ces projections axe par axe :

* Fi . est la projection orthogonale du nuage exact N% sur un axe.

* Cette projection réalise un compromis entre deux exigences : elle
' . . I . . _ )
est treés correlée avec FA ; c'est une projection sur un axe de

grande inertie du nuage.

Si on regarde globalement ces projections‘et noﬁ plus seulement axe
par axe , les représentations simultanées des N% sont des projections orthogona-
les des N% sur des espaces de dimension S qui réalisent un compromis entre les
deux propriétés que nous avions notées :
P1 "Chaque nuage est bien représenté (1'inertie de sa préjection est
grande) . .

PZ Les représentations de ces nuages se ressemblent.

et posséde en outre les propriétés :

P

3 Cette représentation contient une représentation du nuage :
compromis, NI * {qui est 1'homothétique de NI dans le rapport 1/J).
% :
Chaque point L*du nuage NI est situé au centre de gravité des

J

points ij le représentant dans les nuages NI . Cette propriété

facilite beaucoup la comparaison de ces nuages.

4 Les projections des variables, des composantes prin-
cipales de chaque groupe de variables et des opérateurs permettent

de préciser et d'analyser les ressemblances et les différences entre

les nuages.

Enfin, cette représentation simultanée s'interpréte dans 1l'espace
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ot 1 on peut représenter simultanément les NIJ mais aussi dans RI, et

R
dans (R )*

beDans_la méthode STATIS

La représentation simultanée se déduit aussi de 1'analyse en composantes
.. . \ I . .
principales du compromis. Nous notons encore F/5 la s—-iéme composante prin-
cipale du compromis bien qu'il ne s'agisse pas du méme compromis que celuil

du paragraphe précédent.

Nous notons aussi :

?ﬁ j :la projection de la représentation de N% sur 1'axe 4 dans la
14 .
méthode STATIS.
] : . '
Ft j tla composante principale d'ordre £ de 1'anmalyse du groupe de
’ .
variables Xj'
A, :: la valeur propre associée a ? .
t, 4 POy %, § /
La projection FI . se déduit de la composante principale FI du compromis

par la formule sulvante [Cf 16]

ARG

¥l _ 1
Foo. I cos (F°, p £,

5,4 1

Les composantes principales de X. sont les vecteurs propres de 1'opé-
rateur WJD et forment une base orthogonale du sous espace Ef engendré par
les variables du groupe j . Le carré de leur norme est égal a Az j°

} 4

L'application qu1 permet de dedulre la représentation Fi j
L

N% de la composante principale du compromls FI n'est pas la projection

du nuage

orthogonale sur j (la projection orthogonale s'obtiendrait en normant les

41

£,4 i.e. en les divisant par in,j)'
Ce n'est pas non plus 1'application W, D que nous utilisons dans notre
méthode (il faudrait multiplier les Fi i par UXI f) . C'est 1l'opérateur
’
que nous notons UW D car son carré est WfD , 11 a les mémes vecteurs propres

que D& D et pour valeurs propres les racines carrées de celles de EQD

=1 I
Fo,i = VWD

Etudions les propriétés de cette représentation.

* Tout d'abord les F g - sont des projections du nuage N% Sur un axe, a
o :
une homothétie prés, puisque ce sont des vecteurs du sous espace Ej'
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* Mais, lorsque l'on considére plusieurs coﬁposantes simul tanément, 1i.e.
des représentations des N% sur des plans ou des espaces de dimension
supérieure i 2, ces representatlons ne sont pas des projections des nuages N%
I1 n'y a pas d'interprétation géométrique analogue a celle que nous avions

dans IRK puisqu'il ne s'agit pas de projection.

*# Pour chaque axe, ?'i . peut &tre considéré comme un compromis
entre la ressemblance avec FI et une bonne qualité de representatlon de N%
En effet, la projection 11nea1re de N% la plus liée a FI - est la pro-

jection de Fi sur Ej ; 1l'application de ¢E?I) permet d'obtenir des directions

‘de plus grande inertie. Nous appliquions W;I) qui favorisait plus que VﬁgD

le deuxieéme aspect.et qui avait une propriété optimale (rendre maximum le
produit scalaire de Fi et Fi .} . Mais surtout, le compromis entre les deux
propriétés (Pl)et (PiKla ressémblance entre les représentations simultanées des
nuéges et leur qualité de représentation) était réalisé. globalement et non pas

seulement axe par axe.

* Le nuage compromis n'est généralement pas au centre de gravité des

représentations des intrastrutures. Il se trouve au centre de gravité si

l'opérateuriJf D est égal a la projection sur Ej . Dans ce cas trés particulier,
UW}D et W .D sont confondus et la propriété vérifiée par notre méthode 1'est

aussi ieci.

* Si on prend toutes les composantes du nuage compromis, on obtient une
représentation exacte des nuages N% .Cette propriété n'était pas vérifiée pour.
nous. (Dans RK le sous espace engendré par le nuage moyen NI ne contient pas
g g sur les axes d'inertie de N

I 1 _ I

qualité de représentation n'est pas égale & 1).

tous les nuages N7 ; en projetant les N , leur

ceDans les variantes de la méthode STATIS

Y. ESCOUFIER 9 et M.C. PLACE 18 proposent de projeter les premieres
composantes principales du groupe Xj sur le sous-espace engendre par

les premieres composantes principales du compromis.

On sait que le compromis peut &tre considéré comme un nuage associé
a2 1'ensemble de toutes les variables (surpondérées par les 8. ). Le sous

espace engendré par ses composantes principales est donc le sous espace engendré

vpar‘toutes les variables et contient les composantes principales de chaque groupe.

Si 1'on retenait toutes les composantes du compromis (ce qui est peu

‘réaliste), cette méthode reviendrait & superposer les composantes principales

de tous les groupes.
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1
Sinon, la prOJectlon de ces composantes Ft § a toutes chances de ne pas
2
appartenir au sous espace E. et ne pourra pas &tre considérée comme une

]

projection du nuage NI sur un axe.

Nous avions dégagé dés 1'introduction de ce travail les propriétés qui
nous paraissaient souhaitables dans une bonne représentation simultanée
des nuages.

La premiére, (que cette représentation soit une projection orthogonale
des nuages) est vérifide seulement sur chaque axe par la méthode STATIS et

pas du tout dans la variante. Elle est vérifiée dans notre méthode.

Les propriétés suivantes (de compromis entre qualité de représentation
et ressemblance entre les projections) ne peuvent s'exprimer qu'axe par axe
pour STATIS. Elles ne peuvent s'exprimer dans la variante puisque les

représentations approchées des nuages ne sont pas des projections.

Le nuage moyen est situé au centre de gravité des différents nuages

dans notre méthode seulement.

4.4. Le modéle INDSCAL

La solution que nous proposons pour le modéle INDSCAL a 1'avantage
d'8tre trés simple du point de vue «des calculs et ne pose aucun probléme de con-
.vergence d'algorithme puisqu'elle est basée sur la diagonalisation d'un

opérateur symétrique. ' :

Elle s'intérpréte géométriquement dans 1'espace RI ou les poids des
différents facteurs pour chaque groupe de variables sont tout simplement les
éoordonnées~de 1'opérateur associé au groupe (i.e. la matrice des produits ,
scalalres) sur un systéme orthonormé engendré par les facteurs. Elle s'inter-
préte aussi dans 1'espace RK ol les images de chaque nuage apparaissent’

comme des approximations des,prOJections.de ces nuages.



- 107 -

Ceci permet d'introduire des aides a 1'interprétation des résultats et
des mesures trés précises, facteur par facteur, de 1'approximation donnée

par le modéle.

Si le modéle est exact, la solution juste est obtenue. Des criteres
sont maximisés. Les facteurs communs obtenus, les poids affectés par un
8roupe.de variables minimisent la norme de la différence entre la matrice
des produits scalaires réels et celle du modéle. La matrice du modele est
alors une projection dans (RI)Z de la matrice réelle. Les facteurs sont
orthogonaux deux & deux et maximisent la somme (sur l'ensemble des groupes)

des normes de ces projectioms.

4.5. Les méthodes d'analyse Procustéenne [cf 2,10, zﬂ

Le but de ces méthodes est de faciliter la comparaison de deux ou

plusieurs nuages de n points homologues situés dans le méme espace euclidien. Ces

nuages, méme s'ils se ressemblent, ne sont pas, a priori, orientés de la
méme facon. Les techniques d'analyse procustéenne consistent a chercher

des déplacements de chacun des nuages qui rapprochent les points homologues

Les déplacements autorisés sont des isométries laissant fixe 1l'origine
i.e. des transformations orthogonales. Avant de chercher ces déplacements,
les nuages sont centrés (pour faire coiIncider leurs centres de gravité) et

normalisés en donnant 2 chaque nuage la méme inertie.

Dans le cas de deux nuages seulement, un nuage est déplacé de maniere
3 minimiser la somme des carrés des distances entre les points homoiogues
des deux nuages (cette somme est 1'écart de ProcuSte entre les deux nuages).
La solution est assez simple. La généralisation a plus de deux nuages [pf.zﬂ
nécessite des calculs plus complexes. Les nuages étant ainsi orientés de
maniére analogue, on pourra les représenter dans des espaces de petite di-
mension par une analyse en composantes principales des points de tous les

nuages ou des n points d'un nuage moyen.

Une technique de ce type pourrait &€tre utilisée pour la représentation
simultanée des J nuages d'individus associés aux J groupes de variables basée
sur la représentation (artificielle) de ces nuages dans le méme espace R

proposée au § 2.3.2.
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Comparons cette démarche 3 celle que nous proposons.

. La normalisation des nuages du § 2.3.3. ne rend pas égales les

inerties totales des différents nuages, car nous supposons que des direc-
tions de dispersion peuvent exister dans certains nuages et non dans d'au-
tres. La normalisation par 1l'inertie totale suppose implicitement que les

structures générales des nuages sont globalement analogues.

. Une démarche basée sur 1'analyse procustéenne opérerait en deux
temps : orientation des différents nuages, puis réduction des dimensions
de ces nuages. Ainsi que nous 1l'avons déja indiqué_au § 1.4., pour dégager
les structures communes des nuages nous avons préféré chercher simultanément
a orienter et réduire les nuages. En effet, les directions de grande inertie
du nuage moyen ou de l'ensemble des nuages ne sont pas forcément des direc-
tions ol les projections des nuages se ressemblent méme si ces nuages ont

été réorientés correctement les uns par rapport aux autres.

4.6. Le cas de groupes réduits i une seule variable numérique

Pour ce cas limite, nous nous contenterons de constater que la méthode
proposée se réduit a une analyse en composante principale normée, ce qui nous
parait tout a fait satisfaisant. Le seul éclairage nouveau apporté par la
méthode en question est 1'interprétation géométrique dans (Rz)z des contribu-
tions a 1'inertie de chaque variable & une composante. Mais ceci ne parait

pas présenter ici un grand intérét.
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4-7. Cas des variables: qualitatives

Rappelons qu'une variable qualitative est une partition sur 1'ensem-
ble des individus et qu'elle est représentée par les variables indicé&ices des
classes de cette partition. Rappelons aussi (cf. § 2-.5.1.d) que ces variables
ipdicaqicessont affectées d'un poids qui rend 1'opérateur assoéiélde égal

& l'opérateur de projection sur le sous espace engendré par ces variables.

Nous allons étudier deux situations. Dans la premiére, chaque groupe
de variables est constitué par une seule variable qualitative. Nous obtiendrons
alors l'analyse de correspondances mﬁltiples. Dans la seconde, un groupe de
variables est constitu& par un nombre quelconque de variables qualitatives, ce
qui permet de comparer des groupes de variables qualitatives. Nous évoquerons aus-
si le cas oli apparaissent des groupes de variables qualitatives et de variables

‘nunériques.

4.7.1. - Groupesd'une variable. Analyse des correspondances multiples.

Rappelons que :

1'analyse des correspondances multiples est 1l'analyse des correspondances
appliquée au tableau disjonctif complet dont les colonnes sont les variables indi-

Catrices_éij des classes de toutes les partitions.
Nous montrons que l'analyse des correspondances peut &tre considérée
comme un cas particulier de la méthode proposée. Nous interprétons ses résultats

"dans toutes les optiques que nous avons étudides.

4.7.1.a - Analyse multicanonique

Puisque nous avons imposé aux variables indicatrices des poids rendant
1' operateur associé a chaque variable egal 34 l'opérateur de projection, notre
méthode se confond dans ce cas particulier avec 1l'analyse multicanonique au sens

de CARROLL. Ceci était d'ailleurs l'un des buts poursuivis (gf § 1-6)

Rappelons briévement que l'analyse des correspondances multiples peut
aussi 8tre considérée comme un analyse multicanonique f[cf.8 et 19] Tout d'abord,
la marge sur T d'un tableau disjonctif complet &tant constante, la métrique de
"RI est, 3 un coefficient prés, la métrique identité. Dans 1l'analyse multicanonique
des groupes de variables indicatrices, c'est aussi le cas pourliI, si les indi-

vidus ont le méme poids.
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Dans 1'analyse des correspondances, la modalité k est représentée par
son profil 6ik/éh qui est proportionnel & la variable indicatrice 6&& : en outre, on

donne le poids 6& ce qui rend son inertie égale a 1/J.

Les variables indicatrices d'une méme partition &tant orthogonales
deux 3 deux l'inertie de la projection des modalités de la variable qualitative §

sur un axe u de RI‘ est égale 3 (coszaj)/J, ou ej est l'angle entre u et le

sous espace engendré par les modalités de j.

Le premier facteur sur I de l'analyse des correspondances multiples

rend maximum 1'inertie des projections des modalités, donc la somme des
2g.
J

multicanonique. Il en est de m@me pour les autres facteurs qui sont orthogonaux

cos . Il est donc confondu avec la premiére variable générale de l'analyse

au premier.

Les valeurs propres de 1l'analyse des correspondances multiples‘sont
égales 3 1'inertie du nuage projeté donc 3 ;(Coszej)/J,
: J
Les variables canoniques associées 3 un facteur Fé sont les projections
de Fi sur les sous espaces Ej‘ Ces projections se calculent ici trés simplement
car les variables indicatrices 6& (haKj) de la partition définie par § forment

une base orthogonale de E . On a donc :

2

I I, 2
PR = B <Fy 4> bl /e
; |

Cette fonction ne dépend que de la modalité Fk de 1l'individu, on peut

donc la considérer comme une fonction sur Kj' Elle s'écrit
PLok) = T gy FLOD /4,
o, 4 Lel

On reconnait, 3 une homothétie prés, la restriction a Kj du facteur

sur K de 1l'analyse des correspondances multiples.

Les pacteurns sur 1 de £'analyse des comnespondances multiples sont '
Les varniables générales de £'analyse multicanonique.
Les valeurs propres valent (1/J) z cos> ej-'.

L o J
Les gacteurs sun K, restrheints a Kj-éon,t Les varniables canoniques.
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4.7.1.b. - Pondération des groupes

Nous proposidns de pondérer les groupes de variables par 1'inverse de
la racine carrée de la premidre valeur propre de W D. Ici, toutes les valeurs
‘propres de ij sont égales 3 1 ou: il n'y a pas besoin de surpondérer les
groupes de variables ce qui permet de rester dans le cadre de 1'analyse
des correspondances multiples.

g

4,7.1.c. - Représentation__simultanée des nuages N;

Dans le cas des variables qualitatives, les nuages N{ comprennent
peu de points car les individus ayant choisi la méme modalité k de Kj sont
tous confondus. La distance entre deux “individus { et {'ayant choisi les mo-
dalités différentes Fk et k' vaut | '

2 oo, L
df (0, 47)= 6h * 6&1

Dans le nuage moyen, nuage des individus défini par le tableau disjonc-
tif complet, le carré de la distance entre deux individus est la somme sur

. 2
des d5 .
4 des §

LI A . N
Les facteurs Fa peuvent &tre considérés comme les projections du

nuage moyen, compromis entre ces J nuages.

On obtient alors, en appliquant les formules des paragraphes 2-1 1les

2 s ol . P
projections F, des nuages N_, associés & F. Il est facile de vérifier que

a, § r
ces projections sont a4 1/ y§ prés les restrictions des facteurs sur K aux Kj'

Donc 44 dans L'analyse des correspondances multiples, on &epnéAanie
Le pacteur AMKGE ‘
ment] nous obtiendrons La neprésentation simultanie des nuages NJ que nous
proposons © F (4) est Le point représentant 4 dans Le nuage moyen ; pour heKj ,
Gy [ B nep&ebente, vus dans Le nuage Nj Les individus £ qui ont La modaliteé k de
Kj 3 Fy (£) est alors au centre de gnau&té des modalites qu'il prend pour Les

dx,uwu variables, i.e. de Aes neprbsentations dans Les différents nuage/.s N{

de nonme 1 ( est non de noame Vi comme on Le fait classique-
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4.7.1.d. - Comparaisons globale des_variables

Nous avons d&ja proposé dans [7] une représentation des variables
qualitatives dans 1'analyse des correspondances multiples. La technique pro-
posée ici apparait comme une généralisation de celle &voquée ci-dessus 3 des

groupes de variables quelconques.

4.7.1.e. - Projeétion des composantés principales des_groupes.

Cela ne présente pas d'intér@t ici puisque les composantes princi-

pales des groupes ne sont pas détermindes, la valeur propre 1 &tant multiple.

4.7.1.f. - Les_indices d'aide 3 1'interprétation.

Les indices de ressemblance entre les projections des N%

KN

peuvent Btre utilisés,

L'indice global de ressemblance entre les projections :

inertie_inter/inertie totale (i.e. inertie de la projection du nuage moyen/Iinertie

des projections des N{) se réduit 3 1'inertie inter (i.e. la valeur propre) car

l'inertig totale vaut toujoursl. En effet, plagons-nous dans RK, les différents
A Ky -

I sont situés dans les sous-espaces R J orthogonaux deux i deux et se

I
projettent sur un vecteur u de RK.

nuages N

i
L'inertie de N% vaut 1 dans toutes les directions du sous-espace qu'il
engendre. L'inertie et sa projection sur u vaut donc coszH. ofi H. est 1l'angle
entre u et RKf, or, la somme des cosij vaut 1 puisque les RKf sont orthogonaux.
Nous retrouvons directement ce résultat sur les facteurs obtenus puisque la re-

présentation simultanée des J nuages est donnée par le facteur GJj de norme 1.

La contribution d'une variable i 1'inertie ) d'un facteur est la somme
des contributions de ses modalit&s. Elle vaut (@oszej)/k. Elle est égale aussi,
s . 2 . .
comme toujours & cos Hj (angle ‘dans RK). On a donc cos ej =AcosZHj.
]
égale au nombre de ces modalités diminué d'une unité puisque l'on prend un nuage

L'inertie totale d'un nuage N.J (ou du nuage des modalités de §) est

centré. La qualité de représentatioh de la variable qualitative 4 par le facteur
- I .

d'ordre o est donc 8gale dans R 3 cos2 ej/(card Kjel). Dans RK, c'est la méme

valeur multipliée par la valeur propre A. Fn effet 1'inertie de la projection de

ij sur l'axe u est égale a cos2 Hj' Dans ( RI)2 le carré de la norme de Wj est
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encore &€gal - & card(X ,~1). L'inertie de sa projection est cosAHj, sa qualité

de représentation est donc;}\zcos4 ej/(dard'Kjel)_

3;7.2.— Groupe de plusieurs variables qualitatives

La méthode proposée peut s'appliquer a 1'étude de plusieurs groupes de
variables qualitatives. L'analyse de chaque groupe est exactement 1'analyse des
correspondances des tableaux disjonctifs complets. Chaque groupe est ensuite sur-
pondéré pér 1'inverse de la racine carréede la premiére valeur propre de son
analyse. A cause de cette pondération 1l'analyse globale n'est plus tout & fait
une analyse des corréspondances multiples. Les fésultats sont ceux du cas général
de groupes de variables numériques ; les particularités du parégréphe précédent
disparaissent dé&s que plusieurs variables qualitatives interviennent puisque les

valeurs propres non nulles des opérateurs associés ne sont plus égales entre elles.

Un ensemble de variables qualitatives apparait donc tout 3 fait analogue
d un groupe de variables numériques. Mélanger ces deux types de grouapes de varia-
bles ne pose pas de problémes de fond. Les facteurs du nuage moyen sont les compo-
santes principales de composantes de chaque groupe (cf. §3.2.4.). Ce sont les com-
posantes principales des facteurs des analyses de correspondanées des tableaux
disjonctifs complets des groupes de variables qualitatives ; et des composantesb
principales des groupes de variables numériques. On retrouve une technique utilisée
quelquefois pour traiter simultanément variables numériques et variables qualitatives.

La pondération de chaque groupe que nous proposons reste intéressante ici aussi.
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