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EQUATIONS DE TRANSPORT AVEC CONDITIONS

AUX LIMITES DE TYPE REFLEXION

Rémi SENTIS

I.N. R. I. A.

On montre l'existence et l'unicité de solutions d'équations de transport

Résumé

avec conditions aux limites de type réflexion pour un opérateur de réflexion géné-
ral.

Abstract : We prove the existence and the uniqueness of solutions to transport

equations with boundary conditions of reflexion type for a gemeral reflexion

operator.
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§ 0. INTRODUCTION

Les processus de transport avec réflexion sur le bord du domaine d'évolution du
processus ont été étudié en détail d'un point de vue probabiliste dans
Bensoussan-Lions—Paparicolaou [1 ], mais avec une hypothése assez restrlctlve qui
exclut en. particulier le cas de la réflexion spéculaire (c'est-3-dire le 'rebon-
dissement" parfait du processus sur le plan tangent au bord).

Nous proposons ici d'étudier les équations de transport avec condition aux limites
du type réflexion associé 2 un opérateur R, sans faire appel 3 des notions proba-
bilistes et en se plagant dans un cadre sufflsamment large pour que R puisse étre
1'opérateur de réflexion spéculaire ou un opérateur de reflex1on introduit dans
l'article précité.

C'est-a-dire des équations du type &volution (ol u=u(t,x,v))::

ou ou
§E+V—S;=Ku - T u ’
(0) u(®)p. = Ru(®) |,

u(o) = u, -

ou du type stationnaire (ol u=u(x,v)):

v%% =Ku-2u,
(o)
ulr_ = RU‘T+ .

(ot K est un opérateﬁr intégral en v et I une fonction positive;I'+ et ['- &tant
les parties de la frontiére ol le flux sort et entre).

Donnons une interprétation physique de la solution de 1'équation (0).

On considére un ensemble de particules se déplagant linfairement et subissant des
collisions avec un milieu stable, les vitesses des particules étant constantes en-
tre deux collisions, et le nombre moyen de particules émises a chaque collision
dépend de 1'emplacement de la collision et de la vitesse de la particule incidente.
Quand une particule atteint la vitesse frontiére, elle peut etre absorbée ou réflée-

~chie selon une loi décrite par 1'opérateur R.




Pour faire cette &tude, nous considérerons tout d'abord le semi-groupe associé
a 1'équation (ol u = u(t,x,v))

.

Ju du _
ECR I
u@®|p. = Ru() g, u(o) = ¢ .

et nous montrerons que c'est un semi-groupe @ contraction sur un espace in sous
certaines hypothéses sur R. Nous montrerons * alord l'existence et 1l'unicité de
la solution des équations (o) et (o') sous certaines conditions, et de méme pour
les équations adjointes de ces derniéres.

En appendice nous énongons le résultat de 1'approximation classique des &quations
de transport par des diffusions dans le cas des conditions aux limites de type
réflexion.

§ 1. NOTATIONS. SEMI-GROUPF. ASSOCIE A_(V%;) AVEC CONDITIONS AUX LIMITES DE

REFLEXION

. N . . .
Soit X un ouvert (borné ou non) de R , de frontidre 93X réguliére. Notons Vo la
normale 3 9X en tout point x de 9X. ‘

. . N . ‘o
Soit .V un fermé deR , muni d'une mesure de probabilité du.

Pour tout x ¢ 93X, posons

—
fl

< {veV/vx.v:>o} , ' I

{vev/v v<o}
X )

o |
]

{(x,v)68XxV/vX.Vé>o}) T {(x,v)edxxV/v gV < o},

Notons Y la mesure surfacique natuyrelle sur 9X, .on suppose que :

(SXXV)\(F u F _) est négligable pour la mesure Y @&du [Ceci sera le cas si
U(lnt(V)) , ou si V est une variété de dimension N-1, U étant la mesure sur-—
facique naturelle et si le cone de sommet O engendré par V a un intérieur non vide ]



Nous allons maintenant définir 1' operateur de réflexion R. Et. pour cela nous allons
1ntrodu1re une notation :

Pour tout espace topologique Y, localement compact, notons B(Y) 1'espace de Banach
des fonctions f : Y > R bornées sur Y, mesurables par rapport & la tribu engendree

‘par les ouverts de Y et les négligables pour toutes les mesures sur Y.
Pour tout £ : Y > R, on note sa norme :

| £, =sup [E].
ye ¥

Pour tout x € 32, définissons 1'opérateur RX de B(T‘X+) dans B(I’X_) par :

R =2 T 0 5

I'x+
ot i) Trx(v,.) est une mesure positive sur Tx+’ de masse inférieure ou
égale a 1;
11) ¥ A c Fx+ (x,v) TTX(V,A) est mesurable ;
(1.2) iii) Si g = 8 M-p.p. sur I'X+ alors Rg | .= Rgy ¥ ~P.p. sur Fx— 3
. 2 2
iv) f [fg,(x,v) ’ITX(V,dw)] ‘nx.vl d y(x) du(v)s‘/‘ |g(x,v)| nx.vdy (x)du(v) )
T
r- 4 . + .

.92 N
¥ €L (I‘+) .

On omettra souvent d'écrire le parametre X et on pourra alors considérer R comme un
operateur de B(T, ) dans B(I'_-) et méme grace & iii) comme un opérateur de > (F+ )
dans L’ (_ ) qui est une contraction (3 cause de 1).

Dans la suite nous considérerons les espaces :

2

L (l"+)

2
{f : r,> R /A L£(x,v) | Vv du(v)dy (x) < o} ,
' +

P i . 2
T T)={g:T_>» R/|] |gx,| !\)x.v| du(v)dy(x) < «} )
T _

2 2
el = f | £ (x,v) | v_.v du (v) dy (x)‘)
T+ T+ _ :

' 2
e ll =f g G,y | v, evldu () dy G
T .

. 2 - 2
L'opérateur R est donc une contraction de L (T_) dans L (F+).



Donnons maintenant deux exemples d'opérateurs R :
Exemple | : Réflexion spéculaire. Ici V est une réunion de sphéres centrées en O. ’

Soit m défini par :

oii, § est la masse de Dirac

‘ ) T (v,.) = a(x) §
: : e B () oga =<'l

X v=-2 (vx.v)vx 3

alors (2.10) est vérifié et omn a :
R _&8(v) = ax) g(y-Z(vx-V) V), ¥ (x,Y) eT_ -
La réflexion pure correspond 3 o = 1 ; le cas ou o < | correspond a une réflexion
avec absorbtion partielle.
Exemple 2 : Réflexion isotrope.
Soit m définit par :

M (v,dw) = a (x) VoW d u(w) | .

f\)x.w du (W)

X+

On voit alors que (2.10) est vérifié ; en effet iv) est une conséquence de :

) =0"(x) .

FX+ _ ./ﬁ+ v W dy (w) | . J$x+vx.w du(w) |

: . 2 2 ' |
[/g(w) " o dw)]z 2 {1‘_;(_+8(x,w) Vo ew dp (w) 3 fi-.zlg(x,w)] VW dn )
x> ? -~

Nous allons maintenant rappeler quelques: résultats classiques concernant 1'opérateur
(v. §§—-) que nous noterons dans la suite (v.V) (voir par exemple Bardos[ 1 1).

Posons

=
I

fuel®@Xxv /vvuel® ®Xx WV}

=
1]
m

{ue W, / u|F+ Lz(f+) et uIF_ e L2(F)},

0 ' . 2 -2 ' .
n a, pour tout u de w2 T u |F+ € L1OC (T+) u|r_ € Lloc(r— ) et d'autre part :

siu e W, et ulp, =0, ' alors u e W p
s1 u € w2 et ulr— = O'/ alors u ¢ W;
. ‘
Wn L (XnV) cW, b

2



o2 :
Et on alla formule de Green ¥ u, w € W (en notant (.,.)I?le produit dans L (X.V))

(1.4) (u,v.Vw) + (w,voVu) = S uw v_.vau (v) dy (x)
, Lz .2 T+ x

- fF_uW rvx.jl au (v) dy (x)

. Fixons t > 0, nous allons énoncer les résultats ci-dessus quant X et V sont

remplacés par :
lo,t ] xX et {1} xv

Alors F+ et F_‘sont-respectivement remplacés par

([o,to] x F+)lJ( {to}-x X»x V) et ( [o,to] x =)u ({o} x X x V)

|
Posons alors :

ﬂﬂé ={ue L2 ([o,to:]x XxvV)/ —%% +vvu e L2 ( [o,to] x X x V)}

Y — 2 .
qﬁy ={ ue W, / ul[o,tO] x T, e L°( [o,tO] x F+) ;

\

u e 12 ( [o,t Jx r)}

fo,t 1 xT
o -

On a alors §0ur tout u de W2 :

2 ELE([o,tOJ X

L

Yo, 1xT, ¢ Mloc ( [o’to:l * T+ )) Yo, I1'xT )
o] + (o)

1"..
u(o) € 12 (X x V) u(to) € L2 (X x V)

Et d'autre part :

/

(1.5) W, L7 (ot dx xxV)eW



Et on a ¥ u,w €W :

b aw

) ‘ ou =
§ (ule)s Gt vV wg2+ (wt), g+ v Vu) at = (u(s ),wlt) - (u(o),w(o))
L L L
. to ‘ | .
+ [ (< u(t)'r w(t) > - <ult)]|  w(s) > dt
T+ '+ T+ I- - r-
sachant que‘l'on note <.,. > r <., >P les produits scalaires de

12 (T,) et L3( T_) T

Nous allons maintenant construire un semi-groupe Gt d'opérateur sur L?(XxV) puis
nous montrerons gue si u(t) = Gt¢ pour tout ¢ dans L2(XxV) alors u est solution

de :

(1.7) u(t) IF_ = Ru(t)

Mais pour cela nous devons nous placer momentanément dans 1'espace B(XxV) et
¥y
construire Gt sur cet espace ‘en 1'approchant par des semi groupes GS pour ,

¢ < 1; & = 1. Pour tout (x,v) ¢ XxV' notons
t(x,v) =inf { s >0/ xvs ¢ ‘X }

Fixons donc § <1. Pour tout ¢ ¢ B(X x V), montrons donc qu'il existe

$

up, € B [O,tO]VX X x V) [pour ty >0 1, vérifiant(ﬁ(étant la fonction indicatrice)

£1.8) uS (§,2,9) - X plx-vt,v) = 6 X RO (6-6(x,v, ) (xmvt(x,v)5v)
t<t(x,v) A t2t(x,v)

En effet si on note '@,6 l'opérateur qui a uG associe. le second membre de (1.8)
on voit que 5}5 est une contraction stricte sur B [o,to] xX xV) et (1.8) est

équivalent 3 :




G- ®udaz, 0 avee o)) = K ) #eTEY)
donc :

(1.9)  up = I (RS (2,).

. =0

L'appllcatlon ¢ > ua est continue de B(X x V) dans B ('[o*t 1xXx V)
donc l'appllcatlon IR ug (t,.) est un opérateur continu sur B (X x V).
D'autre part on peut vérifier facilement que 1n famille 4d'opérateurs
¢ > ui (t,.) forme un semi-groupe sur B (X x V), qui n'est pas C°, noté
)
Gt.
Donnons des propriétés de ce semi groupe, afin de pouvoir passer a la limite

quand § » 1.

Proposition 1 - Soit ¢‘e B(X,V) vérifiant :

0 < ¢ (x,v) < 1 ¥ X,V

alors on a :

i) 0 < us (t,x,v) <1 , ' # X,V ¥§< 1 3 .
ii) W () ¢ (b)) ¥xv  ¥SA(AS8< 1),
Preuve

i) D'aprds (1.9) et la pbsitivité de &16 , on a :
osq>=:,'os‘c‘S ¥t
’ t
'I1 suffit maintenant de montrer que si \? =1, on a u? (t,.) < 1.
Or on a :

1 -, (tx,v) =1 -X tst(#,v) ‘SX'tzt(x,v)<+‘STXt‘zt(x,v)' R(1=u, (t-t(x,v))

(x~vt(x,v),v)
= (16X ¢ s+ (1map)



Donc de méme gue précédement on a :

(1-u'1) = L (QR,‘S)kE(i—S)‘)( 1 2 o .
k=0 t = t(xv)

$ A '
ii) Supposons maintenant A < §<1, et notons Uy, et uy, les solutions correspon-

dantes de (1.9). On a :
A
ah - w =&uﬁ,—’ &(u—u¢)+(>\5)—‘¢ﬁ,6

Donc pour ¢ 2 O on a :
\
§

. A
0 S up- Uy C.Q.F.D.

Grace au lemme 1, on voit que lorsque § =+ 1, pour tout ¢ € B(X xV), ¢ 2 O,
s .
. les fonctions Up (t,.) convergent ponctuellement vers une fonction mesurable

bornée que l1l'on note Uy, (t,.) :

(1.10) ‘ui, (t,x,v) — up (t,x,v) ' ¥ (x,v) quand ' § = 1

Par combinaison linéaire on voit que (1.10) est vrai pour tout ¢ ¢ B(i x V).

D'aprés le théoréme de convergence dominée on a :

S
R u

© quand & - 1

..-.) R u
I'+

pr‘+

Et en faisant tendre -§ vers 1 dans (1.8) on obtient :

(1.11) up (£,%,v) olx - vt, v)

- ?(‘t< t(x,v) B 9(tZ t(x,v)

R u, (t - tlx,v), .) (x = vt (x,v), v) .

On vérifie alors trés simplement que les opérateurs ¢ > U, (t,.) pour t 2 0O,
forment un seml-groupe sur B(X x V), qui n'est pas fortement continu sur B(X x V)
et que l'on note Gt :

G, e=u, (t,.) - ¥ ¢ B(X x V)

On a alors 'le résultat suivant :



4

&

Proposition 2.

i) Gt peut s'étendre & un semi-groupe fortement continu de contractions

sur L? (X x V)

ii) Siona ¢=2 O p.p. alors Gt<p > 0 p.p.
Et on a : Gt 1 < 1 pP.-pP-
iii) Posons : A, = V.V Yo € D(AR))'
2 ' 2 ‘ e
pa) ={pe L* XxV)/ vip e L% X xV) ip eL (3X xV) ;
5 X x V
' = Reg }

r- T+

Alors AR est disslipatif [ c'est-a-dire (ARqo ;@) 0 ¥gpe D(AR) 1 et de domaine

dense. C'est une restriction du générateur infinitésimal de Gt'

Rema'rque. On ne peut appliquer le résultat général disant qu'un opérateur
maximal dissipatif de domaine dense est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe, car AR n'est pas maximal (il n'est pas non pi.us fermé) . Notons XR le

générateur infinitésimal de G A_ est alors l'opérateur maximal prolongeant AR, :

t” 'R
et il est fermé. Il y a une difficulté que l'on ne rencontre pas dans le cas des

conditions aux limites d'absorbtion ou le domaine du générateur est

{ pe L2 (XxV)/vVe e L2(X x V) ¢ O }; ici en effet la condition

I-
"o L2 (X xV) / vVe e L2 (X x V) © = R " n'a pas de sens car si
I~ ‘I‘+
e L2 (X X V) et vVep ¢ L? (X x V) ;@l et ¢ ne sont pas nécessairement
- Y
dans L2 (T, ). T r
¥
Mais si on impose de plus <pl € Loo(3 X xV) alors ¢ e L f‘+ Yo

oX x V I+
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Preuve de la proposition

i) Considérons l'espace

. - © —_
-c1={ueC(XxV)t.q. Vu ¢ L (XxV) } .

Comme cet espace est dense dans L% (X x V), pour montrer que Gt est & contraction

dans L? (X x V) il suffit de montrer que :

e, | ‘ '
tlLZ(XXV) \‘<|IP|IL2(XxV) ¥pe G o VL

Et d'aprés -la convergence (1.10), il suffit de‘ montrer que

5 :

(1.12) [leyll |- < el L2 Vepe C,¥t, ¥8 <1,
e -8 5

Or on vérifie immédiatement que si q? € 01 et u‘P = Gt \? )

alors on a:

§ =
uLP e B(X xV)

Vu?e e B(X x V)

et de plus, en faisant tendre t vers t1, 'dans.l'expression (1.8), on a : S

S
M g o
—_— = -y ulf; : th ¥ (x,v) ¢ X xV.
3t ' . ’
(1.13) 'uio = &R _u?P v V' t ¥ (x,v) € 9X X v,
u?f, (0,.) =¢p (x,v) € X xV.

I . - .
Comme up € 2 et que u‘EF est dans B(X x V) on sait que u?F e-U)’,

Y
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donc on peut appliquer la formule de Green a u(zf et on obtient :
R ) 2 ‘ ’ 2
2(=v Vug (£, uglt,.) )2 = Jo [Wp(tv)l |g-v ay au - J'BIu(f,(t,-)l v -V dy du
: , k
<8% SplRuglt, ) |1 fyevl ay aw = Jp fu (e | [2v,v

dy du £ 0 .

La derniére inégalité est une conséquence de (1.2-iv). On en déduit en utilisant
(1.13) :

N

d I} 2
at HU({HL‘S o .

D'oG (1.12). D'autre part on a pour tout cF e C

1
G, \F(x,v) -—->lf(x,v).',. p-p- (x,v) 3 .
donc G_ ¢ ‘-P dans L2 (X x V).
ii) D'aprés le lemme précédent on a :
Gi 1 = uf (t,.) <1 ) V¥ X,V
D'old :
G£1 (x,v) < 1, , ¥ x,v ,

D'autre part pour o € B(X x V), Q2 O on a Gtc{) > 0. Comme B(X x V) est dense

dans L? (X x V) on en déduit le point ii)

iii) Soit g e 'D(AR)' Prenons un représentant de ¢ partout defini, mesurable

par rapport & la tribu compléte de (X x V) et posons :
({)n (x,v) = sup { -n, inf (n, (x,v) ) }
. Alors on a :

LPn € B(X x V)
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Et de plus :

\‘?n -> k—f » p.-p. dans X x V quand n
QPn = .c{) ‘ p.p. dans 39X x V pour n assez grand .
Donc d'aprés le i) on a :
Gt $n - Gt()p dans L? (X x V) quand n » o«
Quitte & extraire une sous suite de Gt LPn' encore notée Gt (Pn on a :
Gtkfn - thf | p.p; dans X x V

Appliquons (1.11) & (Pn et faisons tendre n vers l'infini,_ alors on voit que

l'on a :°

Y

p)
Gtc_(?’ —%C £ < t(x,v) cf(x—vt,v) ;OX £ > tx,v) Rth_?(t-t(x,v),.)(x-vt(x,v) V),

P:pP. X,V .
Dong en faisant tendre t vers O on obtient :

1 (G, cp - <) vy X x V .

t £ ¢f —> -Wep p-p- XXV,
donc aussi dans L2(X X V) car V,VC—F € Lz(X x V). Donc (_P est bien dans le .

domaine du générateur de G,. Comme @ (X x V) est inclus dans D(AR) on voit que

t
D(AR) est dense dans L2(X x V). D'autre part d'aprés le méme calcul qu'au i) on a :

(Aagef,P) < o, Vep e DI(AR). C.Q.F.D.

On peut donc appliquer les résultats généraux sur les semi~groupes.
. Tout d'abord supposons eP €. D(AR) c D(KR) , alors il existe une unique
solution u de (1.7) dans C (o,+®; L%(X x V) ) tel que vVu, g% € Clo,+» ;L*(X x V))

et on a :
u(t,.) =_Gt<'-P | vV t

(1.7 - ii) s'interpréte alors de la fagon suivante
@

g(t,.)‘ € D(XR) ¥Vt



¥
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. Rappeions maintenant une propriété des semi-groupes (voir par exemple Bardos [2] )

ot

Soit ,:E un Banach et Eﬂ; le générateur infinitésimal d'un sem:L gnoupe {e
fortement continu surﬁ @(8@) étant le domaine de 8@ . Soit ¢ e et
g e L (o,T,\fg), ¥ T > O. Donnons la définition suivante

On appelle solution faible de 1'égquation
o _g@

- = 4

3t u+g

u(o0) = ¢

la fonction u de C(o,T; fﬁ) donhée par :

etzf@ o +£t e(t,s)J?

(1.14) u(t) g(s) ds
W . ¥ : »
On a alors en notanti-g le dual de @ ' etJ@ le dual de 3%) de domaine D(J@ )
[flatty, -0 +J@ p(t) + [* (g, B(E) = (5(1) (D) - (¥,p(0) )
* ‘ *>
¥pe ( (o,T;ﬁ)n ‘12 (0,T ; D(a%)) tel que ——g% €L (o,T;J% )
(ceci est bien la définition classique d'une solution faible)

Si ﬁ est réflexif, alors (1.14) et (1.15) sont équivalents.

® Appliquons ce résultat ici. Pour tout ¢ dans L%(X x V) il existe une unique

solution faible u pour (1.7) et on a : u (t,.) = Gt)D

Mais on n'a pas nécessairement u(t,.) = D(AR) ¥t, donc les conditions: au bord

ne sont pas explicitées immédiatement pour u.

Afin de mieix préciser les conditions au bord satisfaites par la solution u
(que la condition initiale CP soit dans D(AR) ou non) il nous faudra prendre cf

plus régulier, ‘en faitc,? bornée.
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Enongons maintenant le résultat d'existence d'une solution qui vérifie les con- “

ditions au bord en un sens raisonnable.

Proposition 3 Soit Y € L2(X x V)n L7 (X x V), alors il existe une solution

au sens des distributions, unique dans l'éxpace‘l.)/, pour 1l'équation

i) -—g—% +vyu =0, p.-p-t 3
(1.16) ii) u(t)lr_ = Ru (t)II,+ ) PPt
iii) ufe) = ¥ . ~
et on a :
ult) = Gy ue €( [o4e [, L2 (X x V)) L” ([o,o[x X x V) .

Nous ne démontrons pas ce résultat, car la démonstration est identique & celle
. < .

que nous allons faire pour le Théoréme 1, qui en est une généralisation.

§.2 - EQUATION DE TRANSPORT D'EVOLUTION (AVEC CONDITIONS AUX LIMITES DE REFLEXION)

Nous allons maintenant achever de définir 1'opérateur de transport, Posons :

[eo]

(2.1) £ € L (XxV); I

v

O v
Et 1'opérateur K borné de L2(X x V) dans L (X x V) défini par :

. (2.2) K g(x,v) = [ g (x,v,v') g(x,v") du(v") ¥ gel? (X xV);

(2.3) . g ¢L2XxVxV) g= O.

L'cbjet de ce .paragraphe est 1'étude de l'équation :

: _ou = - . .
i) 31:+vVu—Ku Tu+q, p-p-t

2.4) . i ] t =R ' .p-t v
.( ) ii) u(?r_ Ru(’t) I+ p.p-t;

iii)  u(o) = ¥ .

ou 50 et g sont des données dont nous préciserons la régularité.
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D'aprés les résultats généraux sur les générateurs infinitésimaux de semi groupe
(voir par exemple Kato [ 1, chap. 1X] ) on sait que (Kﬁ + K -% ) de dcomaine D(AR)
est le générateur d'un semi gwoupe, fort t cpﬁtinu sur L2(X x V) que nous noterons

e(AR+K—z)t

Nous allons donner des propriétés de ce semi groupe, qui nous permettrons d'écrire

explicitement un candidat pour la solution (2.4).

Proposition 4 On a pour tout t = O

e(AR+K- )t

i) £f20 P.p. vf L ((XxV) £20 p.p

.

<

i) e R tg ePrTETIIE, e At

Preuve

i) Ce point est une conséquence de la formule de Trotter-Kato :

(A_ + B)t t/n  Bt/n n
e‘-AR = lim [eAR e ] 5 oa B=K-131 ,
. D e ,
ii) Posons A =sup (K1 - Y ) et m = A-KL+3% . .
(x,v)

Ona m = O, notons Q l'opérateur
Qu = Ku - (Kiyu ,

Il s'agit de montrer que ‘

e(AR +’Q-m+}\)t 1 At

IA
(0]

C'est-a-dire:

(X' +Q0~-m)t
(2.5) e
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Or on sait que :

At
e R 1 <1 R
ot

e 1 = 1)
-mt

Et en utilisant la formule de Trotter on obtient (2.5) en effet :

(A, +0Q -mt o At /n ot/n mt/n
R R
e 1 = 1lim e e e 1 <1, C.Q.F.D.
n - o

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d'existence de solution de (2.4).

Fixions t,, réel positif.

Théoréme 1 Soit Y e L2(X x V)_ (X xV) et g « L2(o,ty + L2(X x V) L (X x V)

alors il existe une solution u (au seng des distributions) de (2.4) unique dans W.

Et on a :
: e
u ¢ C (o,to;Lz(x X V))n L [o,tO] XX xV)
Preuve
Notons Wo 1l'espace

(2.6) W= {V¥e L°°([o,t°] xVxvy/VY; %w.we-ﬁ( [o,to] x X xV) et

¥ (), = R" O ‘

ot 1l'on note par r* l'opérateur de L2(I'-) dans L2 (I'+) adjoint de R. D'aprés-

(1.5.) on a :

L

N



¥
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1 - Existence

Notons u la solution faibie de (2.4) c'est-a-dire :

t (gt K+ 1) (t-s) (A, + X - It
u(t) = [ e ‘ q(s) ds + e \p.

On a donc :
ue Clost, i L2 (X x V)

Et d'aprés la proposition précédente on a u ¢ Lw( [o,to] x X x V) D'autre part

DA ) ={ Ve L2 xxVv) /FOecl? (0,8 = (¥ ,v £) ¥ ed@p}
={V¥e 1> xxVv) /30eL® (0,8 =(¥, -v E) ¥E e D(AY)}
2 {¥e L2 xxV) (X xV) / vW e L2(Xx V) Wir+=f§*?|r_ 3
_'*‘ _
Donc pour.“tout VY e Wo’ on a ¢
— *
¥it) e D), p.-p-t;

| K;cf(.) e L% [o,t63 x X xV,

Et d'aprés la propriété de la solution faible de (2.4) on a donc :

ko Y : : S
(2.7) J (-u (t), Erfj+vV?(t) + KVY () - ZV¥(t)) + (V¥(t), q(t) ) at
B o t- ' L2 o L2

+ Qo)) - (ute), ¥(E)) = 0

¥ ¥ ew .
o
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En prenant Y trés régulier nul sur. 09X, en o et t,, on en déduit que (2.4-i)

est satisfaisant au sens des distributions sur [o,to] Xx X X V. Et on a :

du S 2,7 '
5t + v.Vu = Ku- Zu+gqg ¢ L ([o,t ] x X x V)

D'aprés (1.5) on a donc u eﬂﬂ% Et d'aprés la formule (1.6), on a donc pour tout

Y dans W_ :
v o)

£ o oo - o, Xy vy du
éo(u(t), T + vV¥+KY=-LVY) + (Y,gdt = £ O(u(t), "t + viV¥) + (Y(t), Y +v Vu)dt

= (u(t)),¥(t)) - (u(o),¥(o)) + [o < u(t) r+/ 7 YOy > py T <ul®) - 0 e dt

”

En rapprochant cela de (2.7) on cbtient :
- to - =
(- u(o), ¥(o) ) + é < R u(t)|r+ u(t)|T- ' W(t)lr— > dt=0 ¥VYeW,

(3

D'ou (2.4 - ii et iii)
v

2 - Unicité

Soit u ¢ W vérifiant :

ou _

T + v Vu+ Zu=Ku
u(‘t)lf '=Ru(t)|r

u(o) =0

&~

11 s'agit de montrer que u = 0. Appliquons & la formule (1.6) sur [o,t1] on obient :
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2 gto (u(t), K-u(t) - L ult) ) at

It

2 ot 2
e (|7 +071 ] uee) o, |l
1 (o] |F+ Lz(r+)

2
- IR u(t) |, |l at
) |T+ L2 (F—)

v

2
lu £ [l “
Cette inégalité étant-une conséquence de (1.2 - iv). On en déduit
a2 <2 k] M e ] 2 et

D'ol u = 0, d'aprés le lemme de Gronwall C.Q.F.Q.

§ 3 - EQUATION DE TRANSPORT STATIONNAIRE. AUTRE TYPE D'EQUATIONS

Nous allons maintenant étudier des équations de transport stationnaires avec les
mémes conditions aux limites que précédemment. Mais pour cela il faut une hypothése
supplémentaire qui implique que O n'est pas une valeur spectrale de 1l'opérateur de

transport. On suppose donc qu'il existe d > O tel que :

IN

(3.1) : Jo (x,v,v') av' r (x,v) - o

)

(3.2) fo (x,v',v) dv < L (x,v) - O .

L'inégalité (3.2) implique que le nombre de moyen de particules secondaires qui
f .
est (_f'f o(x,v',v)dv') est inférieur & 1, donc l'opérateur est sous critique.

On a alors :

Théoréme 2 Supposons (3.1) (3.2). Soit € L2(X x V) Loo (X x v), alors il

existe'une.solutidn u unique dans W pour l'équation :

-vVu + Ku- Zu+ f=0,

u IF_ =Ru“.,*_

oo
et'on ade plus :' u € L (X xV)
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K]

Preuve

1 - Existence

Reprenons la démonstration de la préposition 4‘; comme (3.1) implique que :
K1 >S % - o, on en déduit :

(Kﬁ +K-Dt - ot
e 1 < e

Posons alors :

(X# + K - ot

P () =e P

on a :

, ' ot
Hvwll o s e gl o .
L L )

On peut donc poser

u = 4) Plt) at

1
et on aura H u|l o S o [hfll o *
L L
Rl

D'autre part, en utilisant (3.1) et (3.2) on vérifie‘que-:

: 1/2 1/2
S/ £(v)E(v") O(v,v') dv' av < [JS £(v")o(v,v")dv dv'] [ffE(v)o(v,v")dvdav' ] 5
3 . 1/2 S 1/2
Ak -DED< I e ]? (Zv)-mav'] IS [£6@)]? (2 (v)- @) av]
‘ . . 2
-JZEw|%2av < -a ||£] : ¥V ue L2(V) ,
_ L2
On en déduit’que :
- 2 :
(3.4) (A +k -1 £8) 2 a €] g¥ £ €W t.g: £ =R f
, L2 T |T ”
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A partir de (3.4) on pourrait en déduire | 'existence de u dans D(Zﬁ) vérifiant :

(XR +K+T)u=0

Mais cela n'implique pas simplement (3.3).
En fait on déduit de (3.4)vappliqué'é P (£) que l'on a :

d 2 T .
& el - ool popt

Donc

2 -ot 2
lvcey || se gl

o

D'oiu € L% (X x V)

Posons

u = M oy(e) dat
(o]

Alors u, > U dans L (X x V) et vérifie :

au_

(3.6) Y -\p = [ T at=-vVu +Ku - I u
(3.7 Un [F— =Ru, |F+

D'aprés (3.6), comme ¥(n) -+ O dans L?(X x V) on a.quand n > ® + ;
2
- = - - > - - +
Lo VLY u ¥Y(n) ‘f Ku + z u LF Ku+ Z u dans L
On voit que la limite de (—V;Vun) est nécessairement (-v,Vu). Donc on a :
(3.8) ~v,Vu-Ku+2Zut ~LF = 0 u ew

Montrons maintehant que

{(3.9) ~ulr_ = R ulr+
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et u sont

|T- n|T+
croissantes et majorées, elles convergent donc ponctuellement et dans L2(I'-)

I1 suffit de le montfer pour (P 2 0. Or les suites un

ét L? (F+f. Donc on peut passer 4 la limite dans (3.7) et on oﬁtient (3.9).

2 - Unicité

L'unicité est une conséquence immédiate de (3.4) - C.Q.F.D.
Considérons maintenant un autre type d'équations d'évolution (qui sont des
équations adfjointes d'équations du type (2.4) ). Pour tout x € 9 définissons

[} = .
1'opérateur de B(Px_) dans B(FX+) par :

- : - X -
R N ¥ (v) fo Y (w) Wﬁ(v,dw) | ¥ VY e B(Fx_ )
aVeg‘ i) ﬂx(v,.) est une mesure positive sur Px— telle que ﬂx(v, Px_) < 15
ii) ¥ A T (x,v) =+ 7 _(v,A) est mesurable
X—- 4 x
(3.10) : .
o Jiii) si Y=Y . (u-p.p. alors R'x Y, = R'XWZ pP.p.p. sur Fx— 3

W(x,v)lnx.vldY(x) dau(v),

2
iv)‘ S [fF Y(x,w) WX(V}dW)H lnx.vl dy(x) du(v) < fF

v Y e L),

Alors si h € L%(X x V) L7(X x V) et geL?(o,ty ; L2(X x V) L (X x V)), il

existe une solution (au sens des distributions) y, unigue dans W pour 1'équation

d

a—z—-VVu + Zu=K'u.+g)
(3.11) u(t)lP+ = R' u(t)!T—

u(e) = h ,

N e o]
Etona':sr uce¢ C(o,to, LZ(X X V)) nL ( 0,8 X X x V)

[ En effet, il suffit de remplacer v en -v et P+, P_ en P_ , F+ dans 1la
construction du semi groupe.Gt, et de remplacer O(x,v',v) par 0o(x,v,v') dans

la démonstration du théoréme 11
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D'autre part dans les deux cas suivants :

- cas de la réflexion spéculaire c'est-a-dire

Rx Yi{x,v) = Y(x,v -2(vx.v) Vx) ¥ Ye B( Px+)

- ou dans le cas ol ﬂx admet une densité c'est-a-dire

RX ¥Yix,v) = [

Irxs Yi{x,w) Dx(v,W) VW aud (w)

ave¢ [S px(v,w)2 (v, -v) lvx.wl dv dw < 1 (donc R satisfait (2.10) )

alors en notant R'X 1'opérateur de,L?(Px_) dans,LF(Fx+) adjoint de R, on voit
que R'x satisfait (3.10). Et on peut écrire une relation de dualité entre la

solution de (2.4) et celle de (3.10).

De la méme fagon que pour le théoréme 2, en supposant (3.1) et (3.2) on montre
[o0]
que si h ¢ L2(X x V) N L (X x V) il existe ‘une solution u unique dans W pour

1'équation :

;‘V.Vu + K'u- Zu+h = O
(3.12)

Spe T R U

APPENDICE. APPROXIMATION EQUATION DE TRANSPORT-EQUATION DE DIFFUSION

L'approximation des €quations de transport par des €quations de diffustion dans
le cas des bonditions aux limites d'absorbtion est classique (Voir paf exemple
Blankenship - Papahicolaou [13] pour'un domaine d'évolution des particules €gal
2 RV, et Sentis [1] , ‘Bensoussan - Lions - Papanicolaoﬁ [1] pour des démaines
plus généraux et des structures périodiques). Dans ce dernier article on traite
aussi le'cas des conditions aux limites de réflexion mais uniquement dans le ca-

dre de l'hypothése (3.13 - ii) ci-dessous. Nous énongons ici un résultat de ce type
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valable avec deux hypothéses différentes pour R :
R vérifie l'alternative suivante :

DT = 8 gy ) vy

(3.13) ou ) ’

ii) Trx(v, I‘x+) =1et¥db >0 __;]'rrb >0/

T, (v,{w/\)x.w Zb}) > M.

. - . 2 . ,
Faisons en outre les hypothéses suivantes (on note Cb (X) 1l'espace des fonctions

bornées sur X, dont les dérivées premiéres et secondes sont bornées sur X).
- N-1 . v s .
Prenons V la sphére S muni de la mesure de probabilité uniforme.
. 2
Soit Zo € Cb (x) ,
o0
£ e L (VxX), _ 1

2 (x) .

Yer

¥

On suppose que :

f(v,v') = f(v',v);

JE(v,v') av' =1 ;

~da>0 Bz0, de £(v,v) S8 a<I (x)< B
Scit € positif ; on pose:
o (%,v,v') = —12 L (x) f(v,v"); Z(x,v) = —1[ I (x) + v ,
e° o ? 3 o '
ef on remplace 1'opéra£éur A par - —3:- v V. Soit u, € Cé (X). D'aprés

le théoréme 1 on sait qu'il existe une solution u, unique dans W pour l'équation :
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% ' Ju
| - SR _
5t = e \/ ug + —8'2 ZO (KO I) ue + Y u€
¢ (3.14) ue(t)lr _ = R u(z)lf +
velo) = ug

'Proposition. Il existe des vecteurs b (dépendants de xe 0Q) tels que

\')x.bxv > o et une matrice symétrique N x N strictement positive aij(x) tels

5 -
que aij € Cb (X).

Et si Urlag = O et u est la solution de :

_%% %x_ (aij (x) %ﬁ)““ Y () ulx)

-, i i
(3.15) an=O

u (0,x) = u (x).

Alors la solution u de (3.14) vérifie pour tout X' compact inclus dans X :

(3.16) sup  |u(tx,v) - uem| e = S 1+ |
. ‘ xeX' ' 8=sup (0, sup y(x))
. _ X

Dans le.cas ol £ = 1 et R est la réflexion spéculaire alros bx = Vv, et on

peut remplacer X' par X dans (3.16)

Pour ce dernier cas voir la démonstration dans Santos [1]

L4

»
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