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UNE STRUCTURE COMPACTE POUR

'INDEXER UN FICHIER ORDONNE ET SON. EVALUATION

_Didier'PLATEAU

Résumé

L'un des critéres majeurs de performance d'un systéme

de gestion de base de données est la vitesse d'accés aux données.
Cette vitesse dépend de nombreux. facteurs (technologie, organisa-
- tion de '1'espace mémoire, chemins d'accés...). Parmi ces facteurs
nous nous intéressons au probléme de 1'indexation d'un fichier
totalement ordonné. Une importante amélioration des performances-
~ du systéme peut &tre obtenue si 1'index est maintenu résident en

- mémoire centrale. Dans ce but, nous présentons une structure de
type arbre lexicographique (TRIE cf. [Knuthl), dont la propriété
est d'étre trés compacte. Une analyse de la taille moyenne est
proposée sous diverses hypoth8ses. En nous replagant dans le cadre .
particulier de la machine base de données VERSO, nous utilisons
les résultats de 1'analyse pour montrer que nous pouvons maintenir
1*index résident et le manipuler de facon performante.

. Abstract

One of the main performance criteria in a data base mana-
gement system is data access speed. This speed depends on many
factors such as technology, memory organization, access paths ...
Among those problems, we are interested in indexing a sorted file.
An important improvement of the system performance is expected if
the index is resident in main memory. We present a TRIE structure

. [Knuthl, the main feature of which is compactness. An analysis of
this structure average size is proposed, under different assumptions. .
Placing this work in the framework of the data base machine VERSO
[VERSO], we show that we can maintain the index resident in main
memory. '
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1. INTRODUCTION

L'accés aux données constitue 1'un des problémes majeurs dans
un Systéme de Gestion de Base de Données (SGED) . Sa vitesse met en
jeu différents facteurs : technologie, organisation de la mémoire,
chemins d'acceés...

Nous nous intéressons plus spécialement au probléme de 1'indexa-
tion d'un fichier totalement ordonné. Afin de maintenir de bonnes
performances, la plupart des SGBED utilisent un mecanlsme d'indexation
des données qui est utilisé une ou plusieurs fois a chaque accés aux
données. Il est donc important que ces manipulations soient rapides.

Pour réaliser cet index, deux types:de solutions sont générale-
ment adoptées : hachage, ou séquentiel indexé.

La propriété d'une fonction de hachage est de briser 1'ordre -
inhérent aux unités logiques de données, et de permettre la localisa-
tion rapide d'une unité.

Pour indexer un fichier ordonné et répondre d des requétes ’
mettant en jeu des notions d'ordre, cette méthode n'est pas appropriée'.
Par ailleurs, les sélut!iqns classiques de séquentiel indexé

(listes inversées, Arbres B), bien adaptées i la notion d'ordre,
n'offrent pas une compactio‘i; suffisante pour que 1l'index soit maintenu
résident en mémoire centrale.

Nous allons décrire une structure de type arbre lexicographique
(ou TRIE) se rattachant aux méthodes de séquentiel indexé et présentant
la pfopriété d'étre trés compacte. Notons qu'une approche trés similaire
a déja été proposée dans [Litwin] sous le nom de TRIE HASHING. La section
1 fournit une description précise du contexte dans lequel nous nous
plagons, et de la structure choisie. L'utilisation de cette structure,
pour une "application raisonnable", permettra de maintenir 1'index résident



en mémoire centrale et donc le manipuler rapidement. Nous proposons
une. évaluation de la taille moyenne de 1' index. Plusieurs valeurs

sont obtenues, dépendant des hypothéses faites sur la nature du
fichier indexéd (distribution des valeurs des unités. de données, indé-
pendance de ces valeurs), et aussi des approximations faites pour. les
obtenir (longueur fixe, longueur infinie ...). Les techniques utilisées
sont de type série génératrices et transformation de Mellin, dont une
présentation est faite dans [Flajolet, Sotteaul.

En nous plagant dans le contexte de la machine base de données
VERSO [VERSO], nous montrons que cette structure permet de maintenir
1'index résident .

2. DESCRIPTION DES DONNEES ET DE LA STRUCTURE DE L'INDEX

On suppose ici le fichier totalement ordonné. Le rdle d'un index
est de créer un lien entre l'organisation des données au niveau logique -
et au niveau physique. ’

Nous définissons donc le modéle logique des données, leur repré-
sentation physique, et la structur® de 1'index.

Le modéle logique des données est relatiomnel, (Nous supposerons
le lecteur‘ familier avec les concepts relationnels). La structure logi-
que des données est donc la table :



Exemple : Soit la relation NE(E)“A[VILLE,NOMI;
Une valeur possible de NE(E)-A est :

VILLE NOM
AUBENAS FRANCOIS |
PARTS MICHEL
AMSTERDAM CHRISTIAN
AMIENS . PHILIPPE
PARIS ANNE
PARTS SOPHIE
PARTS ' ANDRE
ANVERS SERGE
ANTIBES JEAN
PARIS ANTOINE
Figure 1. Représentation en table d'une relation

Physiquement, les données sont stockées sur une mémoire secon-
daire dont 1'unité adressable est le bloc. Chaque bloc contient un

nombre entier (a priori non constant) de n-uplets. -

Les attributs sont des chaines de caractéres (ou d'octets).

En considérant le n-uplet camme une chaine de caractéres obte-
nue par concaténation de ses attributs, on peut alors munir 1'ensemble

" des n-uplets de l'ordre lexicographique.

A la relation est associée une liste de blocs B, ,... ,Bk telle
que :

¥ i< lj' tous les n-uplets de Bi sont inférieurs aux
n-uplets de Bj



- Exemple : d la relation NE(E)-A définie figure 1, on associe la
liste de blocs :

Bl BZ ‘
AMTENS PHILIPPE ANVERS SERGE
AMSTERDAM CHRISTIAN AUBENAS FRANCOIS
ANTIBES  JEAN PARIS  ANDRE

B3 : By
PARTS ANNE ’ . ’ PARTS MICHEL
PARIS  ANTOINE PARTS  SOPHIE.

Figure 2. Représentation physique d'une relation

Structure de 1'index :

Définissons tout d'abord la notion d'arbre lex1cograph.1que (AL)
et d'arbre lexicographique compacté (AIC).

Définition :
Soit I un alphabet ordonné ; |Z| =a ;

Un arbre lexicographique sur I est un arbre de degré o, dont chaque
sammet est étiqueté par un caractére de I; 3 chaque sommet correspond
une séquence de sous-arbres ordonnée totalement par 1'étiquette de
leur sommet.

Un arbre lexicographie compacté est un arbre lexicographique
~dans lequel on a compacté les branches filiformes terminales en une

seule feuille, elle-méme ethuetee par 1'étiquette du sammet de la
branche. ' '



Exenple : Soit I = {A,..., Z,#}
un exemple 4'AL est :

Figure 4. L'AIC associé & 1'AL défini figure 3.



A chaque feuille d'un AL, on fait correspondre la chaine formée
par concaténation des ethuettes suivies 1orsqu on parcourt l'arbre
du sommet vers la feuille.

A un arbre, on associe donc 1l'ensemble des chafnes de caractéres
associ€es a ses feuilles ; et réciproquement 3 un ensemble de chaines
de caractéres, on associe cet AL, puis 1'AIC obtenu en campactant.

Exemple : On met en correspondance les arbres des figures 3 et
4 avec : {AMIENS,AMSTERDAM,ANTTBES,ANVERS,AUBENAS}

Ces définitions données, nous pouvons décrire la structure logique
de 1'index associé d un fichier : 1l'index est 1'ALC associé a 1'ensemble
des chaines de caractéres representant les plus grands n—uplets de cha-
que bloc de la relation.

Ces chaines sont précédées d'un caractére réservé "4". En plus
de son étiquette, chaque feuille contiendra 1'adresse du bloc corres-

pordant.

Exemple. a la relation définie figures 1 et 2, on associe 1l'index :

Figure 5. 1'index sous forme d'AIC.



Physiquement, 1'index est obtenu en linéa:rise;nt 1'AIC par par-
cours de l'arbre en ordre préfixe. Une parenth®se est ouverte 3 chaque
passage d un sommet ayant plus d'uh fils, puis refermé lorsqu'on revient
d son niveau. Le caractére "[J", signale que l'on est au niveau d'une
feuille.

Exemple. 1'arbre présenté figure 5 a la représentation-lindaire :
# A0 Bl PARIS. (AN(D(IB2 TOB3)S[B4))

C'est désormais & la représentation physique de 1'index que nous nous

intéressons.

3. EVALUATION DE LA TA’ILLE DE L'INDEX

Pour calculer la taille moyenne de 1'index, il est nécessaire de |
définir un n‘odé.le.v Ce modéle inclut des hypothéses probabilistes sur
la distribution des valeurs des n-uplets de 1'index et des paramétres
(taille du fichier, taille moyenne des n-uplets ...). :

Nous proposons deux modéles qui différent par leurs hypothéses
probabilistes. ‘

Modéle 1 : Uniformité et indépendance globale
: Ve

Les paramétres du modéle sont la longueur moyenne des n-uplets de
la relation % et le nombre de blocs occupés par la relation B. (Notons

que B est aussi le nombre de n-uplets de 1'index).

Nous supposons, pour 1'évaluation de la taille de 1'index, que
les n-uplets sont de longueur fixe % et qu'ils premnent leurs valeurs
‘uniformément dans un langage X’Q, indépendamment des autres n-uplets.



Notons SOC(%,B) le nombre moyen de sommets internes d'un
AIC representant B chaines de caractéres de longueur
L, sous hypothese d'uniformité,

et SOC1(%,B) le nombre moyen de sammets internes d'um
AIC représentant B chalnes de caractéres de longueur
£, tels que ces noeuds n'ont qu'un seul fils, sous
hypothése d'uniformité. ‘

Alors la taille T(2,B), le nombre d'octets, d'un index adres—
sant B blocs d'une relation dont les n-uplets sont de longueur

moyenne £ est donnée, dans ce modéle 1, par la formule :
T(%,B) = SOC1(%,B) * c + (SOC(%,B) - SOC1(L,B)) * 3c
+ Bx (2c + b)

ol ¢ est la taille, en nombre d'octets, d'un caractére et b est la
taille d'une adresse de blocs. '

En effet, & chaque sommet inteine n'ayant qu'un fils corres-
pond 1'étiquette du sommet ; 3 chaque sommet mterne ayant plus d'un
fils correspondent 1'étiquette du somet, et deux parenthéses ;
enfin, & chaque feuille correspondent 1' étiquette de la feuille, le

‘caractére réservé "[J", et l'adresse du bloc.
A

Moddle 2 : Uniformité et indépendance des attributs

Soit I un alphabet (|Z| = a), R(A,, ...,A ] une relation. On
suppose que chaque A ‘est une chaine de caractéres de I, de 1ongueur
moyenne !L 7 la relatlon occuppe B blocs.

|R[Al...A.l]| :
On note S = ————— . l<i<n qu'on appellera la
B

sélectivité de Al .o .A



|R[Al. ..Ai][ note le ncmbre_Id'e valeurs distinctes de A,...A; apparais-
sant dans 1'index. ‘

Pour effectuer 1'évaluation de la taille de 1'index, on suppose
que chaque A; est de taille fixe Ri,_ et prend des valeurs uniformément
dans Zzi, indépendamment des autres valeurs de Ai' et des valeurs des
autres attributs du n-uplet.

Par éxemple , dans le cas $,=1, chaque valeur de l"attr:ib.lt Ay
détermine (aux sens que le relationnel donne d ce verbe) le n-uplet.
'La valeur de A, suffit donc d discriminer les n-uplets de 1'index.
Du fait de la structure d'AIC, seules les valeurs de Al apparaissent
dans 1'index

AIC(Al)

Figure 6. Schéma de l'index dans le cas Sl=l

Par contre, si Sl est trés petit et si 52 vaut 1, 3 chaque valeur’
de A1 correspond un grand nombre de n-uplets tandis qu'une valeur de
A\A, détermine le n-uplet. Dans ce cas 1' index sera composé d'un AL
représentant les B»\Sl (en myenr1e) valeurs de A,, et de B*Sl ALC repré-
sentant chacun en moyenne les Sil valeurs de A, associes & chaque

valeur de Al .

AIC (3,) ~ AIC (3,)

Figure 7. - Schéma de 1'index dans le cas S1 trés petit et S,=1

2
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Ceci n'est bien sfir qu'une approximation dans la mesure ol nous raison-

nons en terme d'espérances.
Dans le cas général, notons i le plus petit indice tel que
(un tel i existe car Sy ... 285 = 1). Alors 1'index aura

Si=1 :
1'allure suivante :

AL(A;)

@A,) t AL (A,

treaa

.

A

AL( "

Fiqure 8.  Schéma de 1'index quand i est le plus petit indice tel

.
’

que Si=l |
A
7

Notons :
x SOC(%,B),SOC1(4,B) les paramétres définis dans le modéle 1

* SOM(%,B) le nombre moyen de sommets d'un AL représentant B chaines
de caractéres de longueur fixe 2, sous hypothése d'uniformité

* SOML(%,B) le nombre moyen-de sommets n'ayant qu'un fils, d'un AL repré-
sentant B chalnes de caragtéres de longueur fixe £, sous

hypothése d'uniformité .
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Alors la taille moyenne d'un index représentant B n-uplets
composés chacun de n attributs A,,... ,An (auxquels on associe les
paramétres £,. ol €t Syres .,Sn comme définis précédem\ent) sera
~{(1,B) oi la fonction Pest géfinie au point (i,x) par “ .

- 8i Si =1 alors *P(i,x) <« SOC l(SLi,x) * C + (W(Qi,x) - SOC l(JZ,i,X)) * 3C

+x « (¢ +Db) ;
Sinon P(i,x) « 5O 1(2,x « §;) * ¢ + (BOM(Ly,x* S;) - SAM L ,x* s;)) * 3c

+x % S % ‘P(i+1,s-i'l) ;

L'avantage du deuxiéme modéle est de prendre en compte, la notion de
sélectivité des attributs. Dans un exemple comme la relation NE(E)-A,
il est clair que chaque VILLE va apparaitre un grand nombre de fois
et que 1'hypothése d'uniformité globale n'est pas réaliste.

4 Néanmoins, la complexité du deuxiéme modéle, peut provoquer une
accumulation dangeureuse d'approximations : un raisonnement sur les
espérances est bon si la variance des paramétres est faible mais mau-
vais dans le cas contraire. Nous comparerons les résultats des deux

" modéles, lors des applications mumériques.

Nous allons maintenant évaluer les paramétres S0C(L,B), SOCI(&,B), -
SOM(%,B) et SOMI(%,B). Pour/chacun d'eux, nous proposons :

(1) une valeur exacte sous hypoth&se de longueur fixe, (celle
obtenue en calculant la série géndratrice associée au para-
metre) .

(2) une valeur approchée sous hypothése de longueur fixe obtenue en

en manipulant 1'expression (1).

(3) une valeur approchée sous hypothse de longueur infinie obtenue
en calculant la série génératrice exponentielle associée au
paramdtre puis en utilisant la transformation de Mellin pour

obtenir des valeurs plus compactes des expressions obtenues.
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L'essentiel de ces techniques est décrit dans [Flajolet,Sotteau]

Les calculs de 50C(%,B) sont détaillés. Du fait de leur simili-~
tude, nous ne présentons que les &tapes principales, de 1'évaluation
des trois autres paramétres.

EVALUATION DU NOMERE MOYEN DE NOEUDS 'INTERNES D'UN ALC

Avant d'évaluer ce paramétre, nous allons reformuler le probléme
de fagon générale et définir quelques notations ; ‘

Soit * ¥ = {1,...,a} un alphabet ;
* % ¢ N; (N est 1l'ensemble des nombres entiers positifs)

* SOC : @(ZR‘) + N qui, a toute partie p de ):2, associe le
nombre de noeuds internes de l'arbre lexicographique compacté
représentant p. .

(z* est 1'ensemble des chatnes de 1 caractéres appartenant 3
z; .()B(Zz) = @(ﬂ') est 1l'ensemble des parties de ZQ)

*Qr(l’“ 1'ensenble des parties i n &léments de SO

L Y 3 = ol
G pﬁv‘gw%) x 1Pl

* soc(z) (x) = Z éOC(p).x lp[;

R, !
pe @(/)
5 1l'ensemble des chaines de p
commencant par le caractére j, privées de ce caractére.

* Pourpe@u') , On note p.
Notons que P, est un &lément de J¥1) ;

Notons que 63(2) (x) et SOC(Q) (%) peuvént également s'écrire

o
@(2) x) = > pin,nQ) < ;
, n=0 %

(2 < :
soc®x) = X socm, ;0
=0
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pr(l‘q‘) représente le nambre de parties d n €léments de .@(2) et vaut

2
o
donc (n)'

»
soC(n, ) = 2 soC(p) 5
Sous .hypothéses d'uniformité, on a donc :

SaC(n, ).
p(n,2)

SOC(n ) =

Pour obtenir S0C(n,?), nous allons'd'abord calculer SOC('Q) (x) :
Soit p « @(2')_ ; la définition de 1'AIC représentant p permet d'é&tablir

s = T s o+ > soc(p;) § ©
P i=1
ol -[I{IP|22} =1 si p| = 2
= 0 sinon ;
On en déduit que :
() _ E |p|
soc' (%) = . SOC(p) x
pe &Y
DY (1] |pl
pefP(M {|lp| = 2} +l¥1800(p) X
Rl T (ZSOC( ) (P!
P.)
}ID 'Q')' ‘ P ¢ {P('Q') i=1
o > Iyl
L 1Py
= _(P(,Q,) x) - 1 - OLQ'X + Z o(0-D) SOC(p) % i=1
Plr-- P \‘

La transformation du ler terme de la somme découle de la définition
(JL)
(x) .

Celle du 2&me terme vient de 1'hypothése d'uniformité et d'indépen-—
dance : quand p décrit Q (%) alors pl,.._.,pq décrivent J @ 4-1) indépendem-
ment les uns des autres).



- 14 -

a
D'ol z_: Ipil
SOCUL) (x) = .(P(Q) (x) -1~ onzx + o 2 SOC(pl) xl—ll

Byeeeiby ¢ P

(cette transformation vient de ce que 1'hypothése.d'uniformité donne 3
tous les p; un rble identique). ' ' ‘

sc® ) = PV (x) -1 -a*k +a 2 (1) ¥ e X
p2".'lpa 653

2z soC ( IPI)
- py) X
( p; e 53(24 1) | 1

. - o~1 _
SOC(SL) (x) = _CP(Q) (x) -1 - ag'x + 0 (@(2 1) (x),) SOCUL 1) (x) (1)

soctM g L -1+ o'x +o soc %) (s
W () P & (%)
(car, PP ) = P ).
Par récurrence, on tire :
soc® ) _ $ da - Lo soc ‘@ ()
SO i=0 PED (" §éO)

“Comme soc‘@ (x) = O, en remplagant P par sa valeur, °n.°btie“t :

. 5 gl . . g g-i
soc® () = 2 axf® -5 Gt 4ot e 0 (2)
a-1 - i=0

On en déduit que :

* SOC(2,0) = SOC(R,1) =0 ¥ 4 ;

% S0C(l,n) =0 ¥n ;

o1 [o* =1 i ottt . ottt
* SOC(&,n) = w1 \n/~ > o n + a
. &z

pour n 2 2 et 2 2 2

(Le terme en i=0 est nul dés que n > 2) .
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Désormais, nous ne nous intéresserons qu'au cas n, £ 2 2 ;

On a alors

2 -1 o¥—at-i oc'Q'-ocz_l
scam === - ¥ ol i__)_n + ot (—-—zn‘l (3)
o-1  i=l ( z) A 2
o o
n (%)

Neus allons en proposer une.valeur, approchée, plus "parlante", en sup-
posant que n << cJLz (lire n trés inférieur é'ag’.) R

[t oF - D
Alors ¥ i ¢ {1,...,2} n &

n!
D'ol :
SOC (%,n) = %._ g L _aLi)n_ g n(l_ _i)n-l
- :1 . :Z;; (-1)k'(n:> ;%J-{

i

L n n 2~1
a =1l _ _\k 1
-5 () & m

n-1 n-1 9-1 |
K 1
- () e &

k=0 k i=1 o
!
o-1 1
1 -
L_ n n 2 (k-1
f((%—_Tlﬁ- 1)-n(g-1) + Z (—1)k ( ) & T -1 >
| k=2 k/| 1- k

e = TN ™
-{ag-1) + 3 n(-1)< ) —°—‘1—— -1 )
k=1 k 1——k
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D'ol pour n et & plus grands que 2, pourn<<oc2‘ ona :

: ] = —t
__ n k /B _ o(k=1) .
SOC(&m) =1+ D (-1) < ) (k-1) —Lae—-1 (4)
- k=2 k 1 - —];-_I
o

'Le nombre moyen de noeuds internes de 1'AIC représentant n clés
de % caractéres (pour n et % plus grands que 2) vaut donc 1 ‘(corres-
pondagt au sommet de l'arbre), augmenté d'une série alternée dont on '
donnera une valeur approchée) .

La formule (4), est donc une approximation de la formule (3),
un peu plus facile a interpréter.

Nous allons néammoins en obtenir une autre, plus facile encore i
1'interprétation en faisant 1'hypoth&se que les clés sont de longueur
infinie.

Pour cela nous allons définir de nouvelles notations, puis reve-
nir 3 la formule (1). ‘

Soit :
% SOC(e,n) = lim S0C(%,n) (si cette limite existe)
. & n
x SOC (x) = Y. SOC(w,n) » %= ;
n=0 ’ n!

: Vi
Alors [ Plajolet,Sotteaul, on a la propriété :

soc®(xy = lim soc® (x/a¥)

Lro00

De ('1) on tire que :
soc® (x/o) = FV /0 -1 - x + o G /e ¥ Tsoc Y (x/40)

Eh'lfaisantte.mirelversm,ilvient:

soc™ () =) - 1.- x + a0 @F /)% soc® (/)



Mais Q(m) (x) est la série génératrice associée au paramétre
valant 1 partout. En effet : ' '

'3 2
o o
5)(2) (X) _ E . 1 * le! - Z ( )Xn
peSD() n=0 n
= p(,n) =1 ¥n,Q;
o | D X
D'ol p(o,nf =1 ¥n =G (x) = 2 1+t =g
n>0 n!

On en déduit que :

() X x (1= 1) w
SCV ' (x) =e" -1 ~-x+tqg € * SOC (x/o1)

Par récurrence, il vient :

/o =l ey a-h

—1-x/oc,k) (I ae
i=1

soc x) = 3 ¢ )
k=0

o k -k
- Z 0Lk(ex/Ot —1—x/ak) ex(l-oc )
k=0

o -k ' -k,
Soc(oo) (x) = E’ak(ex _ ex(l-ot ) _ < oLk ex(l-oc ))3 (5)
k=0 :
D'oll SOC(w,n) = . ock (l—(l—oc"k)n - na-k(_l—oc—k)n—l) | (6)
k=0
. -k -k
Soit P(x) = > Fa-e™ - xo KX )
k>0 4
On montre"que SOC (0, n) —"f’(n) est majorée par une fonction linéaire
en 0(n2/3) : ' |

/3

SoC (w,n) -{P(n) = O(n2 ) (voir annexe 1) . (8)

©0
Notons Y7s) = f Y (%) x*! ax la transformée de Mellin de Pens, -
si cette intégrafe d un sens. l
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1St

On vérifie que Wls) = - (st)Ils) (voir Annexe 2) ' (9)
ol T = f e* 571 ax
o

En utilisant le théoréme d'inversion de la transformation de
Mellin, il vient :

CHie
Qoo = - f @%s) xS as

c-ix

It

X _, ¥ 2ihm 5 T(-L+2ihm) o—2ikmlogy, (x)

log o h ¢ Z2-{o} (log o)

+o(]x|Y?) (voir Annexe 3) (10)

D'ol en cumulant les résultats :

S.El-(oo,n) =

- _ n[ > 2ihw o (=142ihm) o—2iknlog, (x):,
og a k ¢ z-{0} (log a)

+ O(n2/3) + O(nl/z) _
On montre que pour des valeurs raisonnables des paramétres o, la

série de Fourier est numériquement négligeable. (Un ordre de grandeur
est 102 au plus). Il vient :

SOC (e0,n) = 103 =+ 0(92/3)'

CALCUL DU NOMBRE MOYEN DE SOMMETS N'AYANT QU'UN FILS, DANS UN ARC :

En reprenant des notations identiques & celles utilisées pour
-S0C(%2,B), on a : Pour p 653(2) :

ol
SOCL(p) = 3, SOCL(p,) (0)
]

0

o
+ Y I
i=1 1]{ [pi[} 22| kil ﬂ{pk=¢}
. i
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(En effet le sommet de l'arbre est un noeud interne n'ayant qu'un fils
si 1'arbre a un sous arbre contenant plus de deux chaines de caractéres

et tous ses autres sous arbres vides).

On en déduit

| a1 - : _
soc1 ¥ (x) = a(_fé’H) (x>soc1(£'1) x) + oG (x)-1-4x) (1)

Par récurrence, il vient
-1 o8, f-i-1 9 a1 L_ 2-i A
soc1® ) =5 o [(1+x)°‘ T T 0T T 2y (g @ T ] (2)

i=0 2

o
), il vient :

En extrayant le coefficient d'ordre n et en divisant par(
n

(az +a2,—1-l_a2-l> . <az_az-1>
i+l i+l n

-1
SC1(4,n) = 3. o - nz . -3 «a 2
: i=0 o i= o
n : n
' (3)
- (az i
_ Z OL'Q' n-g,l
i=1 (oc )
n
En supposant n << az ; (3) devient :
= - —t
—_ n ny _ _ 2 (k-1)
SOCL(2,m) = 3 (-1)k( )’a[(l—oc Lk ) tka 1} —2—— 1| @
k=2 k 1 - =y
o)

A

Si 1'on fait tendre % vers 1'infini dans (1), on obtient

soc1™ () = X oK exp[x(l_-oc-km_k-l)] - exp[x (1-a‘k)] |
k=20

.‘ . _ | ‘ - xocnk_l exp[x(l-oc-k)]

D'ol 1l'on extraie le coefficient d'ordre n :
3 ak+l ( (l_a—k_m—k'-l)n_(l_a—k) n_ m-k—l (l-a_k) n—l)

SOC1 (w,n) =
k=0

(6)
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| soit \P (x)‘ = k{: . ot (exp[x (a']fm"k'l)] - ex?[xa'k] - x5 e:cp[x;' ] (7)

On montre que :

&1 (w,m) =P =003 (8)
puis que
-1l,-s -1
-0

En utilisant le théoréme d'inversion, on en déduit :

P == [log(l - é) x (a-1) + 1]

log o
“x 3 C o~ 21kmlogy (x)
k ¢ z2-{o}
+ o(Jx|?) (10)

’ ' ' 1~ 2ikm )
on g = 10; = T(-1 + 12013{1&) [(l—u-l) loga 4.4t - lzo’;;k’;)]
On obtient donc finalement :

&C1 (»,n) = =% [1 + (@1) 1 (1—0[‘1)] + 00?3
! log o o=l 109
R
CALCUL DU NCMERE DE SOMMETS D'UN AL
Pour p 553(“, on a
o
somp) =T+ Y sy ()
P4} i=l
por s ) =@M ) -1+ 0@ @) T sV m @

L
o
D'ol 1'on extraie le coefficient d'ordre n, et en divisant par< ) on

obtient : n
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SoM(2,n) = a

(a£-1> . <ocz-oc2-.i>

L o =1

) n—; +oc_-ll ( >+ > At @
(a ) o i=1 o

n n

- Bn faisant 1'approximation n << ocz, on en déduit :

1

. n Loy [ 1T D

SOM(2,m) =1 +nt - », (1) ( > — -1 (4)
k=2 k ‘ |

1 - 53
.o

n

SOM(2,n) est donc essentiellement linéaire en ng diminué d'une série

S(%,n) dont nous allons calculer une valeur approchée.

n n -1 .
s(g,n) = Z (—l)k( ) Z a-l(k-l)
k=2 k/ i=l

L= ~in ~{
= Y o« [(l-a )7 =1+ no ]
&

Notons Xi = ot [(1—0[-]')n -1+ noc—l:I

s = > X )-x - X,
<izo 1) © (1’.§=:5L l)

y

Or Xo=n-1;

-2i

Par ailleurs Xi ai[@cp(n(—oa-i + a o(1))) -1+ noc—i]

ol ot o) -1+ na’l]
- /
=na * O(1)
Donc 2. X; = > et o =t o) = oma™h
i=4 i=g
& : 2
Doné S(&,n) = 2, X, =n+1+0@m )
i=0 :
Notons
. T) = Z X
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et

[ . -1 ' .
Px) = 2, al[e X0 14 xcx_l]

i=0 )
On montre que :

Tm) - €n) = omnl’?

(La démonstration est identique & celle de 1'annexe 1, sinon que 1'on
prend € = 1/2).

On calcule \¢ et 1'on trouve :

* _ I'(s)
Yris) = 1 - ST

En utilisant le théoréme d'inversion, il vient :

2ikm , _~-2ikrlog.x

_ I'(- 1+ ==—) e 200
(F(x) - x (loqlx +02( 1) . - log o
o9 log o

+ O(|x|1/2)

D'ol en négligeant la série de Fourier, on a donc :

n (ogn+y - 1) -n+1 +O(noc_‘Q) +O(nl/2)
log o
n[logn+ Y.~ 1 - loga ] +O(nl/2)
log o

é(ﬂ,n)

(Comme n < a’L , ona R ; Y représente ici la constante d'Euler)

CALCUL DU NOMBRE MOYEN DE SOMMETS N'AYANT ‘QU'UN FILS DANS UN AL :

Soit p ¢ @(2); .

o, ’ o a -
somi(p) = Y, 1] i . + 3, soMl(p,) (0)
i=1 “{p;#7} j;} {pj_#o} i=l
#i
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poa s ¥ ) = o @ 0-1) + @Y )¢ so (47 (x) (1)

Par récurrence on en déduit que :

L =i, 2-i-1 L

2~1 . 2-i
a1+_1 [(l+x)a o o - (1+x)® — :I (2)

sorP ) = 3
i=0
D'oll 1'on d&duit la valeur exacte de SOM1(&,n) :
1 <a2;_a)’l,—1 +0L2,~1+l> (az_azﬂ)
i+l

SOML(%,n) = 2 2 2

a - (3)
i=0 <oc2’)
v n

()

(pour n et ¢ plus grand que 2, et avec la convention :

n g : : |
=0 sik>n).
k v N M

Si 1l'on suppose, n << ocz, on déduit de (3) que : \
T Lloin -i,,_~1l,,\n -
SoML(2,n) = X « (1~ "= N® - (-aH"
i=0

qui s'écrit encore

| n n _ -2 (k-1)
SOML(&,n) =nf - D (-l)k( ) (1-(1-a l)k) (——l_a —(k—’1)> (4)
i k=2 k 1-a '

Comme SOM(%,n), SOM1(%,n) est une fonction essentiellement lin€aire
en ng , diminuée d'une série S(%,n) dont nous allons calculer une

valeur approchée ,

=1 . n n . _
sem = 5 o 3 (nF ( > (1 - 0 h¥]
i=0 k=2 x/
= osm,, -in - ~i,, _-1.n i -1
=Y o [(l—oc P =1+ - Qo 1~ N +1-na " (1-o )]
i=0 - :
St -in i, -l.n, _ -i-1
=9, o [(l—oc )7 - (1 =-a (1= 7)) + no ]
1=0
g1

i=0
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De méme que pour SOM(L,n), on montre que

Sm = X X, + 0™

i=0
Notons
| & i [ -xa —koa—i(l-a-l) -i—l]
P = ot [e -e + X0
i=0

On montre que
2 X; =€) = om/?)
i=0

On calcule alors ‘f’* et 1'on trouve

% _ ar(s) [1-a-a"1~5]
Yis) = ST

En applicant le théoréme‘ d'inversion, on trouve :

Ps) =x[loqx - (o-1)log Gl + w-—n]
’ ' ‘ log a

+x 2 X, e—2j_k7rlogax + O(lel/2)

keZ

k#O
- ' . 2ikm
ol o 2ikm, [ -1 ]
Ck=ocI'( l+lo_q a) [1 (1=a ™) log o

log &
D'oll 1'on tire que SOMI (2,n) vaut essentiellement

“log n - (0~1)log(l-o_1)+(y=1)
log @

SOM1(&,n) =nf - n
+ om/?

(ol y désigne la constante d'Euler).

Pour récapituler les résultats, nous avons montré que, pour n, £ > 2
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1) Sous hypothése de loné‘ueur fixe & :
L 2-1 2

s‘o‘cm,n)=°;—‘l-2 JdAn_ [ _

El@)

S-OE(!Z,,n)

= - o
i=0 ( ong)
§ * n 2 2=~1i
oo )
[) 2-1
SM(e,n) = n +%=l, gt 2n_ 7
. o~1 ~— L
1= o
(%)
| . <dz_az—1 +0‘sz-m.—l) (az_az- )
SOMl_- (2,n) = i+l n - 2

" 2) Sous hypothése de longueur fixe, en supposant oc2 >>n

— n n _ =2(k-1) '
FC(m =1+ 3 (-nk ( > (k'”[‘l‘—“Wﬁ - 1]
_ 1 -q

k=2 k

n n
TCi(gm) = 3 (-1)k( )[(1—a'1)k -1+ ka'l] [1 =

k=2" k

SOM(2,n) =1 + ng -
: ' k=2

. n n _ _
SOM1 (£,n) = ng - E (—l)k( )[l - (1o l)k],: L
1

k l-q

k=2 k

3) En faisant 1'approximation £ = «

SoC(8,n) = 103 = + om®3)
S_C-x—!l(Z,n) = 103 m [l + (a=1) log(l—oc-l)] + O(n2/3)

Do g ([ o gD ‘4
2, ¥ ( )["'—?(Té'ﬁ"l

OL-,Q, (k-1)

~ 0D

| OL-SL (k-1)
=)

<0L'Q'-0t2'—l +0L5L—l—l> <a2ﬂ£—1> ( o
=i i+l n i+l n L
o e —— (0]

)

]
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4) En approchant les formules de 2) :

—_— _ __n_ ' _ _. 1/2
SoM(2,n) =1 + ng loga(logn+Y l1-1loga) +0n"")

n
log a

SOM1(2,n) = ni - (log n - (a-1) log(l-o ) +y-1)+ o(nl/?)

4, L'APPLICATION VERSO

VERSO est une machine base de domnées relationnelle dorsale, |
developpée 3 1'INRIA [VERSO]. Sa principale caractéristique est un
filtre cablé de type automate 3 &tats finis qui traite les données
au rythme de deux millions d'octets par seconde. Ce filtre effectue
"au vol" pendant leur transfert de la mémoire secondaire vers la
mémoire centrale, toutes les opérations unaires de 1l'algébre rela-
tionnelle (insertion, suppfession, sélection, projection), et les
opération binaires sur des relations physiquement ordonnées (union,
intersection, différence, jointure, division).

L'espace secondaire de VERSO est un disque dur de 300 Mega-Octets,
soit 15 Kpistesde 20 K octets. Traditionnellement, 1'unité adressable
(ou le bloc) est le secteur de piste, dont la taille varie entre 512
et 4 K-octets. Comme nous disposons d'un processeur trés rapide, il est
préférable d'avoir de;; unités adressables 'beaucoup plus grosses (com-
promis temps de calcul, temps d'accés disque) : le bloc de VERSO est la
piste entiére soit 20 K octéts.

L'index contient donc 15 K n-uplets au plus.

 Nous utilisons maintenant les résultats des formules 3) et 4) de
la section 3 pour représenter les variations de la taille de 1'index en
fonction des divers paramétres du modéle. ' Considérons la relation
R[A1 AyAs]. Ia fiqure 9 représente la taille de 1'index en fonction de
celle de 1'alphabet pour diverses valeurs de la sélectivité, et des attri-
buts de longueur moyenne 1O.
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taille de
1'index
‘ / | moddle 2,
110 Kt . __;
100 K&
90 K+
. modkle2:
-r 1 (81182,83)=(10 ,l’l)
80 K--
70 K¢ . modéle 1 ;
Y modéle 2
(81,82,83)=(1,1,l)
60 K { 1 +— ¥ — + 4 ’ —>»
16 32 64 n | 256 o

Fiﬂ' e 9 : Taille de l'index en fonction de la taille de l'alphabet
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Les figures 10~a, 10-b, 10-c, représentent les variations de la taille
de 1'index en fonction de S, pour des valeurs respectives de 82 1,

1071, 1_0'2 . La longueur des attributs restent i 10 caractéres et 1'al-

phabet est de taille 32.

taille de
1'index
modéle 2
200K} )
150K,
JOOK-
modéle 1
50K 4
A
+ + } + t * 4 t + + —
'— '- A J _ v _ B - _ - S
102 101 241071 341070 5% 10 8x 10 Sy 1

Figure 10-a : Taille de 1'index en fonction de S) pour S,=1
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|é- .
NV S PR _
\\
:
=
o
N

modéle 1 ;
50K +
o 44— f — ' } y —_
-3 =2 -2 -2 -2 P R
10 10 2 % 10- 5% 10 8 « 10 Sz—lO Sl
Figure 10-b : Taille de 1'index en fonction de Sl pour 82 = 10_l
Ataille de
1'index
150K 4
100K &
) + modéle 2 ;
- modéle 1 ;
50K «
0 —t -+ t + t \ + —-
10?107 241073 5% 10> 8+ 10> 5,102 s,

Figure 10—< : Taille de 1'index en fonction de S-1 pour-Sz=lO-,2-
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Nous constatons qu'il y a une forte différence dans les résultats
donnés par le modéle 1 et le modéle 2 pour les valeurs de S; voisine
de 1. Le modéle 2 domne de trop grandes valeurs dans ce cas.

Pour finir, la figure 11 représente la taille de 1'index en
fonction de la longueur des attributs (nous supposons les attributs
de méme longueur) pour un alphabet de taille 32 et diverses sélecti-
vités. ‘

150K L

modéle 2
(Sl ’82’53) =

1ok | (16%16%1)

modéle 1
modéle 2
' (81’52’53)=

50K-- ) Vs i (lllll)

4
v

Figure 11 : Tailledel'index en fonctiqn de la taille des attributs
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Pour résumer, nous constatons que la taille de 1'index croit
faiblement en fonction de celle de l'alphabet. Elle croit linéaire-
ment en fonction de la taille des attributs sous le mod€le 2 mais

reste invariante sous le modéle 1.

Enfin, elle croft lindairement en fonction de la sélectivité
sous le modéle 2, et reste constante sous le modéle 1. Notons que
le modéle 2 donne des résultats numériquement supérieurs a ceux du
modéle 1. Il est impossible d'établir lequel est le meilleur sinon
en faisant des mesures. En conclusion, nous obtenons un index de
l'ordré de 100 K octets pour un espace secondaire de 300 Mega-octets.
Examinons un index de type arbre B de degré m : si-l'on suppose que
1l'arbre est aussi compact gue possible. (i.e. chaque noeud de l'arbre
am fils); on en déduit que la. hauteur minimum de 1'arbre est

h = %—g (N est le nombre de clés)

D'ol le nombre de noeuds de l'arbre est au moins :

h
nb noeuds > m—l.=N;l
m-1 m-1

La taille d'un noeud est m * p+ (m-1) %2 od p est la taille d'un
pointeur (ou encore l'adresse d'un bloc sur mémoire secondaire) et

2 la longueur moyenne d'un n-uplet.

En prenant p=2 octetsr’ét 2=30 octets, si 1l'on veut que chaque
noeud occupe un bloc sur le disque, on a :

32m~20K =>m=>~ 625

15CDO-1g24

D'od Nb noeuds =
‘ 625 - 1

La taille de 1'index est donc au moins de 480 K. Dans le cadre
de VERSO, notre structure nous permet de maintenir 1'index résident.
Afin d'accélérer la manipulatioﬁ de 1'index, un deuxiéme niveau est
nécessaire, dont la taille ne dépasse pas une centaine d'octets.



- 32 -

5. CONCLUSION

Nous avons décrit une structure de type arbre lexicographique,
qui permet d'indexer un fichier totalement ordonné. ILa propriété de
cette structure est d'étre suffisamment compacte pour maintenir
1l'index résident en mémoire centrale. Pour un espace secondaire de
300 Mégaoctets divisés en 15 K unités adressables, nous avons &valué
la taille de 1'index d& 100 K octets environ {(c'est un ordre de gran-
deur plus qu'une valeur précise), alors qu'une structure de type arbre-B
nous améne 3 une taille de l'ordre de 500 K octets. |
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ANNEXE 1 Preuve de SOC(»,n) - LF(n) = O(n2/3)

SC(=m) -Ym) = 2 K +Y

k>0
k. -no X k. n
ol Xk=oc(e - (1o« )
- K I e
et Y =n (e™ - (1-a k)n 1)
_ ~k
Posons x = no ; alors :
X =2 -a-2M

_ - - _ }_{ n
Y, =n (e (1 n) )
Soit € ¢10,1[ ;

ler cas : x s n® (<= k > (1-¢) logan)

Alors 1- i(-l)n = exp[n log(l - >—ri)] =

1

= exp[- X - 0(x2n' )1

2 e ¥[1 - @cp(-O(xzn_l))]

D'oll X
=27 O(xzn_l)
X
En remplagant x par sa valedr et en majorant e par 1, il vient :

"

X, = ¥ om)

D'oll 2 x=om X ok

k = (1-—5)1ogcxn k 2 (1-e)logo

Onentilqe:

L 0(n) -k
2 Xk = T1-e)log.n L
k 2 (l—e)logan o T k=0

(Nous avons identifié (l-e)logyn avec sa partie entiére, ce qui n'a pas
d'importance car on_s'intéresse a 1l'ordre de la série et non i sa valeur
exacte. Cette approximation est répétée par la suite).



- 34 -

Finalement, nous obtenons :

) Xk=ol(f)€ (X o™
k= (l—e)logan' n k=20
= 0m%)
De méme
-1 2 =2
Y, = nfe™* - e(n-l)[—xn -0(x™n )]]
. -1, 2=
=ne—x[1_e>m ~0(n"n )]
= ne X[ + 0(x2n'_l)]
o ¥ 2 -2k -k
=e [n“o - na 1 0(1)
D'ol ‘
> Y, = n% 0(1) _ 2 o 1 n o) 2 a
k z (1-g)log n k 2 (1-e)log n k = (1-e)log n
o o o
2
n_ 0(1) ( Z a—Zk) + n 0(1) ( E a_k)

28me cas : x > n°

o2{1meMlogn 4 Ty

~s

0<.(l-a) < e @

¥a>0
-k
=> 0 < (1-oc-k) <e
k.n -noc-k
=> O0< (1-g ) " < e
—no K -k.n -no.
=> O<e - (1-a ) < e

=> Xk = OLk O(]_)

(<=> k.< 4(“1-'8) log, n)

-k

0(n%%) + omf) = o(n%E)

<1

a(l-a)logan k=20

.
1
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(1-e)log, (n) _
Dol X =o0(1) & > =
k < (1-€) ].ogan o-1
‘ 1-¢
_ n -1
=0 =23
= om!™®
-k
Y, = nfe ™ - 1"
=k _ -k, .
- n[e-m - e(n 1)log (1o )]
e o) (o7 0™
-« -« -2k
e Ty o —(n7l) Olo )1
¥« 2k
= ne [-o  + (n-1) 0@ "]
oK
En majorant e par 1, on obtient :
Y = (nzoa-2k - na-—k) o(1)
D'ol
2. Y = n? o) 2 o 4o oK
k < (l—e)loga(n) k< (l-e)logan k < (l—g)logan
s =2(1=e)log (n) _ -(1-¢)log_ (n) _
= n® o(1) &2 Linoq) t—mu0u" 1
o =1 o -1
-2(1-¢) _ -(1-e) _
=n20(l)n_1' 1+n0(1)n—:1————l
a -1 o -1

o) + omS)

O(nZE)
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Nous avons montré que :
ST (=,n) - Pm) = 0@®) + 0(%) + o' ™) + 0w
En choisissant .= 1/3, il vient

L (=,n) - P(n) = o@m/3)
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ANNEXE 2 ¢ Calcul de la fonction "e*

Nous avons :

| o x o k
\P(n)= D¢ T R .
P

ol f(n)=1-e”" =-xe” ;

Notons \P‘ et £ , les fonctions complexes définies si elles existent,
par :

Ps)
- (s)

f Wi = ax
(@]

f f (x) xs’-1 dx
o .

]

‘F* et £ sont appelés les transformées de Mellin de \Pet f.

f° est définie & condition que f(x) x>71 soit intégrable du 10, ;

BAu voisinage de 1'infini, £(x) xs_'1 équivaut a xs--l qui est inté-
grable pour Re(s) < O.

Au voisinage de O, f(g;)' xs-l équivaut a xs'-l qui est intégrable

pour Re(s) > -2. . .

Notons T'(s) =f e* 571 dx (cf [Exdel)
(o}
. Alor; pour -2 < Re(s) < O

C£Xs) = f (1 X-xeX) x> Tax
) o

=f (l—e_x)xs_l& -f e X x° ax
o o
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En intégrant par partie la premiére intégrale on cbtient’

£ (s)

I

00 S 00
[Q—-e2% %y~ e XX gx - e x5 ax
: S (o] S O

Il

0 -1 r(sH) - r(st)

En utilisant la propriété de la fonction I' :
I'(s+l) = sI'(s) ,

il vient :
£ (s) = ~(st)T(s)

f (X &™) 57 ax
o k=0

E.
i

©0 .
2 o ( ' f £xa x5 ax ) si cette série converge
k=0 o '

En faisant le changement de variable xoc-k = x', on obtient

\P*(s) = E ak* ocks ([ f(s) xs_lvds>
o

k>0

= t*(s) Z ak($+l)
k>0
v

‘On a donc®

Yo = (s) X oK (5%
k=0

a condition que f* soit définie et que la série ak(s’+1) converge.
k>0

Ceci est vérifié pour s -2 < Re(s) < O et Re(s) < ~1.

Alors '

‘*f* (s) = £ (s) * '1'—-1—0;;{3 = =(s+1) T (s)
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CHie
ANNEXE 3 : Calcul de f \.(9* (s)x °ds ;
' C-1°°

‘F*( s) = (Sﬂ);(_f) pour -2 < Re(s) < -1 ;

Comme la fonction T, \F peut étre prolongée par analycité et on peut
1'intégrer sur le rectangle R(N) défini par ses quatre sommets dans
€. : c-iN, d-iN, d+iN, C+JN (ce 372,-1[ 5 d e 1-1,0f ; N eN)

oHiN . d+iN

s :
D rv)
-2 -1, 0 L
|
c-iN . a-iN

Figure : Schéma du contour R(N) dans le plan complexe ;

Les poles de la fonction'f™ (s) x ° , & 1'intérieur de R(N) sont

les racines de 1'équation :

1-a 20 <> [s=-1+2K
log a

s € R(N) keZetle“<N
og o

' Dans R(N), la fonction I' n'a que le pdle -1 ; Notons R, le résidu
‘ -s 2ikm
-def(s)x en 1+logoc'
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Au voisinage de -~ 1 + ]%%{% {k #0), ona :
1 . -1 2iky
= + O(s+l = ——)
s+l _.2ikm log o
‘ . ' 2ikm
2ikm 2ikm 1~ a—— .
' _ E=Z P(-l+ =) x loga Y
Donc ¥ (s)x © = log loquk + O(s+l - _l__:l}_ﬁ_)
(log o) (sl - =) . o3 o
o9 |
i
2ikm T (-1+ 1211‘“) x' ~ 159 o
D'od R = od o
(log oc)
Au voisinage de -1, on a : .
1+1= _1_ + O(s+1)
1-a° (log a) (s+l)

I'(s) = + (Y-l) + O(s+l)

(s+1)

xS = x - x log X (s+1) + O(s+1)?

- _ - X
Donc P (s)x ° = T o + oW
[ P . - X
Dol Ro = Too o

En applicant le théoréme des' résidus, nous avons donc :

‘P* (s)x °ds = 2irm|- 2
fR(N) oga oy K
' 2km
——log <N

Par ailleurs :
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d-iN

(s)x °ds = (s)x “ds
f ‘fjksx S lN\e*.sx

R(N)

341 .
, \e*(s)x ds

. c i
d+iN

v f
d-iN
cHiN s

+f ~P"(s)x ds
d+iN
c—~iN _

+ —P* (s)x 5as
c+iN

\ =I1+12+I3+I4

Le fonction T vérifie la propriété :

¥ () R lim  (|T(xtiy |72 Y] |4 2/2

ly|+e

(cf [Erde] Chap. 1, Vol. 1)
En particulier on en déduit que :

3 k>0 HNO‘e N tq ¥N>N

|T(x+iN) | < K NX_l/2 e %S ‘

Si x décrit Jc,d[ , alors on a :
T (ki) | < K NOL/2 -5

De méme 3k', 3 N, eN tq¥N >'N; ¥ x e Jc,d[

. |T(x-iN) | < K /2 oo %I

On en tire que :

| d-iN o __
|7, | = If P (s)x Sas]
c-iN

: TN d—-iN -5
< k2 T (sH)x _ g |
c-iN 1 - o° ,
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S

Ia fonction E—i)_x__

1 - ST

compact [c-iN,d-iN]

est continue donc absolument intégrable sur le

On en tire que :

‘ TN
1) = onf 2 & B

De méme on montre que :

-
|15 =ond2 & 7
II I = l d+iN (S+12P(Szx-s ds I
2 d-iN 1 - 0‘s+l

IA

d+iN -S d+iN -S ‘
f |x ||s1"(s)| ds + X ||I’(sz| ds
=iN

15| a-iN 105"

~d +N :
D'od |I,| < Ji-dl— f (|T(a+it+1) | + [T (@+it) |)dt
: (1=a™) YN - - | ‘

-d +oo :
< Ji—é— f (|T(@+it+1) | + |T(@+it) |)dt
(1) ¥ ==
Comme nous l'évons déja vu :

12cRY, JkeR /veceRr

# - Tr|t| .
lt] > A = |T(@Ht+l)| < Ke 2 [tld-l/2
_ wlt[

et |r@t)| <Ke 2 |¢]|¥1/2

Cela suffit & montrer que les fonction |I(d+it+l)| et |I(d+it)| sont
intégrables en t sur les intervalles 1A,+w[, ]—o,-A[ (Elles sont majorées
par des fonctions intégrables). ‘

Par ailleurs, ces fonctions sont également int&grables sur le compact
[-A,+A], car elles sont continues.

' On en tire que 1T, =O(|Xl-d)
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Nous avons montré que :

c~iN
f $s)x "as = f —Pe)x s + o(jx| ™

R(N) c+iN

TN
+ O(Nd-l/z_e_ 2)

En prenant la limite quand N tend vers 1l'infini, il vient

Cc-ie
¥s)x °ds + O xl-d) = 2in [- D) :’
fc+iw _e | log a k ¢ Z-{o} Rk

D'ol, en prenant d = - 1/2 :

C+ie
f Pis)x %ds = Zin[ X Z Rk] + O(|x|l/2
Cc—ic _

loga  y Z-(o}
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