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ESPACES DF DISTRIBUTIONS SUR DES OUVERTS
PERIODIQUES ET APPLICATION

Gabriel 'NGUETSENG

Résumé :

n : .
Dans l'espace R on se donne Y = 1o, ai[,un ouvert connexe QO engendré

=S

i=1 .
par Y-périodicité par un ouvert Y de Y, et vérifiant ‘des propriétés convenables.

On considére 1'ensemble uber(Y) des fonctions de classe C sur Y telles que

p* Y prenne des valeurs &gales sur les faces opposées de Y pour tout o e]N ,
per(Yo) 1'ensemble des fonctions § ¢ yper(Y), d support (compact) dans Qon Y.
On définit sur ces ensembles des topologies appropriées et l'on établit un iso-
morphisme entre le dual ,Bper(Y) (resp. jBJer(Yo)) et 1l'ensemble des distribu-

tions Y-périodiques sur R™ (resp. Qo).

Grdce a cette propriété, on peut associer i ﬁger(§) (resp. ﬁger(Yo)) di-
vers espaces de fonctions périodiques, et ramener 3 Y (resp. Yo) les problémes

périodiques posés dans R (resp. Qo).

Enfin un exemple "concret" est &tudié (Probléme de Stokes périodique dans

Qo) en vue d'une application 3 1'homogénéisation et 4 quelques problémes raides

périodiques.
Abstract : n
In the space R" we define Y= 1 1]J]o, a.E, and we consider a connected
i=1 :

domain Q spanned by Y-per10d1c1tyby'asu1tab1e open subset Y of Y. We define

the set 3ber(Y) of ¢~ functions on Y such that D w takes equal values on opposi-

"te faces of Y for every a e N, and its subset.ﬁper(Yo) consisting of functions

with compact support in QO nY. We provide these sets with appropriate topologies
and we show that the dual space ﬁber(Y) (resp. -Bper(Y )) and the set of Y—perlo_
dic distributions on R" (resp. Q ) are isomorphic.

With the help of this property we can define various spaces of periodic func-
tions based on.Bpgr
the periodic problems considered in R" (resp. Qo).

' -
(Y) (resp. .Bpe{Yo)), and therefore, solve on Y (resp. Yo)

At last,a "concrete" example is studied (periodic Stokes problem in QO) in vue

of an application to homogenization and some stiff periodic problems."

N I::l PAPIER RECUPERE ET RECYCLE
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MOTIVATIONS PHYSIQUES

Cette &tude est motiyée par un probleme d' homogenelsatlon pour un mélan-

.ge SOlldB“flUlde ayant une structure geometrlque périodique. Le probleme d'ho-

mogénéisation considéré dépend de deux parametres_: € associé a la période du
milieﬁ (cf. BENSOUSSAN-LIONS—PAPANTCOQLAOU [17, SANCHEZ-PALENCIA [1]), et un
petit paramétre n caractéristique de 1'ordre de grandéur de la viscosité du
fluide. L'homogénéisation (pour 1n f£ix&) du mélange sdlide-fluide fournit des
coefficients homogénéisés qui dépendent naturellement de 1} . En étgdiantAle
comportement asymptotique (pour M > 0) de ces coefficients (cf. NGUETSENG L[1])
on est confronté 3 quelques difficultés techniques sur le plan de 1l'analyse
fonctionnelle. Nous nous proposons dans ce travail de résoudre ces difficul-~

tés. Précisons d'abord leur nature :

- On se donne dans 1'espace :m? (d'élément générique y = (yi» un parallélépipéde

Yy = 10, al[x Jo, az[ x ]0, 2, L

avec

f

Y,= Y. U YS U Yo

oll Yf et Ys sont deux ouverts, et Yo leur frontiére commune,

L'ensemble Y_. est constitu@ de trois tubes cylindriques dans les directions

f
des axes de coordonnées, de 1ongueurs respectives al, a,s a3, et d'intersec-

tion non vide (voir figure).



A 1'intérieur de Yf.s'écoﬁle un fluide visqueux compressible de coeffiéients
de viscosité n, ni (X et | sont des constantes, 4 > 0) oli n est un
petit paramétre destiné 3 tendre vers zéro.

L'ensemble Y, est constitué& par un solide é€lastique, de coefficients d'élas~
ticité aiﬁkh' Ces coefficientg ne dépendent pas du paramétre n , et vérifient
les conditions habituelles de symétrie et d'ellipticité.

La frontiére Y, est supposée suffisamment réguliére.

Pour i, j, s donnés (1 <i,j €3 ; 5 ¢ L , Re(s) > e Sy 7 0) on consi-

dére le probléme bien posé (cf., Sanchez-Palencia [1] ) :
wl) cx'm - @’

(Pn) u;J(s) Y-périodique

. Woe HL ()

a(u;J(s), v) + sn b(ulJ(s), v) = (Gi.+ 8N T.., v)Y H
n J 1 v Y-périodique

("v Y-périodique" signifie que v prend des valeurs &giles sur les faces op-
posées de Y) ’
pour tout n > 0

ol

s - f ) -
a(u,v) = JY aijhk ekh(u)eij(v)dy + Y J div u. div v dy (y > 0

s Yf
- f : -
b(u,v) = 2 p f eii(u) eij(v)dy + A J div u. div v dy
Yf Y
. f
¢
= e S - - B s .
(eij’V)Y = J aijkh ekh(v)dy Y aij J div v dy ( §.. le symbole de
YS Yf Kronecker)
[ - -
(Tij’V)Y = -2y J eij(v)dy - A 6ij f div v dy
Ye Te
eij(u) = =5 §§g-+ ayi), u = (ui).

Ce probléme est du type "raide-~périodique'", et on s'intéresse 3 1'&tude
de son comportement asymptotique lorsque n - O.

La démarche indiquée est celle de Lions [1] . Elle conduit 3 des suites de pro-

pieme UL _jpe Siae w0 lzdigque nen bemagine
: > A
- e,. .(u Viz= =0 dans Y V= -
13,3( ) 0 f ( 2u



div u = g, dans Y¢

(SP)
) u| = @S
Yo
‘u  Y-périodique
ou aeij
e.. .(uw) = I , ()
> . ay.
ij,] 3 ¥;

Qs et g sont respectivement la trace sur Y d'une fonction connue usg‘gl(YS),
u Y-périodique, et 1'intégrale sur YS d'une quantité dépendant de la diver-
gence de cette méme fonctlon.

Notons que dans (SP) la condltlon 'u Y-périodique" est une conséquence immé-
diate du fait que le domaine fluide Yf "touche" le bord de Y. Cette propriété
de Ye (qui fait d'ailleurs 1l'originalité du probléme asymptotique (P )) en-
tralne des difficultés techniques 3 deux niveaux :

- la condition "u Y-périodique'" dans (SP) rend inadéquate l'utilisation des
espaces fonctionnels habituels associés & l'étude des équations de Stokes

(cf. R. Témam [1] ). Nous devons alors construire des espaces fonctionnels con-
venables dans lesquels nous puissions espérer la résolution des problemes du
type (SP).

- la fonctlon @ dans (SP) étant la trace sur Yo d'une fonction Y-périodique
u € H (Y ), nous.devons pouvoir la relever dans HI(Y ) sans perdre la Y-perio-

dicité, et il est souhaitable que ce rel&vement soit continu.

En conséquence, 1'étude du probléme asymptotique (Pn) nous semble néces-
siter quelques développements d'ordres fonctionnel et topologique.
Le probléme raide (Pn) constitue en réalité une &tape (au niveau local) de
1'étude asymptotique (via la théorie de 1'homogénéisation) des équations aux
dérivées partielles gouvernant les petites vibrations du nélange du fluide
et du solide précédents. Le probléme est posé dans un ouvert borné  (suffisa-
mment régulier) et dépend de deux paramdtres : le paramétre 1 introduit pré-
cédemment, et le petit paramétre € de la méthode d'homogénéisation. La structu-
re géométriqﬁe du mélange est périodique, de période de base €Y, ol
Y = Yf U Y UY,. La condition au bord de § est u = 0, et le probléme est &vo-
lutif. Dans (Pn), les unJ(s) désignent les fonctions périodiques a l'aide des-
quelles sont définis les coefficients homogeneises»qgjkh(s) résultant d'un pre-
mier passage 3 la limite € -'0. lLa variablé complexe s est 1'image de t (le

temps) par la transformation de Laplace (qui permet de simplifier le probldme



local). Le deuxiéme passage a la limite n > 0 est 1'étape finale de la réso-
lution du probléme du mélange fluide-solide posé, et passe nécessairement par
1'étude du probléme asymptotique (Pn).

Telle est, essentiellement, la motivation de 1l'étude qui suit.

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est de caractériser, sur la période de base, les
distributions périodiques définies dans R" tout entier, ou sur un ouvert conva-
nable de R".

Nous savons qu'il est suffisant, pour conmnaitre une fonction périodique (par

exemple dans LiocGRn)), de 1'identifier sur la période de base. Par exemple
' n
(Bensoussan-Lions~Papanicolaou [1] ) si la période de base est Y = I ]o, ai[

i=1

1 GRn), U Y-périodique, est identifiable & une (unique)

loc .
fonction u € H (Y) telle que les traces de u sur deux faces opposées quelcon-

toute fonction U ¢ H
ques de Y soient égales. Dans ce travail nous montrons que toute distribution
PERY PN n . e
périodique (définie dans R™ ou sur un ouvert convenable deR') est identifia-

ble & une "distribution" définie sur la période de base ; 1'ensemble de ces

" étant, 3 un isomorphisme prés, l'espace des distributions sur

"distributions
le tore éngendré par la période de base. Qutre qu'elle nous &vite de travail-
ler sur le tore et par 13, d'@tre confrontés i des difficultés inhérentes 3 .
la topologie algdbrique, cette description nous permet d'obtenir des propriétés
locales (i.e. dans la période de base) utiles dans 1'&tude des problémes aux
limites périodiques, notamment les problémes de transmission du type indiqué
plus haut.

Cette étude est composée de 3 parties ou sections.

La section I présente le cadre dans lequel s'effectue notre étude, et donne

les principaux résultats (Vo-Khac Khoan [2]) qui lui servent de base.

La section II donne une caractérisation des distributions périodiques défi-

) . . , n J
nies dgnsimn, la période de base &tant Y = 1 10, ai[ . L'espace, noté
. j=1

M), auquel s'identifie 1'espace des distributions périodiques jouit

per
de propriétés (du moins celles de ses propri&tés qui nous intéressent ici)

analogues a celle de J'(Y) (1l'espace des distributions sur Y). Par exemple,

pour u ¢ 'Béer(§)’ -Jgg est défini de fagon convenable et cohérente. De

i



‘ plus on a LZ(Y) S iger(§) ; de sorte que pour u ¢ L2(Y), g%— (au sens de
3£er(Y)) peut agir sur des fonctions test appartenant 3 un espace plus grand
- . 0o -—
que B(Y) : 1'espace .Bper(Y) des fonctions 1 de classe C sur Y telles que

DY  prenne des valeurs égales sur les faces opposées de Y, pour tout multi-

indice o = (OL_j) e I,

-

La ‘section III est consacrée & la caractdrisation des distributions périodi-

ques définies sur un ouvert Qo. Cet ouvert est engendré (par Y-périodicitg)
pPar ‘un ouvert convenable Yo contenu dans la période de base Y. On suppose

. ~ que le bord BQO de Qo est suffisamment régulier: Afin d'obtenir 1'espace

T

La fin de cette section (i.e. § 5) étudie l'existence des solutions pé-

riodiques de 1'équation

‘ g%— = § dans .3'(90) (ol 8 e.B'(Qo) est donné, et est Y-périodique)
i , _ :
oli Qo désigne exclusivement 1'ouvert engendré (par Y-périodicits) par 1'en-

semble Yf (réunion de tubes cylindriques) introduit précédemment (cf. "Moti-

vations physiques").

dente admette des solutions Périodiques, et on en tire des conséquences uti-
les,
Nous n'avons pas trouvé de réponse i 1a question de savoir si une telle &qua-

. a _ n . .
tion peut &tre résolue sur un ouvert quelconque QR » lnvariant par Y-pério-

dicité’




T - NOTATIONS ET RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX.

1. - Notations et hypothéses.

On notera y = (yi) 1'élément générique de l'espaceimp; A= (Ai) celui de
2" (7Z est 1'ensemble des entiers relatifs), et o = ,(ai) celui de N* (N &tant
1'ensemble des entiers naturels). ‘

Dans tout ce travail, le point (de'RP)
(r.1n a = (ai), ai>0

est donné, et fixé une fois pour toutes.
Au point a est associé le parallélépipéde
n

}I ]O,ai[-

i=1

(1.2) Y =
On note T' (= 3Y) le bord de Y ; on désigne par

'ﬁ(yi = 0) (resp. 'rr(yi = ai)) la partie de I' contenue dans 1'hyper-

(1.3) ,
'3 i = =
plan d'équation yi_i 0 (resp. yy \ ai).
Nous appellerons
(1.4) faces opposées de Y, deux parties de T telles que ﬂ(yi=0), Tr(yi=ai). '

Avec la notation (1.3), le bord de Y s'exprime

. ! n . N ) .
(1.5) ' =293Y = L_J (n(y,=0) u m(y,=a.)).
- i i“i
i=1
Dans cette étude on suppose que l'ouvert Y est de la forme

1. =
(1.6) Y YqufUYO

~ ! L n - )
ol Y et Y sont deux ouverts de R, de frontiére commune Y .

On notera
(1.7) oY 1'un quelconque des ouverts Y ,Y.

(on verra par la suite que les conditions, dans ce N° 1, imposées a 1'un sont

vérifiées par l'autre).




. . n
On introduit la base canonique {ei} (1 <i<n) de l'espace euclidien R, -

et 1'on pose, pour tout i (1 <i <n)

(1.8) b, = a.e

i 1% de mesure algébrique ai:yO);

(vecteur paralléle i e
On remarque alors que

(1.9) 'rr(yi = ai) = 'rr(yi = Q) + bi ¥i.
On définit

1_ 4y -
(1.10) I, = 9Y nm(y; = 0)

(BY0 désigne le bord de YO)

(1.11) %i = Fi + bi

(1.12) Fo = BYO nr

(1.13) ?o = adhérence de Yo

(114 =T -y .

(YO étant la frontiére ((1.6)) entre YS et Yf).

On suppose que 1l'ouvert Yo vérifie les conditions suivantes :
(1.15) YO est connexe
(1.16) mesT_#0 ¥i

(mes F; désigne la mesure de F; par rapport i la mesure superficielle ds induite

-par dy)
Pooodovi
(1.17) ro=1J aut
i=1
(1.18) - la frontidre Y, est suffisamment réguliére
et
(1.19) se prolonge par Y—bériodicité aR" en une hypersurface suffisamment

réguliére.



On désignera par
(1.20) aA le vecteur de composantes Aiai (l1<ic<n) : .
ol les A; sont les coordonnées d'un point quelconque Ae Zn,

(1.2D) (resp. T-A) 1l'opérateur translation associé au vecteur a, (resp.ﬂak)

D\
On rappelle que Ty agit sur une fonction ¢ comme suit :

(LA = ¢(y-3)).
On notera Qo 1'ouvert de R" engendré par Y-périodicité par Yé’ i.e.

- -
(1.22) o = ) wW+ay
°© xegzn © A
f?; étant défini en (1.14)). On remarquera que
(1.23) Qo est un ouvert connexe de R
et que (grace a la condition (1.17))

(1.24) Qo est invariant par Y-périodicité

i.e. Qo est globalement invariant par toute translation de vecteur ax((l.ZO)).

En outre (grace a (1.18)(1.19))
(1.25) Qo est un ouvert suffisamment régulier

son bord étant donné par

(1.26) . 0 = xle_Jzn_ (T _+ay)

ol 1'on note ;o 1'adhérence de Y, dans T ((1.12)).

(1.27) On notera y le bord BQO.

~Enfin, on peut voir facilement (en effectuant un raccordement convenable le long

de v, i.e. BQO) qu'il existe un ouvert connexe OB de R" vérifiant les conditions



suivantes :
(1.28) G cQ,0 borné
o o’ o
(1.29) Ob est un ouvert suffisamment régulier
' *
il existe deux entiers nosny elN (n1 >n°, n, aussi grand qu'on le
(1.30) désire) tels qu'on ait '
Q <@ cQ (inclusions strictes)
on o “on
o} 1
ou )
o oo
e = J W+ ,a =) O
on Aoz © A on, A ez” o “A
. X} <n_ |)\lsn1'
n
(on note |A] = 1.2 A D
i=1

2. - Rappels de quelques résultats fondamentaux.

Les notations et les définitions utilis@es dans ce paragraphe sont dans

Vo-Khac Khoan [2] (voir aussi L. Schwartz [1]). On renvoie & cet auteur pour

tous les détails concernant les résultats de ce paragraphe.

2.1. Notations et définitions.

On note :

(2.1)“

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

60Rn) 1'espace des fonctions définies et de classe C°° dans R"

S'GRn) le dual de 6GRn), identifié (L. Schwartz [1]) i 1l'ensemble

. . , n, .
des distributions Te S'(R ), 3 support compact

n - .
P(T") le sous—espace fermé de 60Rn), constitué des fonctions

Y-périodiques

n P PP . i
Q(T") le sous-espace fermé de.b'GRn), constitué des distributions

Y-périodiques

P'(T") le dual de P(T™).



Pour tout ¢ e XR™) (i.e. ) e&ﬂRn), a support compact) on pose
(2.6) wp = Z' n TA¢ (la transformée périodique de ¢)
Ae Z

(TA est défini en (1.21)).
On a wp € P(TY, et

2.7 W est un opérateur continu de JKRP) dans 60Rn).
Pour tout T € 5'0Rn), on définit aussi la transformée périodique oT par
(2.8) <WT,0> = <T,B¢> ¥ ¢ e HRD
(voir Vo-Khac Khoan [1] ou L. Schwartz [1] pour la définition précise du deuxidme
membre de (2.8)).
On a Wre Q(T, et
(2.9) W est un opérateur continu de d'GRn) dans ,B'GRn);
On pose (comme en (2.6) ; ceci a un sens car le support de T est compaqt)
(2.10) - F= ) _T,T.
A ez A
Notons enfin qu'il existe une fonction 6 vérifiant
(2.11) .0 H®R™), w6 = 1.

Une telle fonction sera appelée une jKRp)—partition périodique de 1'unité.

2.2. Un Théoréme d'isomorphisme.

Lemme 2.1 : Toute fonction Ye P(TY) s'écrit Y = wp , ¢<z_3GRn). Toute distribu-

tion Uce Q(Tn) est de la forme U =@ w, we §'@R™). =

Le Lemme 2.1 et tout ce qui précé&de permettent d'établir le résultat fonda-

mental suivant (cf. Vo-Khac Khoan [2], p. 64)

Théor@me 2.1 : Les espaces vectoriels topologiques pP'(T") et Q(Tn) sont isomor-

phes (algébriquement et topologiquement). ®m
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On rappelle que les applications linéaires continues (chacune étant 1'in-
verse de 1'autre) qui associent &3'(Tn) et (T™) dans le Ihéoréme 2.1 sont

- t £ < .
notées 6, w, et définies comme suit

(2.12) -~ <eU,p> = <U0p> , Ue B'®Y, W P(TH
T

(2.13) <T8,0> = <Bup> L, 8 PUTY, Ve SERM
] T

ol <, > (resp. < , >) désigne le produit de dualité entre P'(T") (resp.
B ®Y) T et P(TY) (resp. H®™)), et ot § satisfait a (2.11). ®

IT - DISTRIBUTIONS PERIODIQUES DEFINIES DANS L'ESPACE R™ TOUT ENTIER.
CARACTERISATION SUR LA PERIODE DE BASE.

l. - L'espace ﬁfer(?)'
1.1. Notations.

On note

(1.1) R l'application (linéaire) restriction 3 Y

ly

(1.2) R |? 1l'application (linaire) restriction 3 Y
(Y = adhérence de Y (Sect. I ; (1.2))

(1.3) P = 1'application (lindaire) prolongement aR" par Y-périodicité

(1.4) B(Y) = 1'espace des fonctions définies et de classe C sur Y,

a support compact dans Y.

On identifiera (cela est loisible) toute fonction ¢ ¢ H(Y) & son prolongement
par O hors de Y. On remarquera que les applications R et R cofncident sur B(Y).

. n
Pour tout compact K de R™ et pour tout melN, on posera

(1.5 e ) = sup [D%Y(y)]
’ yeK
Ia‘Sm
. n n 1
(o o = (o) N, Ja| = ] a)).

i=1 ‘ o ,
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1.2. Une autre définition de la topologie de 1'espace P(T™h .

On rappelle (cf. Vo-Khac Khoan [1]) que la topologie de 1'espace (de
Fréchet) ,5GRn) (Sect. I ; (2.1)) est définie 3 1'aide de la famille de semi-
| normes pK , ol K parcourt 1l'ensemble des compacts de R” et ot m décrit 1'en-
semble N. En outre, 1'espace P(T") (cf. (2.3) Sect. I) est un espace de Fréchet
pour la topologie induite par aGR ) (en effet P(Tn) est fermé dans GCIRn)).
On va montrer qu'il est suffisant de définir la topologie de P(T™) a
1'aide de la famille (dénombrable) de semi-normes p_ (melN). On a la

Y,m

Propbsition 1.1 : La topologie définie sur P(T™) a 1'aide de la famille de

semi-normes p (meWN) est identique & celle induite par § ®") .
¥.m ’

2

Démonstration : Il suffit de montrer qu'on a, dans P(Tn)'

(1.6) Py , S P_ pour tout compact K et pour tout meIN
Y,m .

c'est-d-dire que, pour tout compact K, et pour tout meWN, on a

2 EP @) ¥pe PTY.

Y'm

~

En effet toult\:l compact K est contenu dans un ensemble (dependant de K) de la

forme PN U Y (NeN, fini), od Yl""’YN

de la perlohe Y On en dé&duit alors 1'inégalité (1.6) grdce a la Y-périodicité. ®

sont des translatées convenables

1.3. L'espace vectoriel topologique .Bper(Y) .

On définit 1l'ensemble suivant

(1.7) .D (Y) {vlv def1n1 et de classe C . sur ¥, D%y Y-périodique

pour tout aeN"},

ol "Dall) Y-périodique" signifie que Da\p prend des valeurs égales sur les faces
opposées de Y (ci..:. (1.4), Sect. I).

On vérifie facilement que l'application R (resp. P) est une injection de
P(T™) (resp. .3 (Y)) dansﬁ (Y) (resp. P(Tn)), et que R,P (resp. PoR) est
1'identité de .& (Y) (resp. P(T )). Donc les espaces vectorielsﬁ (Y) et
P(T™) sont algebrlquement isomorphes. Ceci nous permet de définir (par transfert) .
sur.B (Y) une topologie (compatible avec la -structure d' espace vectoriel) a

1! a1de des semi-normes p
¥,m

’
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Ainsi structuré&, l'espace
(1.8) .Bper@) est un espace de Fréchet

(cela résulte de la Proposition 1.1 et du fait que P(Tn) est un Fréchet).

]

On a aussitot la

Proposition 1.2 : Les espaces vectoriels topologiques ﬁper(Y) et P(T") sont

isomorphes (algébriquement et topologiquement).

Preuve : Par définition méme de la topologie naturelle de .B (?), les applica-

tions R et P sont continues.

Remarque 1.1 : En identifiant toute fonction ¢pe H(Y) & son prolongement par O

hors de Y on a 1'inclusion algébrique
(1.9) B < b (D

d'ol il résulte que

(1.10) .Bper(ﬁ-{) est dense dans LZ(Y)

(LZ(Y) = espace des fonctions de carré intégrable sur Y). ®

— ' '
2. L'espace .Bper(Y) .

On note
v v ' v
(2.1) .Dper(Y) le dual de 1'espace .Bper(Y) .

On munira ,B' (Y) de la topologie faible du dual. Pour ue .B' (Y), et Ye 'Bp
on notera (pour simplifier) <u,y> la valeur de u au point 1. "
Notoris qu'une forme linéaire u sur .B (Y) est continue (i.e. ue.B' (?))

si, et seulement si est reallsee la condltlon suivante :
il existe melN et C>0 tels qu'on ait

l<u,y>|<cp_ (W) Wpe B (T). m

¥ m per
]

er(?) ’
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2.1. Un théoréme d'isomorphisme.

On a le lemme suivant

Lemme 2.1 : Les espaces vectoriels topologiques .B;er(Y)-et P'(T") sont isomor-

phes (algébriquement et topologiquement).

Démonstration : Elle est &vidente. Le Lemme 2.1 s'obtient par transposition a

partir de la Proposition 1.2. W

Le résultat suivant découle de tout ce qui précéde :

Théoréme 2.1 : Les espaces vectoriels topologiques 1§5er(?) et Q(T™) sont algé-
briquement et topologiquement isomorphes (.B;er(Y) et § (Tn) étant tous deux

munis de la topologie faible du dual). ) <

Démonstration : Ce résultat se déduit aisément du Lemme 2.1 ci-dessus et du

Théoréme 2.1 (I, §2). m

.~

. . . . . . P . e}
On vient ainsi de montrer que toute distribution Y-périodique Ue Q(T)
est associée de fagon unique 3 un u.eﬂbéer(§), et inversement. Cette correspon-

dance est linéaire continue, et s'exprime par les relations

(2.2) u="ptou
(2.3) U = %%fRu

ol -(voir sect. I (2.12)(2.13) pour les définitions de te et t&) tpte est un
isomorphisme de Q(Tn) sur 'Béer(?)’ ayant pour inverse t&tﬁ.
Nous appellerons encore distributibns périodiques (de période Y) les élé-

ments de B' (Y).
per

Remarque 2.1 : Si ue:.B;er(?) et Ue Q(Tn) sont associés par (2.2) et (2.3),

-on a par définition de la transposée d'une application :

(2.4) <u, P>

i
A
c
‘D@
[
<
v
<
m
S
o
0
~
<
~

1
A
=
s
g
S
v
<
m
5
o
~

(2.5) <U,¢>

On vérifie que
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(2.6) wh =Py, ¥ e B(Y)
de sorte qu'en prenant dans (2.4) e BH(Y) on a
(2.7) <u,¢> = <U,0> ¥ pe B(Y).

' 2 . ceia
Dans tout ce travail, 1'espace L(Y) sera identifié i son dual ; de sorte qu'on
s 1%

a (grace a (1.10) et 3 la continuité de 1'injection ﬁber(§)(:L2(Y))
(2.8) 2 e 5! Q).
per

La relation (2.8) signifie qu'on identifie tout u eLz(Y) et 1'élément ue B' (¥)
g q

’ B per
défini par : <u,y> = ¢ up dy, Y e ﬁber(Y)'

2.2. La dérivation dans 5 ).
per

Pour ue B' (Y), on définit la dérivée partielle du par
per Byi

du -y W 7
(2.10) | < y P> = —<u, yi> s weﬂper(Y).

On vérifie facilement, grdce 3 la continuité (&vidente) sur .Bper(§) de 1'appli~-

cation linéaire

9
(2.11) (e %i R
u.eé éﬂ' ()
4 dy per 7"

Notons que'si u est ung, fonction périodique continue, ayant des dérivées
partielles (au sens usuel) continues et périodiques, la définition précédente
est cohérente avec la dé8rivation au sens usuel (vérification facile par inté-
gration par parties).

Cette définition est complétement justifiée par le résultat suivant

Proposition 2.1 : SOitlJe.B;er(§), et soit Ue Q(Tn) donné par (2.3) (ou (2.2)),

alors on a

(2.12) % = tpt %‘l

| Yy Vi
(EE est compri d ﬁ“‘ (Y) et 39U d ﬁ'GRn))
8y1 mpr ‘S au sens e per BYi au sens e . '
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t.t 38U

Démonstration : On pose zi = PQ a—y—i. Alors on a pour tout 'qj»_e .Bper(?)
<z_,p> = (cf. (2.4)) < ,ePlp> = -<U, < (ePy) , d'ol
* Yi Yy
(2.13) <z, P> = =<U,Py- 9 > = <U,Qe 9 (Py)> .
l’ s yi b ayi ‘

On va montrer que le premier terme du second membre (2.13) est nul.
Soit (cf. Lemme 2.1, Sect. I) we 6'CIRn) tel que U = » w. En utilisant la

36
8 ~Kha

20 ) = Pew ) donc <U,Pye

définition (2.8) Sect. I, on a <U,Pye.

359

oYy

Khoan [2], p. 62 ) w(Py. w0 ( )>.

oy

P . . - . n
La propriété suivante (qui se vérifie sans peine, car pour ¢ ¢ SR ), la

somme ¢ définie en (2.6), Sect. I, est en réalité une somme finie, et on a

T 3 _ 9 T\ ¥A € Zn) nous conduira au résultat voulu :
A 8yi ,ayi A
vy 5@y -2 G 0.
( ) w (By.) 8y‘(u)cb) ¢ e HR)
i i )

En effet en prenant dans (2.14) ¢ = 6 (8 étant défini (2.11),/ Sect. I) on obtient
) (_E)ﬁ) = 0, d'oll le résultat. Par conséquent le deuxiéme membre (2.13) se réduit -

i .
a -<U,08. %}7 (PY)> ;5 or g—y (Py) =P %% (vérification immédiate) donc

i i i
9 t_t oY . Y Ju . ' Ju

~<U . = - = - = —— = —
<U,8 ayi(Pq;)> <P U, ayi> <u, ayi> (cf. 2.10) <ayi,1p> si.e. zg ayi,

et la Proposition 2.1 est démontrée.

Remarque 2.2 : On a évidemmernt

= 0w
oY, oy,
1 31 »

(2.15) U _ t=ty du

et, d'aprés (2.7) (Remarque 2.1)

(2'16) ’q> :¢> E] d)é-B(Y)'
: ayi
Remarque 2.3 : Pour tout oLe]N on définit (par itération) D% au sens de 'B;)er(?)
par |
(2.17) <0%u,y> = (—1)|“|<u,Daw>

et 1'on a les relations (2.15)(2.16) entre D%u et DU.
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1
1
3. - L'espace Hper(Y)°

3.1. Notations. Résultat préliminaire.

On note
iocGR ) 1l'espace des fonctions localement de carré intégrable dans R"
1 CClR ) 1'ensemble des U eL CIR ) tels que —g—g (au sens de &' (an)) soit
dans L2 JBY, 1
_ n 2 n
(3.1) 1oc°R 0 = () aL] @Y
_ n 1 n
(3.2) loc(]R ,Y) = Q(T) nHlocGR )

_( Q(Tn) est défini par (2.4), Sect. I).

locGR ,Y) et Hi c(]Rn,Y) sont des espaces de Hilbert pour les normes respectives

: 2 1/2
(3.3) U (J Ul|® dy) ®",Y)
f U 2 1 2 :

JY la I / loc Y)

i=1

2 n
(3.4) ol .- <J |2 dy + 3
o H(Y) Y

On va établir le résultat suivant

Proposition 3.1 : On a 1'identité

(3.5) 2 - "% 12 ®%,v)).

) 2 t.t. .2 .n 2
Démonstration : Posons Lper(Y) = P9 (L; @R,Y). On doit montrer que Lper(Y)

= LZ(Y). Montrons d'abord que

. 2 2
(1) Lper(Y)c:L (Y).

. 2 _ n . . -
Soit ueLper(Y). Alors u = °pt 8 U, ou UgL (IR Y)c Q(T) (i.e. uc¢ .Bper(Y))

Pour tout Y .B (Y), on a d'aprés (2.4) <u w> = j (6U) (Py) dy, 1l'intégration

er
se faisant en reallte sur le support compact K9 de 8% On en déduit aussitdt que

(3.6) |<u,p>| < |lou]] P (J |P¢|2 dy)llz.
LY(RY) Ky

Mais alors le compact Ke est contenu dans une réunion finie de translatées con-

venables de la période Y. Comme, en outre, Py est Y-p&riodique (on a Py = P sur
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toute translatée de Y) on déduit de. (3.6) que
f<u,y>| < C ||y]| 5 ; C>0 (C indépendant de y).
- ()
Cette propriété (valable pour tout Ye ﬁ (Y)) est caracterlsthue des Eléments

de _8 (Y) qui sont dans L (Y) (cf. (2. 8)) Donc ueL ().

().

2 2
(ii) montrons ensuite que L (Y) c L per

Soit ueLz(Y) . D'aprés (2.8) on a u = tpte U, Ue Q(Tn). Reste 3 montrer que
2 n

Ue LlocGR ). n |
Soit alors ®cR un ouvert borné. Pour tout ¢e¢ H(G) on a (d'aprés (2.5)

et le fait que ueLZ(Y))
(3.7) |<u, > < flull , llaoll , .
A L°(Y) L™ (Y)

On rappelle que (cf. (2.6) Sect. I) wh = z T>\¢> (somme finie) ol T)\ est défini
(1.21), Sect. I. A

Les remarques suivantes (faciles a vérifier) conduiront au résultat voulu:

a) pour tout A ¢Z" on a (par un simple changement de variable d'intégration,

et du fait que suppdc O)

(3.8) I, o]l < ol .
M2y 26)

b) Oet Y étant des ensembles bornés, le nombre des AezZ” tels que supp (1'}\<b)
nY # ¢ (ensemble vide) est fini, et majoré par un nombre entier naturel

fini N(&), dépendant uniquement de (.

On a alors (Wp &tant une somme finie) ||wd|| 2 <) HT)\q)H ) ~d'ol

(Remarques a), b) précédentes) LM

3.9 @], < noell
- LY L (0o
Revenant alors a (3.7) et appliquant (3.9) on a

[<urlsclloll ,  €>0) we 5O,
L°(0) .
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C .2 n ' - - .
et cela pour & borné arbitraire ; donc U eLlOCGR ). Ceci achéve la démonstration

de la Proposition 3.1.

Remarque 3.1 : Réciproquement, on a

(3.10) t5 'R @l = LiocCIRn,Y). . :

On a la conséquence suivante :

_Proposition 3.2 : Restreinte a LiocGRn,Y), 1'application tPte est identique 2
(ef. (1.1)).

‘1'application R |Y

Preuve : Soit'UezLiOCGRn,Y), et u = tPte Us:LZ(Y) (d'aprés la Proposition 3.1).
Utilisant la propridté (2.7) et le fait que JS£(Y) est dense dans LZ(Y), on a
u = RU = Ul. ‘

Remarque 3.2 : Restreinte 3 LZ(Y), 1l'application tﬁtﬁ est identique a

P = prolongement aRr"® par Y—périédicité.

3.2. L'espace H;er(Y) en tant que sous-espace vectoriel de jger(Y).

On pose
(3.11) B (v = % @ ®L,y).
per loc ’
On a évidemment H;er(Y)c:Lz(Y). On va donner une caractérisation des éléments
1 k]

de H (Y). On a 1la
per

Proposition 3.3 : Les conditions suivantes sont &quivalentes :

(1) uce H}ljer(Y)
(i1) u, g—;ieLz(Y) (1<is<n)

(ol 82- est la dérivée partielle de u au sens de §' (Y)).
v per

Démonstration : Montrons que (i) implique (ii).

. 1 .
Soit ue Hper(Y)’ et Ue HiocGRn’Y) tel que u = tPtG U. On a évidemment
2 . o au - . e . ’
ue L°(Y) C‘ﬁ;er(Y)~; 5§i (resp. 5;:) étant la dérivée partielle de u (resp. U)

~au sens de _3;er(?) (resp. .B'GRn)} on a (cf. (2.12)) %gi =itPt6 %ga. Appliquant
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ensuite la Proposition 3.1 (car %% € LiocﬂRn,Y)) il vient %s-e LZ(Y), d'ol le
i o i
résultat. Le passage de (ii) & (i) suit la mEme démarche, les formules de base
8tant cette fois (2.15) (Remarque 2.2) et (3.10) (Remarque 3.1.).
I1 est naturel d'introduire dans H;er(Y) la norme
i_

2
2 B 1/2
(3.12) Hull o= (J lu|® dy + j || dy)
. nt () Y Z 91

per

Mun1 de la norme (3.12) (qui transfére 3 H; (Y) la structure hilbertienne de
loc(]R »Y))
H1

per(Y).eSt un espace de Hilbert.

3.3. L'espace H;er(Y) en tant que sous-espace vectoriel de B'(Y).

D'aprés la Proposition 3.1 on a
(3.13) H;er(Y) = R (H GR ,Y)) = restriction de H GR ,Y) a

Sous cette forme ((3.13)) on voit que H; (Y) n'est autre que le sous-espace
fermé de H (Y) constitué des fonctions u telles que "u Y—perlodlque , i.e.
tglles que les traces de u soient égales sur les faces opposées de Y (cf.

Bensoussan-Lions-Papanicolaou [1]). On a aussitdt la

Proposition 3.4 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) - uce H1 (Y)
per
- 1
(ii) ueH (Y), et les traces de u sont &gales sur les faces opposées de Y.

En outre on a 1'égalité (cf. (3.12))

(3.14) lull 1 = ||uf| , Ue€ mt ().
H

ber(®) i (1) per

Preuve : Nous renvoyons a Bensoussan-Lions-Papanicolaou [1] pour 1'équivalence

1) & (11) Montrons qu'on a 1'égalité (3.14). Il suffit de montrer que

! ) ériveée §H- " ' o .
(3.15) pour u.erer(Y), la dérivée 3y au sens ‘de ﬁber(Y) coincide

avec celle au sens 'de S5'(Y).

.
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Soit u e,Hler(Y), et soit U €H]1.ocGRn’Y) tel que u = tPte U. D'aprés (3.13) on a
u = UIY, By %% | eLz(Y), la dérivée étant partout comprise au sens de §'.
i i ' _ R
" Mais on a encore ¥ ou = U ol au est prise au sens de B' (YY) (d'aprés
: ay; 9yily Y4 per .

1a Proposition 3.1) d'od (3.15).
On posera
(3.16) H;er(Y) = {u eHl(Y) ; u Y-périodique} . m

3.4, Un théoréme de densité.

On a d'abord le résultat suivant

noL.. .
Pour K, compact de R, définissons

L12<C!Rn) = {u eLZGRn) ; u @ support (compact) dans K}
317 EHED = 2@ onle®.

L12<(1Rn) (resp. H11<(]Rn)) est un espace de Hilbert pour la norme de

L2Z@®%) (resp. H'@®Y)).

On a alors le

Lemme 3.1 : L'opérateur w (cf. (2.9) (2.10), Sect. I) est continu de Hll<(]Rn) -
1 ' n .
H10(:CIR Y) .

Démonstration : En suivant exactement la démarche qui a conduit 3 la majoration

(3.9), on a
| wu < N(K) |ju s VueLz(]Rn) ,
”LZ(Y) I ||L2(]Rn) "

ol N(K) >0 ne dépend que du compact K.

Le Lemme 3.1 s'en dé&duit aisément grice 3 la propriété (voir (2.14))

(ww), we é"ORn). [ ]

- Jw
(3.18) W (ayi)

Démontrons maintenant le

1

per(Y) *

Théoréme 3.1 : ,Bper('?) est dense dans H

1

Sy n 1 _
Preuve : Comme .&per(Y) = P(T )IY y Hper(Y) = Hloc

n 3 ) -~
(R ,Y)IY_, il revient au méme
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de montrer que (P (Tn) étant défini en (2.3) de la Sect. I)

n 1 n
(3.19) P(T) est dense dans HlOCCIR ,Y) .
Soit alors § une ,BGRn)—partition périodique de 1'unité (cf. (2.11), Sect. I)
et soit r> 0 un nombre donné, indépendamment de 9, B(® ,r) la boule fermée
centrée a 1'origine et de rayon r. Soit enfin ay e _&GRn) une suite régularisante

= . 1
telle qué supp ocj cB(® ,r) ¥j. Pour Ue HlocGRn,Y) » posons w = 6U.

On a w eHl(an) n 4", gw = U (cette derniére relation s'obtient grice

3 1'égalité w(BU) = (wB)U démontrée dans Vo-Khac Khoan [2], p. 62, et grice

1.

a la propriété wd
Définissons maintenant le produit de convolution

(3.20) (bJ = W % OLj.

On a cbj e H@®™), supp d)j ck'={y eR" ; d(y,supp w) <r} (voir L. Schwartz [1],

Vo-Khac Khoan [1] pour détails sur la régularisation), de sorte que supp d)jc K,

supp w <K'; donc
1, n . n '
w,d)j eH ™) ¥ (cf. (3.17)), avec K = {yeR"; d(y,supp 0) <r} .
Mais alors on a
. 1.0 .
¢Jj +w dans H" (R") lorsque j = o«

(cette propriété est classique), d'ol en utilisant le Lemma 3.1,

q;j -+ U dans Hioéan’Y) lorsque j =

]

(3.21) 2 (I;q)j -7 cP(Th.

Ceci démontre (3.19), et par suite le Théoréme 3.l1. m
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. ‘ - 2
Remarque 3.3 : Le Théoréme 3.1 implique que,ﬁpér(Y)vest dense dans L7 (Y).

On retrouve ainsi le résultat (1.10). On a aussi

(3.22) H;er(Y) est dense dans LZ(Y), avec injection continue.

Remarque 3.4 : La suite wj ((3.21)) s'exprime plus explicitement par

(3.23) Yy =Wk w0y
On a aussi

(3.26) vy,

n
(e

* Qle o

Justifions (3.23) : la fonction a¢. est une somme finie de translatée (cf. (2.6),
. Sect. I) de ¢j ((3.20)) ; or Tk¢j = w Tlaj' Ceci établit la formule (3.23).
La formule (3.24) se démontre de manidre analogue en raisonnant sur w (digtri—

bution & support compact).

1

4. - L'ESPACE H ~ (Y).
D — per
On pose
4.1) B (v) = @ (V) = dual de 0! (V).
per per per

On munira H;ir(i) de la norme habituelle du dual, ce qui en fait un espace de
Hilbert. Notons que (d'aprés le Théoréme 3.1, et grice 3 la continuité de 1'in-

— |
Jectlon.Bper(Y)<:Hper(Y))
-1 . -
(4.2) Hper(Y)c ﬁber(Y)’
(4.3) Br (D est dense dans H;ir(Y),

une distribution ue B' (Y) est dans H_1 (Y) si, et seulement
: per per

(4.4) si elle est de la forme (non unique)
g duy 2
u=u_ + — , u, e L°(Y).
° 42 Wy *

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer en suivant la démarche qui conduit
< P ' . -1 .
a des résultats analogues (bien connus) pour M(Y) et H (Y) (voir par exemple

Vo-Khac Khoan [2], pp. 171-178). m
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5. - LES TRACES SUR Y.

5.1. Notations et remarques préliminaires

On rappelle que 1' ensemble Y, désigne la frontiére définie Sect. I, §1, et

veriflant les condltlons (1 18)(1.19). On définit

LZ(YO) = ensemble des (classes de) fonctions définies (presque partout)

SUr Y, et intégrables par rapport a la mesure de surface ds.

‘ 801t(} un ouvert deimp vérifiant les conditions (1.28)-(1.30) de 1la Sect. I.

Pour uer (Y), soit UeH CIR ,Y) tel que (cf §3) U|Y = u. Alors on a UIG
)

€ H (o ). Grace a la régularité de(® o On peut définir‘de la maniére habituelle
(Llons—Magenes [1]) la trace de U[G' sur le bord BG. (c'est un éiément de

L (3¢ )) Comme Yo CBG (cf. (1.30)9 Sect. I), on peut donc définir Ui (1a
trace de U sur Yo ), qui est un élément de L (Y ). Par conséquent on sa1t définir

u (la trace de u sur i.e. u =7
IYO Yo)) Y I'Yo iYO
En outre 1l'application linéaire

(5.1) u > uf
Y
)

. 1 2 - . -
est continue de Hper(Y) > L (YO) car elle est composée des applications linéaires

continues u > U, U ~» U|

L espace H / (Y ).

On def1n1t

1/

(5.2) oy =tect’v) 5 0=uf ueH;er(Y)}

YO

- 1 ) -
= {uerer(Y) ; ulYo 0}

" (qui est un sous-espace fermé de H;er(Y)’ car (5.1) est continue)

1 1
ﬂo = orthogonal de ﬂo dans Hper(Y).

o1

Hper = (V) | ” (espace quotient).

(o]

© . ' '
L'espace H;er €tant algébriquement isomorphe é,H;éi(yo), il est naturel de

munir ce dernier de la norme quotient
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(5.3) oll ;= anf ]
1 1
Boer(V)  well (0 B (D
u| = ¢ :
Yo

qui en fait un espace de Hilbert.

On a la

Proposition 5.1 : L'application trace

(5.4) u > ul
. YO
P . ) 1 1/2 , , N P
est linéaire continue de H (Y) > H (y ) et il existe un reld@vement linéaire
per per o
continu -
(5.5) o s 1Y 2¢vy s wl (v,
Y per ‘o per

Démonstration : La continuité de 1'application (5.4) découle tout naturellement
1/2
per

de la définition ((5.3)) de la norme de H (YO). L'existence de QY ((5.5)) re-
sulte de la remarque suivante : :

L'esgace H;éi(Yo) est isomorphe 2 ﬁ;er (algébriquement et topologiquement),
1'espace Hper.ést isomorphe 3 %: (algébriquement et topologiquement ; c'est un

résultat connu d'Analyse Générale).
1/2

L'existence de QY enldécoule. Notons que si ¢ EHper

(YO), et .si 1'on pose

ug = QY(Q). Alors u@ est 1'unique fonction vérifiant

(5.6) u¢€'71;
%

(5.7) u =0,

¢|yo
et on a ,
(5.8) lull = lle]l | cm

/2
Hper(Y) Hper(Yo)
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.

ITI - DISTRIBUTIONS PERIODIQUES DEFINIES SUR UN OUVERT INVARIANT PAR
PERIODICITE, CARACTERISATION SUR LA PERIODE DE BASE.

I. Orientation

L'ensemble Y désigne toujours le parallélépipéde défini (1.2), Sect. I.
On considére un ouvert Y, ¥ (cf. (1.7), Sect. I ; voir aussi togt'le § 1 de
la Sect. I pour les notations) vérifiant des conditions (1.15)-(1.19) de la
Sect. I. On note Qo (cf. (1.14)-(1.22), Sect. I) l'ouvert de R® engendré par

Y-périodicité par Yo'

Notre objet dans cette Sect. III est de caractériser sur Yd les distribu—
tions définies sur 1'ouvert Qo’ périodiques et de période Y. Nous montrerons
‘d'abord .que les notions (§ 1, Sect. I) qui ont servi de base 3 1'étude faite
d la Sect. II s'étendent a.des espaces convenables sur QO. Nous reprendrons
ensuite la démarche suivie (§§ 1 et 2, Sect.‘Ii) précédemment pour la construc-

¥

tion de'ﬁéer(§)’ et nous obtiendrons un espace ﬁ;er(Yo) auquel s'identifient

r.o

les distributions Y-périodiques sur Qo. Nous définirons enfin 1'espace H;e (Y )
(L' analogue de H;er(Y» et ses sous-espaces remarquables, et nous en dégagerons

quelques proprié&tés utiles pour les applications que nous avons en vue.

2. Notations

L'ouvert YO est celui introduit précédemment, auquel est associé QO
(1'ouvert engendré par YO par Y-périodicité). On rappelle que Qo ést un ouvert
connexe de Kfl, invariant par Y-périodicité (cf. (1.23)~(1.24), Sect. I), et que

son bord (cf. (1.26)-(1.27), voir aussi (1.19), Sect. I)

(2.1) Y estune hypersurface suffisamment réguliére.

L
On introduit les espaces habituels.
ﬁ(Qo) des fonctions définies, de classe C . sur QO et d support compact dans QO,
l?(ﬂo) (= dual de ,B(QO))'des distributions sur QO,

(2.2) ¢ () des fonctions définies et de classe ¢ sur Q-

On rappelle que la topologie de 6(90) (espace de Fréchet) est définie i
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1'aide de la famille de semi-normes

() = sup |DMW(y)|
yeK
Ial<m

_(2.3) Px

ot K parcourt 1'ensemble des compacts de Q et ol m décrit 1l'ensemble N. On
rappelle aussi que .B(Q ) est un L.F. (1.e. un espace limite inductive stricte
d'espaces de Fréchet ; voir L. Schwartz [1], Vo-Khac Khoan [1]) et que

(2.4) .B(QO) est dense dans <5(Qo), avec injection continﬁe.

Enfin on note

(2.5) , ﬁ(QO)

ensemble des restrictions a Qo des fonctions de .B(RF)

(2.6) Q(Qo) espace des distributions U ¢ ,B'(QO), U Y-périodique.

On vérifie (exactement comme dans Vo~Khac Khoan [2], p. 61) que

(2.7) Q(QO) est fermé dans ﬁ‘(Qo).

3. L'espace 3(90)

3.1. Introduction

Dans ce paragraphe, la régularité de Qo’(i.e. la régularité de son bord Y)
et l'invariance de Q par Y-périodicité ne jouent aucun rdle. Par conséquent
les définitions et resultats de ce § 3 (et par suite, du § 4 privé du n° 4. 3)

sont valables pour un ouvert quelconque distinct de r"

. n .
Si alors {l est un ouvert de R , notons 95 son bord et considérons la

fonction
(3.1) y > d(y,9Q) (d(y,d90) = distance de y i 3%)

continue de Q dansiR: (demi-axe réel positif privé de 0). L'image de par
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1'application (3.1) est un intervalle IQ de R,, borné a gauche par 0, et a
droite par un nombre fini ou infini que nous désignerons par €, (si par exemple
2 est borné, €, est fini et on peut tout aussi bien avoir €, eIsz que € ¢ IQ'
"Si Q est le complémentaire dans R" d'un compact, on a €_ = +), Dans tous les

cas, €  est la borne supérieure du plus grand ouvert ]0,80[ tel que

(3.2) ]0,60[ <I,.

Remarque 3.1 : Dans le cas de l'ouvert Qo’ le nombre €, est fini. En effetntout

. -
point y e'Qo est de la forme (cf. (1.22), I) y = Vo * 8 » 00y, eYO, akeizlaiz
(cf. (1.20), I) ; de sorte que ’

(3.3) d(y,Y) = d(y_,Y) (y = 3R = bord de )
or (3.1) est continue et—Y; CYO (compact). ®

On définit 1'ensemble
(3.4) FE) = {ve 6(R) ; il existe €>0 tel que Y(y) = 0 ¥y, d(y,Y) <g} |

ol é’(Qo) est défini en (2.2), Y = BQO, et ol € dépend évidemment de Y. On vérifie
sans difficulté que 3(90) est un sous-éspace vectoriel de S(QO), et que 3(90) ’
n'est; pas fermé dans é'(Qo). Par ailleurs notons déja que B(Qo) c 3‘(96).

Nous allons structurer 3(90) en un espace vectoriel topologique localement

convexe. De maniére précise, nous allons montrer que
(3.5) & (QO)_ est un espace L.F.

i.e. limite inductive stricte d'espaces de Fréchet (cf. L. Schwartz [1], Vo-Khac
Khoan [1]).

3.2. L'espace vectoriel topologique 3(90).

Les nombres € >0 qui interviennent dans la suite de ce §3 vérifient
0<e <€0, ol €, est le plus grand nombre réel (cf. Remarque 3.1) vérifiant la
condition (3.2) (ol l'on a posé, ainsi que dans (3.1), 0 = QO). Pour simplifier,
nous supposerons que 80 =1 (ceia ne restreint en rien la généralité&), et nous
noterons simplement "€ > (", sous-entendu "0 <€E<1" (nous verrons dans la suite

qu'on peut méme prendre 0 <E€ <‘;‘ )
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. Pour € >0, définissons
(5.6) oo = Iy ef 5 dly,v) >el}

3.7) Fo = QE = {y e 3 d(y,Y) 2€} (adhérence de Q. dans R")

L'ensemble Qe (resp. FE) est un ouvert (resp. fermé), car l'application (3.1)

est continue (resp. F_ est 1'4dhérence de QE)'
" Puis posons
(3.8) 3F€(»s20) = (Ve 8(Q) ;5 supp pcF )

ol supp Y désigne le support de | (dans Qo)f

On vérifie facilement que 3F (Qo) est un sous-espace vectoriel fermé de
S(QO).'OQ le munira de la topologie induite par 6(9%), ce qui en fait un es-
pace de Fréchet.

On remarque en outre. que
(3.9) F Q) =l?J Fp (9. ®

*
Maintenant, pour j ¢eIN , posons

- . 1
(3.10) Qj = {ye QO 3 d(y,Y) >j+1 .
(3.11) Fj = Qj
(3.12) H‘Fj(ﬂo) = {Ye 8(Q) ; supp wch}.

La suite d'ouverts Qj vérifie

(3.13) -9y SRUVPR Qe0,,
00

(3.14) Q, = L_] 2.
j=1

On a le

Lemme 3.1 : La suite d'espaces de Fréchet ZFFj(Qo) vérifie
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(i) &F_ (Q)c & ()
-Fj o Fj+1 (e}

(ii) 1la topologie de F (QO) est identique 3 celle ‘induite par 3F (QO)
i j+1

(1i1) I = L 3, ).
=1 j

Démonstration : Les conditions (i) et (ii) sont évidentes. La condition (iii)

résulte de ce que tout fermé F..de la forme (3.7) est contenu dans un certain

F-
JE

et de (3.9).

((3.11)) (en effet, a tout £ >0 peut étre associé un jeeiN*, e(j€+1) >21),

Grace au Lemme 3.1. on peut munir 3(90) de la topologie limite inductive
stricte des topologies des EF-(QO) (i.e. la topologie localement convexe la plus
fine rendant continues les injections EF (Qo) -> 3(90)). Cette topologie est la

J

topologie naturelle de 3}(90),'et 3(90) est alors un espace LF. ®

. * .
Remarque 3.2 : Pour j €N , définissons

o7 oo, 1
(3.15) Yoj = {yEYO 3 dly,y) > J+1
- B -0 - -0 - 1
‘3.16) Yoj = (adhérence de Yoj) {yieY0 3 d(y,y) zj—+i-

Z?; est défini en (1.14), Sect. I).

En tenant compte de la Y-périodicité de Qo’ on voit que l'ouvert (resp. le

fermé) Qj ((3.10)) - (resp. Fj ((3.11))) n'est autre chose que i'ensemble engendré

o

par—YOj (resp. Yoj) par Y-périodicité, i.e.
-}
(3.17 =L L+ F, = ¥ .+a)).
) 02, L{J(oJ a) , F, L}TJ(YOJ a))
Remarque 3.3 : Pour tout j am*,
(3.18) la topologie de 3F (Qo) est identique 3 celle induite par ZF(QO).

J

Cette propriété est caractéristique de la topologie limite inductive stricte.

La propriété (3.18) implique que, pour tout £ >0

(3.19) la topologie de EF (QO) est. identique 3 celle induite par S(QO).,
€
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3.3. Caractérisation des suites convergentes et des applications continues.

On a la

Proposition 3.1 : Soit wm une suite d'éléments de 3(90). Alors, les conditiomns

suivantes sont équivalentes :

(1) Y, converge vers y dans.ZF(Qo)

(ii) il existe £ >0 tel qu'on ait
- W,wm < 3{FEZ(QO)

- §,, converge vers y dans SFE(QO)

(3F (Qo) étant défini en (3.8)).
€

Preuve : La Proposition 3.1 découle de la définition de la topologie de 3(90)
(cf. Lemme 3.1), et du fait que chaque 3F (Qo) est contenu dans un certain

. €
3F~(Qo) (la Proposition 3.1 n'est qu'un cas particulier de la caractérisation

d'une suite convergente dans un LF.). ®

On a aussi le résultat suivant :

Proposition 3.2 : Soit F un espace localement convexe, f une application liné-

aire de 3(90) dans F. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue de 3(90) dans F

(ii) pour tout £ >0; la restriction de f a 3F (Qo) est continue.
€

Preuve : Voir par exemple Vo-Khac Khoan [1] (p. 58) pour une démonstration plus

générale. W

Comme conséquence de la Proposition 3.2 on a la

Proposition 3.3 : La topologie de 3(90) ne dépend pas de la suite d'ensembles

de définition Qj (ou Fj).

Preuve : Elle est identique & celle du résultat analogue pour ﬁ(ﬂo)‘(cf.

" Vo-Khac-Khoan [1], p. 138).
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3.4. Un résultat de densité.

On va démontrer la

Proposition 3.4 : ,B(Qo) est dense dans 3(520).

Preuve : Soit d)ie _9(90) une suite tronquante sur SZ (cf. Vo-Khac Khoan [1]),
et soit Y e K(Qo). Alors lj)e3 ; (SZ ) ((3.12)) pour un certain J ]N*. On pose
lpi = d)iw . On a évidemment lP _B(Q ) - En outre la relation.supp (¢, w) < Supp cbi
N supp Y montre que supp lI)iCFjo, donc d)ie 3FJ (Q ). Mais (cf. Vo-Khac Khoan
[1], p. 150) wi » § dans 5(90), donc (3Fj (SZO) 8tant fermé dans 6(9 ) by v
dans 3 (€9) ) ; c'est-a-dire, d'aprés la Proposition 3.1, que ‘1’1 converge vers

J
Y dans - 3(&'2 ).

Etablissons maintenant le résultat complémentaire suivant :

Proposition 3.5 : L'injection

(3.20) B@Q) » FQ)
est continue.

Preuve : On doit montrer que la restriction de (3.20) 3 tout ,BK(QO) est continue
(.BK(QO) = sous-espace fermé de cS(Q ) constitué des fonctions 3 support dans K ;
K compact de Qo) Si alors K est 'un compact de Q » on a Kc F (3.11)) pour un
certain joe N* (vérification facile), de sorte que_& (Q ) F. (Q Y 3 or 1'in-
jection .B (Q ) - 3 est continue (d aprésla deuxiéme proprlete (2 4) ; notons
aussi que les topologles de ,3 (Q ) et 3F (Q) sont toutes deux induites par
(S(Q )) et la topologie de 3FJ (Q ) est 1dentique d celle induite par - 3(9 )
(Remarque 3.3), donc (3. 20) est continue de ﬁK(Q )~ F.F(Q ), d'oli le résultat. ®

4. - L'ESPACE 3'(9 ).
On des1°ne par 3'(9 ) le dual (topologique) de F ) Grace a la Proposi-
tion 3.4 et ala Prop031t10n 3.5 on a (cf. Théoréme general d'injection des

duals dans Vo-Khac Khoan [1J)
(4.1) R (Qo) < .B" (Qo)

c'est-a~dire que 3'(90) s'identifie 3 un sous-espace vectoriel de 5' Q-

Notons par ailleurs que 3({20‘) est dense dans 6(90) (cela découle de la premiére
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propriété (2.4)) et que, naturellement, 1'ipjection S(Qo) > 5(90) est continue.

Par conséquent on a

(4.2) 8'@) < 3'@)

. *
i.e. 3'(90) contient les distributions & support compact. ®

Pour Te¢ 3'({20), et 'q) € S(QO), nous noterons <T,y> la valeur de T au point

. On munira &'(Q) de la topologie faible du dual.
v 0

4,1, Caractérisation des formes linéaires continues sur 3(520).

On a la

Proposition 4.1 : Soit T une forme linéaire sur 3(90). Alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(i) Te 3'(90) (i.e. T est continue sur 3({20))

(ii) pour tout £>0, il existe un compact KgCQo' ung entier mE eN et une cons-

tante C€ >0 tels qu'on ait )

(4.3) |<T,p>]| < CépK' ,m W), We 3(90), supp 11)CF€
£ €
(1'ensemble FE 8tant donné par (3.7)).

Preuve : Ce résultat se déduit de la Proposition 3.2 en posant € = F, et en

exprimant la condition (ii) 3 l'aide des semi-normes (2.3).

Remarque 4.1 : Une distribution Te€ ,D'(Qo) est (prolongeable en) un Eélément de

& '(Qo) si, et seulement si est satisfaite la condition suivante : pour tout

g€ >0, il existe un compact KECQO, m_ eN et C€>0 tels que
(4.4) ’ |<T,¢>[ SCEPK m (¢), ¥pe ,B(QO), supp ¢)CF€.

e’ €
i.e. T est continue sur ,B(Qo) muni de la topologie de S(QO).:

4,2, Distribution localement 3 support borné.

Définition : Nous dirons qu'une distribution Te %' (Qo) est localement 3 support
borné si sa restriction & tout ouvert QE ((3.6)) est une distribution & support

borné.
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Nous allons montrer qu'une distribution localement 3 support borné est identi-
fiable 3 un &lément de 3'(90).
Etablissons d'abord les lemmes suivants :
Lemme 4.1 : Pour tout ye¢ .B(ﬁo) (cf. (2.5)) 1'application linéaire
(4.5) v > Xy

est continue de 3(Qo) dans JXQO).

Démonstration : Soit y e B(ﬁo). Par définition, y = XIQ » ol Ye BRY) . On doit

montrer que la restriction de (4.5)_5 toutZFF (Qo) est 8ontinue (cf. Proposition
3.2). Soit alors £>0, et e 3F€(QO). On pose KE = Fgfwsupp X 3 K€ est un com-
pact de Qo’ et on a ype by (Qo). Mais alors l'application (4.5) est continue

de EFE(Q ) dans B, (Q ) (cgr elle est continue sur 3(9 ) cf. Vo-Khac Khoan [1],

p. 139). Par consequent elle est continue de 3F (Q ) dans jKQ ) (en effet la topo-
logie de By (Q ) est identique i celle induite par ﬁ(Q )), ce qui achéve la démons-
tration.m

Lemma 4.2 : Soit ﬁa la suite (3.10). Alors on a l'identité

- = . 1
(4.6) Oy =y ey, 3 40600040 > Gy Gaay e
. 5 ; - L
Preuve : En remarquant que le bord an+1 de Qj+1 a pour équation d(y,y) = 342
on démontre sans difficulté que :
dy,y) = d(y,30,,) + =
Y Is J+1 j*2

L'identité (4.6) s'en déduit alors aisément. ®

Remarque 4.2 : Pour tout Qj ((3.10) (et plus génédralement, pour tout Qe de la
forme (3.6)) on peut définir 1'espace E(Qj) comme en (3.4) et, d'aprés 1'étude
précédente, le structurer en un espace LF. Il est alors clair que les résultats
précédents pour 3(90) et 3Y(Qo) restent valables lorsque QO est remplace par
Qj.

On va maintenant établir le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 : Soit T une distrubution sur Qo. Alors les conditions suivantes

sont &quivalentes :



(i) la distribution T est localement 3 support borne.

(ii) la distribution T est (prolongeable en) un element de &' (Q ).

Démonstration : - Montrons d'abord que (i) entralne (ii).
Zemonstration
. * .
Soit T vérifiant 1a condition (i). Pour tout j eN", notons Tj la restriction

de T 3 1'ouvert Qj ((3.10)), supp Tj Son support. Montrons que

.a) T est prolongeable en un élément de 3'({2 ). Soit (par hypothése) Kj un compact

(que 1'on peut toujours supposer) dans Q tel que supp ch Kj' Alors on a
(4.7) , supp' ch an Qj (ensemble borné dans an)

Soit (d'aprés le Lemme de séparation du type d'Urysohn ; cf. Vo-Khac Khoan [17])
". e HR" ), 0 <XJ <1, Xj 1 sur un voisinage de Kj' Notant X3 la restriction

de Xj a Qj, on a

(4.8) Xj € _B(g'zj) (cf. (2.5)), Osxj <1, Xj = 1 dans un’'voisinage de Kj an'.
On définit alors ’fj par

(4.9) <Tj’w> = <Tj,Xj1p> s PE 3(Qj).

Utilisant le Lemma 4.1 (valable quand Q et remplacé par , ; cf. Remarque 4.2)
on a TJ € F' (Q ). Remarquant ensuite que tout ‘¢ e B(Q.) peut s'Gerire ¢ = chb +
(1- X5 )$, et se servant des propriétés de X ((4.8)) on a <T. ,¢> = <TJ.,¢> s

$e. _B(Q ), d'oll il résulte que 'I‘J prolonge T a 3({2 ), et que Tj est unique
(en effet .B(Q ) est dense dans 3(9 ) Propos:.tlon 3 4y, :

Montrons maintenant que :

b) T est continue sur _&(Q ) muni de 1a topologie de 3(9 ).

On doit montrer qu'a tout € >0 on peut associer un compact Kg cQo, me eN et
C >0 tels’ qu'on ait (4. 4). Comme tout fermé F ((3.7)) est contenu dans un
certaln Fj ((3.11)), i1 suffit de vérifier cette propriété de 1a Remarque 4,1

- *
pour Fj’ ¥jelN .

Soit alors Fj un fermé quelconque de 1a suite (3.11). D'aprds le Lemme 4.2

Fj est un fermé de Q +1 de la forme (3.7). Comme par ailleurs ;fj+1 e F'(q.

(d'aprés le point a) precedent), on a (cf. (4.9))

417
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(4.10) ”|<Tj+1"">\scjpl<j,mj(‘”) ¥y eF@y,,)s PP Y<Fy

1 o
" . ] . P} - -

| (i1 fufflt d'appliquer la Proposition 4.1, avec Q = Q.s € = TE:TYTE;E) (Lemme 4.2),
T = Tj+1’ Fe

i

Fj) ol Kj est un compact de Qj+1’ mj e, Cj > 0.

Prenant dans (4.10) P e ,B(Q ), supp \PCF (en effet si y est une telle

fonction, alors Ye HQ. +1)) et notant que <T, j+1 »$> = +1,¢> = <T,¢> pour
de _B(Q ), on a flnalement le résultat voulu. Ceci acheve la démonstration de
1' 1mp11cat10n (i) =$ (ii) . N

Montrons enfiﬁ que (i) entraine (ij .

Soit T, satisfaisant 3 la condition (ii), et soit €> 0. Aiors (Remarque 4.1).
il existe un compact K <y m eN et C > 0 tels qu'on ait (4.4). Seit Q 1'ouvert
associé a ¢ (cf. (3.6)), i.e. ,Fe Q . Notant T la .restriction de T & Q (T
€ ﬁ'(QE)), on a d'aprés (4.4)

(4.11) - |<T,0>| £GP g (@) ¥ e D@
e’e

La propriété (4.11) montre que sSupp TECKen Qs (= borné) ce qui achéve compléte-

ment la démonstration.

Remarque 4.3 : Soit Q (et plus généralement Q ((3.6)) un ouvert de la suite

(3.10). Soit Te &' (Q ). L'injection naturel}e (i.e. prolongement par z8ro 3
Qq ) de 3(Q ) dans 3(9 ) étant continue (vérification facile), on peut définir,
par transp031t10n la restrlctlon de T & Q comme étant l'unique element S

S € 3 ' SZ.

<S,P> = <T,> ¥ e 3(3’23.).

Ceci justifie 1'accouplement <T,y>, Te F'U(Q), Pe FQ) ue nous utiliserons
Y . o) V 3) @

dans la remarque suivante.

_Remarqpe 4.4 : Soit T une distribution sur Qo, localement 3 support borné. Notons

'(4.12) ' T (Tg 3'(90)) le prolongement de T a 3(90)

(4.13) T, (T e ') la restriction de T 3 0 ((3.10))
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(4.14) E‘J (:i‘j e & '(Qj)) le prolongement de Tj a 3(QJ.)~
Alors
(4.15) | <"f,1p> = <~Tj,\p> Ve ‘E(Qj) .

" En effet, comme'{'.B(Qj) est dense dans & (QJ.), il suffit de montrer que (4.15) est
vérifié par tout ¢ ¢ ,B(Qj) . Or cela est évidént, car T cofncide avec T sur

'

_B(Qo), et Ej coincide avec Tj sur .b(Qj) (i.e. Ej coincide avec T sur ﬁ(Qj)).

! B

Cas particulier intéressant : Les distributions & support borné.

On a la-

Proposition 4.2 : Soit T une distribution sur Qo, a support borné. Alors T est

(prolongeable en) un élément de & '(QO) .

Preuve : Soit Te B '(QO), a support borné. Alors supp Tc KTn QO ol K, est un

compact de §—20. Soit alors y (elle se construit comme Xj en (4.8)),

(4.16) X € ﬁ(ﬁo), 0<x< 1? x = 1 dans un voisinage de Kpn Q-

Définissons T par
(4.17) <T,P> = <T,xp>, Ve & ) -

Utilisant le Lemme 4.1 et suivant la démonstration (partie a) du Théoréme 4.1,

on obtient le résultat voulu. 0

Dans la suite de cette &tude, nous identifierons (cela est 1oisib1e,-d'aprés
tout ce qui précéde) 1'espace 3'({20) et 1'ensemble des d’istribptions sur Qo’
localement & support borné. Cela signifie que 1l'on identifie T (distribution
localement ‘3 support borné) & T (son prolongement, Remarque 4.4). Précisons alors
la signification du symbole <T,y> , Ye & (©,) . Notons d'abord que si e 3(90),
il existe j tel que Pe & (Qj). En effet si ¢ B‘(QO), par ,définition il existe

j (qu'on peut choisir >2) tel qu'on ait supp q)cs—zj cQj. Alors, grace au .

~1
Lemme 4.2, il est loisible d'identifier y & sa restriction a Qj, i.e. ‘MQ e&(Qj),

Ceci étant, soit T une distribution sur QO, localement & support borné. J

Si e & (QO), le symbole <T,y> a le sens suivant :
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(4.18) <T, P> = <Tj’ Xj P>

ol j eN" tel que Y € 3(Qj), Tj = restriction de T & Qj, Xj = fonction
vérifiant (4.8) ’

(on vérifie facilement que le deuxiéme membre (4.18) ne dépend pas de l'entier
. _

Si, de plus, T est (globaiement) a support borné, la relation (4.17) montre

qu'on peut définir plus simplement <T,y> , i.e.
(4.19) <T,Y> = <T,x¥> , ¥ e 34(90)
ol ¥ est donné par (4.16). (]

Avec les développements précédents, on peut maintenant espérer &tendre

ad 1l'ouvert QO les notions et résultats du § 2, sect. I. [

4.3. Extension de la notion de transformée périodique. Transformée périodique

d'une distribution localement 3 support borné.

On a d'abord le résultat suivant :

Lemme 4.3. L'opérateur ® (de transformation périodique ; cf. § 2, sect. XI)

est continu de .B(Qo) dans & (QO).

~ . . . . . *
Démonstration : Soit K un compact de QO. Alors il existe i€ IN tel que

K C:Fj» ((3.11)) . Comme Fj est invariant par Y-périodicité ((3.17), Remarque

. n
3.2) oRaK+a c F,, °¥a e 1 a, Z . Donc, si ¢ ¢BH.(2), on a
A J A . i K" o
o i=1
- 3 . L - .
wo € " (Qo). Mais 1l'opérateur w est continu de J)K(Qo) dans & F. (QO)
, 1o ‘ Jo
(la démonstration est identique 3 celle de (2.7), 'sect. I), d'ot le Lemme 4.3.0
- Transformée périodique d'une distribution & support borné.

Démontrons la

Proposition 4.3. : Pour toute distribution T sur Qo a support borné&, on défi-

nit T par
(4.20) G = <TE> , ¢ AR

Alors T est une distribution sur . Qo, Y-périodique, i.e. WT € Q(Qo).
En outre 1l'application T + WT.est lindaire.

N
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Démonstration : D'aprés le Lemme 4.3 et la formule (4.19), 1l'application

¢ > <T,wdp> est linéaire continue de ,D(Q ) dans € ; donc wT est une
distribution sur QO. o
Soit maintenant A € ZZ?, et T, 1'opérateur de translation associé au vecteur
ay (cf. (1.20), (1.21), Sect. I). Pour ¢ € _B(Qo) on a <TA(wT)’ ¢> =
<(I)T,T_}\¢> <T,5}(T_>\¢)> = <T,w¢> (car W est Y-périodique), d'ol rx(&m =WT,
ce qui démontre la périodicité de wT. La linéarité de T -+ T se vérifie sans
d1ff1cu1te. g |

'La distribution T est appelée la transformée perlodlque de T ¢ &' (Q ).

On vérifie facilement (comme dans Vo-Khac Khoan [2], p. 63) qu'on a

(4.21) WT = T

A

z T (somme finie) ; T ¢ & '(Qo), a support borné. [J
A : '
- Cas général d'une distribution localement & support borné.

On a la

Proposition 4.4. : Pour toute distribution T localement 3 support borné dans

Qo, il existe une distribution T, et une seule, telle que
(4.22) <WT, ¢> = <T, wd> , ¢ € @)

La distribution T est Y-périodique, i.e. WT €q G%Q, et 1'application
T - T est lindaire.

¥

Démonstration : Soit T ¢ 3'(96). On introduit la suite Qj'((3.]0)) et 1'on

pose Tj = restriction de T & Q.. D'aprés la Proposition 4.3 il existe (1'ana-
logie est évidente. Noter que Q. est invariant par Y-périodicité d'aprés la

Remarque 3.2) wT distribution sur Q , Y—perlodlque, telle que

(4.23) : 2‘:‘Tjs o> = <Tj3 (I)¢> s e ,D(Qj)
ot 1'on note <Tj’ wp> le deuxidme membre de (4.18) pour Y = wp .

On vérifie sans difficulté (en utilisant au besoin (4.15)) que la famille

- . * .. N . .. . ey eae
wTj (j eN') ainsi construite satisfait & la relation de compatibilité

(4.24) wTj+1 = wTj sur Qj .

Avec la propriété (4.24), le' pr1nc1pe“de recollement des morceaux" est ap-

plicable (cf. L. Schwartz [1] ). Il existe alors GT € £' (Q ), uniquement défi-
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ni par

(4.25) . <wT, ¢> = L WT,, 009> , ¢ eB@)
J
ol {aj} est une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement {ﬁ%} s

et on a
(4.26) wT = wT, sur Q.

Démontrons que le deuxiéme membre de (4.25) est &gal a celui de (4.22) (pour
une méme fonction ¢ € .D(Qo)). Soit ¢ € ﬁ(ﬂo). Ona ¢= I o ¢. (somme fi-

. - , j
nie) et par suite wp = % 5(aj¢):'Ecrivant alors <T,wp> = I <T,5(aj¢)> .

j - i

utilisant ensuite 1'&galité (4.15) (oli 1'on a supprimé le signe "™". Noter que
w(a o) eiI(Q )) et la relation (4.23) on obtient 1'8galité voulue. La Y-pério-
d1c1te de wT se déduit aisément de (4.26), wTj étant Y-périodique ¥j. La li-

néarité de T -+ T s'obtient sans aucune difficulté. [

- Transformée périodique d'une fonction de .D(Q ).
Pour ¢ _B(Q ) ((2.5)), on def1n1t la transformée. perlodlque WY (soit en pas-
sant par celle de w e B@" ) w =1y dans Qo ; soit en utilisant le fa;t
que Y ¢ 5%90)) par

(4.27) wp = T v (somme finie),

z
A
et l'ona wy e G(Qo), wp  Y-périodique. [J

- Partition périodique dans .B(Q ) de 1l'unité.
Soit @ une & @®" )=-partition per10d1que de 1'unité (§ 2, sect. I). On
pose 6 .= GIQ = restriction de 6 & 2. Alors

(4.28) | 60 € ﬁ'(Qo) s «wGo = }.

Nous appellerons . (Q)-partition périodique de 1'unité toute fonction véri-
fiant (4.28). 0

5. = QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

]
,5.]. L'espace per(QO)

On définit
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(5.1) 3 (Qo) = {} e 80 3 Y Y-périodique, ¥=0 dans un voisinage
. ' du.bord v}
(y = BQO = bord de Qo).

Notons que :
(i)‘si Y e EpeéQo), il existe un ensemble fermé (dans l'espace topologique
Bf% F tel que

F c QO s supp ¥ cF

(ii) comme 1y est Y-périodique, on peut toujours choisir F invariant par
Y-périodicité, i.e.

(5.2) F= (Ko + ax)

A

: -0~

oii K, est un compact contenu dans Y, (cf. (1.14), sect. 1I) et jouissant de

la propriété suivante :
(5.3) Ko est compatible avec la périodicité.

Cette condition signifie ceci : soit BKO le qud de Ko' Définissons
n(yi=0), w(yi=ai), bi comme en (1.3), (1.8) de la sect. I, puis posons
aKo(yi=0) = 3K, n ﬂ(yi=0)
aKo(yi=ai) = BKO n w(yi=ai).

- Dire que Ko vérifie (5.3) signifie qu'on a les &galitds

i

IA
IA

(5.4) BKo(yi=ai) = aKo(yi=0) +b, ¥ (1 n)

(ainsi, si on a aKo(yi=0) = @ (= ensemble vide) pour un certain i, alors .
aKo(yi=ai) = @, et réciproquement). [J .

.

Avet les remarques précédentes on voit facilement que 3}erﬂﬂo) est iden-

tique 3@ l'ensemble des fonctions
Y e 3(90) s Y Y-périodique

et que, par conséquent,

(5.5) 2}per(§20) est un sous—espafze vectoriel ft‘erme dfe F (Qo) -
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Il est alors naturel de munjr 3‘per(§20) d'une topologie limite inductive.

On définit pour cela 1l'espace vectoriel

(5.6) (Q ) ={ vy e 3 (Qo) ; ¥ Y-périodique }

J

erF

ol Z¥F (Qo) est donné par (3.12).

i
)T" = b2 4 -
°perFJ. (Qo) est fermé dans & Fj (Qo) et donc, est un espace de Fréchet pour la
topologie de JF (Qo) (i.e. de J(Qo)).

J

Le résultat suivant est alors immédiat

Proposition 5.1. : L'espace 3 (Q ) peut &tre muni de la topologle lmlte '
@) G eN *).

inductive des espaces de Frechet gerF
h]

On va introduire dans 3perF (Qo) une famille de semi-normes utile pour
notre objet.

L'ensemble_gg étant défini en (1.14), sect. I, et §oj en (3.16) (Remar-
que 3.2) on a (voir (3.7))

5.7 F. n 9T - §oj (compact)

‘ *
On pose alors pour tout m ¢ IN

(5.8) Pja® = s DM, v e F L @)
eroj ]
|a|s m
On a la
Proposition 5.2. : La topologie de 1'espace de Fréchet 3 erF. (520') est identique
d celle définie 3 1'aide de la famille de semi-normes {p }J . ((5.8)).

melN

-~

Démonstration : En suivant une démarche analogue & celle de la Proposition 1.l

de la sect I; on a pour tout m ¢ N et pour tout compact K c , *

Pen® < 2 @) W @)

j,m per::

d'ol 1l'on déduit le résultat. g



- 43 -

Dans toute la suite de ce travail, la topologie des perF (Q ) sera

définie 3 1'aide des semi-normes (5.8). Muni de la topologie llﬂlte mductwe
correspondan.te .

(5.9) 3per(ﬂo) est un LF., [

5.2. Propriétés fondamentales

On a la ¢

Proposition 5.3. :

(1) léapplication linéaire @ envoie continfiment ﬁ(Q ) dans & (SZ ) (resp.
per(Q )) et &' (Q ) dans .B8' (Q ) & '(Q ) et B (SZ ) munis de la topologle
duale faible).

(ii) pour tout T ¢ ¥ '_(Qo), la distribution T est Y-périodique '
(iii) pour tout U e Q(Qo) ((2.6)) et tout ¢ ¢ _B(ﬁo), on a

(5.10) W) = (W) U .

Pour tout e&per(ﬂo) et tout T ¢ 3'(90), on a
(5.11) wEUT) = YW . | |
Preuve :

(i) la continuité de w, de B (Qo) dans & (Qo) a été établie Lemme 4.3. Celle
de w , de _&(8_20) dans 3per (Qo) s'en déduit aisément.
Montrons que ww est continu de 3"(90) dans JB' (Qo) :

Comme T ¢ 3'(90) signifie (par définition) que T|Q€ est une distribution sur °
Qe (ouvert de la forme (3.6)) a support borné, il suffit de montrer que la
propriété est satisfaite localement : Soit donc Te 3'(90). Désignant par T

la restriction de T & QE (QE quelconque de la forme (3.6)), on a (cf. (4.21))
wT = Z T Te (somme finie).

Or l'application T8 - TXTE: est continue sur .B"(Qe) pour tout XA« z" , et donc

aussi ’I‘€ > (T)TE, en tant que somme finie d'applications linéaires continues sur

S (Qg) ; d'oli le résultat.

(ii) ce point a été démontré dans la Proposition 4.4

1
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(iii) Preuve de (5.10) : ona ¢U € ﬁJ(Qo)’. oU a supportvborné.'
"rilisant alors la d&composition (4.21) et tenant compte de la périodicité
de U, on obtient (5.10).

Preuve de (5.11) : on a éyidemment YT §3 '(Q). On introduit Tj
(resp. wi), i.e. la restriction de T (resp. ¥ ) & QG ((3.10)). On a
Tjg Q(Qj) : ¢j c 8 (Qj),_ wj Y-périodique. Il en ré&sulte que (vérification

facile) G(Y;T,) =- wj(aTj3 jor WMD) = B T sur @ et Y@I) =
wj(aTj) sur (.. Utilisant alors le Principe de localisation des distributions

(cf. L. Schwartz [1]) on a le résultat voulu. 0O
On a le

Lemme 5.1. : (de surjectiyit&). Toute fonction Y e’%xnﬁgo) est de la forme
Y o= 5¢ ol ¢ ¢ jXQo). Toute distribution périodique U ¢ ¢ G%) est de la

forme U = @w, . W ¢ 3'(90).
Preuve : On définie ¢ = eow, w = GOU, ol 60 est une ﬁ(ﬁo)—partition
périodique de 1'unité ((4.28)), et l'on utilise (5.10) (avec ¢ = 60) et

(5.11) (avec T = 60). ]

Définissons maintenant

N ' _ - '
(5.12) 3per(Qo) = dual (topologique) de B%er(ﬂo).
o
Pour u e &' (@), ¢y €& (8), nous noterons
per ° per ©
. | , o
(5.13) <u, ¢>0 la valeur deuen ¢y .

On a le résultat d'isomorphisme suivant (analogue du Théoréme 2.1., sect. I).

Proposition 5.4. : Les espaces vectoriels topologiques %;m(ﬂo) et Q(Qo) sont

isomorphes (algébriquement et topologiquement).

Preuve : La démarche est exactement celle du Théoréme 2.1 de la sect. I.

Soit §_ une fonction vérifiant (4.28). On définit ‘6 par
(o]

— . ]
(5.14) <t eoU,¢> 0 = <u, eo¢> ; Ue ﬁ'(Qo) y Vo€ 3%er(ﬁo) ,

puis la transposéde de 1l'opérateur W par
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G5 <Faue = <G G5 8B 0) . ¥ 5

per

( <,>  &tant défini en (5.13)). |

Alors (cf. Théoréme 2.1, sect. I) teo est continu de Q(Q ) dans - per(ﬂ ),

tw e:t continu de %;K(Qo) dans Q(QO), et on a teo Yw = identité de 3%er(ﬂo)’
ta 8, = identité de @ (@). O

. o
6. LES ESPACES £ er(Yo) ET b ber (Y )

Les notations des paragraphes précédents sont inchangées. L'ouvert Y
désigne toujours l'ensemble défini au § 1 de la sect. I, auquel on associe

“0-
1'ensemble Y = -y
0 o 0

ol §o est 1'adhérence de Yo, yb le morceau de SYO (= bord de Yo) qui n'est
pas contenu dans I' = 3Y (= bord de Y). On rappelle que la réunion de toutes
les translatées (f%; + ay A € z" ; cf. (1.22), sect. I) de —gg est 1'en-
semble QO. On note y = 'BQO le bord de‘ Qo.

6.1. L'espace .8 (Y)
——— "per ©
Définissons

6.1) & (Yé) = {y|y défini et de classe C* sur _%; , Duw Y-périodique
per
Yo e, Y = 0 dans un voisinage de Yy} ,

ol "Daw Y-périodique" signifie que D%y prend des valeurs égales sur les

faces opposées de Y , i.e. Daw | Gy, =0) %y | H(y —a. ) Vi

(H(yi=0) et H(y =a, ) étant définis en (1.3) Sect. I)

On va structurer 1'espace vectoriel ,B (Y ) en un espace LF.

On introduit la suite de compacts’ (cf Remarque 3.2)

= -0- 1 . *
(6.2) Yo; = {ye Yo d@y,v) 2 F—l} > JeN
puis l'on définit 1'espace vectoriel
. = .. oo -9- A
(6.3) B ) = { Y | ¢ défini et de classe C  sur , D w N
per, J [¢) O
Y-périodiqué ¥a ¢ W , supp ¥ «c ioj }.
On a le . .
Lemme 6.1. : Pour tout j e]N*, les espaces vectoriels .5 (Y ) et 3 )
_ per , perFJ o

sont isomorphes (algébriquement).
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Preuve : Notons

(6:4)" Ro la restriction a‘YO (i.e. | Yb?
-0- . . o= .
-
(6.5) R la restriction & Yo (i.e. | Yo?
(6.6) P le prolongement & Q, par Y-périodicité.

Alors, pour j eZN , on vérifie facilement que 1'espace ger (Q ) défini en

(5.6) est alg@briquement isomorphe & j%er_fYo)’ les appllcailons 11nea1res ]
2

(inverse 1'une de 1'autre) qui définissent cet isomorphisme Etant R et Po

(noter 1'expression (3.7), Remarque 3.2, du fermé Fj)' »

On rappelle (cf. § 5) que la topologie de 1'espace de Fréchet 3; )

erF. o
est définie 3 1'aide des semi-normes (5.8). On introduit sur J% (Y ) 13

famille de semi-normes (encore notées pj m)
b

(6.7) pj,m(W) = éup |Da¢ |, Ve perJ(Y ) ;meN

v

(qui structure alors i%er J(Y ) en un espace vectoriel topologique localement
convexe, sépard, A base dénombrable de voisinages de l'origine ; cf. L. Schwartz

[1] , Vo-Khac Khoan [1] ).

On a alors la

Proposition 6.1. : Muni de la famille de semi-normes - {p. m} ((6.7)),

ver J( 0) est un espace de Fréchet, isomorphe (algebrlquemegleet topologique-
9

ment) 3 T CF (Qo).

3
Preuve : Elle découle tout naturellement de la relation (évidente !) entre les

deux espaces vectoriels topologiques (cf. Lemme 6.1 et (5.8)).

On peut maintenant énoncer la

Proposition 6.2. j%aJY ) peut &tre muni de la topologie limite 1nduct1ve des

espaces de Fréchet -Ber J(Y )y j € N .

Preu { érifi i t qu’ . .
ve : On vérifie facilement ‘qu'on af pour ﬁbeéYo) et{l%er,fYo)}J C W
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un résultat analogue au Lemme 3.1. Le résultat vouly s'en déduit alors suivant

Vo-Khac Khoan [1]. 0

On vient ainsi de montrer que 1'espace ‘bpeéYo) est un LF. La caractéri-
sation des applications linéaires continues sur l?er(Yo)’ des suites conver—
gentes dans J%ngo), ainsi que toutes les autres propriétés (d'un LF.) suscep-
tibles de nous intéresser ici, se déduisent de la théorie générale des espaces

LF. (cf. L. Schwartz [1] , Vo-Khac-Khoan [1] ). |
Le résultat suivant se déduit aisément des Propositions 6.1. et 6.2.

Théoréme 6.1. Les espaces vectoriels topologiques (Y ) et 3per(ﬂo) sont

i@er o

isomorphes (algébriquement et topologiquement). []

On rappelle que les applications linéaires continues (et inverse 1'une
-O=

' 3 . N - -~
de l'autre) qui associent l%eéYo) et gpeéﬂo) dans le Théoréme 6.1 sont R0
et P0 (cf. (6.5)(6.6).

6.2. L'espace jge§Yo). Résultat final d'isomorphisme.

On désigne par

(6.8) ﬁ;eéYo) le dual (topologique) de l%eéYo).

re <,> i ité !
On notera encore <, le produit de dualité entre ﬁber(Yo) et J%eéYo)°

On munira l%;ﬂﬁYo) de la topologie faible du dual.
On a le résultat suivant

Théoréme 6.2. : Les espaces vectoriels topologiques Bgngo) et Q(Qo) sont

isomorphes (algébriquement et topologiquement).

Preuve : D'aprés le Théor&me 6.1, les espaces ' (Y) et F' (Q ) sont iso-
R A g er''o per'o :

morphes (algébriquement et topologiquement), les applications lineaires conti-

. . P . t-0-
nues (inverse l'une de 1l'autre) entrant en jeu &tant les transposées R0 ,tPo.

Mais S;Qr(ﬂo) et Q(Qo) sont’ deux espaces isomorphes (cf. Proposition 5.4),

d'oli le Théoréme 6.2, g

Ce résultat montre que touté distribution périodique U ¢ Q(Qo)_est li-

-~

néairement et continfiment associée 3 un (unique) &lément u ej%;r(Yo), et réci-
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proquement. Les applications (linaires et continues, inverse 1l'une de 1'autre)
t- t-0- t_ t ' L

qui les associent sont W Ro" P0 60, i.e.
- t=0-

(6.9) v="%°F R u
t. .t

(6.10) u = Po 60 U .

Nous appelerons encore distributions périodiques (sur Yo) les éléments

de &' (Yo). 0

per
Moyennant des substitutions convenables (évidentes !), la Remarque 2.] et le

n® 2.2 (sect. II) sont transférés ici. On a notamment :

2 o
(6.11) L7(Y) cﬁper(Yo)

i

e eee 2 . |
aprés identifjcation de L (Yo) 3 son dual.
La dérivation au sens de ,&p'er(Yo) se définit sans aucun probléme, et est cohé-
rente avec la dérivation aux sens usuels (i.e. au sens classique et au sens des

. . . : . . ou
' = = '
distributions). Pour u ¢ ‘Bper(.Yo)’ la dérivée partielle =— au sens de "Bper(Yo)

dy.
i
est 1'unique élément de &' (Y ) donné par
per ©
au - - Y
(6.12) ' < 3}’-1’ > <u, ayi> s YW oe '&per(Yo)
et
' = . ) . : '
(6.13) 1'opérateur —-—-——.ayi est continu sur ‘&per(Yo) .

En outre, si U est 1'élément de (Qa) associé a u par (6.9) -(ou
(6.10)) on a (démonstration analogue & celle de la Proposition 2.1 de la sect.
1) '

U t- t-g—- Ju Ju t. ot aU
6.14 a—— = — art— = —————
( ) 9y w ﬁo dy; * 9y; P % 9y
ou oU
6.15 —_— > =< —,
(6.15) <%y, ¢> 3, ,¢> ¢ 5@

(on a &videmment 1'inclusion algébrique 4 (¥) < ﬁper(Yo.)).

gg est la dérivée partielle de U au sens de p' (Qo) .
i
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_ . PO n
Par itération on définit D% . (a0 e N) par

<u,DV> , Y ebh (YY)

per "o
(la| "= Gp + ... v 0, ol o= (Otl,...,OL ))

et on a la propriété (6.13) aveéﬂl'opérateur p% ,» et les relations (6.14),
(6.15) entre'Dah et DaU.

7. QUELQUES SOUS-ESPACES REMARQUABLES DE .Bp'er(Yo.),_ ET LEURS PROPRIETES. '

7.1. Notations. Résultats préliminaires.

Les notations du § 6 sont inchangées. On note Lf (Qo) le sous-espace

de &' (Q ) constitué des fonctions localement de carré intégrable, H (Q ) le

sous-espace de L2 (Q ) constitué des fonctions dont les derlvees partlelles

lo
(au sens de ﬁ’«?)) du premier ordre sont encore dans L (Q ). On pose-

2 - A 2
(7'1) .Lloc(QO,Y) = %(Qo) n L].OC(QO)
: 1 _ A ul
(702) . HlOC (QO’ Y) =Y (QO) n HlOC (QO) )

espaces de Hilbert pour les normes respectives

= 2. 1/2 2
HUHLZ(Y . (fYOIUI dy) ', ve L (@, v
- 2 3y y 172 !
HU”H](Y . (JYolul dy + f JYO [3 | » Ue Hy (2, V).0

On a la

Proposition 7.1. On a 1'identité

2. t. t, .2
(7.3) L (Yo) = P eo(Lloc(Qo’ Y))
t ' t- t-o- . _ .2
En outre, la restriction de 1'application P 60 (resp. W Ro ) a Lloc(Qo’ Y)

(resp. L (Y )) est identique al’ appllcatlon Ro = restriction 3 Yo (resp. P =

prolongement par Y-périodicité a Qo).

Preuve : Elle peut &tre calquée sur la Proposition 3.1 de la sect. II. []
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Soit w e,B'GRn), d support compact, i.e. W ' ®"). On suppose que

Qo n supp w # § (= ensemble vide). Alors il est clair que la restriction de

-~

w a Qo, i.e. wl q » est une distribution sur Qo, d support borné (cf. § 4,
o
n°® 4.2).

On a le
Lemme 7.1. : Soit w ¢ £'GRn) tel que Qo n supp w soit non vide. Alors

(7.4) @a) |q = 0| o).
.0 o

Preuve : Pour tout A € Z" on a (TK étant défini en (1.21), sect. I)

fTA“OlQ = TX(WIQ ). Mais alors Ww s'exprime comme somme finie de transla-
"0 o '

tées de w (cf. (2.10), sect. I). Utilisant alors 1l'expression analogue (4.21)

de w(w|. ), on obtient 1'égalité (7.4). il

lo
o

7.2. L'espace Hl (Y )
————— "per ©

On pose (cf. (7.3))

' 1 ~ 1
(7.5) Hpengo) = Ro(Hloc(ﬂo, Y)).

On a le résultat de caractérisation suivant :

Proposition 7.2. : Les conditions suivantes sont &quivalentes

(i) u e H (Y)
: per o
(ii) u e HJ(YO), ot

(7.6) les traces de u sont égales sur les faces opposées de Yo (cf. début du
n® 6.1, § 6)

(iii) woe tA(r), et
. S . du ' 2
(7.7) les dérivées partielles 5;; , au sens de‘ ﬁbeéYo)’ sont dans L (Yo).
De plus, on a
(7.8) : HUI! 1 - F Ilu“‘ 1 _ !
. H H (Y)
per o
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|2

oli 14 norme hilbertienne || ull 1 se définit comme || ul| 1 s les

H.ée (Yo) , - OH(Y)

&tant compris au sens de B' (Y ).
~ “per ©

e

Preuve : La démarche suivie pour les Propositions 3.3 et 3.4 de la sect. I

s'adapte parfaitement 3 la Proposition 7.2. En particulier,

(7.9) pour u € H;eéYo)’ sggtvau sens de pe (Y ) coincide avec ngfau sens
1]
de b (Yo). 0
On posera (d'aprés ce qui précé&de)
(7.10) u! (Y ) = {u e u! (Y)) ; u Y-périodique}
per

ot "u Y-périodique" signifie (7.6).

7.3. Théoréme de prolongement

On va établir le résultat de prolongement suivant :

Théoréme 7.1. : L'application linéaire

(7.11) u - Rou ( = restriction de u & Yé)

est continue de H] (Y) (cf. (3.16), sect. II) dans H1 (Y ).
per per ©

Cette application est surjective, et il existe une application lindaire S

continue de Hl (Y ) dans Hl (Y), telle que
o per

per

T R u=u Wue Hl ().

o o per ' »

Remarque 7.1. : Le theoreme 7.1 est &vident si 1'on remplace H (Y) (resp.

Hp‘ (¥)) par L5(¥) (resp. L2(¥)). O

Démonstration du Théoréme 7.1. : La continuité de (7.11) est &vidente.

Démontrons qu'elle est surJectlve. Par définition des espaces H1 (Y) (cf.
per
(3.13), sect. II) et HJ (Yo) (cf, (7.5)), cela revient & montrer que :
per .

. 1 . . 1 n
(7.12) si U e Hloc(Qo’ Y), alors ‘il existe Up € HlocaR s Y) tel que
U = U.

|
P ‘Qo
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VSoit donc © une ,BGRn)—partition périodique de l'unité (cf., (2.11) sect. I),
et ;}0 un ouvert de Qo vérifiant les conditions (1;28)~(1.30) de la sect. I,

ol 1l'entier n  est choisi de telle sorte qu'on ait

(7.13) - supp & n R <0 .

Pour U ¢ H (Q s, Y) posons

=Ub

On a U € H (O’), et grice 3 la regularlte de O 0? il existe (cf. Lions-Magenes
[13, p. 42, Théoréme 8.1) W ¢ H ®" ) tel que

(7.14) W = U

On pose

o= oW weH @ 0 §'@Y)
o 1 g X )
W= 80 9) (woe H\(Qo) n (Qo), w, a support borge)
o 64 = GIQ vérifie (4.28).
(o]
On vérifie facilement, grdce a (7.13), (7.14) que w |Q =W, Par conséquent

a(wl Q ) =W W Or &wo =U (cf. (5.10), Proposition\S.Z ; et (4.28), et
o

- - (- . - _ - oyl n
w(wIQo) = (ww)ino (Lemme 7.4). Posant alors ww = Up, on a Up € HloCGR , Y),

Up'Q = U, d'oli (7.12) ; ceci démontre la surjectivité de"Ro.
L'existence de T s'en déduit comme suit : on pose Kerli =noyau de R ,
YKeer)l'= orthogonal de KerRodans H;eSY), o‘= restriction de R (Ker R )

et enfin Ty = S;l (S;lexiste, car S est bijective de (Ker R ) sur H (Y )).

On vérifie sans difficulté que m, est un opérateur fermé de H1 (Y ) > (Rer R ),,
et il sufflt d' appllquer le théoréme du graphe fermé (cf. par exemple T. Kato
(1], p. 166) ; d'ol 1'on déduit le théoréme 7.1. [

Remarque 7.2. : Avec le théor&me 7.1, la trace de tout u ¢ H;e§Y°) surv(tbut

ou partie de) BYO se définit de fagon évidente.
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7.4, Les traces sur Y§

On introduit Y, i.e. 1'ensemble BYo_n Y (y est levﬁord de Qo). On
rappelle que Y, vérifie la condition (1.18) de la sect. I. On définit 1'es-

pace des traces

1/2 ) ) o 1
(7.15) Hy peer) e v 50 = plYo,n € HpeéYo)} .
On munit HY (Y ) de la norme quotient
oper ©
7.16) " Jlolly/? () = inf IIull ,
Jper 4 e Hl (¥ ) H (Y )
l per¢o
u -
YO

ce qui en fait un espace de Hilbert.

On a la

Proposition 7.3. : L'application trace

7.17 ->
( ) u u|Yo

est linéaire continue de H gY ) dans HY‘ ng ), et il existe un relévement

linéaire continu.

Preuve : Elle peut &tre calquée sur la preuve de la Proposition 5.1. de 1la

sect: II. [

Le résultat sulvant est fondamental pour notre objet. Hl/ (Y ) désigne 1'es-

per
pace des traces des u ¢ u! (Y) (cf. § 5, sect. II).
' per
Proposition 7.4. : On a
1/2 Ve
(7.18) - HYoper(Yo) = p (Y )

avec équivalence des normes.

Démonstration : L'égalité (7.18) résulte directement du Théor&me 7.1. Reste

a démontrer l'équivalence des normes (7.16) et (5 3) (§ 5, sect. II).

Soit ¢ « H;/ingO)A 1/z(y ), et soit u¢

€ pe(Y) le relévement de ¢ dé-
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fini par la Proposition 5.1, de la sect. IIL, i.e.-u, est défini par les con-

ditions (5.6)—(5.8) de‘la'sect. ITI. Alors Rou. (cf. Théoréme 7. 1) satisfait a
1

Rou¢ € HpeéYo), (Rdu¢)|Yo =¢ ; donc|| ¢l 1 /iefY ) HR u IL](Y ) <
| u,ll = |l ¢l ; , c'est-a~dire :|| ¢|| < | ¢ll .
ugll 1/2 1/2 . 1/2

H (Y) ' Hp (Yo) oPer Hper o

Ceci montre que 1l'injection de H / (Y ) dans H /2 (y ) est continue
o
Mais alors cette injection est linéaire et b13ect1ve ; d'oll 11 résulte que

les deux normes sont &quivalentes (en effet le Théoréme du graphe fermé est

applicable).

’ 1
]
7.5. L'espace HopeéYd);

On pose
(7.19) Hipeéyo) {u e H (Y ) 5 ul = 0} .

Yo

.y . | 1

1 =~ 1 -

D'aprés la Proposition 7.3, l'espace vectoriel preéYo) est fermé dans HpeéYo)
‘et donc, est un espace de Hilbert pour la norme de H](Yo).

On va démontrer le résultat suivant :

Proposition 7.5. : B (Y ) est dense dans H1
per' o ope

(Y ).

r o

Démonstration : On peut voir sans difficulté qu'il revient au méme de démontrer
P q

que tout U ¢ H (Q » Y¥) tel que
(7.20) u_ =0
Y

(y = 9 est le bord de Q)
est approché par une suite wj () (cf. §§ 5 et 6 pour la définition

per o
de & _@)).

Soit alors. 8¢ ﬂaRn)—partition périodique de 1'unité) et GO (ouvert

borné de Qo) introduits lors de la démonstration du Théoréme 7.1. On a

7.21 ;
( ) supp 6 n Q< 36

- Soit maintenant U ¢ H (Q s Y), et v8rifiant (7.20), Montrons qu'il

existe
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.| S
(7.22) U (e > 0) tel que U, € Hloc(Qo’ Y), supp Ue c Fe R

1 :
Ue + U dans Hloc(Qo’ Y) pour € + 0,

ot F€ c Qo, Fe ensemble fermé (dans 1'espace topologique ]Rn) du

type (3.7).
Définissons

(7.23) U = prolongement de U par zéro hors de Qo .

On a évidemment U ¢ Hioc CIRn, Y) (grdce a (7.20)).

Puis posons

w
w

K = 50 (compact de ]Rn)

On a

~.

W€ HIGRn) n 5'(1Rn), supp w € K, ww = U (cf. Preuve du Théoréme 3.1
de la sect. II pour cette dernidre relation ; les deux précédentes

résultent de la propriété supp (8U) < (supp & n supp U), et de (7.21)).

D'autre part, on remarque que (toujours d'aprés (7.20), (7.21) et la

géométrie de O 0)

(7.24) W= W dans OQ,' w=20 hors de L’)o

1. . 1
w, € Ho,@o)_’ ie. w € H (-30), wo|33 =0

. 0
_ ol 80}0 désigne le bord (suffisamment régulier) de 1'ouvert borné Oo'-

Notant que 2 (.;‘}0) est dense dans Hcl)(oo), on a
(7.25) cpg > dans H‘l(':)o) (fort) lorsque € =+ 0,
ot q)ee .B(-f}o), e > 0.

Identifiant ¢€ a son prolongement par zéro a Qo (i.e. ¢€ € .B(Qo)), et défi-
nissant q)e comme en (7.23) (i.e. ¢€ e B®R™)), (7.24) et (7.25) impliquent

~

¢€ + w dans HlC[Rn) lorsque € - 0 .



- 56 -

~ - ™

Mais alors ¢€ et w sont i support dans K =0_ , i.e. 4) , W€ HI(GR ) (cf. le
point (3.17) sect. II pour la définition de HKGR )) d'oll (Lemme 3.1 de la sect.

11)
(7.26) W CE +' U dans Hl GRn, Y) lorsque € -+ 0
£ loc
(avec U = aw).
I1 suffit alors de restreindre (7.26) & (noter que la restriction
U->1U IQ est un opérateur continu de HiocaR Y) > H1 (Q Y)), d'utiliser
o
ensuite le Lemme 7.1., et de poser enfin Ue: =W d)s. On a W ¢€€ per(g ) (cf.

§ 5) et donc U€ vérifie bien la propriété (7.22).

I1 reste a montrer que tout U€ vérifiant (7.22) est approché par une

suite \,bj per(Qo) : On définit Ue comme au -point (7.23), et on p_rocéde

par régularisation suivant le Théoréme 3.1, sect. II. On a alors, d'aprés la
Remarque 3.4 de la sect. II, GE*OLJ. -> Ee dans H]I_OCCIRn, Y) lorsque j =
oli le nombre r > 0 (dans la démonstration du Th&oréme 3.1, sect. II) est
choisi de telle sorte que l'on ait supp(U *OL ) < Q ¥j. Il suffit alors de
restreindre 3 Q comme précédemment. Cec1 acheve la demonstrat;on de la

Prop051t10n 7.5.

7.6. L' e9pace H 1(Y ).

per' o
On note
] .
= )

(7.27) per(Yo) (Hoper(Yo)) = dual de Hoper(Y )
D'aprés la Proposition 7.5 et la continuité (&vidente) de 1l'injection '%er(Yo)+
H] (Y) on a
oper ©

~1

per(Yo) < per(Yo)

c'est~ a—dlre que H (Y ) s'identifie 3 un sods-espace vectoriel de .Bp'er(Yo).

Le résultat su:want (analogue de (4.4), sect. II) donne une caractérisation

des f:lements de Hper(Y ).

'Proposition 7.6, : Une d1str1but10n ueld (Y ) est (prolongeable en) un element
per

de Hpe (Y ), si et seulement si, elle est de la forme (non unique)
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n  Odu, 9
<7'28) u = uO + z 'é_l.' : ui € L (YO) ’ 0 =< i <n.
i=1 %3
'3u.
—— | .
( BYi étant évidemment compris au sens de ﬁ'eéYo)) O

On a aussi (résultat qui se démontre exactement comme le point (4.3)
de la sect. II) '
-1
(7.2?) ﬂpel(Yo) est dense dans I:]Iper(Yo). 0
L'étude de problémes aux limites (dans 1l'ouvert & ) du type Stokes
périodique constitue 1l'un des obJecths essentiels de ce travall A cette

‘fin, nous allons établir deux résultats analogues 3 la Proposition 1.2. (chap.

I) de R. Témam [11}, pp. 14-15.

Démontrons d'abord le Lemme qui suit : Posons (cf. § 6 pour la défini-

. - —O— .
.tion de ts ¢ R , tP FG )
‘ 0 o o

-1 _ t- t-g- -1
(7.30) H o @, ¥) = 0 "R (HpeI(Yo))

-1 -1
(7.31) Hloc(Qo) = ensemble des U ¢ §' @), tels que Ub e H ©)

pour tout ouvert borné 7 «c Q .

ol H Qg) désigne le dual de l'espace H o) (- adhérence dans H (%) de 1l'ensem—
ble 5(@®).

On a le lemme suivant (Q'(Qo) est défind au § 2)
Lemme 7.2. : On a 1'égalité
(7.32) @, = 1 @) g@)

: loc o’ loc Yo 9 o’ "

Démonstration : Montrons d'abord que 1'ensemble 3@ droite de (7.32) est conte-

nu dans celui & gauche : soit U ¢ H (Q ) n Q(Q ). Posons u = tP t6 u.

On a U= t_ t_R_ u, u e B eéY ). Nous devons montrer que u ¢ H (Y ) (cf.
P

(7. 30)), c'est- a—dlre qu'il existe une constante ¢ > 0 telle qu' on ait

(7.33) [<u, v>| < cl|yf] s ¥ (Y )
H(Y,) Bero

t
Pour ¥ ¢ l%eéYo), on a, par définition (de Po 60) A .
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] = >
<u, P> . <y, 90 Pow

oll 1'on rappelle que 96 € .B‘(ﬁo) (avec aeo = 1), et donc

(7.34) supp eo c® ,oi @ est un ouvert borné de Qo .
Notant que U|O € H_I(G) (cf. (7_.3])), et que, grice a (7.34), GOPO\D e BO)
' Y AZSS o
(remarquons qu'on avait déji. 60P0¢ € ﬁ(ﬂo), car 606 ﬁ(ﬂo) et Pow € 3%er(90)c
E(Qo) ; cf. § 4, et cf. notamment Lemme 4.1), on a aussitdt

(7.35) |<u, v>| =|<v, 8, B>l = o lle 2 vl .

ol ?1 > 0 (indépendant de eopow).

L 5 P (Poll)) 390
En utilisant la formule §§T(GOPO¢) = 60. Byj + (POW). 3yj

fectuant des majorations élémentaires, on déduit de (7.35) que

sy et en ef-

, n 1/2
u| < ey [dlol? x
o j=

ol ¢, > 0 est une constante ne dépendant que de c, et de n.

26 n
o (2 2 9 2
P Y|" + T |2 P)|T)dy)
] l Byj I Q l j=1 ayJ. o

L

n 06 n .
Mais |6 0|2+ = e 2= sup(lom|?+ : |%$7:-(y)|2), vy
3=1 h| yed j=1 j )
ol 8 e S®RY, 0l =6, 3 O (compact) = adhérence de O .
[o]

De sorte qu'on a finalement
‘ [ 2 n /2
(7.36) |<u,w>| < c3( J lPowl dy + z
. o j=
ol cy > 0 ne dépend pas de y .

y

1
d 2
’F(Pow) |< dy)
o J

La propriété (7.33) se déduit alors de (7.36) en remarquant que
- - . _o_ X
& < {réunion finie de translatées de Y, } (cf. point (1.22) dun® I),

puis en utilisant la Y-périodicité de P. Yy , et la relation 2 Py =P X .
. o ayj o o Byj
Ceci montre que u ¢ %:I(Yo), donc U ¢ H_l

er loc
a droite de (7.32) est contenu dans celui 3 gauche.

(Qo, Y). Par conséquent 1'ensemble
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Montrons maintenant que Hloc (QO, Y) est contenu dans 1'ensemble i droite de

‘ -1 t=- t-0- ".] .
(7-.32) : soit U ¢ Hloc(Qo’ Y). Alors U = W Ro u, ol u ¢ Hpe(Y ).

r O
: n- du. 2 )
Ona (cf. (7.28)) u=u_+ I ——" ,u, ¢L“(Y) (0 <i <n). Donc
: o . oy. i o
i=1 1 -
n ou,
_ . 1 . 2 = t_ t—o_ R
(7.37) U = U+ 151 Fl 3 U, e LIOC(QO,.Y), U, w "R u, 0<=<i .s n).

Si alors » est un ouvert borné de SZO, on a (en partant de (7.37))
n V.

Ul = v+ 1§ —%, VieLz(O)

3 °  i=1

avec Vi = UiIG . Donc U!f} ¢ H_1 (®), et cela pour tout ouvert borné & c QO.
Par définition ((7.31)) cela équivaut 3 U ¢ HIg)c(Qo)' Or U e Q(Qo) (cf. (7.30)),

d'oli le résultat. Ceci démontre complétement le Lemme 7.2.
Nous aurons aussi besoin du Lemme suivant :

Lemme 7.3. Soit B un ouvert borné tel que
(7.38) Y < <c Q

o i o’

Alors, il existe une constante c@3) > O telle que l'on ait

| £t -1

(7.39) 1l all _1 sc@® | P eouH -l » Vel @,Y).

) | oY)
Preuve : Soit % un ouvert borné vérifiant (7.38), et soit U e H—1 @, ).
—_— N t -1 t- t-o- loc o’ "o
Posons u = "P_ 6 U. On a alors u ¢ H (Yo), et U= "u R u. D'aprés 1'éga-
1ité (7.32) et le fait que per

-o— -
<Uyp> = <u, R w¢> , ¥ ¢ H58)
on a
<U, 9>

o] sup

Il _
I8, 1 :
B® g44c 8 ol gly,

-0 -
- sup lsu, Ry w ¢>]

04¢c pm N9yl
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Mais on a (gridce & une inégalité analogue & (3.9), sect. II)

IR ool , < colloll ,  » ¥ e 5O
© H (Y) H @)

oli c{3) est une constante positive ne dépendant que de (& . Donc

-0- - ‘
|<u, R, w ¢ 2|

|| u l O“ -1 < cO sup o
H @) 0#¢e p@ | R, wély! (Y.)
. [o]

On en déduit alors 1'inégalité (7.39) en utilisant le fait que

‘1<u,w>l

lall L=
H Y
0 Y 1
per O FVen (1) vl 4 )
—o- -
[< u, Ro wo > ]
= sup
0o -
0#¢ec H@) IR, wol
| ¥,)
Qe
|< u, R, w¢> |
> sup .
0¢ e 5O 17K we |l ) |
. H ' v
‘Ce qui achéve la démonstration. [ °
Etablissons maintenant la
Proposition 7.7. Soit pe¢ £ ' (Y ) tel que
- per ©O
(7.40) . %B— € L2(Y ) (au sens de B (X)) ¥i i< n,.
Y o) per © o
2
Alors, p € L (Yo), et on a
(7.41) He || < c_ |l grad p || c_ = constante > 0
. 2 4 .
a)/R° wlan® °

indépendante de p.

Remarque 7.3. : Dans la Proposition 7.7 on note de fagon générale

grad u = {——, ..., —— ue p' (Y).
T oyt 9yt 'Bper o
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L (Y )/ R des1gne 1'espace quotient de L (Y ) par R, que l'on peut identi-

fier (cela est loisible ) &

LZ(YO)/]R ={pe LZ(YO) R J pdy=0}. . O
v ;
. )

Preuve de la Prbposition 7.7. : Soit p € .B (Y ) et satisfaisant 3 (7.40).

t_ t
. - == . - Qe
Soit P ¢ Q(2), P = b R p. Alors (cf. (6.14)) -g-% = R -3—32
: .

_}E P . ' B_P_
( o, est la dérivée partielle au sens de § (Qo)), donc Byiv € loc(Q ),
|

¥l <i<n.

Utilisant alors la propriété (i) de la Proposition 1.2 (pp. 14, 15) de

R. Témam []] » on en déduit que P ¢ L%o (Q ), avec évidemment P  Y-périodique,
. 1.,e. P ¢ LLoc(Q , Y ) Donc p ¢ LZ(YO). L' 1nega11te (7.41) s'obtient facile-
ment en se restreignant i un ouvert borné ¢ , suffisamment régulier, avec
Yo o < Qo, et en utilisant une inégalité analogue (cf. Proposition 1.2
précédente de R. Témam [1] ) associée 3 @ (notons que l'on a ici P = P|Y ) .0

(o]

On aura besoin du résultat suiyant :

Proposition 7.8. : Soit p ¢ -Bper(Yo) tel que

9p -l \ :
(7.42) 7 ¢ Hper(Yo) (au sens de & er(Yo)) ¥1l<is<n

Alors p ¢ LZ(YO), et on a

IA

(7.43) | p] c llgrad p || _ ‘
4 e/ r ° (Bpa¥, )"

ol ¢, est une constante positive ne dépendant pas de p.

c\ 4 t- t-o- -
Preuve : Soit pe . (Y ), et soit P ¢ 4] (Q ), P = T Ro p. D'aprés la pro-
oy - P 1
priété (7.42), on a —-—ayi € Hloc(Qo’ Yo') ¥1<1ic<n,

En utilisant 1'identité (7.32) et d' autre part, le point (ii) de la Proposition
1.2 de R. Témam [1], on obtient P ¢ L (Q ). On en déduit alors que p ¢ LZ(YO).
Reste a établir le point (7.43) : 501t G un ouvert borné et suffisamment régu-

lier tel que
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Y, c mn c Qo .

On a (cf. R. Témam [1] , point (ii) de la Proposition 1.2, pp. 14, 15)

(7.44) Il 2] < ¢, (O | grad P| H' -1
12 (®/ R > @ on®

ol ¢ () >0 ne dépend que de & .

Comme P}Y = p (cf. Proposition 7.1) et que Yo crn , on voit facilement
que le premier membre de (7.44) est minoré par | pl| 9 .

. L (Yo)/]R
En posant maintenant U = —%% (dérivée au sens de ,B'(Qo)) pour i
i .

fixé (1 < i < n), et appliquant la propriété (7.3§) du Lemme 7.3 (noter que

% satisfait 3 la condition (7.38)) on obtient

4 9P . a_p
H WIGHHI(Q) < c©® ”ayi“ 'H—l 1) ¥ 1 <1<n
’ ‘ per ©o

3p _tp t, P |

(en effet 3y P, 8, ay.)
1 i

d'ol

Il p | 2 <c, || grad pl| -1 n ,e> O

Ceci aché&ve la démonstration de la Proposition 7.8. [I

8. APPLICATION

8.1. Orientation et notations

L'objet de cette partie de notre travail est de rassembler les €léments
utiles & l'étude_d'un probléme bériodique du type Stokes non homogéne dans Qo
(ou, d'aprés 1'isomorphisme -ﬁpén(Yo) o Q(Qo), dans Yo, cf. (SP) dans "Moti-
vations physiques™). Il s'agit notamment de définir 1'analogue de 1'espace
V=1{uce gé(ﬂ) ; div u = 0} (cf. R. Témam[1] ), et d'en étudier les propriétés.
Cela nous conduit 3 rechercher une caractérisation des f = {fi} , fi e'Bpér(Yo)
(1 £1i<n) . tels que f = grad p ,p ¢ jgeéYo) (grad p étant éyidemment compris
au sens de ﬁﬁeéYo))' Nous procéderons par étapes successives, chaque étape

constituant d'ailleurs un résultat intéressant en soi.

Nous identifierons toute fonction VY ¢ ﬁber(Yo)-a.son prolongement par zé-

ro 32 Y (1'adhérence de la période Y). On peut voir sans difficulté que cette
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identification est loisible, ﬁbér(Yo) pouyant &tre défini comme 1'ensemble

des Y € pH () (cf. § 1 de la sect. II) i support (compact) dans 1'ensemble
er

YO (défini au § 1 de la sect. I).

Les notations et les hypoth&ses des § 7 et précédents sont conservées.

Dans ce paragraphe on a n = 3.

On introduit le point a = (al,az,a3) tel que Y = ]O,al[ %] 0,a2[ %] 0,a3[,

et les différentes faces opposées ﬂ(yi=0), ﬂ(yi=ai) de Y (cf. § 1, sect. I).

On posera

(8.1)

On
(8.2)

(8.3)

(8.4)

ﬁ(yi=0) = adhérencé de ﬂ(yi=0) dans le plan d'équation yi=0

(ﬁ(yi=0) n'est rien d'autre que l'intersection de Y et de ce plan).

~notera

y' = (y2,y3) 1'élément génériqﬁe du plan v= 0
T 1'opérateur de projection orthogonale sur le plan yi=0
. 3 o
(donc, si y = (yl’yZ’y3) € R, onays= (ylsy')’ ot y' = ﬂ]Y)

-0 -0~
moX la projection orthogonale de Y sur le plan yi=0.

-0

P - -o- . .
On a évidemment TS Yo c ﬁ(yi=0), et 1'ensemble L Yo est compatible

“avec la périodicité (définition analogue & (5.3)).

-

Enfin, on impose 3 Yo les conditions supplémentaires suivantes :

(8.5)

(8.6)

Yo est formé de trois tubes cylindriques dans les directions des
axes de coordonnées,d'intersection non vide et suffisamment régu-
ligre.

I1 existe des constantes ai’ Bi,'avec Q < ai'< Bi < a,
‘ i

(1 <i< 3) telles qu'on ait

Y ¢ 2o -0~

] Oy Bl[ % Trl Yo‘ < Yo

et des relations analogues pour i = 2,3,
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Afin que les conditipns .(1.18) (cf. sect. I) et (8.5) coexistent, on
doit considérer des cylindres 3 surface lat&rale suffisamment réguliére. Apras
avoir disposé les tubes cylindriques suivant (8.5) (le schéma le plus simple
est celui oli les centres de gravité des trois cylindres sont confondus avec 1le
centre de gravité de Y), on supprime les "coins" résultant de 1'assemblage en
effectuant un "polissage" de leur intersection. Cela s'exprime dans (8.5)

par la condition : "d'intersection suffisamment réguliére”,

La condition (8.6) joue un r8le fondamental dans la suite de ce trava11
(cf. n® 8.2). si 1 on considére dans (8.5) des paralleleplpedes dont on a préa-
.lablement "arrondi" les arrétes (pour fixer les idées, nous baserons 1'étude
qui suit sur ce cas de figure ; voir figure page | ), on peut voir aisément
que la conditioq (8.6) est satisfaite. Il existe d'autres schémas géométriques
Y pour lesquels la condition (8.6) est satisfaite. Notons toutefois que 1'ou-

vert Y ne vérifie pas (8.6) s'il est formé de cylindres 3 section circulaire. ]
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s '
8.2. Calcul de primitives dans ﬁpe§Yo)

Définissons :
— ‘ @ -—

(8.7) l)er(n(yl=o)) = { ¢|¢ définie et de classe C sur m(y,=0),

p :

p% ¢ m(y=0)-périodique pour tout o ¢ IN? }

ol

"Da¢ est ﬂ(y1=0)~périodique" signifie que Da¢ prend des
(8.8) valeurs ééales sur les cOtés opposés du rectangle ﬂ(y]=0)

(cf. (8.1) pour la définition de -Tr(y1=0)).

D'aprés le § 1 de la section II (voir le n® 1.3 pour n = 2) ﬁper(E(y1=0))

est un espace de Fréchet, sa topologie pouyant étre définie a l'aide des

semi~normes
(8.9) p_ - (¢) = sup |p% ] , meN
1T(y1=0)’m Y € E(y]=0)
la] <m

Démontrons le

Lemme 8.1. : Pour tout @ e_gpeéYo), on définit Alw par

fal

(8.10) Ay = J pit,yde, ¥y = (v,,y,)

Alors on a

. (S o -o-
Alw € ﬂber(ﬂ(yI—O)), Alw a support compact dans ™ Yo .
En outre, 1'application

@D Y > A

est continue de 'BpergYo) dans 'Bper(E(y1=0))'

Preuve : Soit { ¢ ﬁper(Yo)‘ On vérifie facilement que Ay e ﬁbeé%(y]=0))‘

- () =

Montrons que Alw est 3 support compact dans ™ Y0 (cf. (8.4))
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Soit (cet ensemble est compact, et son intérieur vérifie les conditions (8.5),

(8.6))

-—o—

(8.12) §oa = {y e ,Yo-; d(y,y) =2 €} ,e> 0
tel que supp Y < .foe (cf. le n°® 6.1 pour la construction de 1l'espace
vectoriel topologique j%erCYo)). Définissons ™ Yoe comme au point (8.4),
et
] - C = 3 ' 1 . Y ' : ™ =
(8.13) | Z08 complémentaire de T Xo€ dans l'ensemble Tr(yl 0).
L' bl Y t t Y B
_ ensemble . ﬂl o€ est compact, et on a “l o€ c ﬂ] o °
Pour tout y' = (yz,y3), nous noterons
(8.14) Ai la droite parall&le 3 1l'axe des y, et passant par le point

0,y").
Faisons alors la remarque simple (mais utile) suivante :

un point y' est dans 7 si, et seulement si, la droite

1 Yos

(8.15) . -
- Ai correspondante (cf. (8.14)) rencontre Yo€ .

1
(cf. (8.15)) Yoe n Ai = @ (ensemble vide) ; comme supp ¥ < Yo€ , on a

P(@y) =0 ¥y e Ai .

Soit alors y' ¢ ZOE ((8.13)), et soit A! définie par (8.14). Alors

a
Mais alors J 1 y(t,y")dt = J ¢ ds , ds étant la mesure linéique
o Al
0 1
induite par dy ; il en résulte que (Alw)(y') = 0 pour tout y' € Zoé,c'est—é-

- =Q-
dire que le support de Aiw est contenu dans ™ Yoé (compact)c ™ Yo
Montrons enfin que 1'application lindaire Al (8.11) est continue : pour tout
compact de la forme (8.12), on pose (cf. § 6)

(8.16) ‘Bper,e(Yo) = {yY ¢ l%ngo) ; supp ¢ < §0€} .

On doit montrer que la restriction de Al a tout.5'per e(Yo) est continue. Soit
. :

donc Y € (Y ) (pour € > .0 £ix&). Posons ¢, = A,Y . Pour a =(a,, O,)

per,e (o] 1 . 1 1 2

2 : )
¢ N7, notons a' = (0, o), az). D'aprés (8.10) on a
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a v -
(¢ . . ) .
D ¢1(Y')«= fxl Dq w(t,y')dt;‘donc |Da¢1(y')| < a4 sup
o Q ¥, € [0,aj]
D™ ¥ (yysy "]
1~ O 1 : : a' . =
d'oli- sup | | ¢ly )l < a, sup D™ ¥(y)| : Notant que Y = 0 hors
y' € m(y,=0) y e ¥, o |

de Y o » on voit alors que pour tout m ¢ N on a
A .

<
pﬁ( m A a; P§ m(lP) Vbeh ()
YI H ) 08, ‘
d'oll 1'on déduit la continuité de A]. Ceci achéve la démonstration du Lemme

8.1. 0

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 8.2. : Soit ¥ e_ﬁper(Yo). Alors les conditions suivantes sont &quiva-

lentes :

(i) la fonction ¥ vérifie

a .
(8.17) [ xeynar =0 wyn
0 ] . o
(ii) il existe e-ﬁpeéYo) tel que
0
.18 Y
'(8 ) 3y, X

Démonstration : L'implication (ii) - (i) est &vidente. Démontrons que (i) » (ii)

Soit X € ﬁ%eéYo), et vérifiant (8.17). Définissons
' le
(8.19) V(y;sy') = J X (tsy")dt 0 <y, <ap)
0 o
On vérifie facilement que U éﬁper(§)_et que (8.18) est satisfait. Reste a
montrer que _¢ e‘bpeéYo) : Soit YO8 un compact de la forme (8.12) tel que

supp X < Y . Posons

og
(8.20) c Y = comblémentaire de Y dans Y
- o€ oe .
(8.21) A ¢€ = wl = regtrlctlpn dey a C Yo€
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Comme X =20 surll'ensegble C ?o » la fonction we ne dépend pas de la
variable yl.OSoit alors y = (?1, y") e C §o€ un point arbitraireodonné.
Associons 3 y' la drgite »A{ définie par (8.14). On a &videmment y e Ai. Donc,
nécessairement, (0, y') érYoe, (gréce a la structure géomé;rique de §o€ ;3 cf.
(8.5)). Par conséquent (0, 9'5Aet ? sont dans Ai n C §o€ o La fongtiog wé
ne dépendant que des variables y' = (yz, y3), on a wE(O, y') = we(Y), y €

CY . ; cequimontre que Y(0,y') = Y(y;, y)-¥y=(y, y)e CY
d'ot (puisque Y(0,y") = 0¥y") Y(y) =0 ¥y e C Y°€ . Donc les fonctions

(8.22) X et ¥ ((8.19) sont toutes deux 3 support dans le compact
-— [ o IS
YoE c Yo ce qui achéve la démonstration., [J

Nous allons maintenant pouvoir étudier 1'existence de primitives (par-
tielles) dans .Dpér(Yo). Nous chercherons les primitives par rapport a la

variable Yy les autres primitives se calculant suivant une démarche analogue.

Définissons

o - .39 _
(8.23) S () =16 € 5 () 59};—1 = 0}

n

a
(8.24) m 1(Yo) {x e £ _(Y) ; fl x(t,y")dt =0 ¥y'}

per‘ o
0

(0 y' = (v, y9) € T(y;=0) ; cf. (8.1), (8.2)).

D'aprés la continuit@ (@vidente !) de 1l'application —E%— sur ﬂber(Yo)’
1

et celle de 1'application A, (Lemme 8.1), les espaces e () et m (X )

sont fermés dans ﬁper(Y ).

Démontrons le

Théoréme 8.1. : Soit 8, € l%;r(Yo)' Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes : -
) il exi , ¢
(1) il existe T ¢ i%er(Yo) el que
oT

= —— L
(8.25) 5, 5, (au sens de ﬁper(Yo))

(ii) 1la distribution §, vérifie la condition

1

(8.26) <S5, 6> =0 ¥ e oY) .
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Lorsque la condition (8.26) est yérifiée par ‘SJ, 1'équation (8.25) (par
rapport a la distribution inconnue I) admet une infinité de solqtions s deux .

‘d'entre elles différent d'une-distribution arbitraire "indépendante de yl".

Remarque 8.2. : Nous appelons (avec L. Schwartz [1] , p. 55 ; l'analogie est

. évidente) distribution (dans _gl;er(Yo)) indépendante de Yo toute distribu-

13 ' ’
tion T e ﬁper (YO) telle que

(8.27) \‘ a_y_l_ =0 | (au sens de _&p‘e]':(Yo_)"-). g

 Démonstration du Théoréme 8.1. : Il est &vident que (i) - '(ii). Montrons

que, inversement, (ii) implique (i) : .
a) Introduisons 1'espace- 3wi(Yo) . D'aprés le Lemme 8.2, 9 l(Yo) est le sous-
espace vectoriél fermé de “6per(Y0). constitu'éA par les fonctions admettant dans
S5 (Y) une primitive par rapport a y,. '

per © : _ 1

Définissons To par

(8..28) <T_, X> == <Sl’ >, X € ml(Yo)
ol |y est une primitive quelconque de ¥ , i.e. %yk— = ¥ .
' 1

Grdce & la condition (8.26), le premier membre de (8.28) ne dépend que
de X, de sorte que T  est bien défini sur 9 1(Yo).
Montrons que To,fforme linéaire définie sur ™ (Yo), est continue sur ¥ I(Yo)
. . _ ' ) ' o
pour la topo_logl.e de ﬁpe'r(Yo) : comme S, € 'Bpe§Y0) et que, pour ¥ e,’?gl (Yo)
donné, (8.28) ne dépend pas de la primitive choisie, il suffit de montrer que
1'application linéaire X >y ol §  est donné par (8.19), est continue de
'/‘7(1(Y°) dans
my(¥y) N
(1'espace .&p

-~

.Bper(Yo) . Cela revient & montrer que la restriction &

(Yo) de cette application est continue pour tout € > 0

Bper

per,e
or E(YO) étant défini au point (8.16)). Cette propri&té se dédui-
] * .

ra aisément de la remarque suivante : soit a = (ocl, Oy 0L3) € ]N3. La formu-

le (8.19) r_noni:re alors que

. ) ' '
- si a, 2 1, on a Dall'(y) = p* X(y), o -a' = (o_cl—l, Qys ocB)
| . : o 71
- si oc1=0,onaD1P(Y)=J‘
_ A Jo
.

. {a )
D% (t,yN)dt, d'oa [D%(yi] < | D% (t,y)] at
. 0
< a; -sup |DaX(Y)
ye¥
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Par conséquent (dans tous les cas), pour tout m € N il existe m' e N et

¢ > 0 tels que

sup lDaw(y)l < c sup IDax(y)l ¥ e W(I(Yo).
Y€§ ye?
o] < m lojs '
Mais, si Y € Bper E(Y ), i.e. supp X < §oe , alors (cf. (8.22)) on a

supp ¥ < Yog" d'oti 1'on déduit la continuité cherchée.

Par ailleurs, on vérifie facilement que

dT
(8.29) <——9,X>=< SJ’X> xeml(Yo)

Byl
b) Montrons que T_ se prolonge 2 .ﬂ. (Y ) en un élément T, e.D (Yo), solu-
tion de (8.25) : Introduisons 1'ensemb1e T -%0 ((8.4)), et con31dérons s

61 0 < oy < Bl < al) vérifiant la condition (8.6). Puis définissons

(8.30) 506-3(]0a31[) = ensemble des fonctions définies et de classe c”

sur ]O,al[ , 4 support compact dans ]O,al[

(8.31) supp & € Jogs By C
2)

(8.32) J go(t)dt = ]
0

Pour tout Y, € per(Tr(yl—O)) (cf. (8.70)), on note

go() 1p1 le produit tensoriel de go et w], i.e. (Eé:)wl)(yl,y') =

|
FCHRNCDP
On a (propriété facile a démontrer)

(8.33) supp(E ® ;) = supp £, x supp ¥,

Par ailleurs, on a Eo C)#ﬁ € 1%ﬂ}§) (vérification facile).

v

La relation (8.33) montre que, si wl = A w s Ve ﬁ (Y ), k défini par

(8.10), alors les propriétés. (8. 6) et (8. 31) 1mp11quent que la fonctlon E (:ﬁ 1%
—o—
est 3 support compact dans Y_ , i.e. Eo®>\l\l) € ﬁp.er(Yo> W e ﬁper(Y ).
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En outre on vérifie facilement que 1'application linéaire
(8.34) R N C

est continue sur -Bper(Yo)'
Définissons

er o

M) ={ve b G50 = E® MY ,00 p cp (D}

En remarquant que ¢ = Eo ®>\llp implique A ;¢ = A (on utilise
. ' . .
(8.32)) on voit que l'espace yectoriel 7 ](Yo) est fermé dans -Bper(Yo)’ comme

noyau de 1'application lindaire continue (sur ’Dper(Yo))

(8.35) Yoo ouwy = Y- OrY

On vérifie facilement que WY e m ,(Y) ((8.24)) et que m () np (¥ =
{o} .

De sorte que toute fonction Y e.&per(Yo) se représente sous la forme unique

(8.36) Vo= oud r E® AN 5w em () B ®MY €N ().
La forme liné-aire T, étant donnée paf (8.28), on définit alors Tl par
(8.37) <T1,1P> = <T°s u'l V>, v Eﬂper(Yo) .

On a aussitdt T1 eﬁpér (Yo), car elle est composée des applications lindaires

continues By ((8.35)) de p (Yo) dans o I(Yo)’ et To de '}73] (Yo) dans C.

per
En outre 'l‘l coincide avec To sur %(Tl (Yo), car WX =X s X €m (YO).
Enfin on vérifie facilement que <E P> =< Sl,w> W e ﬁper(Yo)~’ donc
BT1 : ,
TR = Sl ; ceci démontre la premiére partie du Théoréme 8.1,
l .

c) Résolution effective de 1'équation (8.25), sous 'l'hypoth&se (8.26) : En
utilisant la décomposition. (8.36), et suivant L. Schwartz [1] (p; 57), on

montre que les solutions de 1'équation (8.25) sont de la forme
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T ep ' (Y ) est défini par (8.28), (8.37)
1 per o} ’

Zl € 'Bpe'r (Yov). est une distribution arbitraire indépendante de ¥y (i.e. Zl

satisfait a (8.27)).

Remarque 8.3. : On obtient (plus facilement) pour ﬁpér(‘?) un résultat analo-

gue au Théoréme 8.1. (il suffit de remplacer dans 1'énoncé du Théoréme 8.1

1'ensemble Y par Y). La démonstration est presque identique & la précédente,
‘avec toutefois une fonction Eo € ﬁper([o,al]), vérifiant (8.32) (la condition

(8.31) étant supprimée). L'interprétation de ce résultat est la suivante :

Soit U e¢p 'CIRn) une distribution périodique, i.e. U e { (Tn).

Alors les conditions suivantes sont &quivalentes :

(1) U vérifie la condition

(8.38) L <U,p> =0 , ¥ ¢ H@R™y, 5(—3—%)«

[}
o

(ii) il existe T ¢ S ®"), T périodique (i.e. T e g (T")) tel que
(8.3) == = U, | | | ,

Lorsque (8.38) est satisfait, l'équation (8.39) admet une infinité de solutions ;

deux d'entre elles différent d'une distribution arbitraire "indépendante de yl". 0
On introduit maintenant les espaces

? - ' . 9% _
(8.40) () =(p ¢ & () 33}1 0} , 1

IA
=

A
W

On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.1. : Soit Si e_gp'er(Yo) (1 =1 < 3) un systéme vérifiant

(8.41) <‘Si,q)> = 0 , ¥ e ,(.’/i(Yo) s 1 <1 < 3,
Alors les conditions suiyantes sont équivalentes :

(1) il existe T ¢ p' (Y ) satisfaisant a
per ©O .
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3 oT .
(8.42) Si = ?EZ; (au sens de Per(Yo))‘Vl, 1 % i<

(ii) le systéme Si,(l < i £ 3) satisfait 3

3, oS, .
(8.43) "'a—y——-ay—.=0,’9115'1,_]53.

Lorsque (8.41) et (8.43) sont vérifiés, T (solutlon de (8.42)) est unique &

une dlstrlbutlon constante additive prés.

Démonstration : Elle peut &tre calquée sur L. Schwartz [1] (p. 59). [

8.8. Applications du calcul de primitives.

On pose

Byef¥) = (8o 0>

Pero

S (X)) = (5 (x>

—~per O per o

1

—per o per o
B ) =@ o nd @ (v) défini au point (7.19))
-—cpmg o oper O opeg o : *

(Y ) = (H_ (Y )) (H_ (Y ) défini au point (7.27)).

—per o per o per

Pour £ = {fi}e 'Q;eéYo)’ Y= { by } e 5 _(Y), on notera

per o
<f,yp>= %
: i
On munira H‘1 (Y ) de la norme hilbertienne
—oper o -

- , 172
(8.44) o Il = jY |grad u|© dy)

H Y 1
—oper o

H (Y) = ( (Y )) (H (Y ) défini au p01nt (7 10))

<fi’ wi> (valeur de f au point ¢ ).

= {ui} €

Hl
—ope

gY

_ . - 1 . . , ~
équivalente & la norme de H (Yo). Le produit scalaire correspondant est noté

(u,v) l ( )
. Y

(o]

)
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" on définit enfin

(8.45) ‘Vper(Yo) = {y 'e,l}per(Yo) ; divy = 0}
. _ | . oqs _
(8.46) vper(Yo) = {ue E’cper(Yo) ; diy u = 0}
. du. 1
(divu= I l(ue H (Y)) étant compris indifféremment au sens
; Byi —per o ‘

de ﬁ‘(Yo) ou de -D;)eéY'o) s cf. (7.9)).

\Y I(Y ) (sous—espace vectoriel fermé de Hl (Y )) est un espace de Hilbert
per o —oper ©

pour la norme (8.44). [

On a la_

Proposition 8.2. : Soit f ¢ @I;EI(YO), f = {fi} . Alors les copditions suivan-

tes sont équivalentes :

oy s . '
(i) il existe p eﬁper(Yo) tel que

- : '
(8.47) f = grad p (au sens de ﬁper(Yo))

(ii) le vecteur £ vérifie la condition

(8.48) <E> = 0 ¥ye V(YY)

per "o

Lorsque f satisfait a (8.48), la distribution p, dans (8.47), est unique & une

distribution constante additive prés.

Démonstration : L"implication (i) - (ii) est dvidente. On va démontrer que

1a condition (ii) implique (i) : Pour tout o (1 <o < 3) introduisons le

vecteur

(8.49) w(a) de ,aleme composante ¢ 3 ¢ € C OL(Yo), ¢ arbitraire, les
autres composantes &tant nulles '
(ol les @a(Yo) sont définis au point (8.40))
puis, pour tout 1 < o, B < 3, le vecteur

(8.50) w(a,e) de oFom€ composante %3— , de Bleme composante %;L 3

B . o
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o ed (Yo), ) arBitréire, 1'autre composante étant nulle.
per © :
En prenant dans (8.48) 1és fonctions P de la forme (8.49) on obtient
(8.51) <fa 0> =0, ¥ e CEQ(YO) H Voo .

Prenons maintenant dans (8.48) les fonctions P de la forme (8.50). On a

afa BfB
(8.52) FB' *sy—OL:O, ¥ l <a, B < 3.

Les conditions (8.51), (8.52) montrent que la Proposition 8.1 peut s'ap-

pliquer au vecteur f = {fi} ; d'oi la Proposition 8.2. []

Les espaces wﬁer(Yo) et Vpngo) étant définis aux points (8.45), (8.46),

on a la

Propos1t10n.8.3. : per(Yo) est dense dans 1_espace\%eéYo).

Démonstration : Il suffit de montrer que tout u e V. (Y') orthogonal 3 ¥ _ (Y )
per o per o

est nul : Soit donc u ¢ V_ (Y ) tel qu'on ait
per o

(us lP) 1 =0 ¥ w € "‘i-per(Yo). .
H )
—per 0
Alors il vient aussitbét <Au, Y>> =0, ¥y E@Eer(yo) ol fAu = {Aui} ,

= : '
Aui ~laplacien de ui au sens de ﬁbeéYo)'

En utilisant la Proposition 8.2, on a Au = grad p,.p'eﬁpér(Yo) (p unique
3 une distribution constante additive prés).
AMais u H1 (Y ). Donc Au ¢ H—l (Y ), de sorte qu'on a
€ Jer'o’” —per ‘To’°
pu, = 22 bu, e oY) ; Wi
i ’ . per ‘o s .

1

Par conséquent, d'aprés la Proposition 7.8, on a
. 2
Au = grad p, p ¢ L (Yo)/IR

On en déduit facilement que



- 76 -

(8.53) (u,w) 1 = J . 'p. div lP dy ’ V w €u8per( )
Y) ‘Y
—0per o] o
En utilisant le fait que é% (Y ) est dense dans HJ (Y )(cf Propo-

sition 7.5) on voit sans difficulté que (8.53) peut se prolonger contindment

-~ l .
a EOper( ), i.e.
1
= Y
(u,v) i o) JY P-. diy v dy, ¥y € —oper( 0)
—oper O (o] ;!
d'ou (u,v) =0 W%WweV (Y), doncu=0. Ce qu'il fallait démon-
1 () per o .
—oper o
trer. U

On va conclure ce n° 8.3 par le résultat complémentaire suivant :

"Proposition 8.4. : L appllcatlon linéaire div (continue de H ), et plus:

—?per

L (Y )/ZR ; et il existe un relevement 11nea1re continu, i.e.

généralement de H (Y ) dans L (Y )) est une surJectlon de H (Y ) sur

. 2 1
Il existe Eep (L"(Y)/R , l{oper

. 1
E (div u) = u %u € Eoper(Yo)

(Yo» tel que

Démonstration : La surjection se déduit du fait que 1'application div est sur-

per o
L'existence d'un relévement E résulte du fait que l'application div est con-

. . 1 2 2 1 1
jective de EO(YO) sur LY )/ R (cf. R. Témam [11), et EO(YO) c Eo (Y).

2 =
tinue et bijective de (VpeéYo)) sur L (Yo)/im , car VbeéYo) = noyau de

_ . 1.
div ((VbeéYo)). = orthogonal de Vbngo) dans Eoper(YO))'

11 suffit alors de raisonner comme dans la démonstration du Théoréme 7.1. O

8.4. Conclusion .

~

Nous allons appliquer les résultats précédents & 1'étude des probl&mes
aux limites du type "Stokes—périodique" sur Y- Ainsi que nous 1l'avons souli-
gné dans 1'introduction, le cadre fonctionnel approprié se situe dans 1'espa-
ce des dlstrlbutlons.D (Yo). Une fois que sont précisés les espaces fonc-—
tionnels associés 1'etude du probléme, la démarche suivie (formulation va-
riationnelle et interprétation) est analogue & celle détaillée dans R. Témam

[1] . Aussi nous contenterons-nous d'indiquer les résultats relatifs & ce ty-
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pe de problémes, les techniques déyeloppées par R, Témam [1] Etant facilement
adaptables a notre situation (moyennant un choix conyenable des espaces fonc-

tionnels qui entrent en jeu'; cf. n° 7.4 et les numéros 8,1 - 8.3 de ce para-

&

graphe).

- Probléme du type Stokes périodique homogéne

On a la

Proposition 8.5. : Soit ve R, v # 0 ; et s01t f e H (Y ) (cf£. n° 8.3),

= (fi)' Alors il existe u ¢ Hl (Y ) et p e L (Y )/]R solutlon du pro-

bléme :

- e,, ,(u +v 9P _ fi dans Y

Les fonctions u et p sont unigques.

- Probléme du type Stokes-périodique non homogéne
Le résultat suivant généralise la Proposition 8.5.

. -1 ~
Proposition 8.6. : On donne v # 0, et f € Eper(%g’ f= (fi)'

. 2 172 1/2 W3 °
Soit g e L (Yo) et X ¢ HY per HY per(Yo)) (cf. n® 7.4) tels que
f f‘
J X .n ds - J gdy =0
Y Y
o o

(n = normale unitaire extérieure a Yo).

Alors il existe u ¢ Hl (Y)et p e L2(Y )/ R solution du probléme :
—per o o]

- )
1J’J(U) + v By} = £ dans Y,
div u = g dans Yo

usyx sur oy, .

Les fonctions u et p sont uniques, et on a
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(8.54) I| ull < el £l _ +hell o, . +lxll
1 1 Lz(Y) . 1/2

l{per (Yo) l‘I‘per(Yo) o . oper(Yo))
655 lell coedlell o +lel o, XNy,
LT (Y ) /R _per(Yo) - LT(Y) B per Y,))

oli ¢ est une constante positive.

Remarque 8.4. : La démonstration de la Proposition 8.6, et notamment des iné-

galités (8.54), (8.55) est détaillée dans Nguetseﬁg [27 .

Remarque 8.5. : -Dans les Pfopositions 8.5 et 8.6 on note

, 3 : :
aeij 1 Bui Ezi
eij,j (u) = DX ay.(u) ’ ei_’] (u) = '2‘( a_y. + By.) .
. 3=1 j . j i

Ces résultats subsistent si eij j(u) est remplacé par Aui.
.
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