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COMMANDE NON LINEAIRE ROBUSTE DES ROBOTS MANIPULATEURS

Claude SAMSON
I.R.I.S.A.

Résumé

" Nous nous intéressons dans cet article au probléme de la commande‘
de robots manipulateurs. Dans un premier temps, une étude théoriqﬁe permet
de définir une classe impo;tante de commandes stables ét robustes pour un
systéme non~linéaire dont les équations englobent les équations dynamiques
des manipulateurs rigides. Des conditions suffisantes pour réaliser une
bonne poursuite d'un modéle de référence linéaire et invariant sont.
démontrées. Les propriétés de stabilité et de robustesse de plusieurs
schémas de commande proposés dans la littérature ( dont des schémas de
commande adaptative)'sont‘analysées de>fégon rigoureuse. I1 apparaft que
le calcul de commandes stables ne reduiert pas nécessairement une connais-
sance importante du systéme que l'on veut commander. L'utilisation dans
la pratique de schémas de commande trésvsimplesse trouve de cette fagon
justifiée. Une commande mieux conditionnée vis 2 vis des bruits de mesure
est cependént obtenue lorsqu'une bonne modélisation du systéme est utilisée
dans le calcul de la commande. Une méthode pour compenser les défauts de
modélisation, sans avoir a utiliser systématiquement des grands gains dans
la commande, consiste & calculer des gains variables qui prennenf des
valeurs importantes seulement aux endroits névralgiques de la trajectoife
du manipulateur. Des indications sont données pour la mise en oceuvre de

cette méthode dans la pratique.
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Abstract :

This article addresses the problem of controlling_robbtic
-manipulators. A preliminary theoretical study is conducted so as
ﬁo determine a,largevset_of stable . and robust controls for a non-linear
system whose equations encomﬁass_the dynamic equations of any rigid
element manipulator. Sufficient conditions for obtaining a good tracking
of a linear'time—invariaht model of reference are derived. An interesting
prdpé;ty is that the computation of stable controls dpes'ndt neceSSariy
- require an important knowledge of the system; which justifies the use
of very simple control schemes in practice; However, a control better
‘conditioned with respect “to measurement noises is obtained when a good
model of the system is used in the confrol.derivatidn. Between these
two alternatives lies the idea of using,adjustable control gains that
become large when needed and stay sméll otherwise. In light of this.
study, several control schemes proposed in the litterature on the
subject (inclﬁding adaptive contrel schemes) are discussed and

conclusions are drawn with a view to future studies.
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I - Introduction

Nous nous intéfessons dans cette étude au probléme de-la commande de
manipulateurs. Tant qu'un manipulateur reste un automate devant réaliser une tdche
spécifique et répétitive (tel que le transport & faible vitesse d'un objet de masse
et de géométrie connues, d'un point de départ a un point d'arrivée selon une trajec-
ture invariante fixée a 1'avance), le probléme de commande de ce manipulateur est
un probléme bien conditionné pouvant &tre resolu 31mp1ement par des technlques

classiques de commande de systemes linéaires.

La simplicité du probléme, dans ce cas, provient principalement de la

conjonction de deux facteurs bénéfiques qui sont :

i) 1le manque de souplesse d'emploi du manipulateur ;
ii) la demande de performances modestes qui permettent de négliger ou
de satisfaire les contraintes technologiques lides 2 la conception

des divers éléments du manipulateur.

Actuellement, la plupart sinon la quési—totalité des manipulateurs utilisés
dans 1°' 1ndustr1e ou proposes sur le marché est concue selon le principe precedent.
Dans la mesure ou ces manlpulateurs répondent. de facon satisfaisante aux’ besoxns

de leurs utilisateurs, cela s1gn1f1e.que pour un certain nombre d'applications il

n'est pas forcément utile d'aller plus loin dans le degré de sophistication des

manipulateurs. Il est cependant évident que le produit crée aussi le besoin et qu'un
grand nombre d'applications potentielles n'a pas encore vu le jour parce que les
manipulateurs de la génération actuelle ne possédent ni les caracterlsthues mécani-

ques physiques, ni la souplesse, ni les performances qu' exigeraient de telles appli~

" cations. Il parait par consequent important d'engager dés i présent des études

a

prospectives servant en quelque sorte & "défricher le terrain" et aidant & cerner

»

plus en profondeur les problemes liés & la conception  de futures générations de

manipulateurs.

Pour ce qui concerne le probléme particulier de commande, il est déja -
utile de réaliser que ce probléme est a priori difficile. Pour illustrer les diffi—
cultés de natures multiples inhérentes au probleme, nous nous aiderons de la flgure 1

ol mous avons represente, du point de vue de la commande, les trois blocs prlnc1paux

'constltutlfs d'un manlpulateur ainsi que les six. poss1b111tes de commande par retour

d'état de ces trois blocs.
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Figure 1

Le premier bloc est constitué des organes de commande du manipulateur

(par exemple : moteurs électriques, vérins hydrauliques). Le r8le des organes de

commande est de générer les forces et couples permettant de déplacer les membres

du manlpulateur. Au mieux, les equatlons entrées—sorties des organes de commande -
seront lindaires. Trés souvent ces équations seront non 11nea1res et ne pourront
étre connues que de facon approx1mat1ve. I1 faudra aussi tenir compte, dans 1'éla-
boration de la commande du manipulateur, de la dynamique limitée des moteurs ainsi

que de leur -saturation éventuelle.

Les forces et couples produits par les organes de commande sonE appliqués
aux membres du manipulateur par le biais des organes de transmission {courroies,
engrenages, ...). Ces forces et couples peuvent subir.au niveau de la transmission
des dégradations dues par exenmle al' elast1c1te des courroies ou aux phénomeénes
4’ hystere51s provenant de jeux dans les engrenages Ces altérations auront classique-

ment pour effet de produire des vibrations ou de réduire la précision des. mouvements.

Enfin, en bout de chaine, nous trouvons le corps du manlpulateur proprement
dit dont les différents éléments sont actionnés par les forces et .couples transmis.

A ce niveau, nous pouvons encore définir deux classes de ‘manipulateurs :

i) les maﬁipuléteurs dits "rigides" (ou indéformables). La:plﬁpart des
manipulateurs actuels appartiennent & cette classe H

ii) les manipulateurs dits-"souples" (ou déformables). Ce dernier type de
manipulateur a de fortes chances de se développer dans 1'avenir surtout

pour certaines applications requérant des bras légers ou des bras de



grande taille (tel que celui de la navette spatiale américaine).
I1 est clair que les manipulateurs socuples posent des problémes
difficiles de commande, surtout si les performances demandées sont

élevées (risque d'excitation des modes souples, etc). [1] - [2]

La présentation succinte que'ndus veﬁons de douner d'un manipulateur

met eﬁ évidence un ensemble de difficultés propres & chaque partie du manipulateur
et dont il faut tenir combte dans 1'élaboration de.la commande compléte du»maﬁi—
pulateur, Il apparait qu'un grand nombre de ces dlfflcultes sont de nature mécani-
que ou technologique (limitations, non linéarités et saturations des moteurs, »
élasticité des transmissions, souplesse du manlpulateur 3 ...) et qu'elles peuvent
par Conééquent 8tre surmontées en partie au niveau de la conception physique du

" manipulateur. Il n'en demeure'paé moins que certaines de ces difficultés ne pourront
pas étre totalement surmontees, soit parce que nous ne disposons pas actuellement
d'une technologle suffisante, soit parce que 1a solution technologique entralnerait
un cofit prohibitif. La question est alors de savoir s'il est possible, par le biais
de la techinique de commande, de palier 3 certains défauts ou & certaines faiblesses

de conception du manipulateur.

Comment aborder pratiquement le probléme de commande ? Une approche

sensée consiste & essayer de découpler dans un premier temps les difficultés du

probléme en fonction de leur nature. La figure 1 suggére un tel découplage.
Elle suggére en effet de tenter de traiter séparément chacun des trois blocs
constitutifs du manipulateur puis de raccorder les solutions obtenuesg. La commande
de chaque bloc peut se faire en boucle ouverte (c'est-i~dire & 1'aide de relations
explicites entre les entrées et les sorties du bloc), soit en boucle fermée 2
1'aide d'un retour d'état. Il est bien connu que la solution par retour d'état
. sera en général préférable-é la solution de commande'en boucle ouverte pour des
raisons de robustesse de la commande et d'insensibilité vis & vis des perturbations
extérieures. La commande par retour d'état pose cependant le probléme de la mesure
ou de 1'estimation de 1'état i partir de grandeurs mesurées, ce probléeme étant 2
son tour étroitement 1ié au probléme de réalisation et d'utilisation de capteurs.
Par exemple commander par retour d'état les blocs des organes de commandes suppose
de pouvoir mesurer les forces et couples produits par lesbmoteuré. I1 se peuf aussi
qu'en dernier ressort, la structure du manipulateur interdise de commander . chaque
bloc séparément. I1 faut alors traiter le manipulateur dans son ensemble en partant
:d'un modele global du manipulateur (qui sera_preéque toujours trés non linédaire
d'ordre élevé) et essayer par approximations successives de se ramener i un modéle

plus simple.
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11 est clair que les deux premiers blocs constitutifs du manipulateur
dépendent de la technologie employée pour commander le manipulateur. Un méteur
électrique ne vérifie pas les mémes équations qu'un vérin hydraulique et une courroie
de transmission n'a pas les mémes propriétés qu'une transmission par engrenages.

I1 est par comnséquent vain de vouloir définir une approche générale pour la commande
de ces deux blocs. Une étude spécifique devra €tre faite pour chaque type de manipu-
lateur. En revanche, le dernier bloc constitutif du manipulateur, dont les équations
sont les équations de la dynamique des divers membres du manipulateur, est un bloc
commun a tous les manipulateurs. Nous pouvons donc essayer pour cette partie de
dégager une méthode de commande qui aura 1'avantage d'étre applicable.é tout manipu-
lateur. Nous nous intéressons dans la suité de cet article a la commande de cette

partie du manipulateur que nous supposerons rigide.

I1 est bien connu que les équations du mouvement d'un manipulateur (rigide,
ou non) sont fortement non-linéaires. La plupart des commandes proposées juéqu'é
présent sont de trois types : i) les commandes & coefficients constants, type P.I.D.
ii) les commandes "dynamiques" calculées é‘partir du modele mathématique du manipu-
lateur [3] - [7] ; iii) les commandes adaptatives basées sur une identification en
ligne de la structure du manipulateur ou de la structure du régulateur [8] - [11].

I1 est montré dans [12] que 1'ensemble de ces commandes peut tre regroupé dans une
approche générale basée sur le découplage lindaire des équations dynamiques du mani-

pulateur et sur le choix plus ou moins complexe d'une modélisation physique du

manipulateur.

La présente étude est en partie motivée par la constatation qu'aucune
analyse de stabilité et de robustesse n'existait jusqu'a présent pour ces schémas
de commande. Les commandes & coefficients constants qui sont les plus simples sont
obtenues a partir de considératiohs heuristiques. Les commandes dynamiques sont
obtenues & partir de 1'hypothése de la connaissance exacte 2 chadue'instant du modele
mathématique du manipulateur. Dans la mesure ol tout modele est par nature imparfait,
il est important de savoir pourquoi et jusqu'oﬁ ces commandes continuent de bien
fonctlonner. Les . analyses de stabilité proposées pour les chémas de commande adapta-
tive sont en reallte des pseudo-analyses de stablllte parceque la stabilité est

seulement démontrée sous 1'hypothése non réaliste que le manipulateur peut &tre

modélisé par un systéme linéaire invariant [8] = [9].

e



Cet article est organisé de la facon suivante. Nous étudions au chapitre
IT le probléme de la commande d'un systéme non 11nea1re de forme generale dont
les équations englobent celles des manlpulateurs rigides. Une etude heurlsthue
rapide permet dans un premier temps de cerner 1' ensemble des commandes pour 1esque11es
nous pouvons espérer démontrer des proprletes de stablllte. Ensuite des conditions
suffisantes de stabilité sont données dans 1'énoncé d'un théoréme qui permet de
définir une classe large de commandes non linéaires stables et robustes. Cette
classe de commandes est encore élargie par 1'intermédiaire de quatre corollaires
du théoréme précédent. La démonstration de ce‘théoréme fait appel & des techniques
utilisées par Kokotovic pour 1'étude des systémes a deux échelles ae temps [13][14].
La robustesse locale -des commandes a grands graiﬁs éonstants est analysée de facon
formelle. Une alternative de ces commandes & grands gains con51ste a utlllser des
vvcommandes non linéaires dont les gains aJustables peuvent étre calcules a partir

d'une connaissance minimale du systéme 3 commander.

_ Nous explorons au chapitre III 1'application des résultats théoriques
du chapitre précédent au probléme plus spécifique de la commande de manipulateurs.
Cette étude éclaire sous un jour différent les études de commandes adaptativés
faites sur les manipulateurs. Elle suggére en effet que la bonne prestation de
certains schémas de commande adaptative proposés dans la littérature sont moins le
fait d'une bonne qualité d{adaptation que 1l'obtention heureuse de grands gains
rendant ces commandes robustes. Des indications pratiques sont données sur la.
facon ‘d'exploiter les propriétés structurelles deénmanipulateurs pour le calcul
et le réglage de commandes non linéaires stables. Il est enfin montré queé 1'analyse
du chapitre II s'applique encore dans le cas de commandes calculées 2 partir des

coordonnées opérationnelles du manipulateur.



II - Etude d'un probléme général de commande non linéaire

2 -1 Position du probléme

Nous nous intéressons dans cette partie & 1'étude des

trajectoires (x(t),%(t)) sur un intervalle de temps [0,T[ d'un systéme
ayant la forme suivante:

(2.1) M(x(t), x(t),t) X(t) + E (x(t), x(t),t)x(t) + F(x(t),x(t),t)x(t)

£ 6 (D), %(0),0) = ulx(D), %(0),0)

et tel que:
H, : M(.), E(.), F(.), G(.) sont des fonctions 2 valeurs matricielles
réelles de (y1,y2,t) €‘]RP xlﬂln X [b,T[ , continues en y1 et

¥,» bornées uniformément par rapport at,

[3S]
v

M(y1,y2,t) est une matrice symétrique définie positive
(s.d.p.) telle que IlM-1(.)|| est bornée supérieurement

sur R x R™ x [0,T] par un réel positif % .

( Dans la suite de ce rapport ||.|| désigne soit la norme euclidienne

n . . . ..
d'un vecteur de R~ soit la norme matricielle associée).

Nous cherchons a générer une commande u(x(t), x%(t),t) qui permettent
aux trajectoires (x(t),%(t)) du systéme (2.1) de "suivre" les trajectoires

(xr(t), kr(t)) d'un "modéle de référence' ayant pour équation:
(2.2) % _(t) = u (v)

r r
et tel que xr(.), ir(.), ﬁr(;) sont uniformément bornés.

Tout autre modéle de référence satisfaisant les conditions de

Erzberger [15] avec le systéme (2.2) est aussi admissible.

Nous notons:
(2.3)  e(t) = x(t) - x_(F)
1'erreur de poursuite en position

£(t) est l'erreur de poursuite en vitesse et £(t) l'erreur de-

poursuite en accélération.



Pour effectuer la poursuite du modéle de référence (2.2) nous nous donnons -

-un ensemble de commandes possibles de la forme'suivante:
(2. 4) u(x(t),%(t) ,t)= M(x(t) % (t), t)[—k (X(t) x(t),t)e(t) -k (x(t) x(t), t)e(t)]
' +E(x(t) x(t) t)x(t)+F(x(t) x(t) t)x(t)+H(x(t) %(t),t)

et tel que

- H : M(.), E(.), F(.), H(.) sont des fonctions & valeurs matricielles

W

réelles, de (y1,y2,t) ER™ x R™ fo,TL , continues en ¥4 et Yy

bornées uniformément par rapport a t.

H4 : kp(')’vkv(') sont des fonctions scalaires réelles positiVes telles que:

('2.5_) V (y1,y2,t) € IRnX Rnx [OyT[v ’ kp(y1:y2:t)=”kv(y1’y2’t)
(u réel positif)

A partir des relations (2.1), (2.2), (2.3), et (2.4), nous obtenors le

modele d'erreur sulvant:

(2.6)  E(r)+C(x(t),k(t),t)e(t) + D(x(t),k(t),t) E(£)+W (L) =
avec

(2.72) G() = ¥ () [;I(:.)kp(.) » 0EC)]

2.76) LE()= EC) - EC)

(2.7¢) D) = ﬁ"(.)'[{a(.)kv(.)f bF ()]

(2.7d) AF (. )— F() - F(.) |

2.7e) W) =) [eC)mM)u . J=H()+E ()x_()+AF ()% ¢ )]

C'est sur les trajectoires de ce modéle d'erreur que nous travaillerons

~ par la suite. Puisque le but de la poursuite est>d'obtenir deévtrajectoires'
(e(t) £(t)) .se rapprochant ‘de (0, 0), nous nous intéresserons plus particulie-
rement au probleme de la stabilité de 1'équation (2.6). Nous dirons ‘que le
systéme (2.6) est "stable" si toutes les grandeurs lntervenant dans 1' ensemblei

des équations precedentes sont bornées.



Nous allons montrer dans cette étude préliminaire que le choix de

-~

M(.) joue un r8le primordial pour la stabilité de 1'équation (2.6). Nous allons
en fait essaYer de déterminer paf,une approche heuristique, les conditions que
doit a pridri satisfaire ﬁ(.) pouf pouvoir espérer obtéﬁir cette-propriété

de stabilité.

_ Pour cela, placons nous dans lé'caé favorable ou :

H=0G+ M et ol AE = AF = O et faisons l'hypothése simplificatrice suplémentaire
que M est Tune matrice s. d.p constante. Il est alors naturel de choisir une

'matrlce M ainsi que des gains kp et k constants. Dans ces conditions 1'équation

a’ erreur (2.6) se réduit a :
(2.10) . E(t) + ké B_s(t) + kB ety =
avec :

(2.11). | B=M

Lemme 1 Si les valeurs propres de la matrice B sont réelles,
alors 1l'équation (2.10) est stable (exponentiellement
stable) si et seulement si les valeurs propres de B

sont toutes positives.

Demonstratlon

L'équation différentielle linéaire du second ordre (2. 10)

est équivalente au systeme du premier ordre suivant:

Qa2 ;e '
. € ) 0 I
avec : 5= (é) ,jt= '

-k B., -k B.
P v

Ce systeme est exponentlellement stable si et seulement

si toutes 1es valeurs propres de‘fQ sont a partie réelle negatlve.-

i Soit % un vecteur propre de B et A la valeur propre associée
: ) . : . .
alors - {-A;J avec A solution de-l'équatiqn du second degré :
(2.13) - ' k'z + k AAT + kA=
. v p
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esc un vecteur propre dec/i-admettant A' comme valeur propre associée.
En effet
X A X A X
= t = e
v E x "I~k Bx - k A Bx -(k A+ k A Mx
P v P v

\i ‘X'
.A A X
1 ]

Désignons par A1 et A .-1es deux racines de 1l'équation (2.13),

nous avons:

Il en resulte que si A est p031t1f les racines A1 et lesont-soit

reelles négatives, 501t complexes conjuguées a partle réelle négative.

Si A est négatif, alors une des racines est nécessairement réelle
positive.

La démonstration est compléte si l'on remarque que les 2n valeurs
propres de sont toutes obtenues & partir des n valeurs propres de B et

de 1'équation (2.13).

Lemme 2 Supposons que kp et kv_ soient tels que kp = pkv avec
g > 0., I1 existe alors un réel positif k tels que
pour kv > k le syspéme (2.10) est exponentiellement
stable si et seulement si toutes les valeurs propres

de B sont a partie réelle positive.

Démonstration .

|
Nous avons vu que les valeurs propres de A de

sont reliées aux valeurs propres X de B par 1l'équation (2.13). Les

racines de (2 13) s ecrlvent.
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En faisant tendre kv vers 1l'infini, nous obtenons :

e -Vt Yoy o(q- 2
A= 2 A 2 xQ k A
. v
Soit:
A, ==k A
1 v
1
A, =2 - p

La conclusion du lemme 2 en résulte immédiatement. Ces deux
derniéres relations montrent aussi que l'accroissement simultané des gains
k et k (k pk ) a pour effet de faire tendre 1aimoitié des valeurs
propres ded{xvers 1'infini et 1'autre moitié vers la valeur réelle
négative —-u . Les valeurs propres de tendant vers l'infini correspondent
a un régime trahsitoire de 1'équation (2.10) trés rapidement amorti si et
seulement si elles sont -situées dans le dem1 plan gauche, c'est & dire si

et seulement si toutes les valeurs propres de B sont a partie réelle

positive.

La réunion des lemmes 1 et 2 indique que pour obtenir la
stablllte de 1' equatlon d'erreur (2. 6) il sera prudent de choisir la
matrice M( ) de sorte que la matrice B(.) = ( ) M( ) ait toujours
ses valeurs propres a partie réelle positive. Cette condition n'est
bien slir pas "nécessaire" au sens littéral du terme puisque nous avons
seulement raisonné sur ie cas ol M est constante. Il est en effet
-possible que certaines trajectoires &e (2.6) soit encore stables sans
que cette condition sur B soit réalisée., La stabilité globale ne
résultéta-cependant»qu'é la suite d'un heureux hasard de circonstance.

Lemme 3 Si ﬁ est une matrlce symétrique définie p031t1ve

alors B = M 1M a toutes ses: valeurs propres réelles:
positives et le systéme (2.10) est exponentiellement

stable.



Ce résultat est une simple conséquence du lemme 1 et du fait que
le produit de deux matrices symétriques définies positives est une matrice

dont toutes les valeurs propres sont réelles et positives.

Ce dérnier lemme nous fournit un moyen simple de construire des
fonctions M(.) possédant de bonnes propriétés vis a vis de la stabilité de

1'équation d'erreur (2.6). Par la suite nous supposerons en fait gue:

HS : M(y1, Yoo t) est une matrice symétrique définie p051t1ve telle que

||M ( Y]] est bornee supérieurement sur R x R" x [b T[ par un

réel positif ;

La derniére condition signifie que nous interdisons a.la plus
petite valeur propre de M(.) de pouvoir tendre vers 0, c'est a dire que
nous interdisons & la matrice M( ) de pouvoir tendre Vers une matrice

singuliére. Rappelons que dans H1 la m@me condition a ete imposée & M( ).

~

En choisissant M s.d.p nous avons vu qu'automatiquement la matrice
B avait toutes ses valeurs propres réelles positives. Si nous imposons a B
de satisfaire la propriété plus forte d'@tre définie'bositive, alors ﬁ ne
peut plus étre choisie s.d.p. quelconque;.DeuX-choix évidents pour lgsquels
cette propriété est satisfaite sont: i) M = I, alors B = M_.1 et ii) M = M,
alors B = I. Si la matfice'ﬂ est proche de M tout en étant différente de M
nous pouvons nous demander dans quelle mesure la matrice B reste définie

posifive.vPour étudier ce cas, posons:
(2.14) () = M)~ M(L)

alors : , A
(2.15) B(.) = I+ () aM()

et une condition suffisante pour que B(.) soit définie positive est:

(2.16) I ) aMe) ] < 1

:

Une condition encore plus forte est la suivante:

2.17) lIAM(.)||< amin (M(.)) : plus petite valeur propre de M(.)

Nous verrons par la suite que le cas ou B(.) est une matrice définie

positive joue un rdle particulier dans 1'étude de stabilité de 1'équation (2.6).
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2 - 3 Théoréme d'existence, de stabilité et de comportement des

trajectoires de 1'équation d'erreur

_ Avant d'énoncer les principaux résultats de cette
étude de commande non linéaire, nous devons introduire une hypothése supplémen-—
taire portant sur la matrice M(.).

o~

H : M(.) est une fonction définie sur RrR” x [9 T[ continuement différen—
-—— tiable sur R x [o,T[ et telle _que M(x(t) t) est borné sur toute
trajectoire (x(t) ,%(t)) bornée .( M(x(t),t) M(x(t) t))

Théoréme .1

Si les hypotheses H1—H6 sont satisfaites‘alors il existe une
fonction scalaire positive réelle k(.) de (y1,y2,t)5i R%% R" [p,T[

continue en Yy et Yos bornée uniformément par rapport a t, telle que si:
k (2) > k()
v -
oﬁ_kv(.) est aussi continue en ¥y et y, et est bornée uniformément
par rapport a t, alors:

1) Les trajectoires (x(t),’ x(t))eXLStent sur [Q T[ quelque soit

la condition initiale (x(o), x(o))
2) e(t) et £(t) sont uniformément bornées par rapport aux conditions
initiales ( (e(o), €(o)) appartenant 2 un compact:C, il existe un réel

positif K(C) tel que:

vte [0, [le®]lw@ et <R ) .

3) x(t), x(t), () , ulx(t), %(t),t) sont uniformément bornés

par rapport aux conditions initiales.

4) L'erreur de-position e(t)vérifie i'équation sﬁivénte:
(2.18) £(t) = -L(t) e(t)+ n (t) |
avec : o . n(o) = &(0) + pe(o)
' . nlt) = uniformémént‘borﬁée par rapport aux conditions
' initiales. A
._fL(t): métfice exponentiellement stable (c.a.d. que

1'état z(t) du systéme homogéne :
‘2(t)=-L(t)z(t) converge - exponentlellement vers
0)



. 5) 8ide plus k2> ak(.) avec a > 1

alors: _
(2.19a) | E(t) = L (t) e(t) + N (©)
avec : ' ‘
(2.19b) La(') ——> pI  uniformément sur 1l'intervalle [b,T[
o > A
et . _
(2.19¢) Ve€eJo,o[ 5 tim M (e) =0

o> 4o

La démonstration de ce théoréme est donnée dans 1'annexe A.
Cette démonstration s'inspire des travaux de Kokotovic sur les systémes
a4 deux échelles de temps; L'existence de ces deux échelles de temps se
retrouve d'ailleurs dans le résultat 5 du thééréme 1 lorsque o devient

rand, c'est & dire lorsque les gains k _(.) et k (.) sont grands.
g P v

Nous pouvons en effet distinguer pour l'équation (2.19a) un
régime''transitoire" rapide(pendant lequel na(t) devient rapidement .petit)
et un régime "stationnaire" lent obtenus en faisant tendre o vers 1'infini.

Nous avons alors pour t suffisamment grand: -
(2.20) ' g(t) = - pe(r)

_ Une interprétation de ce phénoméne, vis & vis des valeurs propres
‘de 1'équation d'erreur, a déja été donnée au paragraphe 2-2 dans le cas de

systémes linéaires invariants.

La relation (2.19) est remarquable en ce qu'elle montre qu'il est
possible de régler le taux de décroissance exponentielle de l'erreur e(t)
indépendamment des caractéristiques du systéme 3 commander et de faire

tendre ce taux vers la valeur u égale au rapport des gains kp(.) et kv(.).

Remarques : i) Le résultat de stabilité du théoréme 1 est obtenu sans
' aucune hypothése de différentiabilité des matrices du
systéme que 1'on commande.
ii) En faisantAﬁendre 1'instant final T vers + ©, nous obtenons
l'existence et la bornitude unifevme de toutes les trajectoires

+
sur R .
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Corollaire 1 : Une fonction k(.) pour 1équelle le théoreme 1 s'aﬁplique

est la suivante:
2.21) ()= 112 omcon 2O /{‘.;;—‘—-—)“ Gl Il

. (n+1) HAF( )IL ‘HM_1(,)“ + ‘n+1)p) +.K ”M(->“ .”W(')”
P3 LRI Ol )

oi . K est un réel positif quelconque

“1/2 . . s e ceso s s
. M / (.) est la matrice racine carrée symétrique définile positive

de la matrice M(.).

Cette fonctlon k( ) est en fait la fonctlon utilisée dans la

démonstration du theoreme 1.

Dans le cas particulier ot M est choisie symétrique définie

positive constante, la fonction k(.) de la relation (2.21) s'écrit :

@22 k() = I 2w { sk 1l @ leeoll T O]

(M:= cste) .
e aEO L T O F e & IR +'2“}_

Dans le cas oi M = I (matrice identité), cette fonction se réduit a:

(2.23) k() = llm(.)u{ﬁllM“(.)ll faeC e o) flar )]
(u=1) -
K lWCD |+ (n+3)p}

Remargques : i) Nous constatons.que pour éonstrui;e la fonction k(.)‘ﬁfmrﬂf(k
' A la relation (2.21) il n'est pas nécessaire de connaitre ’
les fonctions M(.), E(.), F(.) et G(.) qui définissent
‘le systéme que 1'on commande. Pour construire,le gain

k (. )>k( ) il suffit de connaltre des . fonctlons majopappes'de

IIAE<)II le()H [weo || HM SRS
Ha o] et |12 wey o V2 '
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Cette remarque est importante car elle signifie qu'il est possible
de calculer des commandes stables du systéme (2.1) a partir d'une
connaissance minimale de ce systéme. Autrement dit; nous disposons
d'un moyen de calcdler des commandes possédant de bonnes propriétés
de "robustesse'" vis 2 vis des erreurs de modélisation du systéme i
commander.
ii) 'La fonction k(.) de la relation (2.21) ne constitue qu'un
exemple de fonction pour laquelle la stabilité du systéme en
boucle fermée est démontrée. _ '

Il estclair que pour certains cas particuliers ol
nous disposons d'informations supplémentaires sur le systéme 2
commander, il est possible de trouver des fonctions k(.) pius

"petites" que celle de la relation (2.21). Par exemple dans le

cas des commandes dynamiques exactes (c'est & dire lorsque les

fonctions M(.), E(.), F(.) et G(.) sont exactement connues et
sont utilisées dans la commande de fagon a effectuer .le découplage
lindaire évoqué au début dufparagraphe 2.2) il est facile de
montrer par une méthode de Lyapunov que k(.)=cste, ﬁositive
quelconque permet de retrouver les résultats d'existence et

de stabilité du théoréme 1.

iii) L'hypothése H4 selon laquelle le rapport p=kp(.)/kv(.), est
une constante peut etre affaiblie. Il est en effet aisé d'étendre
la démonstration du théoréme 1 au cas ol p(.) est une fonction

positive de t, bornée, continuement dérivable et de dérivée

bornée.
Corollaire 2: Si 1l'hypothese H de différentiabilité de M(.) est
remplacée dans le théoréme 1 par 1l'hypothése suivante:
H, i M(y1,y2,t) est telle que:

1

a) N B(.) =M '(.)M(.) est une matrice définie positive

T
B(Y»] ’yzst)"'B (Y1 !yZ’t))

b) V(y1,y2,t)6 R xR x [o,1] ,o<<s<Amin( 5

(AminA = plus petite valeur propre de A)

alors une fonction k(.) possible est la suivante:
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(2.24) k(. )=1T.)_i HAE(.)_H }'IM"(.)||+(n+1~)lIAF'(.)[l ||M (. )H+KHW( )H+(n+3)u
' | ' K > 0) S
_ O
oﬁ'B(.) = )\min( _B_(_._:)):*-B_(.). )

La démonstration de ce corollaire est donnée dans 1"annexe B.

* L ‘hypothese H permet de s affranchlr de la condition de différentia-

7
b111te de M( ) ainsi que de l'utilisation de cette dérivée dans 1l'expression
de la fonction k(.). Nous avons vu au paragraphe 2.2 qu'une fagon de réaliser

cette hypothése consiste & choisir M(.) proche de M(.).

La relation (2.24) sduligne aussi l'intérét de se rapprocher'autant
que possible du ch01x idéal (2.8), c'est a dire 1' intérat 4' avoir des fonctiomns
(M—M) 'AE, AF et W .de normes minimales de fagon a obtenir une fonctlon k()

la plus petite p0551ble.

Corollaire 3 : Si dans le théoreme 1 1'inégalité:

k() > K()
v

~

est affaiblie et est remplacée par :
. 0 n -
V (759, 0ER x R™ x [0,T0 , k (5,,7,,8) 2 k(y;»y,,t)

lorsque: ||y, - x (£)|] > K, >0
1 '« 1
lorsque: Ily2 - xr(t)ll >k, >0 |
alors les résultats 1) 2) et 3) du théoréme 1 sont encore vrais.

1)

. Démonstration:

I1 suffit, d'aprés la démonstration du théoréme 1, de montrer
que toutes les trajectoires (e(t), €(t)) initialisées dans un compact
. C quelconque, 51 elles existent sur (O TL sont -bornées par un réel

positif 1ndependant de t.
Prenons.par exemple:
C = {(z1,22)-6,ninx R ||z1I|§.K3 et.llzzll < K3}

- n n ar ’ : '
(tout compact de R x R peut étre recouvert par un compact de
cette forme) '

et faisons une démonstration par contradiction.
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Supposons donc qu'il existe une trajectoire (e(t), £(t)) initialisée

dans C pour laquelle il existe:

-

i ) un premier .instant t, > O tel que

1

- K avec Ilé(tl)ll =

||€(t1)ll = <K
ou
'Ilé(ti)l[ = K avec Ile(t1)|] <K
avec : K > sup>(K1, K,» K3_)

iij un instant t2 > t1 tel que:
leepll > o (el > x

ol K'(>K) est un réel positif dépendant uniquement de K.

I1 est clair que si cette hypothése est fausse alors toutes les

trajectoires (e(t),&(t)) initialisées dans C sont bornées par K'.

En raison de la continuité des fonctioms e(t) et £(t), 1'instanf

t, appartient nécessairement a un intervalle de temps [tB’t4[ tel que:

etep |l =k avee |lecepll < x
ou
llé(t3)l| = K avec ‘]]e(t3)|l < K
et tel que:
Ve€ [t 5 He@ll2® ou [le®]] 2%

‘ Prenons ty comme nouvel instant initial ét t, comme instant final;
Le théoréme 1 s'applique sur l'intervalle de temps [t3, t4[: pour la
tréjectoire particuliére qui nous intéresse. Il en résulte que sur [t3, t4[

cette trajectoire est bornmée par un réel positif K" dépendant uniquement de K

et indépendant du temps. En prenant K' = K" nous obtenons donc:
Aletepll < e el < x
ce qui contredit ii) de notre hypothése de départ.

Cette hypothése de départ est donc fausse, d'ou le résultat du

Coroliaire 3.



) L'intérét du Corollaire 3 est de permettre d'étendre 1'ensemble des
fonctions k (.) pour lesquelles la bornitude uniforme de toutes les grandeurs
est assurée. Le Corollaire 3 signifie en effet que k (x(t), x(t),t) peut atre

quelconque tant que les erreurs de poursuite e(t) et a(t)_restenc petites.

Il est cependant évident qu'en pratique le gain kv(.) sera toujours
choisi positif, puisqu'un gain négatif aurait génériquement pour effet de

rendre le systéme instable et de faire diverger les erreurs e(t) et e(t).

Des exemples d'application de ce corollaire pour le calcul de

commandes de manipulateurs seront donnés par la suite.

Corollaire 4 ¢ Propriété de robustesse des commardes 4 grands gains constants
k etk : ' '
—E————E

( Sous 1'hypotheése supplémentaire que'tbutes41es fonctions
intervenant dans les hypcthéses H.1 et H3 sont continues

par morceaux en t).

Soit C un compact de R™ x R". Il existe um réel positif k(C)

tel que sis kv(.) > k(C) alors les résultats 1) a 5) du

théoréme 1 sont vrais pour l'ensemble des trajectoires

(e(t), &(t)) initialisées dans C.

Nous ‘pouvons en partlculler choisir k = cste telle que
k> k(9 ' '

La démonstration de ce corollaire est évidente si 1l'on remardue que
‘toute fonction k(.) satisfaisant les conditions du théoréme 1 est uniformémént
bornée pour un réel positif k(C) poﬁr toute'trajeétoire (e(t),‘é(tD initialisée’
dans C. Il suffit alors de.reprendre 1'énoncé du théoréme 1 avec une fonction

k&(.) choisie telle que kv(.) Z‘k(C) pour obtenir 1'émoncé du corollaire 4.

Ce corollaire formalise la propriété de robustesse des commandes &
gr;nds ggins constants kv‘eﬁ kp. I1 signifie en effet qu'il suffit de choisir"
dans le calcul de la commande un gain kv constant suffisamment grand pour que
1'ensemble des trajectoires (s(t), e(t)) initialisées dans un compact C soient
uniformément bornées. Si ce compact C est remplacé par un compact plus grand,

il suffit alors de choisir,un'gain kv plus grand.
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Le comportement asymptotique des tfajectoires donné par le résultat

.5) du théoréme 1 est de plus conservé c'est a dire qu'il suffit de prendre k
- . . - - . . . ’ ' v

trés grand pour que les trajectoires initialisées dans C vérifient aprés un

régime transitoire rapide :
&(t) = —p e(t)

Les implications pratiquesde ce corollaire pour la commande des

manipulateurs seront évoquées plus en détail ‘au chapitre suivant.



IIT - Application au probleme dé‘ la commande de manipulateurs

11 est maintenant bien connu que les equatlonsdynamlques

d'un manlpulateur peuvent 8tre obtenues par 1'intermédiaire de plusieurs

formalismes possibles (Newton, Euler,...). Un modele mathemathue général

pour les manipulateurs rigides a la forme sulvan:e.[S].

(3.1)

S

ou

(3.2)

M(x) ¥ + F(x,%) % + G(x,%,t) =u

. X est la valeur des n coordonnées générélisées,

% sa dérivée par rapport au temps (vecteur vitesse),
X sa dérivée seconde (vecteur accélération).

. M(x) est la matrice d'énergie cinétique ou matrice
d'inertie du manipﬁlateur. Elle est symétrique '
définie positivé et pour des raisons delstrﬁctﬁre
d'un manipulateur aucune de ses valeurs'propres
ne peut tendre vers O. Elle vérifie donc 1'hypothese H2-

. u est le vecteur des forces et couples uniquement
produit par les actuateurs agissént sur le manipulateur,

. F(x,i)i est le vecteur regroupant les forces de
Coriolis et les forces centrifuges agissant sur le

- manipulateur lors d'ﬁn~mouvement. Ce vecteﬁr peut encore
se mettre sous la forme (voir [?] par exemple).

Vi %

F(x,i}i =

v

ou les matrlces v (x) sont des ‘matrices (n x n)

symétriques ne dépendant que de x et possédant certaines

proprietes structurelles pouvant,etre exploitées lors

du calcul de la commande.

. G(x,%,t) est le vecteur opposé au vecteur regrou-
pant 1'ensemble des "forces parésites"'agisSant
sur le manipulateur, telles que forces de gravité,
forces de frottement visqueux et forces de frotte-

me;nt secC.

Les fonctions M(x), F(x,%) et G(x,x,t) satisfont 1'hypothese H, .
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La relation-(3.1) correspond & 1'équation dynamique d'un

manipulateur quelconque pour une charge donnée. Dans 1'hypothése ol cette

charge varie dans le temps, une relation plus générale est obtenue en écrivant

que M(.) et F(.) sont aussi des fonctions du temps.

Sns tous les cas, 1l apparait que les équations de tout mani-
idéalement rigi

pulateur/fét un cas particulier de 1'équation (2.1) considérée au chapitre
précédent. L'étude faite au chapitre precedent, et 1'ensemble des résultats

i . . .
démontrés s'appliquent donc intégralement au probléme de la commande de

manipulateurs rigides.

Il est en fait possible de tenir compte des propriétés struc-’
turelles des manipulateurs pour préciser cerpains de ces résultats et donner

des méthodes pratiques pour le calcul de commandes stables et robustes.

Rappelons la relation (2.4) qui définit 1'ensemble des commandes

que nous considérons :

(3.32) u(t) = M(.) .[_kpc.)E(t)—kv(_)é_(t)]+£(.)x(t)+§(.)5<(t)+;1<.)

(ob : () = (x(£),%(t),6))
avec _ )
(3.3b) kp(.) = 4 kV(.) (u>0)

Nous choisirons en général

(3.3¢c) E(.)

pulsque E(.) sera généralement nul dans le cas des

manipulateurs.

Ces commandes sont donc entiérement determlnees par le

choig‘de &(.), F(.), H( ), kv(.) et u.

Nous avons vu au chapitre II, que dans le but d'obtenir

la stabilité du systéme en boucle fermée, le choix de M, F et H était trés

4

Litre et qu'il était toujours possible de contrebalancer les effets néfastes

d'un mauvais choix de ces fonctions par un choix adéquat du gain kv(.).
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a) commandes dynamiques

-~ ~ -~

Nous .avons vu (paragraphe 2.2) qu'un choix idéal de M, F et H vis

4 vis de la stabilité du systime en boucle fermée était : -

M) =M F(.) = F() 5 HC) = HCDu (0) + 6()

Ce choix correspond en effet aux commandes ''dynamiques exactes”
qui transforment le probléme initial de commande non-linéaire en un probleme
beaucoup plus simple de commande d'un systéme linéaire 1nvar1ant,du.second

ordre. Une fonction k(.) satisfaisant le théoréme 1 est alors la fonctiom :

k(.) = k ol k est une constante positive quelcongque.

I1 suffit donc de choisir kv(.) » k pour obtenir la bornitude.
uniforme de toutes les grandeurs dépendant du temps, ceci quelle que soit la

condition initale (& (0), é ).

L'inconvénient majeur de ce choix est qu'il n'est pas réali-
sable en pfatique puisque les matrices M(.), EC.) etbG(.) d'un manipulateur
(qui est un systéme physique) ne sont jamais connues exactement. Toute commande
dynamique est donc en pratique une commande 'dynamique approchéé" qﬁi réalise
de facon incompléte le découplage linéaire du systéme et éont la stabilité peut
gtre analysée a 1'aide du théoréme 1. Lorsque la matrice M(. ) est proche de
la matrice M(.) nous avons vu qu'une fonction k( ) possible -était donnée par
la relation (2.24). Dans le cas contraire, une fonction k(.) plus générale est
donnée par la relation (2.21). ’

~

'b) M est une matrice constante

Une commande plus 81mple a4 calculer est obtenue en ch0131ssant :

M( ) = M (matrice constante positive diagonale), F( )= 0, H( )

[l
o

Nous obtenons ainsi une commande du type P.D. (Eropbrtionnelle-Derivee) qui

"force'" le découplage entre les différents degrés de liberté du manipulateur et

qui de par sa conception fait abstraction des forces de coriolis, des forces
centrifuges, des forces de gravité et autres forces parasites. Le théoréme 1 permet
encore d'analyser.la stabilité de cette commandé et une fonction k(.) possible

est donnée par la relation (2.22). '

Une commande particﬁliéfe.est obteﬁue'en poéant-M(;) =1 et

une fonctiom k(.) correspondante est donnée par la relation (2.23).

Une’ commande un peu plus générale est obtenue en ch0131ssant

-~

M( ) egale a une matrlce symétrique définie positive constante quelconque.
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c) commandes adaptatives

A partir de plusieurs paramétrisations possibles de 1'équation
(3.1) (voir [321), il est possible de procéder -3 "1' 1dent1f1catlon en ligne des
matrices M(.), F(.) et G(.) et d'utiliser les identifiés M(t) s F(t) G(t) de
ces matrices dans le schéma de commande. Nous obtenons ainsi des commandes adap-
tatives de type indirect dont plusieurs ont été etudlees dans la lltterature sur
la commande de manipulateurs Eﬂ D1]. ! 1mportanqe, pour le bon conditionnement
de 1la commande, du choix de la paramétrisation de 1' équation (3.1) est expliquée
dans Eii] ol 11 est déja suggéré que les bonnes performances de certains schémas
de commandeﬂadaptative découlent moins de leurs capacités d'adaptation (étroite-—
ment liéeé aux performances de 1l'identification) que de l'utilisation de grands
gains kp et kv dans 1l'expression de l'algorithme de commande, ou que de 1f§bteﬁ—

tion heureuse de tels gains en cours d'adaptation.

Plusieurs résultats de simulation présentés dans BI] semblent
étayer cette interprétation. Pour conflrmer ou nuancer ce point de vue, il serait
bien entendu intéressant que d'autres chercheurs ayant exprimenté sur des
manipulateurs des algorithmes de commande adaptative confrontent leurs résultats

avec cette 1nterpretat10n qui est formalisée dans le corollalre 4 au théoréme 1.

3.3 - Utilisation de grands gains constants k et k : avantages

I1 est naturel ‘de vouloir utiliser dans le calcul de 1la

commande, lorsque c'est possible, des gains constants kp et kv'

Dans le cas non réaliste ol nous disposons d'un modéle parfalt
du manipulateur, c'est-a- dlre dans le cas ol nous connaissons parfaitement les
fonctions M(.), F(.) et G(.), nous avons vu qu'il suffisait de choisir dans 1la
commande dynamique exacte des gaips kp et kV positifsyquelconques pour assurer

la stabilité globale du systéme en boucle fermée.

~ Dans tous les autres cés, le corollaire 4 du théoréme 1 montre
qu'il suffit de choisir desigains.kp et k.V suffisgmment-grands pour .assurer .
la stabilité locale du systéme en boucle fermée (''locale" parce que la stabilité
est assurée si 1'erreur (& 0), E(O)) initiale n'est pas trop grande). L'utili-
sation de grands gains permet d'autre part de régler la dynamique de 1'erreur

6(&) indépendamment de la structure du manipulateur (résultat 5 du tﬁéoréme 1).

L'ensemble de ces résultats ne font que traduire la propriété
de robustesse des commandes & grands gains par rapport aux erreurs faites sur la

modélisation du manipulateur.
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Si nous voulons calculer la coﬁmande d'un manipulateuf en
.-utilisant des gains kp'et kv conStants, nous nous trouvons devant deux alter-
natives :Vi) ou bien nous soignons 1la modéliSation'des équations dynamiques

du manipu}ateﬁri c'esE—é—diré que nous nous dotons du moyen de calculer des 
matrices M(.), F(.), G(.) proches de M(.), F(.) et G(.), et nous pouvohs alors
utiliser des gains kp et k.v relativement petits.

ii) ou bien nous négligeons 1'aspect modélisétionﬁdu manipulateur

(ce qui nous donne alors une grande liberté de choix pour M(.);'F(.) et G(.) )
et nous devons contrebalancer les déficiences de la modélisation par l'utili-

sation de grands gains kp et k .

Une contrepartie évidente de 1'utilisation de grands gains,déns
la commande est que nous augmentons ainsi la "bande passante" du systéme en
boucle fermée, ce qui a par exemple comme effet néfaste de rendre le systéme

plus sensible aux erreurs faites sur la mesure de x(t) et %(t).

Illustrons ce phénoméne par 1'étude succinte suivante.
P -

Supposons que le systéme a commander satisfasse 1'équation -
linéaire

(3;4) m X =u (m,x,u : scalaires) (m>0)

cette équation est un cas particulier de l'équation (3.1).

Considérons la commande suivante :

3. = -k -
(3.5) u kp Yp kv Yy
" avec

(3..6a) yP.‘= b +;_Ep'

(3.60) y, =% +Ev_

EP et Ev étant des bruits de mesures stationnaires supposés

blancs et de matrice de covariance.

(3.7) Q=E [[Eg(t)’év,(t)] .[Sp(t).,Ev(t)]T]
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Le but de cette commande est bien siir de faire tendre x(t)

et x(t) vers O pour t tendant vers 1'infini (ce qui revient a con51derer la

trajectoire de reference définie par

d'état :

w(® =0 x (0) =0 , % (o) =0).

En boucle fermée ce systéme s'écrit sous forme d'équation

(3.8) I =AI + v(t)
- - v r' ~ r ‘Tl .
avec . 0 1 . ) O. 0 .
z =( ) A= » v(t) 3 Ep(t) + E (t)
p “k -k -k , k| VY
vl _ Pl v
m m | ‘ m ' m
.- » - - -

Calculons maintenant la matrice de variance d'erreur .:

(3.9) P(t) =E [&(t) =zT(z)]

Cette matrice vérifie 1'équation :

(3.10) P(t) = AP(t) + 2(t)AT + ¥
ou

G.11) Vv =E [v) ve) = 2 2

soit lorsque le régime stationnaire est atteint (P = 0)

(3.12) AP + PAT = - y
La résolution de cette équation nous donne
: op kv
(3.13) P § _° + o, 0
2 2k
P
2
k k
v
0 — 0 +——u90
2 m Poomk”
| i
= of e 0
P v
_—_
2 2y ks s
W= I
kp op -9, "
0 —_—\ — + 2 v
m 2 I
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_ Cette relation établit clairement que l'erreur en position
n'est pas affectée par 1l'utilisation de grands gains, alors que le carré de

l'erreur en vitesse est proportionnel au gain kp.

L'utilisation de grands gains dans la commande rend donc
l'erreur en vitesse plus sensible aux erreurs de mesure de X et X, sans pour -

autant que la propriété de stabilité globale du systéme en soit affectée.

Cette sensibilité vis a vis des erreurs de mesures peut se
traduire dans la pratique de la commande de manipulateurs par 1'apparition

d'un phénoméne de vibrations néfaste pour les actuateurs.

~ Une seconde limitation des commandes a grands.gains'appafait
aussi dans le cas d'utilisation de commandes numériques, c'est-a-dire dans le
cas de commandes constantes par morceaux. A partir d'un modéle simplifié de
manipulateur linéaire invariant, il est en effet aisé de.montrer que 1'emploi .
de gains trdp importants dans la commande conduit 2 1'instabilité du systéme.
Une facon de remédier & ce probléme, consiste bien slir, lorsque c'est possible,
a réduire la taille du pas d'échantillonnage, ce qui a pour effet de rendre

plus grande la borne supérieure des gains admissibles dans la commande.

Supposons d'autre part que le but de la.commande du manipu-
lateur soit d'atteindre'une‘position terminale avec une vitesse nulle, et
subpdsons aussi que les forces de frottement sec soient négligeables. Autour
de cette position terminale, la matrice d'inertie du manipulateur est quasi-
ment constante et les forces de Coriolis,ainsi- que les forces.centrifuges
et les forces de frottement visqueux,sont petiﬁes (puisque % = 0). L'équation

du manipulateur se réduit alors, en premiere approximation, a :
M X + G =1u

ol M est constante et ol G (™ cste) est l'opposé des froces de gravité autour de
la position terminale. Il parait alors raisonnable de commuter sur une commande

de type P;I.D._(Proportionnelle, Intégrale, Dérivée) de la forme

~

Wy - M ['kp T +x, &) + kiftt E(s) ds]
o o _

lorsque x est proche de xr et X est petite, de facon a faire tendre l'erreur
£ (t) = x(t) - Xr(t);vers 0. Grace au terme d'intégratiom,l'erreur statique pourra

tendre vers O sans que les gains ké et k.V soient importants.
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Nous avons évoqué cette situation particuliere pour illus-
trer par un exemple le fait qﬁe sd le choix de grands gains dans la commande
permet de s'affranchir (vis a vis de la stabilité du.systéme en boucle fermée)
des erreurs de modélis;tioﬁ du manipulateur, ce choix n'est certainement pas

nécessaire dans toutes les configurations du manipulateur.

I1 est donc des situations pour lesquellés l'utilisation de
grands gains dans la commande est nécessaire pour la stabilité du systéme
(intuitivement ces situations se produisent lorsque x et X varient rapidement,
c'est-a-dire lorsque le caractiére non linéaire des équations du manipulateur
est prépondérant) et des situations pour lesquelles l'utilisation de grands
gains est inutiie et méme néfaste en raison de la présence de bruits de

mesure

L'ensemble des considérations que nous venons d'exposer nous
conduit 2 penser que le meilleur choix pour la fonction kv(.) n'est pas une
fonction constante, que 1'on est obligé de choisir grande pour des raisons
de stabilité, mais une fonction variable dans le‘tempé adaptée i touﬁés les

configurations du manipulateur.

'Lé théoréme 1 et ses corollaires, ainsi quelles ékemples de
fonctions k(.) donnés dans les relations (2.21)-(2.24), nous donnent justement
la possibilité de construire -de telles fonctions kv(.).'C'est cette possi-
bilité que nous exploitons au paragraphe .suivant en nous aidant des propriétés

structurelles communes 2 tous les manipulateurs.

Les fonctions M(.), F(.) et H(.) étant choisies de fagon a
satisfaire les hypothéses Hg, H5 et H6,‘il suffit d'aprés 1'énoncé du théoréme 1
de choisir une fonction k (.) 3 k(.) pour obtenir la stabilité du systéme en
: : v , ,

boucle fermée.

jun exemple de fonction k(.) est donné par la relation (2.21)

que nous rappelons
¢

' '_a-v:. ‘A'..w. ‘ |
(3.14) k(.)=[| M) MCOMG) ] |[ )H « n+1)||AF( I HM( ) [|+(n+1)u)

o 1 e 1 +1 o o 2]
ot

(K>O)
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Soit maintenant : m(.), m(.), £(.), g(.) et h(.), cing
fonctions scalaires p051t1ves de (y], yz,t) continues‘en ¥4 et Yys unifor-

mément borneespar rapport it et telles que

faco

(3.15) m() >
m(.) 3 (MO
£C.) >/” AF(-)”
C g 3 e
(D) 3 [[HG

de telles fonctlons existent en raison des hypotheses faites

“sur M(.), M( ), AFC(.), G( ) et H( ).

~

Soit'd'autre part une fonction scalaire positive md(t) bornée

telle que : ®
. . R -~ A -

(3.16) ¥ (x(t),%x(t),0)e R x R™ x [0,1[ , m (£) 3] M(e) ||

Nous avons aussi (relation (2.7e))

3.7 WY ) [eC) M u_(0)-HC)+F ()% ()]
d'ott nous déduiéons :

3.18) (W hed™ N[ e l1+ RO B az o I 1 2 cod [l w coxl

Cette derniere inégalité montre que la fonction scalaire po-

sitive suivénte :
(3.19) w(.) = 1[50 + 80 + £ [[x 0[] + [ o)

est un exémple de fonction continue en Yys Yao uniformément

botnée en t telle que :

(3.20) w(.)y > [[wC) ||
un exemple de fonction kv(.) vérifiant 1'inégalité :kv(.);k(.)

est alors la suivante :

(3.21) k, (. )—m( )[V )(k £(. )+k +k w( ))+k ( )+k]

ou :
(3,..722) k, 3(n+1) 23(n+1)u » k>0, k4>1 ,kszgg

o(o) gk &)/ 2@ o
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-~

Les fonctions m(. );';( ), m ( ), [x ) || “u () || peuvent

etre dlrectement détermindes & partir du ch01x que l'utilisateur a fait . pour

M( ), H(.), xr(.) et ur(.).

Pour poﬁvoir calculer le gain kv(') de 1la relation (3.21)
il reste donc a calculer des fonctions m(.), £(.) et g(.) satisfaisant la

relation (3.15).

calcul de m(.)

Une propriété physique des manipulateurs est qué la matrice
d'inertie M(;) dépend seulement de la position x et que chaque composante
de cette matrice augmente au maximum en HXJ| . I1 en résulte qu'il sera tou~
jours possible de choisir pour m(.) une fonction polynomiale en.Hk]Idu second

‘degré de la forme :
2
(3.23) m(x) =a+ bllx] +c x|

ou : a, b, ¢ sont. des constantes positives que 1l'on pourra
determlner en tenant compte des variations de masse et de géométrie de la

charge transportee par le manipulateur.:

Si nous possédons des renseignements supplémentaires sur la
structure de la matrice d'inertie M(.), il sera souvent possible de trouver

des fonctions m(.) majorant HM(.)I| de facon moins brutale que la fonction (3.23).

Par exemple, si le manipulateur ne fonctionne qu'en rotation,
alors 1la matrice d'inertie M(.) est bornée supérieurement par une matrice

constante dont la norme pourra servir de fonction m(.).

En pratique, m(x(t), t) sera de toute fagon toujours bornée

supérieurement en raison des bormes physiques du manipulateur.

' En tenant compté du fait que xr(t) est borné, le corollaire 3
du théoréme 1 permet encore de prendre pour m(.) une fonction polynomiale en

”E (£)}| du second degré de la forme :
' 2
(3.26) m (x(t),t) =a +b|EW ||+ - [[ECE)]|

L'intérét de (3.24) par.rapport a (3.23) est de permettre

de constlu*re des Lonctlons k (.) prenant de petites valeurs 1or5que 1l'erreur

€ (t) est petite,
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Les forces de frottement visqueux étant typiquement .propor-

tionnelles & la vitesse X , elles pourront étre majorées en norme par une

fonction de la forme : r Hk”

Les forces de frottement sec, qui peuvent atteindre des
valeurs importantes, sont généralement trés difficiles i modéliser. I1
faudra le plus souvent effectuer une étude spécifiqué a chaque manipulateur
pour pouvoir estimef ces forces. Notons cependant qu'a faible vitesse ces

forces sont bornées et pourront étre majorées en norme par une fonction constante.

‘Le but de ce paragraphe était de montrer que le calcul de
fonctions kv(.) admissibles pour le.théoréme ! peut se'faife a ﬁartir d'une
connaissance tres faible du manipulateur que 1'on veut commander. Il n'en demeure
pas moins qu'il sera toujburé souhaitable en pratique d}in;égrer dans 1le
calcul de kv(.) le maximum de connaissancgs que l'on a du manipulateur dé facon

a obtenir une commande répondant le mieux possible aux performances souhaitées.

e 2o e . e e

O i e i i e e e S B e s St 2 -—— - - e 2o

opérationnelles :

) I1 se peut dans la pratique que la trajectoire de. référence que
doit suivre le manipulateur soit exprimée dans un repere plus pratique .que celui
des coordonnées généralisées du manipulateur. Les coordonnées de ce repére dit
"opérationnel' peuvent par exemple &tre les trois coordonnées dans un repére
cartésien fixe de 1'extrémité du bras terminal du manipulateur, et les trois angles

d'Euler dans ce repére fixe caractérisant 1'inclinaison du bras terminal.

Nous montrons que, moyennant quelques modifications de notation :,
l'analyse du chapitre II s'applique encore au cas de commandes de manipulateur

calculées & partir des coordonnées opérationnelles du manipulateur.

Soit y le vecteur de coordonnées opérationnelles correspondant
au vecteur x des coordonnées généralisées du manipulateur, et soit f(x) la
fonction supposée continue dérivable en tout point qui permet de passer de
X ay.

(3.27) y = £(x)

soit aussi J(x) la matrice jacobienne de f(.) définie comme :
(3.28) J(x) = 3f(x)
3x

Nous supposons que la matrice jacobienne est connue ou calculable
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en tout point et. que nous pouvons donc l'utiliser dans le calcul de la commande.

, Nous supposons aussi pour simplifier que cette matrice est
inversible en tout point ( si J n'est pas inversible nous pouvons considérer

une matrice pseudo-inverse de cette matrice (voir LQ])).

Nous avons vu que 1l'équation dynamique générale d'un manipu-

lateur s'écrit

(3.29) M(x) x + N(x,x%,t) =
ol N(x,x,t) = F(x,%X)x + G(x,%,t)

El est immédiat,a partlr des relations (3. 27) et (3. 28) Je1MunUYrquL

cette equatlon induit l équation suivante

(3.30) M'(x) ¥ + N'(x,%,t) =
-avec

(3.31) u(r) = Ji(x(t)) v(t)

(3.32a) M'(x) = J-T(x) M(x) J_1(x)‘ﬁ matrice -définie positi?e

(3.32b) N'(x,%,t) = - M'(x) W(x,%) - I (x) N(x,%,t)
| A& v %
(3.32¢) W(x,%x) .
| s W %

ou Wi est la dérivée de la i®meligne de J par rapport 2 x

[}

J-1(x) v
e on s

Puisque : x = f_1(y) et x

tious voyons que 1'équation (3.30) peut encore s'écrire

(3.33) M" (9)¥ + N" (y,9,t)
avec 4

(3;34) M" (y) = M'(x) ; N'"(y,y,t) =.N'(x,k,t)

L'équation ¢3.33) a bien la méme forme que l'équation

générale (2.1) que nous avons considérée dans cette étude.

Pour calculer a4 partir des coordonnées opérationnelles une commande
u(t) stable, nous pouvons donc calculer dans un premier temps, en appllquant les
résultats du chapitre II au systéme (3.33),une commande V(t) de la forme (2.4) avec
ﬁaiﬁtenant éi(t) y(t) Y, (t).La commande u(t) ‘se déduit ensuite de v(t) par la

relation (q 31)
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_ Remarquons que par cette méthode nous pourrons calculer
une commande V(t) stable sans avoir & inverser la matrice Jacobienne - J(x)
puisque nous avons vu que la détermination d'un gain kv(.) satisfaisant le
théoréme 1 était possible sans la connaissance exacte des matrices M'(y) =

T mMG&) 3N et N'(y,§,8) = -3 LM GO, + I GONGx,, L)
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CONCLUSION

La présente étude a été cpﬁgue dans un but d'aide & la.conceptionv
de commandes de manipulateurs. Chaque‘manipuléteur ayant des caractéristiques
quillui sont propres, et les taches a accomplir pouvant étre de difficulté ’
trés inégale, il est évident que proner i priori l'emploi d'ume commande
plutdt qu'une autre n'a pas beaucoup de sens. Nous avons donc essayé de
localiser un certain nombre de difficultés liées au probleme général de
la commaﬁde de manipulateurs et d'indiquer des directions pour résoudre

ces problémes.

Le désir d'une gfandé'souplesse d'emploi du manipdlateur et de
performances élevées conduit 3 vouloir réaliser des commandes & la fois
robustes et performantes. Dans un premie# temps, 1'étude du probleme de
commande d'un systéme non-linéaire de forme générale nous a permis de
dégager une classe importante de commandes non linéaires globalement
stables et robustes. Cette étude trouve son application naturelle dans
la commande des systémes mécaniques et plus particuliérement des

manipulateurs.

Le concept intuitif" selon lequel il faut utiliser des
grands gains dans 1a commande pour contrebalancer les effets nefastes
d'une mauvaise modélisation du’ manlpulateur a été formalisé. L'étude
fait cependant ressortir que méme dans le cas d'une modélisation trés
pauvre, l'utilisation de grands gains dans la commande est seulement
nécessaire & certains endroits névrélgiques de la trajectoire du ‘
manipulateur. Il apparait d'autre part que la robustesse de la.
commande a la fois vis & vis des erreurs de:modélisation et vis a vis
des erreurs de mesures ne peut étre obtenue qu‘avec une adaptation

en temps reel des gains de la commande. L'exploitation du théoréme 1
et de ses corollalres fournit 2a 1 utlllsateur le moyen de calculer de
tels gains sans que la connalssance des caracterlsthues exactes du-

manipulateur soit nécessaire.
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En ce sens, certaines commandes proposées peuvent &tre qualifides
d'adaptatives bien que 1'adaptation soit de nature différente de celle des
commandes adaptatives classiques. L'idée d'adaptation est en effet ici
dominée par celle de robustesse, tant dans les commandes que dans la méthode

de calcul de ces commandes.

Une extension naturelle de cette étude se fera dans le cadre de
simulations des schémas de commande proposés pour des modeles réalistes
de manipulateurs. Ces simulations, qui sont actuellement en cours, devront
permettre d'établir une "carte" de commandes sur laquelle seront évaluédes
les principales caractéristiques des différentes commandes, telles que leur

colit calcul, leurs performa%$es et leur degré de robustesse.
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ANNEXE A

Démonstration du théoréme 1

Soit un compact C de départ dans 1eque1Asonﬁ initialisées les
trajectoires (e(t), &¢(t)). Les trajectoires de références (x (t) X (t))
étant bornées uniformément par hypothése, les trajectoires (x(t), x(t))
sont aussi initialisées dans un .compact dont la taille dépend de la taille de C
et de la borne uniforme des trajectoires de référence. '

Les hypothéseé HI1—H6 sont supposées satisfaites et'nous considérons

la fonction k(.) de la relatiom (2.21) que nous multiplions, pour les besoins
M

de 1la demonstratlon, par le scalaire ol Y est un réel positif trés petit,

-UM—L (}1}‘ ] I.AE(.)[ || M
p ‘

@0 kG = 2 2 omenT 20

+ e[ |ar )] [ " )l|+<n+1>g+K/llM( Il [{w(. )Il

LI RO T o o]

‘La fonction k (,) utilisée dans la commande (2 4) est supposée continue

en y, et yz,_unlformement bornée par rapport at, et elle vérifie 1! 1nega11te.

(A:2) | kv(f) > k()

Les propriétés de continuité par rapport a v, et y, et devbornitudé'
uniforme par rapport au temps de toutes les fonctions que nous avons définies
permettent d'affirmer 1'existence locale des trajectoires (e(t), é(t§)
initialisées dans C sur un intervalle de temps [0 T[ (t < T) ou Tvdépend
seulement de la taille du compact de départ C (résultat di a Carathéodory,

voir D6] par exemple).

Proposition 1:

Toutes les trajectoires (e(t), €(t)) initialisées dans C sonﬁ
uniformément bornées sur [O,T[ par un réel pdsitif N"(C) dépendant
seulement de la taille de C (donc indépendant du temps) pour toute

fonction kv(.) vérifiant ‘1'inégalité (A.2).



Démonstration de la proposition 1

Considérons 1'équation d'erreur (2.6) que nous rappelons:

(8.3) E(e) + Clx(t), k(£),t) e(e) + D(x(t),k(t),t) é(t) + W(t) =0

avec .3

]

-1, [2 . | SR |
C(A.4a) ¢(.) M. (.)[M(.) kp(.) + AE(.)‘J (kp(.) = ukv(.))

;1 -~
(a.4b) DC) = M (.)_[m(.) k() AF(rﬂ
Pour étudier la stabilité de cette équation, nous reprenons une
méthode utilisée par Kokotovic[15]E14] dans le cas de systémes linéaires
variables dans le temps, que nous étendons au cas de systémes non—linéaires,
Selon cette méthode nous introduisons la variable auxilliaire n(t) définie de

la fagon suivante:

(A.S). n{t) = &(t) + L(t) e(t)

ou L(t) est une matrice (nxn) solution de 1'équation différentielle

suivante:

(A.6a) T.(t)

-D(x(t), %(£),E)L(t) + C(x(t), %(t),t) + L(OL(t)

(A.6b) . 1.¢0)

+ul - (I: matrice identité)

. Résultat partiel 1 :

© 8i une solution L(t) existe sur LO,I[lalors L(t)_est une matrice

définie positive bornée en norme par 2u.

Démonstration du Résultat partiel 1

. Posons:
(A.7)  Q(t) = L(t) - pI ; Q) =0

Si L(t) existe sur [O,T[ ,» alors évidemment Q(t) existe aussi

sur [O,T[ et est d'aprés (A.6a) solution de 1'é§uation différentielle:

(A~8') Q(t) = =M D(X(t),k'(t),t) + 'C(X(t),;((t),t)“ D(X(t),}.{(t),t)Q(t)
+Q(t) + p1)?
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Pour faciliter la lecture de la démonstration, nous omettrons
d'écrire a partir de maintenant les indices des fonctions chaque fois
qu'aucune équivoque n'est possible.

En utilisant laudéfinitioﬁ de C et D (relations (A.4a) et (A.4b).nous
-avons:- ' '

- (A.9) - uD+C = rpM-'AE - M AR

s

En utilisant cette relation dans'(A.S) nous obtenons:

1

VoAFQepM aF- M

1

(4.10) Q = —kVM'1 MQ - M AE + (Q+uI)?

' . eme '
Désignons par-q, la i colomne de Q:

a.11) Qei = 9y ,. qi(o) =0
ou :

. ' T .

(A.12) e, =A[o,o,...,o,1,o ... 0]

- jeme rang

-Muitiplions 1'égalité (A.10) i gauche par qiT M et & droite par e s

puis ajoutons -% qiT M q; de chaque coté devl'égalité ainsi obtenge. Nous -
Obtenons: ' A
1 d T2  _ . T2 =12 -
(A.13a) TS (qi Mqi) kvqi MM -M.qi *z,
avec :
___ T2 -1 . T -1 _ T -1
(A.13b) z,= ~q, .M M AFqil Mg, M M AF e; qi M M AE e;
T T 2 2 T2 t- 12
‘ . 1
*ay MQaqy +2uq; Mgy gy Me, 45 g Mg,

Soit U la racine carrée symétrique définie positive de la matrice symétrique
‘définie positive M

2 ~1/2

(A.14) M=1U M = U)
et posons: _ _
(A.15) y; T U qa 5 yi(o) =0 (yi(t) est une fonction continue

sur [Q,r[ )
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La relation (A.13ad) s'écrit -encore:

(a.16) j%

2 -1

d _ T
E Hylll - kVyi UM . in + zi

En utilisant des inégalités classiques des normes .matricielles et en

tenant compte de la relation (A.15), nous obtenons la borme supérieure

suivante pour Izi[ :

(A.17) lzil

puisque : q;

(A.18) |z.|
1

Hypotheése

puisque ||Q|]| <

nous avons donc 3 l'instant t,:

< JHoll 1 ) Tael ] Tlag ] [y dl+ w Holl 1 ||AF|s'1iyij|

+ {lol] [T IIAEIJVIIyi1|+IIUﬂHQII Hagh Hyg 1+ 20 Ly 112

+ quUHIlg}l+%lhfWW21QH°Hyglz

= q‘ y; mous avons gussi.llqill < ' 1|yi|| ,'d'oﬁ :

< Tl T (o™ L el ] 1yl oul 0l [ el g1
Aol ] TR s llyiiléliull Hal 10T Ty 112

e T I P N T T T TP T

Supposons qu'il existe un premier‘instant t, (0 < t, < 1)
et une colonne q; de Q tels que:
D |y, @Dl =Vo Lot . (o est défini dans H_)
i1 n 5

. . ,- . —c— _

i) Vit<icw,Vee [oe[ [y, ®©)]]</ o X
...1 ’
. . < 1y.
n supllagllee Ilagll < 10711 fly. ]

1<j<nmn

1

@19 el < 1o wpll /o wep
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:En utilisant cette lnegallte dans (A 18) nous obtenons:

(.20 |z, (e )< - G-y ” Y’ Huce, )“[__ I e (][ 1aEce, >||+<||u"<t >||/‘

e (t)ll Harce )|+l o™ e ) oG-y

n pz A 2 e ]
. ] s e 1 iRl
(u=y)

En remarquant que nous avons aussi:

0 ull =Y
D] = AT <

D= 2] = Y

La relation (A.20) permet encore d'écrire:

N o |
(a.21) |z, ()] < ﬁ-*{ : (“n‘?f) HME“Q“ [E—HM 1(_1:1)I| IAIAE(_t1)||+.

: g . .
s [ eI Harcepe@en b+ 2 +§1|M<t1>|111M"<t1>||3

. -1 . . s e ..
La matrice UM .U étant une matrice symétrique définie positive, nous

avons d'autre part:

T -1
(A,?Z) kvyi UM in >

et par consequent

T kIl e
, T -1 puisque k_ > k
(A.23)  koy,m WM Uy, 2 ,”M1/2_ VRN v

En remplacant maintenant k par son expression (A.1) nous obtenons:

v 1

wo kg oy 2 Ay |1 J/LL—LL[' 1 e 1T laoll

'umnq. EIRCA I H+2g
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La compafaison des relations (A.21) et (A.24) montre que pour =t

nous avons:
T | -1 N

(a.25)  k (£)y . "(t,) U (e M "(t,) U(t1)yi(t1? > |zi(t1)|

et par conséquent d'aprés la relation (A.16)

@.26) 1 5 1y, 11 <

. La fonction ¥ (t) étant par hypothése continuement dlfferentlable
sur [0,1:[ , 1'inégalité (A.26) contredit en fait l'existence de t

1’
- puisque | [yill ne peut atteindre pour la premiere fois la constante

— - : e 1 .. .
Y. & _‘1_’1_8 qu'avec une dérivée Pre Hy1|| positive ou nulle en ce point.

L'instant t1‘ri'existant pas, il en résulte:

w.21) Ve e [o,x[ Viewci1<icn), [lyo]i< /s .

comme d'autre part ‘:

@.28) |lagll < /T IIyII

‘/,_. Hy, I

La relation (A.27) entraine:

#.29) Ve€ [o,a] Vi€ew (<cicm, [lgm]] < £

et cette relaj:ion entraine a son tour:
(.30) Ve € [o,c[, [le@] < p-y

Des relations (A.7) et (A.30) nous déduisons:

(A.31) VYVt € [O,'r[ , Hne) || < 2u -y

et aussi que la matrice L(t) est définie-positive telle que

(4.32) YV x € R, < L(t) x>y ||x| lz (t € [O,'c[
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Ce qui termine d'établir le résultat partiel 1 et montre aussi que

la matrice -L(t) est uniformément exponentiellement stable sur'EO,T[_ .

L(t) étant bornée.pour toute trajectoire (x(t), %(t)) (tE'ﬂLT[ )
par un réel positif indépendant du temps il en résulte de facon évidente que

la solution L(t) existe effectivement sur [0,1[ ..

"Résultat partiel 2 :

La variable auxilliaire n(t) est uniformément bornie sur [O,T[ '

Démonstration du résultat partiel 2 :

A partir des relations (A.3), (A.5) et (A.6a) il est immédiat de

montrer que ﬁ(t)-vérifie_l'équation différentielle suivante:
(A.33)  A(E) = (-D(x(t), k(£),t) + L(£)In(t) + W(r)

Soit encore, en -omettant les indices et en utilisant la définition de

D(.) :

-1 - 1

(A.34) f= (kMM - M AF + L)n + W

-~

En multipliant 3 gauche cette relation par n° M nous obtenons:

TS, T= 15 T 2 - o 5
(A.35) nmMA=-kn M AM'1 Mn - n MM-1AFn + nTPG\J
Posons:
(A.36) z = Un (ot U est la racine carrée symétrique définie positive de M)

~

et ajoutons aux deux membres de 1'égalité (A.35) le terme %—n' Mn.

Nous obtemnons:

1d

2 T . —1
Zat l[zll = -kvz ‘UM Uz + s

(A.37)

avec . _
(A,38) s = T i are s ¢ 2tonu Y ¢ 2w+ %-ZTU—1 T,

. En utilisant des inégalités classiques de normes matricielles:

@39 Lsl < [l 1 ol 11+ ol el e T
LTI e

qui entraine aussi:

(.40 s] < H'znz[ JHML ity sl ]+ Hele 'llﬁlquP;H

el 1)
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Nous avons montré précédemment: J|L|| < 2p. De (A.40) nous déduisons

par conséquent que si ||z[]| > % alors:

mAnIﬂgth{/ugi(HWWIHMH+mMK/ IEIE IR

Nous avons d'autre part (;elatlon (A.24)) -

Q)E )

(A.42) szTUM_1Uz > ||z||2» [{}[|M71|j 1|AE1L+(n+1)l|M"|| 1|AFI|+(n+1)ﬁ

+K/IMIHmw%le|m”n+§}

Compte tenu de (A.37); la comparaison des relations (A.41) et (A.42)

montre que:

g¥-llz[|2 <0 lorsque llzl! > '%

- 1
(A.43) 7 it

I1 en résulte:

(A.44) VtE[O,T[ 5 {lz€e)|]< sup [Ilz(o)ll, ;(‘J

D'autre pért; d'aprés la définition (A.36) de z

et par comnséquent:

@45 {nll < HoT =l < & (el

-

Nous avons aussi par définition de n (relation (A.5)):

(A.46) n(o) = €(o) + p (o)
» -D'ol:
(A.47) | 1z(a) || < ¥ ||M(o) 1RO +u€(0)|l (M(o) M(x(o) 0))

Des relations (A 44)-(A.47) nous déduisons:

(A.48) ¥t € [or] ||n<t>ll< o sup[V IM(o>l| lle(o) + ue(o>ll ]

IS
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Ce qui démontre bienvque quelque soit la trajectoire (e(t), g(t)) initialisée
dans C, n(t) est borné par un nombre positif N(C) dépendant seulement de la
taille de C. '

Pour terminer la démonstration de la proposition 1, il suffit maintenant .

de considérer 1'équation (A.5). D'aprés cette équation:

(8.49)  &(£) = —L(t) &(t) + n(t) (n(t) < N(C))

d'oﬁ-ﬁ
1
2 dt

d'aprés (A.32):

(4.50) e ] %= -eT(e) L(e) e(®) + T(r) n(®)

(A.51) eT(t) L(t) e(t) > ylle||?
Comme qd' autre part: | “
(a.52) Ia (t)n(t)] < ||€(t)||N(C)

I1 en résulte:

(A.53) | ._d__ll»s(t)ll2 <0 ioréque ey |] > N(C)
at ~ . Y
et @ . : :
. : N(C)
(A.54) = ¥t & [_O_,T[ s [le@]]< sup (|let@]|], =2 < N (©)

ot N'(C) est un nombre positif qui dépeﬁd seulement de la taille de C.
D'autre part, d'aprés (4,49)

a.55) - [le@ ] < @] He@ ]| + [y |
et par conséquent, d'aprés (A.31) et (A.54):

.56 vt € fo,7[ , [le@]] < 2n N'(0) + N(C)

Les relations (A.54) et (A.56) établissent que les trajectoifes (e(t),é(t))

N 1" .
initialisées dans C sont uniformément bornées par N(C)=sup(N'(C),2uN'(C)+N(C)).

Proposition 2 :

La bornitude uniforme sur [O,r[ de toutes les trajectoires (e(t),&(t))
‘inipialiSées dans C par un nombre N'"(C) dépendant seulement de la taille

de C entraine :
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i) 1l'existence des trajectoires (e(t),é(t)) sur [O,T [

ii) la bornmitude uniforme de ces trajectoires par N"(C)

Le résultat ii) étant une simple conséquence de i) et de ce que nous

venons de montrer, il suffit de montrer que i) est vraie.

Considérons une trajectoire (e(t),£(t)) initialisées dans C et
supposons que cette trajectoire n'existe que sur .[O,T[ avec T < T.
Puisque T n'appartient pas au domaine de définition de (e(t), £(t))
ceia signifie que 1a_trajectoire.explose en 1. En raison de la continuité
de €(t) et £(t) il existe donc un temps Tc< T ou la.trajectoire .
(e(t), &(t)) sort de la boule B(0, N"(C)), ce qui contredit la propositioni.

Donc T = T .ce qui établit i).

Les résultats 1) & 3) du théoréme 1 sont-des conséquences directes
‘de la proposifion 2 et des hypothéses de continuité et de bornitude
uniforme faites sur les différentes fonctioms utilisées.

Le résultat 4) a été obtenu en cours de démonstration.

La relatioﬁ'(2.19a) du résultat 5) traduit simplement le fait
(aisément vérifiable) qu'en prenant, dans la démonstration de la
proposition 1, une fonction kv(.) suffisamment grande, il est possible
de maintenir la matrice Q(t) aussi petite que 1'on veut pour toutes
les trajectoires (e(t), £(t)) initialisées dans C, et donc de maintenir
la matrice L(t) aussi proche de pIl que 1l'on veut.

‘En reprenant la démonstration de la bornitude uniforme de %x(t)
(ot 1'indice & est ajouté pour indiquer que le gain kv(.) est de la
forme kV(.) > ak(.)), on montre aisément que llﬁf(t)lleSt asymptoti--
quement borné par 1 et plﬁs.précisément qu'il existe un instant

_ aK
t(a) tel que: o -

(A.57) %t > t(@), ||z ©)]] < ;_K—

et :
(A.58) lim t(x) =0
o -+ o .

En remarquant d'autre part que nous avons:

4.59) |0 @] <7m— [z (0]

nous. obtenons bien la relation (2.19b) du résultat 5.
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ANNEXE B

Démonstration du Corollaire 2 :

La démonstration de ce corollaire est tout a fait similaire & celle
du théoreéme 1, & ceci prés qu'il n'est plus nécessaire d'introduire les
variables auxilliaires yi(t) et z(t) pour montrer les bornitudes respectives

de la matrice Q(t) et du vecteur n(t).

Bornitude de Q(t)

Considérons la relation (A.10) que l'on multiplie 3 gauche'par qiT

et a droite par e . Nous obtenons:

- 1 d . 42 _ T .
(B. 1) 5 E?I'qill = kv-gi B q; *r,
ol

(B.2) B = M_1-M (B satisfaisant la relation b) du corollaire 2)
et :

T -1 T, =1 T -1 T - 2 2T
(B.3) 1, = q; M AFq-pq; M AFe, - q, M AEe; + q. Qq, + 2ulq || g, e,

En utilisant la fonction k(.) de la relation (2.24) et les
propriétés de la matrice définie positive B, nous obtenons, en procédant

‘de la méme facon que dans la démonstration du théoreme 1.

l_.d._. 2 3 - =E- 1 £
(B. 4) 7 dt \Iqi‘t1)ll <0 si qi(t1) —~ et si qj(§1).5 -

(1<i<m, j#i) .

Comme pour la démonstration du théorgéme 1, cette ihégalité entraine

que l'instant t, n'existe pas et que par conséquent:

1

(8.5) ¥t € [o,7] , qui(t)]l. <% (1 < i< n)
. d'ol : _
@®6) ¥t€ [o,a] ; law]] < p
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Bornitude_de n(t)

Considérons la relation (A.34) que 1l'on multiplie & gauche par nT.

Nous obtenons:

1 d 2 _ T
(3.7 5 3 LInl]® = k n" Bu+ s
avec :

T 1 T T
(B.8) s=-n"M AFn -n Ln+nW
En utilisant encore une fois l'expression de la fonction k(.)
qui minore kv(')’ les propriétés de la matrice B et le fait que ||L(t)]]

est borné par 2u, nous montrons aisément & partir de (B.7) et (B.8):

g—t~lln,('t)l|2<-o lorsque ||n(t)|] >'11Z'

(8.9) %

ce qui entraine que n(t) est uniformément borné.
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