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APPLICATION DU CONTROLE OPTIMAL ET DE LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS A LA RESOLUTION
PAR PENALISATION DES EQUATIONS

DE NAVIER - STOKES

Laurent.LOTH

Résumé :

Dans ce travail, on décrit liapplication des méthodes de
contrdle optimal et d'élements finis & la résolution numérique des
équations de Navier-Stokes dans les cas statibnnaires et évolutifs.

Lé probléme de contrdle optimal est obtenu par une formula-
tion de typé moindres carrés fonctionnels et résolu par ﬁn'aigorithme

- de gradient éonjugué avec préconditionnement. 4
Nous présentons ici 1'application de'ces.méthodés d une
. ' discrétisation par un élément fini mixte Q2 - Ql avec pénalisation,
et nous donnonslles'résultats numériques correspondants. .
Abstract :

Application of Optimal control and finite element method
for stationary and unsteady incompressible Navier Stokes flows
is described.

The Optimal Control problem is derived from a least square
formulation and solved by a conjugate gradienﬁ algorithm with scaling.

We present some applications to a mixed finite element

Q2 - Ql with penaity method.
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NOTATIONS
X = (gl,xz,...,xn) ’ variable d'espace dans un ouvert § de rR"
't : variable de. temps
I' . frontiere de §I
Bi = B/BXi
‘at = 3/93t
3/8x1
v opérateur’
3/9x
_ n
D(R) espace des fonctions indéfiniment
différentiables et & support compact sur §
LZ(Q) - espace des (classes de) fonctions de
-carré .sommable sur Q
o ‘ .
-H () ) espace .de Sobolev o
= {v e LZ(Q) . v LZ(Q):, 1a| < m}
o [0 o o a
=3 '/ax, ' +3%/ax.% ... 3 %/ox ™
. 1 2 7n
H:(Q) = {v ¢ Hm(ﬂ) . Dav = 0 sur §, |a| < m-1}
: ' . . 2
(u,v) = | u.v dx produit scalaire sur L7(Q)
Q .
1/2

norme associée

lull = o)



INTRODUCTION

La modélisation des Ecoulements de fluides visqueux incompres-
sibles par les équations de Navier-Stokes présentent plusieurs difficultés
et en particulier : '

' - La non lindarité des équations

-~ La contrainte d'incompressibilité

- La complexité de la géogétrig'lqrg d'apgligations

industrielies «

- La finesse du phénoméne 3 simuler.

La méthode des &l€ments finis et un algorithme de gradient
conjugué avec préconditionnement donneront des réponses aux deux
derni&res de ces difficult&s. Ceci nous permettra d'obtenir une

‘bonne représentation du phénoméne et l'efficacité dans la résolution.

Pour surmonter la non linéarité des &quations, 1'outil développé
ici sera une formulation de type moindres carrés fonctiqnnels. Cette
méthode, décrite dans BRISTEAU;GLOWINSKI—PERIAUX—PERRIERfPIRONNEAU—
POIRIER [5], bien adaptée & d'assez gros systémes, nous permettra de
décomposer le prbbléme initial en une suite de problémes lindaires, ici
des problémes de Stokes. Outre sa souplesse d'utilisation, elle permet

un couplage fiable avec d'autres &quations ou entre différents domaines.

Pour résoudre les problémes de Stokes, suiVanﬁ~en cela TEMAM [ 25]
et BERCOVIER [1]1-[2], nous traiterons la contrainte d'incompressibilité
par pénalisation et choisirons un &lément fini mixte. Cette méthode,
plus souple, est mieux adaptée aux problémes stationnaires que celles a

traitement incompressible séparé.

Le couplage PENALISATION-MOINDRES CARRES nous permettra de

profiter des avantages de ces deux approches 3 condition'qu'au probléme

pénalisé, qui est un probléme raide, corresponde un préconditionnement

compensant cette raideur. Un des buts de cette étude est de montrer que

cela est possible et efficace.



Nous traiterons tout d'abord du probleme statlonnalre avant
d'aborder le cas evolutlf De ce dernier, nous donnons ici une version
lncondltlonnellement stable avec un schéma en temps i deux niveaux. Des
résultats numériques pour les problémesde la cavit& carré et de la marche
completeront cet exposé :

- d'abord pour le probleme stationnaire,

- 1 . » - - . 3 - ) .
- puis 1'application & ce dernier de la version évolutive par

" une méthode asymptotique en temps.

. En annexe, nous présenterons & titre de comparaison, les

. résultats obtenus par l'utilisation d'une méthode de Newton pour la
P , P

résolution du méme probléme de la cavité& carrée.

I - POSITION DU PROBLEME

Nous allons dans cette partie donner les &quations du probléme
et définir quelques espaces fonctionnels nécessaires & la résolution.
Le modéle proposé n'est &tabli que pour une température uniforme et

constante dans le temps.

L'état du fluide est caractdrisé& par les valeurs du champ des

~vitesses u et des pressions hydrostatiques p. Les dennées du prbbléme

sont : les constantes physiques ou le nombre de Reynolds, les conditions
limites et initiales et les forces volumiques.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteﬁr a4 GERMAIN [10], TEMAM
[26]. '

Soit un fluide newtonien, visqueux incompressible. Si Q et T
sont respectivement le domaine de 1'écoulement et sa frontidre, le
mouvement du fluide est gouverné par les &quations de Navier-Stokes

qui sous forme adimensionnalisée s'Ecrivent :

(1.1) 3 —-% V2u - (u*V)u + ¥p = £ sur Q

(1.2) V.u = 0 A ‘ sur



avec : 4 = u(x,t) champ des vitesses
P champ des pressions hydrostatiques
R nombre de Reynolds caractérisant le fluide
£ forces volumiques extérieures.

Aux équations (l.l)-et (1.2), nous ajoutons les conditions

limites et initiales : , : .

u(x,0) = ué : ‘ S g

o sur {2

u

D'autres conditions peuvent €tre domnées :
~ conditions de périodicité
-~ conditions non homogénes.
- &
Dans la suite de 1'exposé nous considérons a = 0, c'est 3 dire un

champ de vitesse nulle sur la frontiére.

Nous définissons également les espaces suivants

B = (v e L2, 3.;v e L2, i=1,...,n}
H(])(Q) = {v ¢ B (Q), v/T =0}
V={v e ﬁé(ﬂ), Vev = O pp dans Q}

CK)= {v e D(QD), Vev = 0}

et nous avons :

.
-+ By ()

Ve



II - LE CAS STATIONNAIRE

A) Le probleme continu

— ————————- i oo S T . e Gt S

. - n .
501ent 2 ouvert borné de R, I' sa frontiére.

Nous cherchons 3 résoudre le probléme suivant : .

(2.1) —-% Vzu + (W.V)u + Vp = £ sur @
(2.2) Yiu=0 . sur §
(2.3) u=0 , ’ sur T

Si f, u, p sont des fonctions régulidres satisféisant
(2.1)-(2.2)- (2 3), prenons alors le produit scalalre de (2.1) avec.
une fonction v € dp

Nous obtenons :

2u.+ (u._V)U + VP; V) = (f,V)’

1
-3V
soit en intégrant par partie :
1 | o |
E(Vu,Vv) + ((u.Vu,v) = (£,v)
et ce pour tout v € (X,
Chaque terme de’ 1 egallte precedente dependant continuement et

lindairement de v, celle~ci est encore vraie pour tout v € V.

Introduisons sur HI(Q) X HI(Q) la forﬁe bilinéaire a définie

par :
au,v) = (Vu,W)

et sur'Hl(Q) X HI(Q) x HI(Q) les formes trilinéaires :



b(u,v,w) ((w.Vv,w)

g(u,v,w) = %(b(u,v,w) - b(u,w,v))

Remarque 2.1 : (u,v,w) + b(u,v,w) est continue sur V x V x V pour n < 3.

) 1 ' 4

n £ 3, donc HO(Q) c L () .
1 1 . 4 | 4

ueHO(Q),weH(Q),douueL(Q)etweL(Q)

v e HI(Q) d'oll 9,v. ¢ LZ(Q)
v 1V

et donc par 1'inégalité de Holder

. 1 |
ui(aiyj)wj e L7 ()

Ifgui(aivj)wj dx| = “u_i”Ll‘ "V'j“Lz “wj"L4

< ©

Remarque 2.2 : b(u,v,v) =0 pour tout u € V et tout v ¢ H(IJ(Q)

pouru € CX)et v € D(Q) nous avons

b(u,v,v) = 2 Ju(a v.,)v, dx
| 1,3‘91 SREES

2
= Z j a,(v,)
iJ Q Y1% i
1 2
-7 J (vj) Biui dx
- _ 1
2

)

ij

) J (v,)V.u dx
j J

d'ol le résultat par continuité pour u € Vet v ¢ H(l)(ﬂ).



Remarque 2.3 : b(u,v,w) = - b(u,w,v) pour tout u € V, tout y € Hé(ﬂ)
et w e Hé(ﬂ) ‘ '

Ceci découle directement de la remarque 2.2, en 1l'appliquant

a b(u,v+w,v+w).

Nous pouvons donc introduire la formulation variationnelle

du probléme (2.1)-(2.3).

Trouver u ¢ Hé(ﬂ) tel que

(2.4) .
1/R a(u,v) + b(u,u,v) = (£,v) . pour tout v e V.

Théor&me 2.1 : Si £ esH_¥(Q), le probléme (2.4) admet au moins une

solution u € V, et il éxiste une distribution p € Lioc(g)
satisfaisant (2.1) (2.2). '

Th3oréme 2.2 : Sin < 4 et si f satisfait :
2
a1y . gl ,»% < cn)

la solution est unique.

Le lecteur trouvera la démonstration de ces théorémes dans

TEMAM [26], chap. II, § 1.

B) Le probléme_perturbé

Une des difficultés de la résolution réside dans le traitement

de la contrainte d'incompressibilité
(2.2) Vou = 0 sur 9]

lLa construction de base & divergence nulle suivant HECHT [28]
est une réponse a ce proBléme mais nous choisissons ici d'appliquer
une méthode proposde et appliquée par LIONS [16], TEMAM [25],’BERCOVIER
11,023, ODEN [191[20], REDDY [231[24], ODEN et al [18]. Nous ajoutons
un terme de pénalisation qui transformera le probléme initial en un

probléme sans contrainte.



_]0_

Nous introduisons une famille de problémes perturbés
dépendant d'un paramdtre positif € qui approche i la limite les

équations de Navier-Stokes, et ce sans contenir de contrainte.

Soit le probléme suivant :

Trouver u tel que

(2.5) /R PPag + (uMu_ + 1/2(%.u)u_ - 1/e V(V.u) =

(2.3) u-= 0 sur T

Remarque 2.4 : Si div u = O, nous_retrouvons le,probléme'originel

(2.1) - (2.3)..

Remarque 2.5 : La contrainte V.u est ici remplacée par'le terme

de pénalisation é-V(V.uE)correspondant a lféquation :
(2.6)  p_+Vau_=0

-

Remarque 2.6 : L'introduction du terme 1/2 (V.u )uE est due a

TEMAM [25]. C'est un terme de stabilisation qui correspond
a la substltutlon de la forme trllineaire b par la forme
trilindaire b.

‘En effet si V.u = 0, b(u,u,v) = g(u,u,v).

Dans le cas contraire, pour u € D(2) et v ¢ D() nous avons :

1/2. (b(u,u,v) - blu,v,u))
= b(u,u,v) - 1/2 (b(u,u,v) + bu,v,u))

= b(u,u,v) - 1/2 i§J JQ ui[(aiuj)vj + (aiv:j)uj] dx

g(u,u,v)

= b(u,u,v) -~ 1/2 i?j JQ uiai(gj.vj) dx
.= b(u,u,v) + 1/2 z J (V.u).u.v, dx
ia J 3

= b(u,u,v) + 1/2 ((V.u)u,v)

~

ce que nous &tendons 3 u € Hé(ﬂ) et v ¢ Hé(Q).



Si'(ug,pe) satisfont aux é&quations (2.6), (2.5), (2.3),
‘multiplions (2.5) et (2.6) scalairement par v € D(R) et q € D().

I1 en résulte : 1/R'a(u€,v) + b(uE,uE,V) +1/¢e (V.uE,V.v) = (f,v)
€(p,q) *+ (Voug,q@) =0

ceci restant valable pour v € Hé(ﬂ) et q € LZ(Q).

Nous pouvons maintenant introduire la formulation var iationnelle

du probléme perturbé (2.3), (2.5) et (2.6).

Trouver (ue,p) tels que
2.7 /R aluv) ¢ Blug,u,v) + 1/e (Vo ,V.v) = (£,v)
(2.8)  elp, @ + (Veu,q9) =0

pour tout Vv € Hé(ﬂ) et tout q € LZ(Q)/I{

Comme pour le probléme 2.4), nous avons les théorémes suivants :

Théoréme 2.3 : Soit f € H-l(ﬂ) vérifiant 1'hypothése (HL).

Le probléme (2.7)—(2.8) admet une solution unique.

Théoréme 2.4 : Pour f ¢ H;I(Q) vérifiant 1'hypothése (Hl), nous avons :

< C

o - us‘l'Hé(Q) +|p - pean(m/jR e -

avec (u,p) solution de (2.1),(2.3)

(ué,pe) solution de (2.7),(2.8)

C constante dépendant de £,{,R mais non de €.

Une preuve de résultat peut 8tre trouvée.dans BERCOVIER [1].
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' C) Le probléme discret

Le propos de ce paragraphe est de discuter 1'approx1mation
des problémes (2.4) et (2.7)-(2.8). _
Nous nous donnons tout d'abord une approximation interne stable et
convergente des.espaces Hl(Q) et Lz(Q)/E( par la donnée de V et W

h h
deux espaces de dlmension finie contenus respectivement dans H (Q)

et L (Q)/]R

Nous introduisons &galement 1'opérateur billneaire (le .),.)

- défini sur H () x W par :

h

. _ - 1
(dlvhu,ph) = (V.g,ph)_pour tout u, . € HO(ﬁD eF tout Py € Wh.

Soit fh projection de f sur VH
N = ) .
et h sup Hu"V ”Vhﬂv ”w”V u € Vh’ Vh € Vh’ Wh € Vh
: h h h
Considérons les problémes :
Trouver (uh,ph) € Vh X Wh' tels que
(2.9) 1/R a(uh,vh) + b(uh?uh,yh) (ph,dlv v ) (f vh)
(2.10) (div.u _,q.) = 0

h'h’ dn

pouf.tout v, € V_ et tout 9, €W

h h h

et le probléme perturbé correspondant :

) e V. X W tels que-

Trouver (u h h

he’Phe
(2.11) 1/R a(uhs,vh) + b(uhe’uhe’vh),- (phe’divhvh) = (fh,vh)

(2.12) ) + (le u ) =90

(Ppes 9y, he*9p

pour tout vy € Vh et tout the.Wh.



Le théoréme ci-dessous nécessite de nouvelles hypothéses :

(HL") N Rznfh“v' <1-86, 8>0

et celle fqndamentale (voir BREZZI {41])

(H2) .11 existe k > O tel que

¢ (div,u, ,p,)
sup ————ELEL—Jl— P k“ph” pour tout Py, € Wh
S b |

Nous'trouverons'alors dans BERCOVIER [1] la démonstration du

Théoréme 2.5 : Sous les hypothéses (Hl), (H1'), (HZ)
) est solution unique de (2 11) et (2. 12)

Sl'(uhe’phe
(uh,ph) est solution unique de (2 9) et (2.10)

(u,p) est. solution unique de (2.4)

alors |lu - qhenv + |p —.Phsnw < Cle + flu - uh" +p - th
h | h v "

Ce théoréme montre, qu 'une fois‘choisi 1'approximation Vh

Wh, les équations perturbées donneront une solution aussi volsine que
1'on veut de (uh,ph). Nous pouvons donc résoudre le probleme perturbé

sans;perte de précision significative par rapport au probleme originel .

pourvu que € soit assez petit.

Le choix du paramd@tre de pénalisation € a été souvent
abordé dans la littérature. Citons BERCOVIER ENGELMAN [2], HUGHES, LIU,
BROOKS [13], JOHNSON, PITKARANTA [151.

Dans [2] BERCOVIER préconise une valeur de ce paramétre égale
a 10-'2 h2, h étant le pas de la discrétisation. '
Dans ce travall nous exposerons les résultats obtenus pour des valeurs

-1 . -6
3 10 °. Aucune variation quant a la vitesse de

de € échelonnées de 10
convergence n'a pu 8tre relevé. Nous donnons en partie IV tous ces
résultats en les comparant avec ceux obtenus avec d'autres algorithmes

"de résolution que.celui exposé en III.
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D) La méthode d'éléments finis

La méthode d'éléments finis exposée dans ce paragraphe
est semblable 3 celle utilisée dans BERCOVIER ENGELMAN [2] ; c'est
3 dire un é&lément fini mixte Q2 - Ql avec 1ntegrat10n redulte Citons

également ENGELMAN-SANI-GRESHO-BERCOVIER [8].

Le p01nt central du theoreme 2.5 est l'hypothese (H2)
et une deflnltlon correcte de 1 operateur billnealre (div(.),.).
Suivant FORTIN [9] et CROUZEIX, RAVIART [7], nous &tendons la

définition de (div(.),.) & un élément quadrilatéral.
Eliminant dans (2.11) le terme Py POUS obtenons :

(2.13) 1/R'a(uh€,v ) + g( ) + 1/8 (div,u

uhs,uhe,v wh ,dlv v ) (f,v.)

h

Nous avons donc & construire -1la matrice correspondante au terme

he ,le v )

1/¢e (divhu
Tout -d'abord, dé&finissons 1'élément fini de degré 2 que nous allons

utiliser.

Soit Q le quadrangle de référence (cf Fig. 1) dans le plan. Nous
considérons un &élément fini Q2 3 noeuds ol Qs est 1l'espace des polynomes

de degré S.

X : 2 X2 points de Gauss

Fig. | : Elément isoparamétrique & 9 noeuds
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Sur cet &élément, les fonctions de base sont données par :

el (X) =

4 (x1-1/2) (X1-1) (x2-1/2) (*2-1)
e2(x) = & X1 (x1-1/2) (x2-1/2) (x2-1)
e3(x) = & X1 x2 (x1-1/2) (x2-1/2) .~
eh(x) = 4 X2 (x1-1/2) (xL-1) (x2-1/2)

e5(x) = =8 X1 (x1-1) (x2-1/2) (x2-1)
eb(x) = -8 x1 x2 (x1-1/2). (x2-1)
S e7(x) = -8 x1 x2 (x1-1) (x2-1/2)
e8(x) = -8 x2 (x1-1/2) (x1-1) (x2-1)
“e9(x) =16 XL x2 (x1-1) (x2-1)

Nous nous donnons donc une discrétisation du domaine en
quadrangleset nous définissons Vh comme 1l'ensemble des fonctions continues -
qui sont Q2 sur chaque quadrangle.

Pour la définition de Wh; nous utiliserons un &lément Ql discontinu.
Projetons donec divu sur l'espace des polynomes de degré 1 :

- (2.14) JAdivhu¢(X)dx = Jadiv(u).¢(x)dx pour tout ¢ e Ql.
Q

'Soientval, az, a3, a4 les quatre points de Gauss sur Q.
Ceux-ci sont Ql unisolvents et une base de Ql est déterminée paf les
valeurs des quatres fonctions de base aux,poiﬁts s %5 a3, a4_de

sorte que (2.14) est &quivalent aux quatre équatioms

Jadivhu¢i(x)dx =.J6div(u)¢i(x)dx pour i =1 3 4 .

Siu e Q2, div(u)d)i € Q3. Or les quatre.points de Gauss donnent une
intégration exacte pour tout polyndme de Q3. . '

"Par définition des ¢i’ nous obtenons finalement les qudatre identités

: dlvhu(a2>'= dlv(u)(ai) pout i =134 .
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-~

Comme divh(.) est dans Ql, nous avons sur Q
4 .
divi u(x) = iEldivm)(ai)q»i(x) | -

Pour résoudre (2.13), nous avons 3 calculer les matrices A, B, K

correspondantes aux termes 1/R a(uhe,vh) , b(uhe’uhe’vh) et

1/8‘(divhuh€’divhvh) .
| . Cy. 2 T
K est telle que Adlyhu dx = U K.U
‘Q 4
2
= 2 w, diviu(a,)
PRI Tt

avec U vecteur des valeurs nodales de u sur qQ,

Wy le poids des points d'intégration Q-

E) Application des moindres carrés fonctionnels

. 1) Définition du probléme
4 Pour fraiter la non lin&arité du probléme, nous allons employer
la m&thode des moindres carrés fonctionnels, suivant une déﬁarche analogue
a celle exposée dans BRISTEAU-GLOWINSKI-PERIAUX-PERRIER-PIRONNEAU~POIRIER
[5] et PERIAUX [21]. Nous arriverons ainsi i la étructure d'un probléme
de controle optimal tel quevle définit LIONS [17]. Notre probléme sera

alors décomposé.en la résolution de problémes de Stokes successifs.

" Nous utiliserons dans ce pafagraphe les espaces de Sobolev :

]

HL ) = {0 « L2 , 3, ¢ < L2(2) }

]

1 1 _
“0(9) {¢p e B (D , op = o}

Nous wvoulons résoudre :

(2.5) | -1/R Vzu + (u.V)u + 1/2 (V.u)u —-1/6 V(V.u) = f sur Q

o (2.3) u =0 sur
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dont une formulation variationnelle est :

1/R J Vu.Vw dx + b(u,u,v) + I/EJ V.u V v dx = (f v)
Q .

€2.7)
’ pour tout Vv € H (ﬁb
Au e Hé(Q), nous pouvons associer w = w(u) é‘Hé(Q) défini
par : ' '
(2.15)  -1/R VPw - 1/eV(V.w) = £ - (u.V)u - 1/2 (V.u)u

(2.15) est un probléme de Stokes pertﬁrbé dont la formulation

variationnelle est :

4 Trouver w € Hl(ﬁn‘ tel que
(2.16) L/R a(w,v) + 1/e . (V.w,V. v) = (f v) - b(u u v)
pour tout v € H (Q)

Et donc si w(u) = u, le probléme (2.5) est résolu.

Nous allons donc essayer de minimiser u - w(u) dans une norme adaptée

au probléme.

Posons [ ¢, W] = l/R a(op,¥) + 1/e(V:i¢,V.¥)

{.,c] défimit sur H (Q) un produit scalalre.

Soit H_l(ﬂ) (H (Q))' 1’ espace dual de H (Q)

Le dual de LZ(Q) étant L (Q), nous avons l'lnclu51on :
H () c12@ < 5@

Notons <.,.> ;a forme bilinaire de la dualité entre Hfl(Q) et Hé(Q),

Soit : <f ,v> =.JQ f v dx ¥f e.H—l(Q),. ?v € Hé(Q).

Nous -définissons la fonctionnelle J(.) par :

Jv) = 1/2 [v—w(v),v—w(v)] .
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Une formulation par moindres carres fonctionnels du probléme

(2 9) est donnee par :

(2.17) Min J(v) = Min %—[v—w,v-—w]
veH (D) Vel ()

avec w solution de :
(2.18) . [W;n] = (£,m) - b(v,v,n) pour tout mn € Hé(ﬂ)

Se ré&férant & LIONS [17], il est clair que (2.17)-(2.18) & la structure

d'un probléme de controle optimal oili

v désigne le vecteur contrdle
W désigne le vecteur &tat

(2.13) est l'équation &état

J est la fonctionnelle cofit .

Remarque 2.7 : La contrainte d'incompressibilité V.u est prise en compte
q . P p

dans la fonctionnelle J aux travers du terme

1/¢€ LQ le(V—W) div(v-w) dx.

Ce choix pour la fonctionnelle J est 1mportant sur le plan

- numérique par son-influence sur la vitesse de convergence.
C'est pourqu01 nous ne lalssons dans le second membre que le

terme de force et le terme non lin&aire b(v v,n).

2) Résolution par un algorithme de gfadient conjugué

Pour résoudre efficacement le p:obléme d'optimisation (2.17)~-
(2.18), nous utiliserons la version de POLAK-RIBIERE [22] du gradient

conjugué. Voici ci-dessous la description de 1'algorithme.

Inltlallsatlon

Une 1n1t1allsatlon suffisamment proche de la solutlon est
un facteur,de rapidité. Nous prenons ici la solution du probléme de

Stokes.



Soit donc v, solution de -1/R Vv + Vp =f sur
V.v =.f sur Q
v = 0 sur
dont la formulation du probléme perturbé correspondant és;
-1/R vy +1/e V(V.v) = £ sur Q
v=0 sur T
Nous calculons donc v solution du probléme variationnel :

Lv,nl = <£,n> pour tout n € Hé(Q)

Nous pouvons alors cherchérgo direction de descente comme solution de :

[g,n] = <J'(v)),n> pour tout 0

posons alors Eo 8, *

Pour le calcul de J'(vb), nous renvoyons au paragraphe

suivant préférant décrire tout d'abord 1'algorithme dans son ensemble.

~ étape 1

. n
Connaissant vy, 8. £ nous allons minimiser J(v) dans la
direction de descente g.

Pour cela nous cherchons A tel que
: 0 0 _
{2.19) J(vn - AE) < J(VH - & ) pour tout u.

Et posons alors
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A ce stade, nous testons la convergence de l'algorithme

pér le calcul de J(v_ .).

n+l

vétage 2 v
I1 s'agit de construire une nouvelle direction de descente.
Nous définissons tout d'abord Be1 € Hé(Q) solution de

» - ' 1
(2.20) [gn+l,n] = <J (vn+l),n> »pour tout n € Ho(ﬂ)

puis

[gn+1’gn+l_gn]

.[gn’gnj

'Y=

: ' +
Ceci nous permet de définir alors En 1 nouvelle direction de descente

par :

+1 .
T 7

n+l .

n

posant n = n +l nous retournons i l'étape 1.

Les deux points importants de cet algorithme sont :
- le calcul de A réalisant le minimum de la fonctiomnelle
J(.) dans (2.19). '

~ le calcul de 8 1"

Le calcul de A.

_ "Pour que cet algorithme de gradient reste efficace, le calcul
de A doit @tre assez précis. Nous pratiquerons ici .par dichotomie et

extrapolation parabolique suivant en cela CEA ([ 6], ALG 7).

3) Calcul du gradient B+l

Ce calcul nécessite la résolution de deux problémes de Stokes

d chaque itération ; soient

(2.18) - pour obtenir LA de Vol



(2.20) pour obtenir B+l de Voel ©t Vo

Nous allons maintenant exprimer le gradient de la fonctionnelle

J(.) en fonction de v ét.wn+1 pour la résolution de (2.20).

n+l
Soit &v ¢ Hé(Q); Ji(v) se définit par -:

<J"(v),&v> = 1lim J(V+t6\t7,) - J(v)

t->0

Par définition de J, nous obtenons :

(2.21) <J'(v),8v> = [v-w,8(v-w)]

Diffé;egtiant'(2.¥8), nous avons

(2.22) tdw,ﬁ] = ; g(év,y;n) —-g(v,dv,n) .pouf tout n € Hé(Q)
d'ot

(2.23) <J'"(v),8v> = [v-w,0v] + g(év,v;v—w) + g(v,év,v—W)

Par conséquent, J'(v) € H_l(Q) peut etre identifié 3 la fonctionnelle

linéaire dé&finit sur Hé(Q) par
¢ > [v=w,¢] + b(¢,v,v-w) + b(v,¢,v-w)
Et donc 8+l est solution du probléme variationnel

1
Bp+1 € HO(Q)

['gn+l’c‘):I - [vn+

pour tdut:¢ Hé(Q)

ol w__ est solution de
n+l

(2.18) [wn+1,n] = (f,n) b(vn+l,vn+],n) pour tout n.eiHO( ).

l_wn+l’¢] +’b(¢,vn+l,vn+l—wn+l) + b(vn+lf¢’vn+l_wn+l)T
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III. - LE CAS EVOLUTIF

A) Le probléme continu

- n
Soient § ouvert borné de R , n < &4 ,

T sa frontiére.

Nous voulons résoudre le probléme :

trouver une fonction vectorielle u :  x [0,T] + rY

une fonction scalaire p: Qx[0,T] > R
telles que :
1 .2
3.1) Btu - E’V u+ (u.V)u + Vp = £ sur Q x [0,T]
(3.2) Vou=0 sur @x [0,T]
(3.3) u=20 surlF x [0,T]
(3.4) u(x,0) = ﬁo .sur Q'

les fonctions U f 8tant données et définies sur et @ x [0,T]

respectivement.

Définissons également les deux espaces :

Vv ={pe Hé(Q) , V.o 0}

0}

H={pe L2 , V.0

V < H et V est dense dans H avec injection continue.



- 23 -

Si V' et H' sont les espaces duals de V et H, 1'opérateur adjoint
est linéaire continue de H' dans V'. H' peut donc &tre identifié

i un sous espace dense de V'. Nous arrivons donc aux inclusions
VcecH=ZH' «¢V'

chaque espace &tant dense dans son suivant et les injections continues.
En conséquence, le produit scalaire (f,u) dans Hpour u ¢ Vet f ¢ H
est 8gal au produit scalaire dans la dualité entre V' et V.

Nous introduisons par un procé&dé identique & celui utilisé
dans le cas stationnaire une formulation variationnelle du probléme

3.1)-(3.4).

Pour f € LZ(O,T;V') > u € H
trouver u € LZ(O,T;V) tel que

(3.5) .(atu,v) +-% a(u,v) + b(u,u,v) = <f,v> pour tout v eV
(3.4)  u(x,0) = u_

1'existence et l'unicité de la solution sont données par les théorémes

suivants dont la démonstration se trouve dans TEMAM [26], chap iII, § 3.

Théoréme 3.1 : Soient £ ¢ LZ(O,T;V') o u_ € H,
il existe au moins une fonction u satisfaisant (3.4), (3.5).
De plus u € Lw(O,T;H) et est faiblement continue de [0,T]

" dans H.

Théoréme 3.2 : Sous les hypoth&ses du théoréme 3.1, sin = 2 la

solution u est unique et presque partout &gale a une fonction

continue de [0,T] dans H.
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B) Le probléme perturbé

Comme dans le paragraphe II, B, nous introduisons une famille

de prcbléme perturbé du probléme (3.1)-(3.4).

Trouver ucs pé tels que

1 1
(3.6) Btu - K-VzuE + (ue.V)uE t g (V.ue)u8 + Vp€ = f sur § x fo,1]
(3.7) Ep + V.uE = 0. sur §X [0,T]
(3.3)  u_=0 sur T x[0,1]
(3.4) us(X,O) =u su? Q

(3.8) pe(x,O)'— sur

i
o
o

La formulation variationnelle correspondante est la suivante-

pour € > 0, U e H, f € L o,T;v") , P, € LZ(Q)
_ trouver u_ € L (0, T; H )
p, € 1%(0,T; LZ(Q))

tels que :

(3.9)  (Buv) +g el + blgu v ¢ (T ,v) = <f,v>

(3.10) e(pé,q) * (Vou,q) =
’ pour tout v ¢ H (Q) et tout q € L (Q)

ué(X,O)
P (%,0)

1
[

n
o

Remarque 3.1 : L'initialisation P,» qui est absente de la formulation

(3.1)-(3. 4), est ch0151e arbltralrement dans L (Q) indépen-

damment de €.
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. Les deux théorémes suivants (voir TEMAM [26], chap III, § 8)

assureront 1l'existence et l'unicité de la solution.

Théoréme 3.3 : Soient € > 0, f ¢ LZ(O,T;H) » P € LZ(Q) » U € H,

il existe au moins une solution satisfaisant le problime

(3.6)-(3.7). | | |
2, 2 2 2

De plus u_ € L°(0, T; L°() , P € L°(0,T; L (Q))

et u_ et p_ sont faiblement continues de [o, T] dans 12 .

Théoréme.3.4 : Sous les hypoth&ses du théoréme 3.3, sin <2, la

solution est.unique et u_ est continue de [0,T] dans LZ(Q).

. .La convergence de la solution (us,pe) vers la solution du
probléme continu est donnée par le théor&me 3.5 ci-dessous.

v

Théoréme 3.5 : Pour n = 2 si

(u,p) est solution du probléme continu

(u e P ) solution du probleme perturbe

alors U > u dans L (? T; H () fortement
Vp€ -+ Vp dans H ()

'C) Le_probléme discret

Nous alloﬁs, dans ce paragraphe, discrétiser spatiallement
et tempofellement les équations.(3.4), (3.5) et (3.9), (3.10). Pour
cela nous nous donnons. une appfoximation_staﬁle et convergente des
espaées Hé(Q) et LZ(SD. Soien; Vh‘c Hé(ﬂ) et Wh c LZ(Q)'les espaces
-de discrétisation pour la variable d'espace. '

Pour la variable de temps, nous utlllserons un schéma

implicite 3 deux niveaux et nous noterons At le pas de temps.

. . n . n+
Connaissant u, = uh(x,n.At), nous voulons calculer uy l

" solution de :
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+1

1 n u n+l ~ n n+l .
(3.11) 3 (uh - gh,vh) * 3 a(uh ,vh) + b(qh,u ,vh) =(f ’Vh)
(3.12) uh(X,O)A= u
h
pour le probléme continu (3.4), (3.5) ;
et pour le prébléme-perturbé correspondént :
' 1 ntl n 1, n+l e mn n+l n+l _
.(3.}3) r: _(uh€ - uhe,vh) + R a(uh€ ,vh) + b(uhe,uh€ ,vh) + ( Phe ,vh)_(f
‘ » n+l . n+l _
(3.14) (ph€ ,qh) + (dlvhuhe ,qh) =0
pour tout v € V tout q € Wh

h 2

-~

Eliminant p dans (3.13) & l'aide de (3.14), nous obtenons .

, 1 ntl n 1 n+l S, n n+l
_ (3.15) At (uhe - uhe’vh) * R a(uhe ’vh) * b(uhe’uhe ’Vh)
1 . .n+l . _ e+l
+ E (.dlvhuh€ ,leth) = (f ’

Le probléme (3.11), nous conduit i la résolution d'un

systéme linéaire de la forme :
n+l ‘
(3.16) Ah(uh ,Vh) = Lh(vh)

avec Ah(u,v) #.i%-(u,v) +‘%'a(u,v) + b(gz,u,v)

-,1 n
Lh(v) = (At up * £ | ,V)
Ah est coercive puisque

Ah(v,V) = ﬁ%»(v,V) + %-a(u,V) +4E(ug,v,V)

= vl L+ E e, > i
At 12 R , At 12

h

)

n+l

sV
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-

L'existence et l'unicitd de la solution de 1'équation (3.16) est

‘donc conséquence directe du théoréme de projection :

Théoréme 3.6 : Soient W espace de Hilbert

a forme bilinéaire continue sur W X W
Si a est coercive, alors pour toute forme f linéaire sur W,

il existe un unique u tel que

. a(u,v) = <f,v> pour tout v e W .

n+l

Remarque 3.1 : Le calcul de uy demande 1'inversion d'une matrice

M définit par Mu = Ah(u,v).

Soient A la matrice correspondante au terme

1 n+l 1 n+l
ie (U Ve + g aluy vy

n+l
n Vn
A est symétrique positive, B est antisymétrique.

B celle correspondante & b(uzsu

XMX = X?AX + XTBX

Or XTBX = - XTB?X ='-I(XTBX)T puisque B = - B
d'od X'BX = 0
et donc XT(AfB)X = XTMX 20

Dée méme, le probléme perturbé (3.15) est &quivalent a la
résolution d'un systéme lindaire de la forme '
' , n+l - L
3.17) | Bh(uh€ ,vh) = Lh(vh)

1 1 ~ n ' 1,.. .
avec Bh(u,v) =vZE'(u’V) + 0 a(u,v) + b(uhs,u;v) + E{divhu,divhv)_

13 encore la forme Bh est coercive, € étant positif. Et donc 1'existence



= 28 -

et 1l'unicité de la solution de 1l'équation (3.17) sont données par

le théoréme 3.6.

Remarque 3.3 : Pour résoudre (3.17) nous devons inverser une matrice

= A+ K + B définie par Mu = Bh(u,vh) avec :

Au = Ay (,vp)

u,div " )

1
(d1vh

Ku

Bu

b(uhE’u’Vh)

Nous montrons comme pour la remarque 3.2 ~que puisque

X (A+K)x 2 0 pour tout X , XTMX 20 |

D) La méthode dlglémeggs finis

Supprimant les indices € et h pour plus de clarté, 1'équation

4 résoudre est :

n+l n n+l +1

n+l L 1)+ b u™ gy '+é- (divu®

(3.18) Ait @™,v) + ¢ a ,divy)

n+l

= (") v @

' e 1va1s 1
Pour définir 1'élément utilisé et le terme E—(divu divv) nous procédons

exactement de la méme fagon que pour le paragraphe II, D dans le cas

statlonnalre.

1) Deflnltlon du probléme

Le probléme 3 résoudre, défini en III, B, est le suivant :

(3.19)  3u - ¢ VR

+

(u.Vu +% (V.u)u - -é- V(V.u) = £ sur X 0,T
(3.3) u =0 sur .I‘xO,T

(3.4) u( ,0) =u  sur §
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Avec la discrétisation temporelle adoptée, nous obtenons :

n+l _.% V(V.un+l)

1 n+l

(3.20) - u -%R-vzun+1

+ @t Wuttt +% (7.u™)u

t

que nous devons résoudre a chaque pas de temps.

Se reportant au paragraphe II, E, nous voyons que ce probléme est
identique & celui ré&solu dans le cas stationnaire. On aurait simplement

remplacé —-%'VZ par'Gﬁg —j% Vz)_dans (2.5) et f par fn+1 +-£? u®.

Pour résoudre (3.20), nous allons donc suivre la méme
démarche que pour le cas stationnaire et nous arrivons alors au probléme

de minimisation suivant :

Trouver v = v{(X, (n+l)At) € Hé(ﬁD tel que v réalise le

- minimum de

J(v) = = [v-w,v-w]

Nf=

avec w solution de
[w,n] = n)- Bev,v,m) + —Al; (u",n) pour tout n e Hé(ﬂ)
et

00,01 = 2 (0,0 + L ato, 0 + 1 (0,70

2) Résolution par un algorithme de gradient conjugué

-

' Nous suivons également la démarche décrite en II, E, 2 &
' ' s R T n+l s 1s s
chaque pas de temps. Connaissant.u , nous calculons u , 1l'initialisation

- ~ . .0
du controle é&tant égale a v .
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. (><2 1.)

ﬁ).-.___.._,'_*
|

Fig. 2 .: Probléme de la Cavité Carrée
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IV - IMPLANTATION ET RESULTATS NUMERIQUES

Une fois exposés le cas traité et la structure du programme,
nous .donnons deux séries de résultats : pour le cas stationnaire d'une

part et pour le probléme évolutif.

Le schéma temporel mis en oeuvre est celui décrit au paragraphe
III, C, c'est-d-dire un schéma implicit a4 deux niveaux. Celui-ci sera.
inconditionnellement stable et permettra donc l'utilisation de grands

pas de temps.

Nous 1l'appliquons au calcul d'une solution stationnaire par
une méthode asymptotique en temps. Nous obtenons ainsi la. comnvergence

pour des nombres de Reynolds plus élevés.

Pour tester le couplage pénalisation-moindres carrés, nous
avons choisi le probléme de la cavité carrés décrit par la figure 2.
Les maillages utilisés sont réguliers sur 1l'ensemble du domaine. Ils

sont ici de trois tailles

8 x 8 . soit 64 quadrangles et 289 noeuds
10 x 10 . soit 100 quadrangles et 441 noeuds
12 x 12 . soit 144 quadrangles et 625 noeuds

Les temps de calcul indiqués sont en secondes pour un multiprocesseur

. DPS 68 MULTICS de la CII.HB.

Nous considérons, dans l'algorithme de gradient conjugué, avoir convergé

9

'si la fonctionnel J est inférieure ou é&gale a 1077,



B) Organigramme
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C) Cas stationnaire

Trois séries de tests sont présentées,

paramétres du probléme :
x Le paramétre de pénalisation ;
* le nombre de Reynolds ,

x La taille du maillage..

1) Le paramétre de pénalisation

pour les divers

valeur de ' 107! 1072 107 107 107°
nombre d'itérations 49 49 49 49 49
temps calcul 2 2668 2672 2673 2671 2674

3

TAB 1 : Influence du paramétre de pénalisation

Nous avons .choisi pour tester l'influence du paramétre de

ﬁénalisation un maillage 10 X 10 - soit 882 degrés de liberté& - et un.

nombre de Reynolds &gal a 400.

Les résultats rassemblés dans le tableau TAB 1 montrent que

celui-ci n'a pas d'influence sur la vitesse de convergence et donc

sur le temps nécessaire a la résolution.

Par contre la précision reste liée 3 la valeur du paramétre

de pénalisation. Les résultats obtenus sont en concordance avec ceux

'donnés dans BERCOVIER [2]. Une valeur de paramétre inférieure ou &gale

3

3 107" fut nécessaire pour un calcul suffisamment précis.

avec les figures 3 et 4 le profii des vitesses le long de la médiane et

Nous présentons

le graphe du gradient et de la fonctionnelle cout en fonction de 1'ité-

ration. Pour un paramétre de pénalisation vairant de 10

-1

-~

a

10

6

H

nous

obtenons les mémes traces, le traceur ne permettant pas de relever le

manque de précision pour € supérieur alo

-3

T
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3) Le nombre de Reynolds

Valeur de R 100 400 1000
nombre d'itérations : 9 53 247
temps calcul f 1012 4642  pas de convergence

TAB 2 : Influence du nombre de Reynolds

Pour ces essais, nous avons utilisé le maillage 12 X 12 - soit 1250

degrés de liberté -~ et un paramétre de pénalisation é&gal a 10—3;

Le TAB 2 montre les limites de la méthode dans le cas stationnaire.
En effet, nous n'avons pu atteindre la convergence pour un nombre de
Reynolds de 1000 alors ceci fut possible avec une méthode directe ‘
(voir Amnexe). Une initialisation par la solution du probléme de

stokes n'était pas adaptée & ce cas.

L'utilisation d'une méthode asymptotique en temps permit de surmonter

cette difficulté;
Les ‘figures 5 & 9 donnent pour ces divers essais les courbes de la
fonctionnelle et de son gradient ainsi que le profil des vitesse

le long de la médiane.

3) La taille du maillage

~

maillage . ‘8 x 8 10 X 10 12 x 12
nombre d'itérations: 46 ' 49 . 53
" temps calcul i 1406 2671 4642

TAB 3 : Influence du maillage
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"Cas stationnaire : Influence du paramétre de Pénalisation

i
x LgIOEgn.IO 0

1 mf

+
- LglO[J(v? hy.10'%

S T

itérations !

o—————1_.—_.—-s-——.1__—»-__..._‘_.___._.._l' -

5 e 50 o 10 : _ 50

itérations

a —

4

NXNY = 10 REYNOLDS = 400 EPS = 10" NX = NY = 10 REYNOLDS = 400 EPS = 10 °

Fig. 3 : Vitesse de convergence

REYNOLDS = 400 NX = NY = 10

Fig. 4 : Profil des vitesses le long'de la médianeé
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Cas stationnaire, monté&e en Reynolds : Vitesse de convergence

itérations

1 10

Fig. 5 Fig. 6 .

NXNY = 12 REYNOLDS = 100 EPS = 1072 NX = NY = 12 REYNOLDS = 400 EPS = 10 °
[

P -
“arT ann

i ——— ; gy 1t@rations
] 10 : 50 ' '

NX = NY = 12 REYNOLDS = 10° EPS = 10>

X  courbe du gradient -lglo(gn.ldlo)
- courbe de la fonctionnelle lg]O(J(Vn+]),1010)
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Cas stationnaire, montée en REYNOLDS

Profil des vitesses le long

de la médiane

REYNOLDS = 400

REYNOLDS = 100
TN

Pour un Reynoldé de 1000, nous
n'avons pu obtenir la convergence.
Les valeurs obtenues pouf la
fonctionnelle et 1e-gradient
deviennent constantes, et le
"profil des vitesses le long de

la médiane ne ressemble en rien

i celui attendu.

Fig. 9 :

Z |

REYNOLDS = 1000

NK.
| EPS = 107




- 38 -

Cas stationnaire

c-0l

= §dd 00% = SAIONATI ¢1 = AN = XN

Th '314
0s _ . . 0l I
susTRTTTT ' et _ A

w

()

<13}

3

o~

—

o

[u]

=

0

-

[

>

]

o

[h

g

t =

% vt

= L.o_
01 = sd@ 00 : SUIONAEE 8 = AN = XN : Ol '31d

soofaei T

>vnvo_wg

(010" 4u

! ®]]2UUO0TIOUOJ B JP 99IN0H -~

00% = SATONATY :

0l = sdd .

81a

m.l

A\

— ¢l = AN =3

I

suo1iIe13l 1

| ST S

.

i

SN SRS DU CUNE NN S MU S,

I

814



- 39 -

REYNOLDS = 100

REYNOLDS = 400

BERCOVIER [ 2]

o Reynolds 100
+ Reynolds 400
x Reynolds 1000

Fig.

Profil des vitesses le long de la médiane

Comparaison avec les résultats obtenus par

BERCOVIER, ENGELMAN [ 2]
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Pour un nombre de Reynolds &gal 3 400 et un paramétre de pénalisation
égal a 10—5, le tableau TAB 3 montre les résultats obtenus. Le nombre
d'itération est peu différent d'un cas sur 1l'autre, seul le temps
calcul, liés au nombre d'inconnues, croit avec la finesse de la discré-

tisation.

Les figures 10 @ 13 donnent les graphiques obtenus tandis
que la figure 14 compare pour des nombres de Reynolds 100 et 400, -

les résultats avec ceux présent&s dans BERCOVIER-ENGELMAN [2].

D) Le_cas &volutif

Nous avons tout d'abord reproduit deux cas de'éalcul_déja

traités en statiomnaire ; soit :

~ maillage 8 X 8 reynolds 400 pénalisation 10—5

— maillage 12 X 12 reynolds 1000 pénalisation 107>

Dans le deuxiéme cas, nous n'avions pu attendre la convergence par

un traitement stationnaire.

Nous avons également testé des nombres de reynolds plus

€élevés :

- maillage 10 % 10 Reynolds.2000 pénaliéation 10—5
- maillage 10 x 10 Reynolds 4000 pénalisation 10_5

Le schéma en temps étant inconditionnellement stable,
nous ‘avons pu utiliser divers pas de temps. Mais un pas de temps trop
grand n'apporterait pas d'amélioration par rapport au probléme station-
. . . vl T P
naire, la contribution du terme ———zﬁr—-_devenant négligeable devant
les termes du gradient et de la convergence. Il est intéressant par

contre de faire varier le pas de temps au .cours du temps.
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En effet, recherchant par une méthode asymptotique la solufion
stationnaire, un pas de temps faible favorisera la convergence de’
1l'algorithme de minimisation de la fonctionnelle cout. Ayant ainsi
obtenu une approximation de la solution, nous pourfons alors utiliser

des pas de temps plus grand.

Nous testerons la comvergence vers la solution stationnaire par le
_calcul de la différence entre deux itérés successifs. Nous considérerons

avoir atteint la solution si

. +1,. -4 . T
MaxleN(l) - VN 1(1)} < 10 4 1 degré de liberté.
i '
Pour les deux premiers essais nous donnons 1le profil des vitesse le
long de la médiane et le champ des vitesses au temp initial et en fin

de programme ainsi que 1'évolution du profil au cours du temps.
prog q P

Figﬁres 14 3 18 pour le maillage 8 X 8, Reynolds 400
16.10

Convergence a t

Figures 19 3 23 pour le maillage 12 X 12, Reynolds 1000
‘ 56.20

t

Yy

- Convergence

La Figure 24 compare pour le deuxiéme cas les résultats avec

ceux donnés dans BERCOVIER-ENGELMAN [ 2].

Dans le cas d'un nombre de Reynolds égal a 1000 deux pas de
temps furent.utilisés. Le tableau TAB 4 donne le nombre d'itérations
nécessaires pour minimiser la fonctionnelle coiit J en fonction du pas

de temps et du temps.

¢ P03 6 9 11.2 20,2 30,2 40,2 56.2

At | P 0.1 ’ W

nombres d'itérations
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‘CAS EVOLUTIF

Profil des vitesses le long
de la médiane
_ .{ Comparaison avec
- % BERCOVIER- - BERCOVIER-ENGELMAN [ 2]
A - ENGELMAN [ 2]

12 REYNOLDS = 10° EPS = 107°

Fig. 24 : NX = NY

Profil des vitesses le long

de la médiane

EVOLUTION DU PROFIL

/';l

ol ]
" "Fig. 23 : NX = NY = 12 REYNOLDS = 10° EPS = 10~
: ' évolution : t = 0. 3 t = 56.2
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Nous donnons &galement le profil des vitesses le loug de la

médiane et le champ des vitesses pour les deux cas de calcul suivants

- Maillage 10 X 10, Pénalisation lO‘-5
. Reynolds 2000 (Figures 25-26)
. Reynolds 4000 (Figures 27-28)

L'initialisation choisit était dans le premier cas, la solution

3 Reynolds 1000, et pour le second celle du ﬁremier.

Nous voyons épparaitre, en pafticulier pour Reynolds 4000
des oscillations au voisinage de la frontidre y = 1. C'est le signe
(voir GRESHO-LEE [11]) qu'un des paramétres est inadapté au phénoméne

3 modéliser. Le maillage employé ne compte que 882 degrés de liberté

de surcroit uniformément répartis. Il est donc conseillé de rafiner la

discrétisation prés de la frontiére y = 1.

Nous avons Egalement traité de fagon &volutive le probléme
de la marche tel qu'il est défini pour le Séminaire GAMM-Bi&vre 1983.

Le domaine est décrit par la figure Fig. 29

- sn em s om e = e o J-

Fig. 29 : Le probléme de la marche

Sont fixés : L =22
2 =3
en (A) profil parabolique.



Nous avons choisi Umax = 1 en (A).

Nous avons testé le modéle sur deux domaines caractdrisés par
H=1.5 et h =1.
0.5

H=1. et h

¢

Les figures 30 et 31 mortrent les maillages utilisés.
Les conditions limites choisies ici sont de Dirichlet

en (A). vV =0
en (8).

_Vx de profil parabolique avec Umax =l

en (B vV =0
(B V=

VX de profil parabolique et tel que le flux d'entrée en (A) soit

égal au flux de sortie en (B).

Pour ce probléme, les critéres de convergence sont identiques

i ceux utilisés pour le probléme de la cavité carré ; c'est d dire :

J(V) < € = 10-9 pour 1'é&tape de gradient conjugué
n+l,. n,.. -4
Ssup |V (1) -V ()] < €y = 10 - pour la convergence en temps.
“noeud ‘

doit 2tre choisi petit. En effet, s'il ne l'est pas assez,
n+]|

Le paramétre El

nous .obtiendrons assez rapldement une initialisation V V0 .de

. . . P . n+l -
1'algorithme de gradient conjugué vérifiant le critére et donc V sera
- . oh ‘ '
égal a v.

De plus recherchant une solution statiomnaire, il est conseillé
de prendre un pas de temps grand en fin d'expérience, ou mieux d'effectuer

un dernier passage dans le cas stationnaire..

Pour chaque essai, nous donnons :
Le champ des vitesses, ainsi que les lignes de courant, des

grossissements étant effectuspour mieux visualiser le tourbillon.



- 48 -

9119911 9p s2183Q 0€s

SPNaoN 69/ S'0=14 ¢

soT8ueapend #g]

02 22 Y
23319qI] 9p s2a33Q 4661 .
, ~ SPneoN [6/ ‘I =4 ‘'l =H : 0f ‘914
sa13ueipeny #g|
oe 22

o~ et

SHOVITIVH - FHOYVH V1 dd IWIT90dd



4.00

H =1.00 “h = 0.50 REYNOLDS = 100. "

.OO — — — — e - > » » > » ’.
. —_— ——— e —_— —e - - -'D -+ - - b d
b —_—— —— e ——, — — — — — —
T —_—— e T, T, —_— — —_— -_— —_—
._..ﬁ i T T T T T T — __’ - -

. — — \ —— ———— nd > — —y

. g ~ o~ o g —_ » —_— —
2.00 b > %> D= = — — =
r < Iy > = = = = =
< « . < > > > - - ->
0.00 < < < 2 ‘ > > > > >
3.00 6.00
- T~ — Lo —
- - N~ ~ ' . m—
» . ~ \ —_—
v L - - —
- - - - _
- - R N v - -
* - “ . L
- - “ > - T
< P < N o
).00 ' ‘ .
3.00 4,
1.00 ¥
0.50
0.00
2.00 3.00 6 OO
- NOIBRE D’ EOUTPOTENTIELLES = 26
VALEUR MINIMUM -. 3316516408
VALELIR MAXDMRY 0. LA5a10E-01
0.60 —=
E 0
= o
E S
E
0.0 HIIYTIHIIHll[lll[ﬂl:H_IIII:IIHT(ﬂHTIIH’IIITIIIHTII.IHllI_IllllllTrTTll'lHIIlllfirﬂHl1.11””1
3.00 ' 5.00



_50'_

H =1,00 h = 0.50 : REYNOLDS = 160
L .
t.00
——r — —y — — — -> - > » > *
— —— ——— — — —_— — - - - ->
> —,— —, ——— —_— — — — — -~
—— i ———— T—— —— T —— —_—— — — — —
— —— —— — ——— —— —— ——— —— — el ——
v S — Se— e —— —— —— —
- :. :. ——— —— —— ——ty —p ——
2.00 » 3 > > == = == — =
» < N - ~ —— — —— —
r h M a ~ : ~ — —— —
g - “ ~ - -— —_— — —_—
R 4 -« o - r Y -~ — . — —
v - - < - - .~ - -—
| I T 1 z : 3 S e
0.00 N z - —{ .
-~ 3.00 6.00
1.00 =
0.00 —-lnl.nluu’lnunnnn lllnnnunlﬂnnnlrllnnﬂllluunmnnllnTnllﬂTlHﬂlnlnn
2.00  4.00 : © 6.00
NOMBRE Y EDUTPOTENTIELIES = 26
"VALEUR MINIMUM -. 3317226400
VALEUR MAXDMUH 0. 211736 -94
0.60 -
0.00 IIHHIIHIIIITIIHITUVIHTI‘HllTlllTHlHIIIHI]-HllTl'Iﬁnl””]l”_”(”flll”l»“”l”l””TﬂTﬁ

oW

.00 ' : 4,00 : 5.00



_51_.

H=1.00 h = 0.50 REYNOLDS = 250 .
1.
—— —— — — — — - - > » » »
— —— — —_— — - . - - -
> . — C——— g — —— — —— -— -
> ———— g, ———— — — — — o— .
- — T —— T —— T —— ——— ———— ——— — —
+ — —— Ty, e, — —— —— — —
. — —_— —— — —— — — — —~—— — — ——
— —— —
0.5 > pung = = = ey ——— —
- - — — — — —— — ——
- - » - -— — . — —— — ——
2.0 » A t - - — — — ———
» < » - — — —. ——p
\ d - - & » -~ — —~— | —
v - - < v . Y - Ry —
<« L] - - LY - 'y -t -
< L] - - a . ES -> P a—
< « - - - < - » - .
. - < « < « C< -~ » » .
0.0 —
3.00 6.00
K]
1.00 7=
E .
=
=
=
=
O°OO -(l[[illll[l[‘l]r]lllr117]flllllrlT1ll|1TIII][IT!I[1[I1]I
3.00 . 5.00 7.00
'
H =1.00 h = 0.50 REYNOLDS = 300.
1.0
— — — — — — — - > L 4 » >
- — —— —— — -— -> -
- ———— ———— | ——— —— —e — — — -
—— —— —_— ———— ————— —— —_— — —— —
> ——————— T——— T—— —— ———— —— _— —
—_ —— T—— Ty T —— —— ——— S—— ——
— — —_—
0.5 = g == = = —_— = - J—
- - - - — T T —_——— gy
A > - - —~ — —— —— —
2..0 » - > > - — — — —
| < < > - -~ — —— —
. r - « < ~ ‘r - — —
: v « - < < - -~ —
'3 - - - - < - > -
. < - - - - - &~ » -
< < - - - - < . Y N
< < < < o - < A v >
. 0.0
3.0 6.0
=] ;
=
3
0.0 IITIITIT'IITII‘HIU"IH.IHHIHH|lllTllTIHTlT]HIT]FHHHTTI‘HITIIIH-ITIHITIHII.WHHHXHII—TTIHI‘
3.00 . ; 4.50 6.00



- 52 -

H=1.00 h = 0.50 REYNOLDS = 350
1
1.00 .
—_— — — — —p — — . -l > » » »
— —— — — — — -— - -
a — — ——— ——— —— —— — — — B
e 4 — ———— ———y —— — ——y, — —
———y, ———, —————, —_— —— - — —_
— — | — ——— | gy ———y, ——— ——— S——— —— N"‘
0.5 s hous = ey = = == = —
4 - —~ — — — —— — ———
A > - - — — —~— — —
2.00 » - » s - - ~— — —
- M < . - - - — —_—
v « - < < > - L~ —
v « - - « < Py - iy
L L] - - - < 4 FY -
< « - - - - . < v . -
< < - - - - ) < < >
< < < < « < , < . - >
0.0 —
3.00 . 6.00
.35 '
b v » ~ — —— \ e
N - - v - - -~ -~
x - - - - - ~ ~
- -~ “— -— - a - ~d
- - -— - -—~— - > “
« - -— - -—— - - v
< - - - -— -— - kS
< « - - - - - <
00
3.00 5.50
I.00—=
0.00 IRSSRE AR RENRAAR! ]Ill]fll[l‘lff1]|ﬂrl-.llllllTIllT]lIIWT]—FIIXIIT11||'1llllllll)illllll[ll]]l‘llllllf
2.00 - ~5.00 : . 8.00
NOGRE D' EQUIPOTENTIELLES = 2%
YALEUR MINTMOY | -.331881E+p0 )
YALELR MAXIMUN 9. 234855c-81
1.00
= e
3
E
E
0.00 1TT]|ll"rlrllﬂrT1T1l1T7[ll‘lT.}‘lTT_l[llll‘rll:IlTlllll]]llll111ﬂ|71.1r11Illrfilll\rllfll]11]ﬁl’ll]l]ll‘l
7.00

3.00 - ' 5.00



50

50

REYNOLDS = 50.

H=1.50 h =1.00
s
——y ——t e — — - - N - _-’ > > > > '
—— — —— — — —— — — ’ -— -— — —
o —— — TTm——— T —— — — —— — —_— —
—— T —— T —— _——— ——— ————— ——
—————,y, ——, ——, —_—— — ——— — P
T, T — . TT— T— T R —— ———y - ’ $
—— e, Ty, Ty T T —_—— —— PR
’ - TN T ——— —— — — — —— | —
— — — ~— — ~—— — —— — —— —— hama |
~- ~ ~— —_ - - .
’ - ~a -~ — — — - > - .
2.00 Ad W ~ . —~— —— — —y ———— ——
A - - -~ .. — ) .
» v - -~ — — — — - —
v & < - had - — | — — -
<’ < ~ » - - - e —
< < -~ > » > » . L J 0
0.0 :
3.00 6.00
1.50—=
=
=
5
.OVOO STTrTTY TR llH]’T1TIII(]-IIIIIiHIII{I_HIIIHUH!IIHTIIllllllﬂlIWII]Hm]]lIIITITY
2.00 - __ 4.00 6.00
NOPMBRE D EQUIPQTENTIELLES - = 2% :
YALEUR MINTMMM ~. EE006EE 02
VALEUR MAXTMN - . 0. 43958¢E-B2
0.60
- =
= .
| 6
g -
0.00 ".ulnlﬂrnrnlllnlnn{ﬁuuulnn.rnu-lnn]lrlnnInlHTTn-nHTﬂHIHIH”HHHHﬂT\I” '
3.00 L 4.00 5

.00



50

50

- 54 -

_ H=1.50 h =1.00 REYNOLDS = 100.
lv. -
-~ — —_— — w’ -> - > "
— —— — — A—-o —— — — e 4
—_— ———— ——— — — —— — — —v’
———— ——— —_-—.. ———— ———— ——— A\, — ‘-.»
> - T — T—— ——— TE——— ——— ——
————— ———— —— —— \ﬂ B —————— ——— —_—
I - T — T T— T — T——p —
_ A \“’ \‘ \-‘ \.‘ \ _——
— —_ —_— e — —_— —_
— — M — T— T—— \0 T Dl
~> — —— —~— — —_—
» ~ — ~ - B
1 ’ - - ~ — —_—
~ Jv . - - - =
r < N a - -
v < . < N ) > -
R ¢ < < < EY “»
< < < < < >
0.00
3.00 500
1.50 7=
: e e
= R
e
=————————
O-OO —'lllf]]lll~]l]lllll[T]][]‘lllii‘[‘lFT"II‘IT['TIII('T’III!l]lil]lllll']lll”l]]][l'flll][lllill]l;IlTTl
2.00 v 4,00 6.00
NOGRE DY EQUTIPOTENTIELLES = 2§ B ,
YALELR MINDMUN -. 68B225E +2¢ ' - '
VALELR MAXIMM 0. 112632F-81 '
0.60 —
=
=
0.00 llIIll1IIHIIﬂH,HIIIlllH1HllHlIIIIITI1II"ITT1.'H|ITIIIHITTTTIIHITH’II1I11III-II1‘HIIHIIIll
' 5.00

3.00 . . 4.00



).50

)..50°

).00

H = 1.50 h = 1.00 REYNOLDS = 300.

— — — — — -— - - -~ > > > » > :' »
—— —— ———p  m—h ey —— — — — — — - — - -
A oy r— vy —— —— — — —r —t —
——— ey Ry ———tp — — — '__.
e ey, T T ——
e ———y —yy —— e b —
—ay e e Y _— — e — et
ey —— e gy g, S, T T —
— e e —— Ty T T —
——— ——py . . g, Ty Ty T T, T —_— :_—.
— — e ey m—p ——p ———p m——e g e e T T — —— —
- - -~ - — — — —— — —_—— ——— e —
A » » » - - — — — — — —— —
O OO » L4 < > - » - - -— — — — —*._,
* - < <« < < v > S - - ~ —.
* Y - » > - —t- -t
- < L - < < s
< « < - - - < < <+ » A > > -
< < < < < < < < < > ! » » »
0.00
3.00 8.00
> —— — —— —— — — —— — ——
. - - - - —_—— _—
A > » - - — — — _— — ————
o < < > > » - — -— — —
Ld <« L] « < v > - - -— —_—
T - L ] - - < - L < » - -—>
< - - - - - « < < > ;
< < < « <« « « < < >
0 -
3.00 7.00
1.50 S
=
e
P e
=
=
=
=
O'OO l-lll»llTTTITl(_[rlllllIT‘IllIlIIlIlll!llllIIITIITIIII_IIrITIIlrll1lll'l]lTllllIH’lllllllIllIIlrlrlelil

- -0.00

5.00 ' < 8.00

N

.00
NOBRE 1Y EQUIPOTENTIELLES = 26 -

VALEUR MINIMUM . 6G63I56E +00
VALELR MAXTMOM 8. 148347E-p1

L L

I]‘T![liTIT_iTlITIIII—IIITIYII1IITII\IITT—I_l_l—leI‘rl1l‘lll!lfﬂ1 =”!|!||’”‘ 1T '”l‘”ll”l”“”‘
3.00 , : 5.00 . 7.00



- 56 -

CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons donc montré qu'une formulation
de type moindres carrés fonctionnels associée 3 un algorithme de gradient
conjugué préconditionné permet de résoudre efficacement un probléme non

lindaire traité par une méthode de pénalisation et d'éléments finis.
P !

L'usage de la pénalisation, éliminant la pression, diminue
d'autant le nombre d'inconnues du systéme et &vite un traitement spécial

de la non linéarité.

Les moindres carrés et le gradient conjugué&, nous donnent
une méthode souple et résistante pour la résolution. De plus les
performances - précision;rapidité - de cette méthode sont tout & fait

comparable & celles des m&thodes directes couramment utilisées.

La méthode employée ici se généralise aisément. En particulier,
il serait intéressant de traiter d'une facon identique des &quations
couplées et un probléme en dimension. L'é&tude effectuée montre déja

1'intérét et les possibilités d'une telle approche.
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ANNEXE

Le but de ce paragraphe est d'exposer les résultats obtenus
sur le probléme de la cavité carré avec des méthodes directes. Ces
méthodes ne sont appliquées ici que pour le probléme stationnaire.

Nous avons 4 résoudre .

2 8w + Blu,u,v) + 2 (Vu,7.v) = (£,v)
Nous appliquons a cette équation le schéma implicite suivant

1
R_ a(u

n n+l 1 n+1l

n+],v) + B(u ,u ,V) + E-(V,u s Vov) = (f;v)

Nous décidons de la convergence si

4

Max |u™ (i) - W®(i)| < 107 i degré de libertd

i g
' Nous donnons ci-dessous les résultats correspondants 3 deux méthodes.

Tout d'abord une résolution par mé&thode frontal, puis par décomposition
de CROUT. )

Les temps calcul indiqués sont donnés en seconde pour un multiprocesseur

DPS 68 MULTICS de CII-HB,

1) Méthode frontale

Pour tous les essais, le paramétre de pénalisation &tait fixé
= -5 . . . - cas o .
4 10 7. Les maillages sont identiques & ceux utilisés précédemment et
deux valeurs du nombre de Reynolds furent testées R = 400

R = 1000

Les tableaux TAB 5 et TAB 6 donnent les résultats obtenus
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- REYNOLDS 400

Maillage 8§ x 8 10 x 10 12 x 12
Nb d'itérations 12 1 1
Temps calcul 2034 2423 ' 5639

TAB 5 : Reynolds 400

REYNOLDS 1000 .

Maillage 8 x8 10 x 10 . 12 x 12
Nb d'itérations 21 26 23

Temps calcul 2409 5678 11700

TAB 6 : Reynolds 1000

2) Décomposition CROUT

Nous avons testé par cette méthode l'influence du paramétre

de pénalisation, du maillage et du nombre de Reynolds.

* paramétre de pénalisation

" Les résultats sont donnés dans le tableau TAB 7 et sont
4 comparer & ceux du tableau TAB | puisque nous avons utilisé le méme

maillage 10 X 10 et un Renoylds-égal i 400.

Valeur de € © o107 1073 107
nombre d'itérations 17 17 17
‘temps calcul : 2439 ' 2443 2647

TAB 7 : Influence du paramétre
de pénalisation
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Nous remarquons comme au paragraphe IV 3 que le paramétre
de pénalisation est sans influence sur la vitesse de convergence et que

les temps calcul sont du méme ordre.

* Influence du nombre de Reynolds

- Maillage 8 X 8

- Paramétre de pénalisation lO_5

REYNOLDS ‘100 400
nombre d'itération f 11 - 18
temps calcul : 721 1167

TAB 8 : Influence du Reynolds

-x Influence du maillage

~ Nombre de Reynolds 400

~ Paramétre de pénalisation 10_5

MAILLAGE 8 x8 10 X 10
nombre d'itérations f 18 17
temps calcul : 1167 2447

TAB 9 : Influence du maillage

Nous voyonc donc au travers de ces ré&sultats que les diverses

méthodes employées sont-équivalentes.

Ceci montre donc l'intérét du couplage Pénalisation Moindres
carréds, du fait de sa souplesse d'utilisation, de sa fiabilité et de son

efficacita.

Imprimé en France

ar
I'Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique






