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Abstract :

This report shows that it is poésible to establish turbulence
~models of the type k-¢ by using the techniques of homogenization theory

in the Navier-Stokes equations.

The model. is dlscussed for shear flows and tested numerically

on plpe flows.

Connections with the Kdlmogorov:subgrid turbulence is established.
The validity of the model is limited to flows where the subgrid turbﬁlenee

is clearly separated (in waves numbers) from the large structures.

Resumé :

Ce rapport montre qu'il est possible d'établir des modéles
de turbulence du type k-€ en utilisant les techniques de 1' homogenlsatlon

dans les équations de Navier-Stokes.

Le modéle est &tudié sur les écoulements de Poiseuille et testd

numériquement sur les &coulements dans les conduites.

Les rapports avec les échelles de Kolmogorov sont établis.
La validité du modéle est limit&e aux &coulements ayant des petites struc-
‘tures homogénes bien séparées (dans 1'espace de Fourier) des grosses

structures.




Notations

u. vecteur vitesse

¢ pression

H (5]
t u/bt
u. .o u. /ax,
1] 1 J
u :

u®v : tenseur d'ordre 2 de composanteuui vj

tr(B) : trace du tenseur d'ordre 2, B = I Bij
V.B ¢ vecteur dont la iéme composante est T Bji 3
.o . j ’

4 - transformée de Fourier de u

moyenne statistique (ou en temps) de u

(=3}

<u> moyenne en espace de u

u' ¢ variation de u par rapport i 1'écoulement moyen

u® :  condition initiale sur u
up d condition au bord sur u
2 ¢  domaine des EDP
r : frontiére de 0 .
Z o+ {{xyt} :xe T, ux,t)nx) < 0} n normale externe 3 I
g ¢+ conditions aux limites pour 1'&quation d'Euler sur u
€ ¢ -petite &chelle de longueur reliée 2 la taille de la grille de discrétisation
w 't partie "turbulente" (périodique) de u
6(x,t) : coordonnée Lagrangienne
q energie cinétique turbulente (de w)
c= ve've
VGT W

£ =2
il

''=w /[ VYq




INTRODUCTION

1, Position du ?robléme

Les &quations de Navier-Stokes

(1) ut Vol + Vp - Vo= 0 | dans  x 10,TL
(2) " V.u = 0

(3) , u(t=0) = u® dans @

(4) | ,. u=up, " dans T x 10,TL

régissent les vitesses u et les pressions p des fluides visqueux Newtoniens
inéompressibles ; § désigne le domaine occupé par le fluide, I' sa frontiére,
1o, 1L 1'infervalle de temps d'étude du phénoméne, v’ les conditions initiales
de 1'écoulement et un les vitesses des parois:. . On suppose Quevpar.changement
d'échelle on s'est ramené au cas ol le diamétre de 2 est de 1l'ordre de

1'unité ainsi que u’ et/ou up donc V représente l'inverse du nombre de

Reynolds.

. On sait que lorsque V  tend vers zéro, la solution de (1)-
(4) devient de plus en plus oscillante en x et en t. En effet, la transformée

de Fourier {, de u par rapport & x :

. { _os
(5) Ak, t) = J e 2ATRX (%, t)dx
9)

a une fonction d'énergie

T

1 R 2 2

(6) K > E®) =g dt |[G(k,t) |© k° dk

0 k| = K

qui indique (cf. figure 1) que les plus petites oscillations en espace de u

L34

se font sur des distances de 1l'ordre de (cf. Monin- Yaglom([1], Craya [2]

par exemple).




= K
v_3/4

Figure 1
Forme générale des résultats de mesure sur E pour

des &coulements turbulents.

Toﬁte tentative de-simulétion’numérique'de (1)-(4) devrait
donc théoriquemenf avoir ute discrétisation de § d'une finesse h = v3/4
pour permettre au plus petit tourbillon d'8tre représentable sur la griile
de discrétisation. Compte tenu de notre convention sur le diamitre de ©
on ne pourra donc dé&passer, avec N> points de discrétisation, les nombres

4/3

de Reynolds de 1'ordre de N c'est-3~-dire avec les ordinateurs actuels,

‘le millier.

! Les calculs complets d'écoulements turbulents ne sont donc
pas possibles pour des grands nombres de Reynolds. Cependant, si on s'intéres-

se aux moyennes statistiques telle que

. u(x,t) vitesse moyenne en X et t

1 — . - . P
. §-u®u tenseur moyen d'énergie cinétique

alors le probléme n'est plus numérique mais théorique : la dérivation
d'équations pour ces quantités & partir de (1)-(4).

\

2. Equations moyennées

L'observation expérimentale montre que le champ de vitesse
3 un instant domnné peut &tre décomposé en un champ moyen u et une perturbation u'
tellement perturbée qu'elle ressemble 3 la réalisation d'un champ aléatoire

-

en x de moyenne riulle. Cette observation améhe & &tudier le probléme (1)-(4)



1O

. < s p . ] ' e - s
avec une condition initiale aléatoire u + u' . Aux instants ultérieurs,

si la solution est décomposée en u + u', en prenant la moyenne statistique -

de (1), on obtient

(7) S ruW- WA+ Tp = - V@@
’ . .

car u'Vu + uVu' 3 une espérance nulle.

Les équations (2)'— (4), (7) sont les équations de Reynolds ; le probléme

dit de fermeture est alors de relier le "tenseur de Reynolds" u'® u' & 1'écou-

lement moyen. Avant d'étudier ce probléme, mentionnons une autre approche.

En suivant Léonard [3] , par exemple, on peut définir u
comme
r ‘ :
] CG(x—=x',t-t")ux',t")dx'dt"

(8) ©u(x,t) = (G*u)(x,t) =
' : joxJo,TL

G est alors un filtre et si on pose

9 W' =u-~u

et si on convole 1'équation (1) avec le filtre G on obtient

(10) S u_+ V.u®u+ v{;—vAE=—EE—v.('u'®G+G®u')

st

- V. u'®u' + vAu'

Dans .le cas oli on aurait

=u , u'=0

et

an

(9) se simplifierait pour donner

(12) u t+\7.(ﬁ Q@u)+t Vp ~ VAU = =V.[u'®u' +u'® u + uBu' + u®u - u® u]
: 3

Cette &quation est aussi une &quation de Reynolds mais le tenseur de Reynolds
n'a pas la méme dé&finition. (Il y a au moins un cas ol (11) est vérifié : lors-
que G est un filt:e'passe bas en fréquence ; c¢'est-a-dire que u est le trans-

formé de Fourier inverse de la transformée de Fourier en espace tronquée aux




modes inférieurs a K :

‘(13) u = F—l[(fh)(k)x(lkil <K)] (x= fonction caractéristique)
Remarque ' R ‘ _ '
L'équation (12) montre qu'il faut se garder d'interpréter u' dans (7) comme

les oscillations en .espace ou en temps de u. 11 y a un cas ol cette

interprétation est cependant correcte c'est lorsqu'on peut &crire :
. ' , t
' (14) . _ ‘U(X,t) = u(x.,t"-—f)

et ol G opére de la fagon suivante

o [+
(15) u(x,t) =G xu = | g(oulx,t,0)do
_avec
400
(16) J g(o)do =1

Alors (11) est vérifiée et (12) est identique & (7). L'hypofhése (14)
signifie que les.oscillations de u se font sur une &échelle de temps trés

différente de celle de u.

3. Fermetures des équations de Reynolds.

La fermeture des équations de Reynolds sous la forme (7)
ou (12) est un probléme tr&s difficile évidemment et'pgut étre méme impossible_!
Il y a de nombreuses approches : le lecteur est renvoyé i Reynolds [% ] pour
une revue des principales méthodes. On en rappelle deﬁx qui sont utilisées
pour la simulation numériqué d'écoulement turbulent inhomogéne :

-~

La méthode la plus simple consiste & supposer avec S_magorinski [5 ]
(17) ‘ ' V.u'®u' = - uV.[(|Vut+Vu|)Vu]

c'est-a~dire que le tenseur de Reynolds agit comme une viscosité proportion-
nelle au gradient de la vitesse.
On peut donner quelques arguments vers une démonstration de (17)

(Leslie [6j s [71)dans le cadre de (10), avec un filtre,G correspondant 3 un



moyennage spatial :

(18) | a = Ju(g,t)d;
| By box
e T s

c'est 1l'approche dite de "modélisation de sous maille" (Spbgrid scale modelling)

poursuivie par Deardorff,.[8] , Horiuti [9] , Moin-Kun [1Q], Schumann [11] .

La méthode k-€ développée par Launder [12], Patankar [13] et &tudiée en
France entre autres, par Benque [14], Coeffé [15], Viollet [161],

pose
| N 2
(19) o V. u'®u' = -3 V.(E Vu)
‘ol k et € sont solutions de
: . _ kZ k2 _ _ ~t 372
(20) k,t + uVk —IJV.QE Vk). - az trace(Vu(Vu + Vu)) - ¢ k =0
- o == oot 2
21 e,t+uVe-dV.(E Vk) - e k trace[Vu(Vu + Vu')] - €“/k = 0
et ol a,b,c,d,e,f, sont des constantes numériques.
Les équations (20) - (21) sont déduites semi empiriquemenf'de-(l) - (4).

4, Objectifs, résultats et plan du rapport

- Les modéles de sous-mailles et en k-£ permettent de repro-
duire correctement lés &coulements moyens dans un nombre non négligeable de
situations en particulier pour les &coulements dans les conduites et les
‘&coulements de couches limites.

Ils sont moins bons (ou méme mauvais) pour les &coulements moyens instationnai-
‘res comme les jets et les sillages. | ‘ '

En 1978 [17] il est.apparu que les techniques de développement asymptotique
~de 1'homogénéisatidn pouvaient peut &tre apporter un début de solution au
probléme de la fermeture des équations de Reynolds. '

" Dans [181, [19] on a &tudié le probléme .

(22) - ' Su (u+w) Vu+ 9=~ VVA=0, V.u=0

14




oll w est une fonétion trés oscillante (périodique dans []8], aléatoire dans
[19]. On a montré par un developpement asymptotique, que 1 ecoulement moyen

satisfait a une equatlon du type

@3 _uti+'u'va+.‘;-v.<MVu)=’o; V.3 =0
. Hd =

ol M est un tenseur ‘(de viscosité) dependant de w.
Ainsi ces ré&sultats ont montré qu'un des termes de 1 equatlon de Reynolds,

au moins, a un effet de v1sc031te turbulente.

Dans [20] [21] on sYest intéressé au probléme

- (24) - uet +ut W Vpe = 0 Vau =0
, _

CHONNE S0 =’ D)
et on a montré (formellement) qu'a la limite € + O, u® vérifiait
26) U, +uVa+ Vp+ Vw@w = 0 V.d=0

ol w® w est une fonction de V6 , 8 la coordonnée Lagrangienne du probléme

et k 1'énergie cinétique turbulente &tant solutions de

(27) 3] et uvé =0

(28) k + uVk + k trace (w® w Vu) + 'V-(k3/2g) 0.

, L

La justification de ces résultats est basée sur un développement asymptotique

de ue de la forme

6(x t)

x,t) + eu (

QLEEEl,x,t) + €2u2 + ...

(29 w6t = Gx,t) + ket

\

on notera la similitude de»(25) et de (21) ; cette approche serait-elle un

début de justification des modéles type k-€ ?

Les objectifs de ce rapport sont donc les suivants

1. Présenter en détails les résultats (24) - (27) dans le chapitre 1.

2. Etudier analytiquement et numériquement le tenseur w ® w (fonction de VO)
dans le chapitre 2.

' 3. Simuler numériquement les équations (25) - (27) pour des écoulements dans
une conduite, en dimension 1, 2 et 3 dans le éhapitre 3.

4. Enfin, dans le chapitre 4, généraliser les résultats aux cas visqueux et

interpréter 1'analyse dans le cadre des &chelles de Kolmogorov.



Chapitre 1 : Construction d'un modéle

de turbulence par perturbation des

conditions initiales.

1. Position du probléme

On considére les équations d'Euler des fluides Newtoniens

incompressibles non visqueux :

(1) Uy, +uVu + Yp =0 C '
' dans § x J0,TC

(2) Vau=20 o .
avec les notations suiVantes :
ux,t) : vitessg des fluides au point x & 1'instant t

p(x,t) : pressioﬁ

Q . : domaine de R3 occupé par le fluide

On va s'intéresser aux conditions initiales suivantes

@ e = e G0

oﬁ-u? et w sont des fonctions données mais w a deux échelles d'espace caracté-
ristiques, la deuxiéme &tant trés petite par rapport 3 la premiéré s ceci si-

gnifie que lorsque € tend vers zéro y oscille de plus en plus mais sa moyenne
<W> reste réguliére,

Naturellement la solution de (1)-(3) dépend de € et le probléme est de trouver

sa limite lorsque € -~ 0.
Pour que le probléme soit bien posé on rajoute une condition au bord I' de
sur u ) . .
(4) v ux,t).n(x) =g ¥ix,t} ¢ I ={xt:ux,t).nkx) <0}
(n(x) = normale extérieure en x ¢ I).
Le bon formalisme pour étudier le probléme (1)-(4) serait de

supposer w aléatoire et de chercher les limites des statistiques de u lorsque

€ + 0. Ce probléme a regu un début de solution dans [2[] pour 1l'&quation de




Burger ; il semble hors de portée pour les équations d'Euler ;. pour cette

 raison on se restreint au cas
(5) . w(y,x) y-périodique sur Y = - ]0,1[3

(6) : <w>(x) = J w(y,x)dy = 0
Y

Enfin, pour éviter les interactions au bord on suppose dans

ce chapitre que le support de w est inclus dans 1'int8rieur de § :

(7) - suppw n I'= ¢

2. Developpement asymptothue

Soit {u sP } la solutlon de (H-(4). On va chercher u® et p8

"sous la forme :

(8)' u®(x,t) = ulx,t) + (w(y,x,t) + Eul(?’x’t) v el s weed] _ B(x,t)
T e
9) pg(x,t) - p(x,t) + (M(y,x,t) + € pl(ysx’t) + 52 p2 + ..-)!y ] 9(x;t)
€

1 2 e s
avec W, U , U ,..., T, p], pz,... Y-périodique en y et de moyenne nulle en y.

Les fonctions ul, p' et 6 vont &tre déterminées en reportant (8), (9) dams

(1=(4).

On a.les formules de dérivations suivantes :

du. du. 26
U0 5= 50+ W+ 2 ¢ B )(‘” e+l '”)Jy= 6 (x,t)
.E
u’ du. 58 .
) — = L, 8 ,1 k3 1 22
an ox. 9% . L« ox. * € 0x, dy )(W e = * Y * "')] B(x,t)
] J ] J y s ——/—
£

On fait les conventions de notations suivantes

ov
12 22 =
(12) ot 't
(13) Ve,
axi R}
(14) X L,
Byi I

' Donc (10), (11) se réécrivent



€ -1 1 - 1 2

1 . = . . . + u, . .
‘ (15) . ul,t : € ’wl,Kek,t * ul,t * wl,t u1,K ek;t * E:(ul,t * ul,K ek,t) *
e -1 | 0 1 2 |
16 u, . = £ Ww. B, . +u. . +w, . +u, 06 .+ (u. .+ u 8, .) + ...
( ) . 1,] 1,K k,J ul;J: 1,] i,K 'k,j (l,J " 1,K k9J)
En reportant ces expressions dans (1) on obtient
(17) fl w. ) .+ u. + w. ; U! ] + g( ;)
i, K k,t i,t . Ti,t 1,k Tkt
1 2,2 o, -1 :
+ (u, + w, + €u., + € (u, + ... € 'w. 06 . +u, .+
( J J ] , ( J )¢ 1,K'k,] i,
rul gL+ 6(.2))
. L,K k) '
+ e'l“n 8 . 4o, + T, +pl 8, . + e(.:.) = 0.
JK k,i o Pi ’i sk k,i .

L'équation (2) devient

(18) Su, . o+ €_1 w

. 0 +w + ul
1,1 1,K

Lt () =
it Vi T Yk Ok, G...)=0

On a utilisé la convention suivante : les indices répétés sont sommés de 1 3 3

" méme si 1l'un est minuscule et 1l'autre majuscule.

3. Cascade: d'équations

On identifie les puissances de € dans chacune des équations

(17) et (18), ce qui donne :

termes en € H

On se propose de choisir © tel que

S,t + uVe = 0 dans § x J0,T[
(20) B(x,0) = x
G[Z = X
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- En posant

en | Qk‘é v ek,j- i.e. §‘='(V6)tw:

et en multipliant (19.a) par 62 ; on obtient :
’

@2 R Bt T By Bt O

c'est-a-dire avec (10.b)

(23 O G Vw+CcV T =0,Y .0=0 ¥ Y
( )_ T Yoy y >y v
oi C est uﬁe matrice 3 X 3 fonction de x et t :
(24) - c=(otv s
. , , X X
Les conditiqns aux limites. (3) etl(4) imposent
(25) w(y,x,0) = wo(y,x) ¥X,y - ; Supp_ wnl=2¢9
termes en €°
De (17) om tire

(26) u? (® +u, B8 .,) ¢+ ulw, e s W, ol e s p! ;6 .

i, K k,t R k, ] 3 1,K k,] J 1,K 'k,] i, K 7k,i

lag rupd ey sy D eyt bR T = 0

soit, compte tenu de (20) et avec des notations i&entiques a (21)

27) u W 1 1 6. . + ((u+w)V(u+w)'+ u + w " + Vp +VUm )i =0

1
. + .
kKT Y Y,k TP g Uk ,t

Comme précédemment on multiplie par Gz ;- et on somme en i
: : ,

~1

(28) d Vw+wv ol ‘
v y

+cv p - - (78) £ ( (utw) V (urw) + Wt T(pem)

]

Enfin de (18) on tire

(29) v.ale V. (u+w) =0



=11 -

Les conditions aux limites donnent
: - ~1 o ' 1
(30) _ u (y,x,0) =0 supp,_ u N '= 0

Remarque :

Lorsque la variable n'est pas mentionnée dans les opérateurs

Vet V. il s'agira toujours de x.

4. Conditions de compatibilités

Par rapport i y les équations (28) et (29) sont du type

o~ .1 1 1 S 1
v + C V.. = f v. =
y W+ w Vy u Y.p | , u g

~1
u

3D

-~

' c .. ~1
u°  Y-périodique eny , <u> = 0.

Les variables x et t ne sont que des paramétrés passifs intervenant dans fl,
gl, w, C. '

Premi&re condition

~1 ~ ~ 1 ORI | 1 .
‘ . . . s . =W, . s P I, =W, .
(32) (uJ w, o+ wJ u; + ClJ P ),J . uJ’J f1 w. g o+ f1

' S | 1 e 4 :
et comme u , w , p sont périodiques en moyennant (32) on obtient

(33) : < gl £l = J (w gl+ fl)dy = 0.
Y

Soit en revenant & (28)-(29)
(34) —(Vﬁ)t(<u + wV(u+w)> tu o+ <w,t> + Vp + <Um>) - <y Vx(u+w)> = 0 ;
b4

c'est-a-dire, compte tenu de <w> =. 0, <m> = 0 et de (21)

(35) wu et uVu + <wVw> + Vp + <w Vx.w> = 0
T
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On peut encore réécrire cette &quation comme suit et 1l'associer i (29)

L :
moyenne en y ¢

u,, *+ uVu + Vp + V. <w@w> = 0, V.u-= 1} dans‘Q x J0,TL
(36) © u(x,0) = u’(x) dans Q ' ‘ :
u.nlz =g '

Deuxiéme condition _ :
On peut obtenir une deuxiéme condition de compatibilité en

. . -t~ )
multipliant (32) par C "w et en moyennant en y :

-t~ o~ 1 .1 -1 -~ I o~ ~ o] .
<C = - < .. + U, W, , W,
(37) ¢ w(w‘g.+‘f) € ki wk’J(c‘lJp' +uJ Wit U, wJ) >
- o-<clw dws <ol w s als
ki "k,J 3 i ki 'k,J 7§ 1
_l -
= "

* “k i ‘k 2 n,L u1>

crs o . t . -
(on a utilisé le fait que C C’). Reste & évaluer le terme milieu ; par

intégration par partie on a :

-1 ~ A1 . =1 ~1"

~1 ~ - "
= < = - -
(38) o ki wk,J uj Wi> < ¢ i Yk uJ.’J wi> , <ck.1 uj wi,J wk>
T
ki 'k 1
donc A
N | -1 - . _ 1 -1 oa=t oot t 1 1 2 1
(39) o = 7 Cpi Ve W 8> = -5 <(V6 VB " VO )w.V8 wg > = 3 <jwi® g >
Finalement
(40) <(n+_;. el £l e > = o

1 :
Remplagons g et f1 par leurs valeurs :

41) < (7r+% Ile)' Vx.w >+ <w, ((u+w) V#(uﬂ?)) + Weu ot Ve ™= 0
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soit

(42) <'%lw[2> + uV <—|w| > + < ww.>u. .+ Vx. <(m + %-[wlz)w >=0

st i°37 i,

5. Le systéme complet d'équations

Cette derniére équation peut se réécrire

3/2

(43) q.,* uVq. + q tri<w'® w'> Vu] + Volq7 " <(m'+ %[w’lz)w'>]'= 0
’ .

1(x,0) = ¢°() qly = 0
(49) w' ;_ w/ Vq
(45) a = 5 <[wl?>

On remarque alors que -1’ equatlon (23) est homogene et ne def1n1t W qu'd un

facteur multiplicatif constant en y. prés ; l'équation pour w' devient :

w' Vy w + C Vy m =0,V .w =0 dans Y, ¥x,t

: y
(46) . . 1 2
’ w' Y-périodique eny <w'> = 0 §<fw'| > 1
(47) oW = vt
On rappelle que C et O sont définis par
5] e ¥ uvé =0 dans @ x J0,T[
H]
(48) B(x,0) = x
9|Z = X
= ot v ,

Enfin u et p sont donnés par (36) c'est-a-dire

Yt
(49) u(x,0) =u (x) dans

u.n]z‘ =g

+uVu + Vp + V. q<w'@ w'> =0, V.u-= Q dans § x J0,T[
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6. Discussion , : _ _
On peut comparer ce syst@me d'&quation aux mod&les de turbulence
en k=€ . Avec nos notations k est ici q et l'éduation (43) ressemble &trange-
ment & 1'équation pour k utilis@e par exemp1e=dan$ [15] car <W'87ﬁ>' est une

. t - g PR N
fonction de VOVE ‘c'est-d-dire de VuVu intégré sur les lignes de courant.

~ En revanche_l'équation pour € est remplacé&e par une équation

vectorielle pour les chelles de longueur . 6 données par (48).

Pai ailleurs, 8 représente les coordonnées Lagrangienne$S
du probléme ; le développement (8)—(9).esﬁ donc justifié par la physique
de la turbulence puisqu'on sait que les lois de Kolmogorov pour la turbulence
localement homogéne sont valables dans un fépéré éonvecté par l'écouleﬁent

moyen.

Sur le plan mathématique nous SOuhaiﬁerions évidemment pou-
voir justifier le calcul formel précédent;‘Malheureusement il s'agit 13 d'un
probléme trds difficile 1ié aux points suivants :

| 1. Le systéme (46) admet-il une solution qui dépend conti-
niment de C ? ' ,
2. Le systéme (31) admet-il d'autfes conditions de compatibilité

et si oui'quelé sont les paramétres modulables correspondant

dans (46) ? v
Comme on le verra dans la suite on peut supposer d'autres développements
asymptotiques que (8)-(9) mais le calcul formel donne des résultats assez
semblables. Signalons que dans certains cas particuliers on a obtenu une

démonstration du résultat [18] [19].

‘ Finallement la seule justification pragmatique du.calcul

précédent reste les essais numériques et la comparaison des résultats avec
1l'expérience. ' .
Pour intégrer numériquement le systéme (43)-(49) on va procéder de la maniére
suivante :

vl. On'tabuie <w£ w5> solution de (46) en fonction des 5 paramétres

de C. Soit Fij(c) cette fonction. X

2. On intégre (43), (48), (49) par un schéma usuel &léments

finis ou différences finies avec <wi w5> remplacé par Fij(vetve)‘
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Chapitre 2 : Etude de l'équation en w

. 1. Position du probléme

Le modéle établi au chapitre ! hmpliquexlaﬁconnaissance de
la fonction ' A A
C » <wlw > = J Wl ow!odx
S T i3
oli w' est solution de

n

w' VW' +CU T =0 V. w' =0 dans Y= 1J0,I[
1

s
(1) @' =0, it ¢l as =1,
w' Y-périodique en y . '

et ot C est une matrice indépendante de y et de la forme

T

@ e =x'xT «T-w)

Remarque | ,
Si w' est solution de (1) sauf pour la condition sur < w' C—l w'> en changeant

#'en A%' ‘on peut satisfaire 3 la condition manquante.

2, Solutions explicites. de (1) -

Comme solution de (1) on a toutes les fonctions»de la forme
(3) ) 7' = Re geliTk.y
avec k.Ww =0, & indépendan;fde vy, k a‘composantes entidres.
En effet :
(4) en i =Re(i(§'.k}ﬁ 2Ty _
Mais comme cesAsolutions ne dépendent pas dé C essayons d'autres méthodes.
On rappelle que 1'identitéd vectorieile

(5). w Vw =

peut &tre généralisée avec une matrice constante quelconque K :
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KK v kv %= KV Re)* (R ET) xRw) ]

(6) - T wVw =
(BV)v.1 = b,, B/Qyj)
Donc en p;enant

L1 2
(7 »»TT'="-2-IKW'| '5.-5

G KK @' = - 1
Vémmthp(la)dmdam

(8) Kw' X[(ﬁ_tV)XKﬁ'] =0 V.w' =0 .

4 c'est-é—diré-qu'ilfexiste .l-e‘R tel que

(9) K xR = Ak V' =0

On prend la transformée de Fourier des &quations :

(10) : iRkx% =% RG=0
ol

(11) & =K @' £=K° kK k|

Ce syst@me se résoud et donne pour chaque A un w' :

(12) ;‘7‘ = B Re _§ _ K—I[ik % uk_ RRo]Jk"' Uk ] eZink.y
' |K "k|= A/2m :

k eZB

P

o ’ s ~y o~ ' -
oi B est ajusté pour que <w' C  w'> /2 =1 et ol les sont des cons-

Mk
tantes quelconques. Malheureusement la sémmation n'aura que 2 termes au plus

si K n'a pas de symétrie puisqu'on doit chercher les intersections 3 valeurs

entiéres avec les axes de coordonnées d'un ellipsoide de module A /2m.

En revanche cette solution présente l'avantage de dépendre
de C et de généraliser les solutions de Henon [22] (qu'on sait & peu prés stable
{23]);on donne le tenseur ww moyenné sur une répartition uniforme des e

(indépendants) : < o= O,<(uk)i(uk); = Gij)
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[ 2222 - -
kptky ki, kiky
. B . A . . . . . . t
(13) <w' ®w'> = N-l X _ -k. k k2+k2 -k , k = Vo~ k .
-t ) 172 173 23 Ivet kl
|K ™ Ck|=A/2m . ey
v -y okyky k+ks

(w' = Kw')

N étant_ le nombre de termes dans la sommatlon. Ce tenseur dépend assez peu de
‘A dans la mesure ol il n'existe que 3 groupes de valeurs donnant des résultats

différents. _ ) ' - ' !
Le méme calcul donne

(14) <(1T'+%|w[2)w> = 0

3. Tabulation du tenseur w ® w en dimension 2

En prenant la divergence de (1.a) on déduit

(15) CAT = -V.@& V")
Donc
(16) ¢l s+ um =11 -9 w1 e ey o

'

Supposons que W' soit tronqué & 2N+l mode en chaque variable :

2imk.y

a7 W' = 3 a(k)  e™ ;
' -N<k.sN
1
alors
(18 ¢lEWE = T 0Tpa (K [ka(tmk) ]
n,k -

donc pour résoudre (1) on peut chercher la solution du probléme discret

(19) min E[3spn - B omla (g kia(en1)?
aechA IRiISNjkiISN, |Q|2
[szi|SN,n,m
avec
(20) A= {a: 3b avec a(k) = (k 2>7k B, b(- k) = —E(k) ¥|k|<n}

(ici le ~ indique le complexe conjugué).
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Les degrés de 11berte dans 1'optimisation (19) sont donc les modes de b reels‘

-

et imaginaires correspondants a

@n k; >0 oun bien k=0 et k,>0

Soit E(b) la fonctionnelle 3 minimiser dans (19). Les méthodes de gradients

conjugués pour resoudre (19) impliquent la connaissance des derlvees de

E;(b = b + i b ) s

-

3B —piny ;; am(k').k.a(sz'))Ak

. _ %pin
T I 2Re[(Z (s

(22) §
K k=m0 P g2

avec

@3 A = i(I-IET%)C_IE(Q—k)Xb(l—k).k kx14+(kx1) . (k) (=) b (4~k)
o £ .
+ 1((2-k)Xb(2~k) .k kxI+(kx1).((2-k) (-k)xb(2~k))

- (2+K) Xb (24K) .k kxl;(kxl).(z+k)(z+k)xb(i+k)

+ i((2+k),><b(2+k)‘.k k><1-’(k>‘<l)'. (+k) (2+k) xb (2+k)) ]

On voit que le calcul de toutes les dérivées demande N4 opérations ce qui va
rendre le temps de calcul tré&s &levé d&s que N est grand ; ici on ne peut’ pas
utiliser directement les techniques de FFT usuelles en calcul d'Euler spectral
parce qu'on a besoin dﬁ-gradient discret exact de E.

On présentera ulterleurement une autre technlque (par dlscretlsatlon en &léments

finis) qui évite cet &cueil.

Résultats numériques : stabilité

L'expérience a montré que les solutions calculées w . en dimen-
sion 2 sont trds loin d'étre uniqueé ; elles dépendent de la condition initiale
w° dans l'algorithme du gradient conjugué (wn est calculé a partir de wn.'hl et -
done w° doit étre donnd).

La figure | montre 3 solutions calculées avec N=7 et 20 itérations de gradient
conjugué (ce qui améne en général E(wzo) x 1073 E(wo)) pour 3 w° initiaux dif-

férents,

~

Soit wzo(wo) la solution calculée 3 partir de w° et 20 itéra-

‘tions. Pour &tudier la stabilité de la méthode numérique pour la tabulation de
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w® w, on a comparé dans le tableau 1 <w2 (w )w (w )> avec les statistiques

des deux quantités suivantes : '

(24) w2920, - J w?_o(wo‘ + B3 y)w?()(wo + B 3y) dy
S y ? P J P
20_20 D 20, 0 , . 20, 0., .
(25) ‘<yi Wj > B~ 80 z b W (w +5p, ypq)wj (w +Bp?ypq)

p=1..20 gq=1..4

oll ypq est un point aldatoire dans et oii, a (k) désignant une variable aléa-

toire gaussienne de moyenne nulle et de varlance ] pour chaque k et chaque P,

on a

(26) | =t o My
P |k| <N '

0 =2 ;
Dans cette expérience le w choisi a un spectre en lk] sauf éventuellement

le dernier mode {-N,-N} qui est fixé dans les deux premiers cas.

‘Résultats numériqﬁes : tabulations

La matrice C est sym&trique, on peut l'écrire

-1 o 1
(27) C = u

1 B

Comme (1) est homog&ne, la solution W' ne dépend pas de U . Pour. se ramener i

un 'interval borné, on pose
b
(28) o= tgz) 8=tz

ce qui permet de réédcrire

, [ sina(l+cosb) (1+cosa)(1+cosb) 7
(29) C = ' '

(I1+cosa) (1+cosb) sinb(l+cosa)

et d'avoir des valeurs de C.. comprises entre -4 et +4 avec une tabulation
ij P :

a faire pour des valeurs de a et b dans 1'interval borné 1=, +nL
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De plus, on peut réduire 1'intervalle de tabulation en exploitant les symétries.

Posons

<%/ <la |

Gla,b) = <il @) >/ <[¥" 12>

F(a,b)

il est facile de voir que si (1) avait une solution unique on devrait avoir

1

F(a,b) = 1-F(b,a) ; G(a,b) = G(b,a)

Gk-a,-b)

. F(a,b). F(¥a,-b) ;  G(a,b)'

Cette remarque permet de réduire 1'intervalle de tabulation a

0<|bl sas m

La figure 2 donne les lignes de niveau de F et G obtenus numériquement avec
o . . ' . PN s o -
N=8, 20 itérations de gradient conjugué & partir d'un w avec un spectre en

k_z sauf pour le dernier mode artificiellement multiplié par 10.
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% (-N,-N)
ap(-N,-N)

#° (-N, -N)
OLP (-N ’ —N)

%° (-N, -N)

]

n

0.5
0 ¥p.

0.1
0 ¥p

l/N2

up(—N,—N) Gaussilen

. 20 20_ -
Wy Wy 2

<|w?0|%

lorsque ap(k)=0 ¥k

- 0.080

- 0.078

20 20

1 %0 <w1pw2p>
20 5y <|w§0|2>

- 0.47 .

0.121

0.071

- 0.076

- 0.006

Trois méthodes pour calculer la valeur moyenne de w v, sont comparées

Table 2.1.

: . . o . O ¢ op. e
pour trois solutions correspondant 3 des choix de w initiaux différents

dans l'algorithme du gradient conjugué. L'intérét de forcer le dernier

mode de wo-(deux premiers cas) réside dans le fait qu' en 2-d le transfert

d'énergie se fait des grands modes vers les petits modes.
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!
2 0.25 .49 49 - .49 40 40 .30 25
2m
R .0 0 .100 .20 .35 .40 .30 .25
27

12 ‘ A '

100. <(m+ {w|[Dw> | -.06 -2 -2 -1 -3 -3 -9 -4

| TN | | -

100<(1T+§]w[ Yu,> .0 -.1 .1 -.1 -3 -2 -8 -6

* Table 2.2.

Tabulation de <( T+ —é—]w]z)wi> pour quelques valeurs des para_métrés a et b.

~

On constate que cette fonction reste petite par rapport i <w @ w>,
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o)

Fig. 2. '
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‘Chapitre 3 : Ecoulements dans une conduite

1. Ecoulement monodimensionnel

a) étude analytique

-On_suppose dans ce paragraphe que u _est de la forme
o . t
Q)] . u(x,t) = (ul(xzyt),O,O)

L'équation (48) en 6 s'intégre a vue
4

t R
: ; : -t

(2) A : B (x,t) = (x1 - JO ul(xz,s)ds,»xz, x3)
ce qui donne -
, 1 0 . -3+ az o
(3) V9 o= [ a 1 c == |a 1 0

0 0 1 0 0 1
oﬁ N
(4) o = - J ui’z(xé,s)ds

0
On dé&duit de (3) et de (46) que w ne dépend aussi que de x, et t ce qui donne

pour (49)

(5) u toSwwy> P, - 0

I,
(6) <w2 w2> ,2 +_ P,Z = 0
©)) i <W, W,> + = 0

3%” 27 P3

On intégre (6) en 32 :

(o]
® P == <wy wy> 4 plxg,Xx),t)

et on reporte (8) dans‘(S) et (7) pour obtenir
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. e o ' 1
9 P = - <wy Wy ¥ W3 Wy> 5 X3+ po(t)
et la condition de compatibilité

(10) W3 Wy gy = O

Donc finalement (5) est réduit a

an u

ot -
vl’t+[q<ww>]2 0

1 %2 7-,
L'équation sur 1l'énergie (43) se réduit aussi a

/2

3

- _ ' 3 1,2 -
' ' J ' ' ' =
(12) q ., * u1,2 q <w, w2> + [q < (m +§ lw l w >‘]’2 0

D'aprés (46) on peut poser
a3 <l W > = n(a)

et d'aprés le chapitre 2 on peut supposer qu'en premi&re approximation

(14) <’ o+ %-|w‘|2 w'> = 0
Alors comme d'aprés (4) u o, =-—a ¢ 1'équation (12) s'int&gre 3 vue
. b s
(15) q(xy,t) = q°(x2) exp[M(a) ]
avec
¢4
(16) M(a) = m(B)dB
0

On reporte (15) dans (l1) en posant
t

(17) »V = Jo ul(xz,O)dO o, g(-a) = m(@)exp M(a) = %a exp M(&)

ce qui donne (cf. (41))

(|
(o]

o .
Ve Lq (xz)g(V,z)J 2
[0}

l s

I
o

(18) vit(xz,o) = u V(x,,0) =

qOV donné en X, = 0 et Xy = L
_
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Pour que ce é.}’Sté‘me.soit bien posé il faut que
(19) . 0 < g(-0) = om(a) exp M(a).

Donc d'aprés (13) <wi_wé?_:doit 8tre positif. D'apré@s cette théorie les

écoulements purement monodimensionnels avec turbulence bidimensionnelle

sont 1nstab1es en général puisque les tabulations de G dans la figure 2.2

donnent un signe négatif & <w; w)> . La formule (2.13) montre qu'on ne peut

1 "2
pas choisir tous les <wi wj>’positifs ; mais si dans (2.13) on prend,

k3 = 0, (l.a) est satisfait et
| “ L 2 2 Kk, (kz kf)kg

(20) <wlw!> = = =k, (k,+ ok, )/ (kS+(k,+ ak,)") = - -0, 2+ o(o)
. 1¥2” 2 VT BRI TG T B S L 2|k|4 -

En choisissant |k2| <|k1] c'est—-3-dire une condition initiale qui oscille

lus ‘en x,  qu'en x,,, on obtient un écoulement monodimensionnel avec '"turbulence'
1 1

2

tridimensionnelle stable i l'origine ayant des osc111at10ns :

. \/ (kz—k - \/ (kz-kz) k2'
(2D ‘ul(xz,t) = sin —-(x + t — 2y + sin I (x,- ¢ 1 272,

2|k k 2|k |*

o . .z .
(lorsque ¢ est constant, u est approprle, et UIF = 0)

b) étude numérique

Pour étudier l'effet de stabilisation d'une viscosité turbu-

lente éventuelle on a résolu numériquement le systéme

\Y + qm(—V,x) -V V,txx =0

(22)

Up +V e ®EV D =M q =0 dans JOf1[><]0,T[

Ce systéﬁe correspond aux &équatiomns (11), (12), (lé)_dans lesquelles on a

~rajouté une dissipation visqueuse \wu xx et |q xx dans chacune des 8quations.
- g b4
On prend comme conditions aux limites :

_ V(x,0) = 0 , V. (x,0) = sin(m), q(x,0) = q°
(23) A

alo,t) = q(l,t) = q°, v(o,t) = v(l,t) =

Pour <wi wé> on prend une fonction ayant la méme forme que celle donnée par

la figure 2.2 :
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‘.m(-v x) = 2 ?’x/(l + V?x)

’
© On utilise un schéma aux différences finies explicite en temps, centré :
vR-y? n n n _.0 n_n

i

_ V q. V. 7V, q.+q.
24) VO = av? - L (At> (it G, =5 0]

At n,.n .U n-1_ n-1
+ v , [(v ol 2Vi+vi-l) (Vi —20 '+ Vi )]
(&x) .
- | ‘ o Wi )
‘n+l ... At 4 n . 1 I i- i
(25) dj = af + "7(‘1‘ - 24gr 6 Pm —= (VY SOV rll. w2
- Ax 2Ax ‘ 20x

toutefois on utilise la solution explicitg:de‘(ZZ.b) 10rs§ue H=20:
’ o 2

(26) q=q /(1+V" )

. b X

Les résultats numériques des figures 1-4 montrent que

1. Lorsque 4t = O ou v =01il y a pour chaque q un v(q ) ou un u(q ) en
dessus duquel le systeme est stable (il semble qu'on puisse quand méme

‘développer des singularités).

2. Lorsque | et V sont non nuls le systéme semble étre stable au dessous

d'une valeur critique qo(u,v).

3. Lbrsque V=u =0 le systéme est instable probablement mais la diffusion
numérique rend cette instabilité assez diffuse;tout dépend probablement du

comportement de m(a) lorsque o + ©

Conclusions.

Quoique le systéme soit théoriquement instable, la viscosité
numérique permet d'obtenir des solutions stables pour des niveaux de turbulence
faible. -

.Ce modéle ne donne pas les profiis applatis des &coulements
dans les conduites car il semble que ceci sera dfiud 1'effet de viscosité tur-
bulente non linéaire &tudié au chapitfe 4.

A Compte tenu du fait que les couches limites ne sont pas
traitées explicitement, le modéle donne un comportement d'énergie turbulente

x > q(x,T) creusé au centre, conforme 3 1l'expérience.
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Profils de vitesse et d'énergie pour des &coulements monodimensionnels dans

_une conduite.

Instant final T = 2
Vitesse horizontale u
Energie cinétique turbulente %

~

.Figure 3.1. (en haut 2 gauche)

x +u(x,2) et t - ué%,t) dans le cas sans viscosité et pour'qo = 0.0l,
sans viscosité (v ¢ u = 0). On remarque que la solution est numériquement

stable lorsque t + mais qu'une singularité apparait au milieu.

F1gure 3.2. (en haut 'droite)

X >u(x,2) ett = ué—,t) dans le cas sans viscosité avec q = 1.0. En

plus de la singularité 1a solutlon tend vers 1'infini en t:

Figure 3.3. (en bas a gauche)

x > u(x,2) t - u( ,£) et x > 2(x,2) avec qo = 0.0] et une viscosité
u = 0 1 dans 1'equat10n d'énergie (pas de v1sc081te enu : v=20).

On constate la disparition de la singularité sur mais la singularité

sur u reste.

Figure 3.4. (en bas 3 droite).
x ~+u(x,2), t - u(l,t) et x -+ 2(x,2) dans le cas qo = 0.0]1 avec une
viscosité u = 0.1 dans 1'équation d'énergie et une viscosité v = 0.1 dans

1'équation de la vitesse u. On constate la disparition de la singularité.
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2. Ecoulements bidimensionnels avec turbulence bidimensionnelle

- Sur un domaine de la forme
’(2'7) : | Q= 10,LL x 10,1L x R
On va chercher des solutions de la forme .
(28) | u(,t) = (ultxl_,xz,t), u,(x)5%,,t),00
L'équation surila 3e.;omposante»de (1.49 a) s'écrit -
,(29) - IR ECR ) + (q<wz 3>) o

- Pour que l'ecoulement reste bidimensionnel il faut que (q <w >)

(q<w2 w3>) soit 1ndependant de xlx2 c est-a—dlre prathuement
- ’

(30) - fwl w3> = <w2 w3 = 0

Dans ces conditions on. peut &crire (49) en fonction de courant Y eten

vorticité w

(31) = Tx Y =W, b, 0F
(32) -N = W o  dans 9 x 10,1[

(33) W, *ulw + 7 xV.(q<w'@®w'>) =0
R _

Afin d'étudier le phénoméne sur une longue &chelle de temps

on a.ﬁris les conditions aux limites sgivantes :
(39 6(x,0) = WG, P(oyxy0) = ¥°(x), VCxp,0,8) = 0, Yx;y1,t) = |
(35) Y,w x,~périodique sur Jo,LL
‘Les &quations pour .6 sont
(36) 8 = 8 +x - |
. dans £ x J0,T[

37 : eé + uvg' = ~u

(38) : | 8'(x,0) = 0, 9'(o,x2,t) =0
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-~

(I1 n'est pas possible de demander ' xl-périodique car cela conduit 3 ﬁne

ligne de choc, correspondant 3 1l'entr&e du tube, se déplagant ila vitesse u)

Les fonctions F et G étant données par la figure 2.2 on a

- I S 2 2 _ . -
(39) <w 1> [(92’2 )F + 61’2 291’2 62’1G] A
40)  <w'?> = [(6? DE 62 - 20, 6, @A
| 2 Y2,1 7 1,1 1,1 V2,1
@D <y wy> = L6 61,2 ®5,1 %2, 2)F O1,1 8 z*ﬂex 1% 2+ex,2ez,1cj A
2 ) 2 o

(42) A 2/ [92 , * 2,1)F + (61’2 )(] -F)~ 2G(62 2%, 2t 91’162’1)]

Enfin les équations pour q avec l'app;oximation 2.14)
[ T =
(43) . 2,t + uVZI + <wi wj> ui,j 0
VAR g(x,é) = 2° , 3 xl—périodique sur 10,L[
(45) q = exp(L)
Discrétisation

Dans les &quations (33), (37), (43) on a utilisé 1'approxi-

mation suivante :

n+l

(46) g rum = T - o™ (x-u" (x) At) ) /At

1]
qui correspond & une discrétisation différence finie de la dérivée totale
. . C . . . : . 1 cae e
de. ¢ . Ensuite si II ‘désigne l'opérateur d'interpolation Q (bilinéaire)
avec les 4 sommets les plus proches, on obtient un schéma type "Lax~Wendroff"

inconditionnellement stable

4 S _ ~ n+l _ _n ; n
(47) . (¢,t + uv¢)ij (¢ij it} (xij Uiy At))(At
ol ij désigne 1'évaluation en % = (iAXI,.jAXé)t-
On note donc par
48 mn .
(48) . Hij 0 H¢(xiJ uiJ_At)‘
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et on obtient le schéma explicite suivant (dans le cas'Agl = Ax2A= &x) @
| | n+#l o+l o+l n#l _ n+l el 2
“) b5 T Vierg T Viger T Vimg T Wijor T vy )
. _ n+l _1 n+l : n+l n+1 _' n+l
o | n+l _ ™ n _ 0 e t NG
(51) Wiy = Mgy et - AW T <wB v (7507 7 0" |
(VXV)ij = approximation centrée différence finie de VXV en Xiq o
(52) et e T e | R
v “ij ij . ij : S
(53) R S, S VU R P '§n+1 |
i3 ij k7 S, Y%
, m ij
' n+l n+l
(54) | 4y = exp | Qij

" Le syst@me linéaire (49) est résolu par la méthode de surrelaxation.

1. La’ formulation (37) pour 8 est plus stable numériquement sur ce problémé.
2. La formulation (45) pour q a l'avantage de conserver aprés discrétisation

la propriété importante pour la stabilité : q > 0.

Expérience | (figure 5)

Pour une discrétisation 32x16 un pas de temps de 0.1, L = 3.0,

et les conditions initiales

(55) q = 0.1,

wo, wo tels quelle champ de vitesse soit parabolique u = (xz(l—xz),o,o), i.e.

) ) 2 ) ‘

(56) Vo= x5(0.5 - x,/3),  w =1 -2,

On a calculé la solution du probléme jusqu'a explosion du calcul. Ce probléme
est identique 3 1'&coulement monodimensionnel du pafagraphe précédent qui est

instable. On voit que l'écoulement moyen se ralentit et devient instable
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" lorsqu'il passe par zéro ol il devient brutalement bidimensionnel mais le

schéma numérique ne résiste pas d ce changement et explose.

Afin d'étudier les effets de w sur les larges structures

-~

on a choisi d'ajouter a w’ une ligne de vortex ponctuels
' 32
. , i
(57) . wo=1-2x, + £ §&xHDw
: A 2 . p P
_ : : i :
Pour intégrer (33) on a décomposé w en deux parties : une partie continue
wc(x,t) et une partie vortex ponctuels: wp(X,t)- La partie'wc est intégrée
.avec le schéma (51) et les conditions initiales (56). La partie wP est inté-

grée par la méthode des vortex @

32 . .
n+1 1 i
58 w = T S(x + At u(x)))w
(38) - P i ¢ P ..( )% ) P
On a choisi w_ = 10.0 dans (57), les autres paramdtres ont la méme valeur

sauf qo.
La figure 6 montre d'abord 1'évolution du phé&noméne sans turbulence‘(qo = 0) ;

" 1'enroulement de la ligne de vortex sur elle-méme s'effectue lentement.

- La figure 7 montre le méme phénoméne avec le méme pas de temps mais qo = 0.005.
L'enroulement est beaucoup plus rapide et une onde de grande amplitude (vague)

apparalit.

. : . a P o . ) - -
La figure 8 montre aussi le méme phénoméne mais avec q = 0.05 ; le phénoméne

est numériquement instable.

Enfin on trouvera dans les figures9 et 10 1'&volution de la vorticité continue
w, et de 1'énergie cinétique q correspondant au cas de calcul de la figure 7
mais avec 16 points de vortex au lieu de 32. On constate que l'énergie q

décroit avec le temps sans jamais croitre.

Expérience 3 (figure 11-12). -
‘ On &étudie le méme phénoméne lorsque <w' ® w'> est tabulé

3 partir de (2.13).
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Conclusion

1. On retrouve les résultats des calculs monodimensionnels : stabilité
numérique pour des petits qo instabilité au dessus d'un seuil critique
o (Ax) ; lorsque Ax - O qm » 0. La stabilité est donc die 3 la

viscosité numérique.

2, Les flgures 3.9 et 3.12 semblent 1nd1quer que :
- 1 energle des petltes structures  2-d dans un ecoulement 2-d diminue
~ 1'énergie des petites structures 3-d dans un ecoulement 2-d diminue

en moyenne mais beaucoup plus_lentement (diffusion numérique ?) et augmente

de temps en temps.
Ce phénoméne est conforme 3 1'expérience

3. Enfin le modele de turbulence a un effet déstabilisateur tré&s net ; il

provoque plus tot des phénoménes qualltatlvement corrects.

-1.04 -1.21 -0.14 ~0.78 -0.21 -0.25 -0.61 -0.07
-0.56 -1.36 -1.57 -1.08 -1.08 -0.55 ~-0.78 —0.15
-0.56 -1.29 -0.52 -0.73 -1.57 -0.18 ~-0.05 -0.07

. —1.25 =-1.11 -0.37 -0.64 -1.63 ~-0.22 -0.01 -0.07
-1.35° -=0.86 -0.48 -0.67 . -1.66 -0.27 ~0.02 -0.07
-1.14 -1.00 -0.90 -0.84 ~-1.64 -0.69 -0.04 -0.17
-0.93 -~1.13 =-1.37 -0.66 -1.51 -0.37 =1.49 -0.57
-1.17 -1.15 -0.32 -0.62 _ -0.15 -0.69 -0.49 ~0.54

Table 3.1.
Valeurs de log(q(ﬁézp) T = 2 dans la conduite

q

- a4 gauche avec le w bidimensionnel tabulé : en tout point q a diminué,

|
s

droite avec le w tridimensionnel analytique : il y a des points oll q g_qo.
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Ecoulements d'Euler b:idimensionnels

dans une conduite avec condition périodique

amont aval

1. Instabilité de 1'écoulement monodimensionnel
2. Etude de 1'enroulement d'une nappe de vortex
At = 0.1 '

Les figures se lisent de gauche & droite et de bas en haut.

Figure 3.5. (grille 32 X 16) ,

L'écoulement parabolique est instable dans ile modéle turbulent. On constatek;
bien un début d'oscillation;l‘écdulement tend vers zéro pui§ au bout de 9
pas de temps (T = 0.9) le code explose car l'écouleﬁent devient brusquement

bidimensionnel. Ici qo = 1.0.

Figure 3.6. (grille 64 X 32) )
Evolution d'une nappe de 32 vortex dans un &coulement parabolique sans modale

de turbulence (qo = Q).

Figure 3.7. (grille 64 X 32)
Méme calcul qu'en 3.6 avec le modéle de turbulence et qo = 0.005. On note
1'apparition d'oscillations 3 grande longueur d'onde en plus de 1'enroplement

des vortex et surtout de déclenchement du phénoméne beaucoup plus tdt qu'en
3.6. |

Figure 3.8. (grille 64 x 32) ,
Méme calcul qu'en 3.7 avec qo = 0.05. Le calcul explose au bout de 10 pas

de temps.

Figure 3.9. (grille 32 x 16)
Lignes de niveaux de 1'énergie turbulente q aux temps 0, 0.1, 0.2,... pour
une ligne de 16 vortex. La disymétrie est dfle au sens des vortex. Om note

que 1'énergie décroit pour devenir nulle.

Figure 3.10. (grille 32 x 16)

Lignes de niveaux de la vorticité pour le méme calcul qu'en 3.9.
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Figure 3.11. (grille 32 x 16)
Evolution d'une ligne de 10 vortex avec le modéle de turbulence et <w'®w'>
donné par (2.13) (calcul analytique sur une turbulence petite &chelle 3-d)

.avec qo = 0.4. A comparer avec les points de vortex .de la figure 3.9.

Figure 3.12. (grille 3 x 16)

Lignes de niveaux de g lorsque.<w'8m'> est donné par (2.1‘3),>qo = 0.4, A

comparer avec 3.9. On constate que q tend beaucoup moins vite vers zéro et

qu'il croit en certains endroits parfois.




~ g -

Fig.

S 1,..2-!HJ - 0.10

8 1.0000.

. e
r - - - - ; - - - - i
- - - - - - = =
A
.0 ~...0 " oS co.od

)

i,.uc

[P

R



- . .
D LI T T T I cesesstisecaaes sttt ceanonanny o LR P ettt icet ettt iasat e
. - . N :
L D R R T I R I PP TR T T, S TS S |
- . . :
A R LR R K A R R I I PN A AR I e T RN R T I I RWN eseseres ettt iv et sencrsevaa .-.........................v'*
.A s eceeve g tereso et s asacsns g, ®ev et s P saccncr et st etenu,, " d
[=A) .

. . : _ "9°¢ ‘314

-.“-o c..oc...c-o--o-.'-.--. .-ca.a..-na-‘...-.ltlo--..\.- R A N R IR T T R s 900 °% § ssev st b uner ot 0 . .
. .p. .-.onvnbo.-,--o..o-.lo-. ;.......ﬁ...'-.-.-.;o-.....-.l..o -......-...-..-..-.--.n,..a ...‘-............-.-.-..o..t-,.‘ .
| | : ,4 ., | | . A. . I R A I~. ..y. ,. . -...- -#

. . ¥




e cessases se s ess PP eess s s e »f e s s ee s es s s s B e s e s et et i o o F R E LR R R I R I B R R R R
eesveate a st ettt sy cencse PO R N R IR  t s s cace g s rerressssss ey e e occocnes so s esoe s escans 2000 ro et
i .
L 4
-.o-,.'-.on-uoo-....-- e, -.-oo\-...n-~.-.. crteen o, ..-..-.\-.---.--.-.‘-..l R R R R R R RN
L XY P SN FTE IR AN o qerseae ses
ee e Lo . . i Leedy Ceeees L. LeevT teteres Ll
. LI .« X C e .. . . . * e
~3 . .
- .
[ [°¢ 314
g ave ue FX BRI .e
.e *vee ua M Leve ve o *ee s g0
. eve o . »ee o . LR,
. . .
- Y . . - ‘. N . - . LA . LY .
cQ :
)
. . Ve
. v \. . § oo . L ﬂ g% e, .. W PR ** 4 eee ..
. ® = .o . haad - - - L4 - .
- - [RAl .
e L. . eee L . e . .9 . “ .o,
g . o . .
. . . .
oo ) - S e ! LI Y
. . DA . -, . . ©ee .,
. PR . e, . .e . B
> - - e > o . e PLE N
" L r e L. .. « o e
B . o .
. . hd » A Y
1, LRI B ¥ X .,
. t g . ' . -
o o s - -
. . . . . .. B
.
)




- 41

*g°¢ 2814

Jeveeveces 0-cu-¢o~'roo-.-a¢.¢¢n,L

LR A R N RN NN

-ca-oc.o-o'.-oc--u--..occdh

R I I N I R N S R A I N R N N A I

s tarseee *
6.0." sm S
- . .
- e o4 = ' L4

Jeeesas 00 08 22008008000 ¢ o -po.

-« e

Y ERET R -.-o-.o.ou--o-uoo-.s

e s 00asess sr e s sac s sc et eIt e, ,

Tee g gae o o,
.

. . L4




- 42 - .

L D00DANENE T

D R —

s i}

e —

OV VOOTOVIIVIOD |

PRSI Y, %‘1
- -

D400 OIOIDIVIOIOIININD .

W Sl Dl Sl ol el el ol =l W -y




- 43 -

. "6°¢ 314







- 45 -

2.00
0.10
0.4000

.
.
.
.
*.
.
.
:
¢ ‘e
P e e e .

P R
PRI
» e e e .




- 46 -

2.00
0.10
0.4000

Fig. 3.12.

Ry T T AT R




- 47 -

3. Ecoulements tridimensionnels -

Comme dans Deardorff [8 ] , Horiuti [ 91, Moin-Kim [10],

on s'est intéressé 3 1l'écoulement tridimensionnel entre deux plaques planes

avec

conditions périodiques amont-aval et latérales. Le domaine de calcul

-~

est donc une conduite 2 section rectangulaire.

- (59)

@ = 10,3.2[ x 10,0.80 x 10,1(

Pour avoir une meilleure stabilité on a rajouté au modéle

~une viscosité turbulente

(60)

(61)
(62)
(63)
(64)

avec

(65)

(66)

(67)

‘avec

/3

¢ | 2

Le probléme résolu est donc.

u _+uVu+ Vp - uw.[(|Vu + Vu]t)Vu] + V.lgew'®@ w'>] = 0

’,t

‘V.uv= 0

q ..+ uVg + q tr(xw®w> Vu) =0
’

B'  +uv6' =-u , 8= 0" +x dams Qx 10,
’ ) . '

les conditions aux limites
u(x,0) =VX3(1'X3) ou u>%00 5 q(x,0) = q°x3(1—x3) ; 0'(x,0) =0

u,q(xl,xz)—périodique ; 8'(x1,x2,o,t) =0

u =u, =u =0 en Xy = 0 et Xq 1.

-

La dernigre condition correspond & une condition de raccord
la couche limite (cf. Deardorff [ 81]).

Comme dans Deardorff [ 8] le systéme est discrétisé en dif-

férences finies sur une grille décallée en u, u,, u3 (staggered grid).

- La discrétisation en temps est explicite sauf sur la pression ; en prenant la

divergence de 1'équation (61) on obtient une équation de Laplace sur p ; une
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condition de Neumann.sur les 2 plaques Xq = 0,1 est obtenue en prenant le
produit scalaire de (61) avec la normale aux plaques ; ce probléme est résolu
en Fourier en Xy X, et:en_résolvént chaque systéme linéaire monodimensionnel

en X, par SSOR..

o ‘Le pas de temps est éalculé par la condition de stabilité
de Courant-Freidrichs, ce qui donne At = 0.0025. |

La maille différences finies est 32 X 16 X 20.

'Aprés_BOOO"itérations sans modéle de turbulence (¢°= 0) on a réinitialisé

lhalgorithme et on a passé deux cas de calcul :
o :

l. q

0 pas de modéle de turbulence sauf v
I :
2. ¢q

T .
0.02 (niveau correspondant aux mesures de Laufer [24] )

Les figuresl3 & 25 montrent les ré&sultats obtenus.
On a utilisé le code de Horiuti [.9] pour résoudre (61), (62) avec q = 0

et on a rajouté les &quations (63), (64).

Conclusion des calculs 3-d

A Ces résultats spectaculaires sont malheureusement trop dif=-
»fiéiles d interpréter pour tirer une conclusion quelconque. On voit bien que
le modéle a un effet mais lequel ? Ce calcul poée:donc le probléme d' inter-
prétation des résultats de calcul turbulent et 1'urgence de calculer des cor-

rélations doubles . ou autres.
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_Ecéulement 3-d entre 2 plaques planes avec condition

périodique amont-aval et latérale

Les calculs sahs 1e'modé1e de turbulence et les

visualisations ont &té faits par Horiuti [9]

- Figure 3.13.

Visualisation de l'écoulement de l'itération de temps 3010 a 3080 avec

q0 =.0 (sans le modéle de_turbulence). _

Une ligne de particules est mafquée a 1l'entrée de la conduite 3 la éecti@n
y = 0.40. | o L ' |

On rep?ésente une projection longitudinale (vue de derriére) et une projec-—
tion latérale (Que de c6té, le grand rectangle). Les dessins se lisent de

bas en haut et de gauche i droite.

Figure 3.14.
Méme chose que 3.13 mais avec le modéle de turbulence et q° initialisé a

0.2 .. & 1'itération 3000.

Figures 3.15 - 3.18.

‘Méme chose que 3.14 mais sur les sections y = 0.01, 0.05; 0.1 et 0.5. Les

particules sont remplacées par des lignes.

Figure 3.19

Quelques itérations de temps supplémentaires correspondants 3.15-3.13,

Figure 3.70.

Profil moyen d'énergie z ~ q(z) a l'itération 3040.
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Chapitre 4 : cdmpetibilité avec les
‘ échelles de Kolmogorov

1. Orientation
Le calcul asymptothue du chapltre 1 ne tient pas compte de
1' analyse dimensionnelle de Kolmogorov. A
On va montrer dans ce chapitre qu'on peut replacer le calcul asymptothue
dans un cadre plus phy51que ol ¢ represente 1'échelle de longueur de

Kolmogorov et q l'énergie de la turbulence du domaxne,lnertlel.

On commence par rappeler 1'analyse dimensionnelle ; ensuite, on
redémontre les résultats du chapitre | dans 1'hypoth&se oll les fluctuations
en temps sont celles de 1'hypothése de Taylor ; en dernier lieu on analyse

. le cas général.

2. Rappels des échelles de Kolmogorbv

On suit la présentation de Monin Yaglom [1] pour la turbulence

locallement homogéne et isotrope.

soit {x , t } un point de  x JO, T[ et {x,t} un autre point

proche du precedent ; on pose

(nH r=x- xol~ u(xofto)(t_to)
(2) s=t-t,
(3) u'(r,s) = u(x,t) - u(xo,to)

On dit qu'une turbulence est localement homogéne si pour tout

u(xo,to) =u fixé, les statistiques de u' sont indépendantes de u sX st

et isotrope si elles ne dépendent que du module de r (et non de sa direction).

On note par e le taux moyen d'énergie turbulente locale.

v ouy 3‘11_2
(4) e=7 I Gorox) .



Remarque | :
Pour des raisons expérimentales, on a 1'habitude d'écrire les
lois de Kolmogorov avec e mais il semble qu'on soit aussi en droit de le

faire avec le taux moyen d'énergie cinétique q e
. b4

‘Hypothése de similarité n° 1
' ~ Les statistiques de u' ne dépendent que de e et V et donc une

analyse dimensionnelle implique que
(5) w(p,0) = v u'(pn,oT)

_ est un processus stochastique universel (indépendant de l'écoulemént), Dans

(5) on a posé

©® n= et v s welt 1 e/

Hypothése de similarité n° 2

Si

) N << r << échelle d'espace des grosses structures
(7 '

T << s << échelle de temps des grosses structures

alors les statistiques de u' ne dépendent pas non plus de Vv et donc

/3

lu'(x+r,t)_— uf(x,t)i2 = c(er)2

(8)

ol ¢ est une constante numérique.

3. Nouvel Ansatz

Soit € 1'échelle de longueur séparant les grosses structures
(représentables dans 1'espace de 1'approximation numdrique discréte du

probléme) des petites structures(reste du filtrage par G dans 1'introduction).

D'aprés (5), (6) et (8) il est raisonable de poser

(9) R O A TCa
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ol e est donné par (4) et T par (6.6).v

Si on élimine v entre (6.a) et (6.c) qn'tréuve_(n;e)
(10) 1= (Y3
| | D'autre partvr donné par (1) est une appfoxiﬁétién de la coordon-
née lagrangienne r(x,t) solution de | ' ‘
(il) | r’t + uVr = Q ; r(x,b) =:x . |

| 'D'aprés (10) T est aussi une fonction de #.ét‘t, ce qui con-

duit a poser 3 la place dé (9)

rx,t) . s(#,t)

( 5 ,
€ 82/3

1/3 w

(12) .u'(x,t) = g X,t)

On se propose d'étudier le probléme de Névier-Stdkes avec des

conditions initiales du type (12):

Soit ue(x,t)~1a solution de

uEt + utvu® + Vpg—\)(e)Au€ =0

bl

(13) v.u€ =0 ~ dans . @ x 10,T[
ue(x,O) = 0 (x) + 51/3 wo(g)-

Pour qu'il y ait un spectre inertiel (i.e. un u' de la forme

(12))(7) indique qu'il faut'que
(14) e >>(v3/ey /4
Soit encore

(15)- Vv << | 54/3_

On va chercher la solution de (13) sous la forme

2/3

(16) ue(x;t) = u(x,t) + [el/3w(y,t,x,t)+ £ ul(y,T,x,t)+€u2(y,T;x,t)+ ene]

_r(x,t) = s(x,t)

at. y = y T 273
€ €
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(17) pS(x,t) = p(x,t)+Eez/3w(y.T;x,t)+e pl(y,T,x,t)% 54/3p2(y;r,x;t)+ v
' . at y = 5(x,t) T = s(x,t)‘
e ¢2/3

avec w, ul, uz,;.}, m, pl, bZ ... périodiques en y et T sur ]Q,l[sxﬂ0,1[=YXJO,1[

et de'moyenne nulle.

4. Cascade d'équations

D'aprés (16) on a

o s .+ U, ' . . (w, .fu, r. .)+u.w, _r, .
1,1 1.T ) L,K kT UL, T T,) Uik hJ) 3 1,K7k,]

o € _ _=2/3 ' -1/3 ! o 2
RN R e et Y5 kT, £ T, e 18, e, kT
‘ 1/3, 2 3 .
te T e YT Y
2/3, 3 . 4 1
te (“i,r_s,t:+ U Tk, et Ui e
On a posé
(200 F _ = O3F/3T
LT
e -2/3 -1/3 B 1 1
@ YT ik s T8 Mt T g Tl T LY Yr 8
9 13 2 3 2/3. 1 '3 |
T Tt S T Ve BT g T 0T S (g e
4
+ ui,K rk,j ) + ...
.(22) € 6—1/3 . p . + pl r, .+ s +
s1 K ki s1 K Tk,i s T 1
1/3 . 1 2 2/3 2 3
+ + ]+ T Ty m +
€ [p’T 1 p’l\ rk,l] [prT s L p’I\ k,1 s1]
Donc
: -
(23) u? u? . = (u.+ ell3w + 62/3u1+ e:u? + 64/3 3 + Le 2/3 .
e -3 1;} ] ] ] J 1,x k,]
-1/3 - 1 1 2
e (wi’T SsJ+ ui’K k’j')+ ul’J uj.’T ’J-_* ui’K rk’j
© o 1/3 2 3 2/3, 1 -3 C 4
MR T M T M SN N C TR L L P Pl
- T3y r '
J iR Tk,j
+ 81/3 (u. (w ) u! Y., Ot W, w T )]
' ] » 1 1,K7k,] J "1,k "k,]
+ € [u.(u. .+ u! s u2 b Y+w. (w s ! !

]
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. 1/3 EUJ (w1,3+u1,1’ ,J v ui’K rj’k).'+. wj (ul,j '. u%,T i +.
__ iK k,J) uj (w T 9,5t 9;’1{ Ty, u§ Vi g rk;j)’] |
¥ 2/3[uj (uzi,j+ l31,'[ 5,i" ug,K K, )+ Y (wi,.‘i+ ui’T_ »J uz¥K-rk’i)'
+ u;‘(u gt u;,,[i i u?.,K i)t t1?|(wi’T s 'u}.,Krk,j
u? i Kv;rk,j] |
o
Enfin
(24) T 3—2/3["’1,1( "k,35 T hos KL oo €_1+‘wi,kr 5.3 %
. -1/3["1,1 ,jj+ s,j(wi,TL r,Q,,j--E—l+wi,TT . 3'2/3+ i,T‘j)
o “i K k,_]J k,j(“;,KL fg,je_l+ u;,KTS,j' s “;,Kj)]
Fug ety Lo s,j(u;,ﬂ- T e—lwi,‘ﬂ ; e72/3, u}l_,Tj) :
+ ui,Krk‘;jjf T (ugl,KL Ty s g+ _u?qKT s s e /3, u!l;Kj)
+ el/3 [wi,jj+ ui’T S,jj+ 5 (ui’TL LI -1 ui,ﬂ 3 _2/3 iTJ)
* “3,1{ Tx,i5 T .rk,j(ug,KL o3 e uz,K‘r )i e 234 “z,Kj”
+ 213 [“i,;j 3,1 s 557 s,j(ug,TL £0,i o “i,‘rr i 203 1,Tj)
¢ +Au".’1’K rk,jj+ rk,j(ui,KL rSL,j e-l'+ ui’KT i -2/3 a,L\J\]
+ .. | .
- E—S/BEWi,KL fSL,j rk,j] + -4/3[2w1 Kkt 5,3 rk‘,j+' ui,.Ker,j rz’j]
* e_l["’i,n Sfj+ 2“!1,1& T u?.,KL 0,5 Tk,jl
+ "2/3[3.\7;,K T35t YK it u;,TTs%j+ 'u?l’g,rs’jrk,j +
+ ui,KL rSZ,,j rk’J;] |
+ —1/3[wi,rs,jj+ wi,fj S,j+ u-!l‘,Kr‘k,jj"'u:!.,Kj rk,j + ui,ﬂsfi
* 2“3 Kt®5 Tk,i ¥ ul{,KL. rllc,vj T,57
€O[ul,jj u;,rs,jj “i;Tj 237 u:lg.,K SN ’ui,Kjrk,j ¥
+ “% TS%j‘* g,xr.S,j_rk,j‘* UE,KL 9,3t ,j]

+ ...

&,kj
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7/3.

5. Premiére .analyse : V << U € , s indépendant de x et t ; la méthode du
déport, ' '

Commengons par .supposer pour simplifier v <<u €7/3 et
(25) s(x,t) indépendant de x et t ,

c'est-a-dire que 1l'effet de viscosité est négligeable et les fluctuations
en temps ne sont dies qu'a r(x,t) (hypothése de Taylor).

Montrons que dans ce cas on retrouve les résultats du chapitre | avec w

changé en _ell3kw.
En reportant (21) dans (13.b) on obtient
-2/3 ~ -1/3 1 2 1/3 ~3 .. 2/3
(26) €UVt B T T Wk T Pk T e Ty g P e
ol l'on a posé '
~ t | S t 1
(27) w= (V) w = {rk,i wi} sy 4 = (Vr) u
En notation vectorielle (26) se récrit
(28) 3y e Vg dlhvusv.it e MBuwrv. @+
y M y y
v+ ezls(v.ul + Vy. u4) + e
En répo;tant (19)-(23) dans (13.a) on obtient
-2/3
(29) £ [wi,K(?k,t+ uj rk,j)]
+ 8—1/3[ﬁ1 (r +u. r, J+tw ow., . r, . +T_Tr o.]
. 1,KTk,t J k] j 1,Kk,j] s K "k,1
o 2 . . 1 1
H I T B N T S A R W M WA WA R
-1
P g Tk,id
1/3 3 : 2 2
e D etk e T, P U YL T, YR R
+ u}u} r +p2 r. .
- j i,Kk,j ",K "k,i
2/3 1 "4 1 1 3 3
+ € [ui’t+ ui;K(rk,t+ ujrk,j)+uj ui,j+ ujui,j+ rk,j(w'ui,K+uj i
: L, 12 2 1 3
+ w.w, .+ rk,j(ujui4K+ ujui,K)+p,K ?k,i+ ﬂ’i]

J 1]
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L'annulation des termes en 8-2/3 donne l'équivalent de l'équation en 8

du chapitre 1 :

(30) o L Huvr = 0,
’

ce qui permet de récrire (29) comme suit

(31) e 30t G S+ U M eu +uve b Vp+ Ve EGY Glea'v i+
- Sy Y ot y y
o eV vuvw s v s et GV Ete 2 v CcVpD) ¢l v &l
ot ' y y DA y .

'52/3Eﬁl

+ +uvul + ulvg 4+ Vr-t(ﬁ;'v a2+ iy Gli +
t - ‘ y y
U EGY &% 3V G+ c v pd)e wuw + v ]
Sy -y yo
L'anpulation des termes en €~1/3 ~2/3

dans (31) et en € dans (28) donne :

(32) W ow+cCcvV m =0 , V.w=o0,
_ 'y y y

avec

(33) C= vet vr

Enfin les termes en ed dans (31) et €1/3‘dans (28) donnent un systéme qui

permet de définir ﬁl

ol ol 1 t
(34) wW u +u V w+CV " =. Vr . + uVu + V
oy oy Sy P o (u’t e )

(35) v.al o= 0

En prenant la moyenne en y de (34) on trouve, compte tenu de la
périodicité de &' et w, le résultat décevant suivant :
- (36) u £_+ uVu + Vp = 0.
’
Pour améliorer ce résultat il faut calculer un "correcteur"

(BENSOUSSAN-LIONS-PAPANICOLAOU [251), c'est-3~dire remplacer dans (36)

O:par 0(e). Pour cela on utilise la technique du déport.
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Technique du déport

Céﬁpte tenu de (32), on peut &crire (31), (28) sous la forme :

(37) L(Gl)+ fl+ 81/3 [L(Gz)+ f2] + 82/3 [L(G3)+ f3 1]+ ... =0
v.al+ gl + 31/3 [V‘.ﬁz+ gZJ + 62/3[V'.G3¥ g3:]'.+ ce= 0
y | y Ty -
avec . S : o . ,
(38) L@) =wV G +0V w+CV p
| Ny Ty T Ty T
(39) £l vt fu o+ ulu s Vol
’
(40) £2 = gt [w ¢ tuvw + wVu + gl Vy uIJ
. 3
(41) £3 = ot [ult +uve! + ul va o+ ﬁlvy u2+:G2Vy_ul+,wVw + Vm ]
. b}
(42) gl =0
(43) gz = V.u
(4b) g = V.
On a démontré au chapitre | que le systéme
(45) L@) =£f , V. .i=g U périodique

y

ne pouvait avoir de solution que si (conditions de compatibilité)

(46) <+ Wg> =0
47 <g> = 0

=1 I ~ -1
(48) <(c WE+ (M+=Wec weg> = 0

On va réécrire (37) sous la forme

@  r@he elv ol v 8l a s P 2 0% g% - 30N 8 o

3

+ 52/3[L(G3)+'f + u3+ 53% - 8’1/3(a2+ 82 W1+ ...

oll al et B1 sont ajustés de manidre 2 satisfaire_(46), (48) quelque - soit

fl ; on obtient :
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(50) <l 4ol s Bl Wt w g1> =0

yEte ol 8l w ¢ (4

5 <(e

[}
o

soit, compte tenu de <>

1 s

Enfin, d'aprés (47) on a :

il
(=

(58). <gl> = <g2> = <g3>

c'est-3-dire

-(59) Vou = 0

Interpretons (5€) (on rappelle que (45) 1mp11que V W

1
2

il wgl> =0

vy.ﬁz =0t d'apres (39), (42), (50), et (53)
(60) ol = - vt .+ ulu + 7p)
(61) 8l = o

d'aprés (40), (43), (54), (55)

(62) o? = 8_1/3 ol = - 5-1/3 Vr?(u
- ,

2 .

(63) gt = - <c_l§Vrt(w o ulw + wiu + ley ul)>./ W e

et uVu.+ Vp)

(52) o = <!+ agh

(53) | BI = - .?c-lﬁ f1+ (r + % W c;lﬁ)gl$ ) <w c-l
‘Dé méme

(54) A % S S VE IR g2>

(55) _ 82 = - <cf1§kf2 - ]/3(a + 8 .))+ (m + %-ﬁ

Arrétons nous 3 deux déports (i.e. a3 = 63

de compatibilité sur &° :

(56) <f3lé 5-1/3 ol + 3§> = 0

6 <c e - 1/3(a + 8%3) f.(ﬁ + %-a ¢ e

w>

N

>

0

-1~

w>

b

-1

w >

= 0), et &crivons les conditions
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donc (56). devient

(64) e 2/3 gty (o ulu + Up) + <u¥i> + <Vw > = 0
.

c'est-d-dire 1'équation attendue :

2/3

]
(=

(65) T u e ¥ uVu + Vp,# € V.<w © w>

’
Il reste 3 interpréter (57) :

(66) « by Vrt[ult+,uVulf ulve + EIVy uls ﬁzvyul+ wVw + V]
. ’ - .

e e 3 g vt w JF UV o+ WU+ il v, uby> + <(n+.%-ﬁ Ve = 0
. , v :

c'est-a-dire :

1

(67) 5-<[W|2> ¢ T uv %<|w]2; + tr(<w ® w> Vu) +<w(GlVy ul)s
b B .

+ e B! v um! ¢ ulva ¢ vy.<ﬁ‘@u2+ aul))+ V.0 (ne glwlHud> = 0
? .

Mais compte tenu de (60)-(61) on voit que 1l'équation pour ﬁl donnée par
(49) : | |

6  1@hH=-f-a-gla-0 5 val-o0
et donc '

(69) il-0 ; du=0.

En posant

(70) q= % <V|W|2> , W' =w/Vg , m =m/q

(66) devient

(71) . q, tuVg+ tr(q iw'®w'>'Vu)+ el/3q3/2V.<(ﬂ' + %Iw']z)w'> =0

Remarque 2 :
On a retrouvé les résultats du chapitre 1 car dans la pratique

le € est absorbé dans le niveau de turbulence initiale q(x,t).

Rémafque 3
D'aprés (49), (60)-(63), 3% est défini par
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(72) @2 Vy §_+ W Vy §2 +C_.Vy PZ = -[§;£.+ uvw + w?ﬁq +
1 .1 2 1 2. .. ~
5 [<5]v] > gt uv <glw|“># tr(sw @ w>Tu) 1 &
(73) v.at = o0
y
. ~2 o ~2 s - e . A
(74) <u“>= 0 , u" y-périodique.

D'autre part, si on cherchait le correcteur d'ordre supdrieur
. . ’ P

dans (65) en continuant la technique du déport on‘troﬁVerait :

2

(75) u o+ uVu + Vp + €2/3 Ve <w @ w> + EA/BV. <w @ 1.12 + u@w> = 0
] . R
N 773 )
6. Deuxiéme analyse v << U € .~ , s dépendant de (x,t).
Dans ce paragraphe on ﬁe suppose plus s(x,t) constant.
Posons
(76) =~ a(x,t) = s ¢ + uVs
, 4
77 »bi(x,t) = ri,t + uVri
(78) K(x,t) = V. r
(79 Au) = + U +wV + KV
(79) (u) au’T_‘uvyw vV, u y P
'L'équation (13.b) devient
(80) 0=V =3y 5+ 3@ G v Ve)+ 2(Vou +V_.i2+ ul_ Ve
y y > T y . ’
v el B s v B Gk Ve 4 L.
y s T
L'équaﬁion (13.a) devient
(81) - 0= u€t + ufvu® + Vpe = 6_2/3b Vy W o+ 6—1/3(A(W)+ b Vy ul)
ot . v

+ g° [A(ul)+ b Vy u2+ u, o+ uVu + Vp + w.Vs w ¥ Vs]

] ’T
61/3 34w gt uvw o+ W+ Vy-ﬁ'&xl-r w.Vs u1 +

s . ’

+

[A@®)+ b vou

l 1
u Vs w,T + Vs p’T]

+

2/ + uvuls ulvg . @leus+ s2aul)

1 1 2
, + U .Vs u’ p’ |

3 3, 4 1
[Aw™)+ be u+u ¢

+

V.wlw + VT + w.Vs uzT + uz.Vs w Vs]
. . ’ " .

+ LN 4
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On va donc trouver des Equations du type

82 i_+8V G+@V d+CV_ p=£f, V.d-=
(82) al UV W+WV G yPE, Y g
(83) <@ =0 , WU(y,T)-périodique.
Ici < > dé&signe la moyenne en y et — désigne la moyenne en T .

'.Condltxons de compatlblllte

D'aprés (80), w est 3 divergence nulle, donc (82) 1mp11que

(84) a<u>_ = <f+gu>
_ BT _

(85)" <g> = 0
 Mais les &quations de divergence venant de (80) donnent
2

1 3 1!

(86) w > Ve=0 ;<u _>Vs =0 ; <u” > Vs = =V.<u> ; <u” >Vs = =V,<u s..
. ’T' . . ,’t ’T ;T

ce qui implique

87n <w> = 0. HI <Gl>.Vs = 0-1=1,2,...

Donc (84) devient

(88)  <E+gw> =0 ; <E+gl .Vs = 0

Par ailleurs, en multlpllant (82) par c lw on retrouve sans difficultés comme

aux paragraphes précédents :

(89) <€ g <(m o+ %-% C_lﬁ)g2 = 0

Cascade d'équations

L'annulation des termes en 8—2/3 donne
(90) b=t + u§: =0 .
De méme avec les Fermes suivants :

a%_+wV w+C V.m =0 V.w = 0

I N A A Y
<w> =0 w(y,T)-périodique
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Remarque 4 .
De (91) on tire
s T

(92) <w g w>_ =0 i.e. ..%-<|w|2> = q(x,t)

c'est-a-dire que 1'hypoth&se de Taylor est vérifige ﬁa:‘ldlz méme si s est.

.non constant.

Remarque 5

En posant
93) - w' = w/vq a'= a/vq
on obtiént

a' %"T.+ w' Vy w'+CcVym=0 V¥.
(94) :

€

<w! C--l w'> = 1 (y,T)-périodique

N]'—-

Equations sur ul

1/3

, ‘L'annulation des termes d'ordre O dans (81) et en € dans
(80) donne : |
- 1 11 2_ _ t
(95) au  + wVy u+u Vy w+ CVp - (Vr) [u’tfiuVu + Vp+ stw’T+ o Vs 1]
v. ﬁl = ~w Vs
y T

La tondition (88) donne

(96) u,_ +uVu +Vp +<w.Vs w+mVs) >= 0
S . s T .

ce qui implique

97) <w.Vs w +7Vs>.Vs indépendant de T

Si on écrit que (98) est vraie pour tout s alors on obtient

.(<w, w.,>+ §.. <m™>) indépendant de T

(98) s .S
sl ) 1 ] 1]

Le probléme est maintenant de savoir s'il existe d'autres solutions de (91)

satisfaisant a (98) que celles qui ne dépendent pas de T ?
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Dans 1'hypothése d'une réponse. negatlve d la conjecture ci-dessus, ce parggraphe

montre qu'il n'est pas loisible d' 1ntrodu1re une petlte échelle de temps (autre -

que celle de Taylor) dans ce type de developpement asymptothue. Dans 1' hypo—

these d'une réponse p031t1ve alors (98) determlneralt a et donc s.

Conclusion générale et extentions

Les chapitres 1 et 4 ont montré qu'on poﬁvaiﬁ obtenir des
8quations intéressantes pour la modélisation de la turbulence, en falsant des
developpements asymptothues des équations d'Euler par rapport a l'échelle
de Kolmogorov du spectre 1nert1e1 ‘Les hypothéses du calcul sont

- existence d' une_echelle de coupure

- petites structures en &quilibre au dela de la coupure

Les &quations obtenues sont semblables aux modéles k-t ou
k-2 (& = 1ongueur de melange) toutefois on.ne retrouve pas 1es termes de
dissipation. .
Dans un rapport ultérieur, on étudiera les termes d'ordre supérieur .du
développement pour voir s'ils sont dissipaﬁifs.
Du c6té numérique, on a testé le mod&le obtenu sur les Ecoulements dans
une conduite. Les tests ont montré quelques propriétés.intéressantes du -
modéle (y compris des instabilit&s) comme par exemple une cascade d'énergie
directe (des grosses vers les petites structures) impossible avec un modéle.
.bidimensionnel et possible avec un modéle 3-D.
Toutefois la validation ainsi que la comparaison avec un k-¢ classique,

ce qu'on se propose de faire dans un rapport ultérieur ...
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Corrections
Entre 1'impression du rapport et sa diffusion, les auteurs se sont

rendus compte que les modifications suivantes étaient nécessaires '

1. Dans le développement (8), (9), seules les pressions sont de moyenne
‘en y nulles, ainsi que w, pour le distinguer de u. Mais les essais numé-

riques montrent que 1'équation (23) ne donne pas <w> = 0. On doit donc

mettre <w> au second membre de (20) et'posér d la place de (21)

21" w= V0 S - <)

Le résultat final aurparagraphe 5 n‘ést.pés chéngé sauf que (48;a) a au
second membre : <w>. ‘ -

Dans les tabulations numériques <w> est négligeable ; dans la solution
analytique (12), il est nul. o '

La méme modification doit &tre faite au chapitre 4.

2. L'équation sur G page (20) est fausse. On doit avoir P
G(a,b) = -G(-a,-b)

et page 24 sur la figure 2.2 2 droite, les valeurs numériques doivent &tre
changées de signe. , ‘

Avec cette tabulation les €coulements sont donc stables.

Les calculs correspondants aux figufes’3.1-3.]0 sont donnés ci-aprés.:

3. Page l6Abas de la gge: He <.Vki ij >

i

Page 27: A g(~x)
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Abstract :

This report shows that it is possible to establish turbulence.
models of the type k-€ by using the techniques of homogenization theory

in the Navier-Stokes equations.

The model is discussed for shear flows and tested numerically

on pipe flows..

_ Connections with the Kolmogorov subgrid turbulence is established.
The validity of the model is limited to flows where the subgrid turbulence

is clearly separated (in waves numbers) from the largevstructures.

Resumé :

Ce rapport montre qu'il est possible d'établir des modéles
de turbulence du type k-¢ en utilisant les techniques de 1'homogénisation

dans les Equations de Navier-Stokes.

Le modé€le est &tudié sur les &coulements de Poiseuille et testé

numériquement sur les &coulements dans les conduites.

Les rapports avec les échelles de Kolmogorov sont &tablis.
La validité du modé&le est limitée aux &coulements ayant des petites struc-
tures homogénes bien séparées (dans 1l'espace de Fourier) des grosses

structures.



Notations

u : vecteur vitesse

: pression

H A

u’t u/dt

u. . ¢ Du./dx.
1) 1 J

ui,J : auiﬁ§yj

u®v : tenseur d'ordre 2 de composante':sui vj

tr(B) : trace du tenseur d'ordre 2, B = I Bij
ij
V.B  : vecteur dont la iZme composante est I Bji ;
. j .y

it : transformée de Fourier de u

U : moyenne statistique (ou en temps) de u

<u> : moyenne en espace de u

u' ¢ variation de u par rapport & l'écoulement moyen
u~  : condition initiale sur u

u : condition au bord sur u

£ :+ domaine des EDP

I' ¢+ frontiére de Q

I {{x,t} :xe T, u(x,t)n(x) < 0} n normale externe 3 T
g ¢ conditions aux limites pour 1'équation d'Euler sur u

€ : petite échelle de longueur reliée 2 la taille de la grille de discrétisation
W partie "turbulente" (périodique) de u

0(x,t) : coordonnée Lagrangienne

q ¢ energie cinétique turbulente (de w)

c= velve-

v= vl w

W

''=w / VYq



INTRODUCTION

1. Position du probléme

Les équations de Navier-Stokes

(N | u + V.(u&) + Vp- VAU = 0O | dans & x ]O,T[
(2) ' | V.u = 0
(3) | u(t=b) = u° d;ns Q

dans I' x ]0,TL

(4). u = up

‘régissent les vitesses u et les pressions p des fluides visqueux Newtoniens
incompressibles ; {2 désigne le domaine occupé par le fluide, I sa frontiére,
10,T[ 1'intervalle de temps d'étude du phénoméne, u® les conditions initiales
de_l'écoulement et u, les vitesses des parois:. . On suppose que par changement
d'échelle on s'est ramené au cas oii le diamdtre de § est de l'ordre de

1'unité ainsi que u® et/ou up 3 donc vV représente 1l'inverse du nombre de

Reynolds.

On sait que lorsque V tend vers zéro, la solution de (1)-
(4) devient de plus en plus oscillante en x et en t. En effet, la transformée

de Fourier 4, de u par rapport i x :

(5) d(k,t) = J‘ eazlﬂk'x u(x,t)dx
: Q
a une fonction d'énergie
| R R 2 2
(6) K > ER) =3 J dt J |G(k,t)|° k° dk
0 k| =k

qui indique (cf. figure 1) que les plus petites oscillations en espace de u

3/4

se font sur des distances de 1'ordre de Vv (cf. Monin- Yaglom([1], Craya [2]

par exemple).



A E (k)
= K
v~3/4
Figure 1

Forme générale des résultats de mesure sur E pour

des écoulements turbulents.

Toute tentative de simulation numérique de (1)-(4) devrait
donc théoriquement avoir une discrétisation de @ d'une finesse h = v3/4
pour permettre au plus petit tourbillon d'&tre représehtable sur la grille
de discrétisation. Compte tenu de notre convention sur le diamdtre de Q
on ne pourra donc dépasser, avec N34points de'discrétisation, les nombres

4/3

de Reynolds de l'ordre de N c'est-d-dire avec les ordinateurs éctuels,

le millier,

Les calculs complets d'écoulements turbulents ne sont donc
pas possibles pour des grands nombres de Reynolds. Cependant, si on s'intéres-

se aux moyennes statistiques telle que

. E(x,t) vitesse moyenne en X et t

Tl - . <
-7 uBu  tenseur moyen d'énergie cinétique

alors le probléme n'est plus numérique mais théorique : la dérivation

d'équations pour ces quantités a partir de (1)-(4).

2. Equations moyennées

' L'observation expérimentale montre que le champ de vitesse

3 un instant donné peut &tre décomposé en un champ moyen u et une pérturbation u'
tellement perturbée qu'elle ressemble 3 la réalisation d'un champ aléatoire

-

en X de moyenne nulle. Cette observation améhe i étudigr le prqbléme (1)-(4)
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avec une condition initiale aléatoire u + u' . Aux instants ultérieurs,

si la solution est décomposée en u + u', en prenant la moyenne statistique
de (1), on obtient
(7 , u ot wWu - VA +Vp =-V.@®u)

,t-

car u'Vu + uVu' 3 une espérance nulle.

Les équations (2) - (4), (7) sont les équations de Reynolds ; le probléme

dit de fermeture est alors de relier le "tenseur de Reynolds" u'® u' & 1'écou-

lement moyen. Avant d'étudier ce probléme, mentionnons une autre approche.

En suivant Léonard [3] , par exemple, on peut définir u

comme

- f
(8) u(x,t) = (Gxu)(x,t) =|" G(x~x",t-t")u(x',t")dx"dt’
J§x10,TL

G est alors un filtre et si on pose
(9) u' =u-u

et si on convole 1'équation (1) avec le filtre G on obtient

(10) u R u®u+ Vp - Viu = -Gé - V.(u'®u + u® u")

- V. u'®u' + vAu'

Dans le cas oli on aurait

=u , u'=290

[~ N

(11

(9) se simplifierait pour donner

(12) w +V.@®u)+ Vp -~ vhu = -V.[u'@ u' + u'®u + uBu' + u®u ~ ud u)

Cette Equation est aussi une &quation de Reynolds mais le tenseur de Reynolds
n'a pas la méme définition. (Il y a au moins un cas ol (l1) est vérifié : lors— -
que G est un filtre passe bas en fréquence ; c'est-3d-dire que u est le trans-

formé de Fourier inverse de la transformée de Fourier en espace tronquée aux



[+
-

modes inférieurs i

= F_l[FFu)(k)x(|ki| <K)] (x = fonction caractéristique)

(<}

(13)

Remarque
L'équation (12) montre qu'il faut se garder d'interpréter u' dans (7) comme

les oscillations en espace ou en temps de u. Il y a un cas ol cette

interprétation est cependant correcte c'est lorsqu'on peut &crire :
t
(14> i \U(X,t) = U(X,t,‘{:)

et oll G opére de la fagon suivante

- : [+ :
(15) u(x,t) =_G * u = J g(Du(x,t,o0)do
avec
. +00 ‘
(16) : j g(@®do =1

Alors (11) est vérifiée et (12) est identique 2 (7), L'hypothé&se (14)
signifie que les oscillations de u se font sur une échelle de temps trés

différente de celle de u.

3. Fermetures des €quations de Reynolds.

La fermeture des équations de Reynolds sous la forme (7) -
ou (12) est un probléme trés difficile &videmment et peut &tre méme impossible !
Il y a de nombreuses approches : le lecteur est renvoyé a Reynolds [4 3] pour‘
une revue des principales méthodes. On en rappelle ‘deux qui sont utilisées
pour la simulation numérique d'écoulement turbulent inhomogéne :

-~

La méthode la plus simple consiste & supposer avec S_magofinski [5 1]
(17) V.uT®ur = = uv.[(|Vut+vu])vu]

c'est-a-dire que le tenseur de Reynolds agit comme une viscosité proportlon—
nelle au gradlent de la vitesse.

On peut donner quelques arguments vers une démonstration de (17)

(Leslie [6] , [7))dans le cadre de (10), avec un filtre G correspondant & un



moyennage spatial :

(18) i - ju@,t)da
' Axi_ Ax.l
Tk, =g x5 L

c'est 1l'approche dite de "modélisation de sous maille" (Subgrid scale modelling)

poursuivie par Deardorff, [8] , Horiuti [9], Moin-Kuh'[lQ], Schumann [11] .

La méthode k-€ développée par Launder [12], Patankar [13] et é&tudiée en

France entre autres, par Benque [141, Coeffé [15], Viollet [16],

pose
- 2
(19) V. u'"®u' = -a V.(E Vu)
oli k et € sont solutions de
-~ K2 K2 - - et 3/2

(20) k’t + uVk —IJV.QE Vk) - az trace(Vu(Vu + Vu’)) - ¢ k =0
. - k2 - -t 2 |
@un e,t.+ uVe - 4V .QE Vk) - e k trace[Vu(Vu + Vu™)] - €/k =0
et ol a,b,c,d,e;f, sont des'consténtes numériques.

Les équations (20) - (21) sont déduites semi.empiriquement de (1) - (4).

4. Objectifs, résultats et plan du rapport

Les modéles de sous-mailles et en k-€¢ permettent de repro-

" duire correctement les &coulements moyens dans un nombre non négligeable de
situations en particulier pour les &coulements dans les conduites et les
gcoulements de couches limites. ' /

Ils sont moins bons (ou méme mauvais) pour les écoulements mbyens instationnail-
res comme les jets et les sillages.

En 1978 [17] il est apparu que les techniques de développement asymptotique

de 1'homogénéisation pouvaient peut atre apporter un début de solution au
probléme de la fermeture des Equations de Reynolds.

Dans [18], [19] on a &tudié le probléme

(22) u  tU+w Vu+ Vp- V=0, V.u=0
. b .



ol w est une fonction trés oscillante (périodique dans [18], aleatoire dans
[19]. On a montré par un developpement asymptotique, que 1 écoulement moyen

satisfait & une equatlon du type

(23) . u, tuVu+ p-V.0MVW) =0 V.3=0

ol M est un tenseur (de viscosité) dépendant de w.
Ainsi ces résultats ont montré qu'un des termes de l'equatlon de Reynolds,

au moins, a un effet de viscosité turbulente.

Dans [20] [21] on s'est intéressé au probléme

(24) ﬁet.+ e ot oo v.u® =0

bd

25) wx,0) = u®@) + W

_ . .. € .. .
et on a montré (formellement) qu'a la limite € - 0, u~ vérifiait

»

(26) u t’+ uVu + Vp + Vkw®w = 0 V.u =0

ol w® w est une fonction de V6 , 6 la coordonnée Lagrangienne du probléme
et k l'énergie cinétique turbulente &tant solutions de
@27y . 6,  +uve =0

,t

32, L |

(28) k " + uVk + k trace (w® w Vu) + V.(k

La justification de ces résultats est basée sur un développement asymptotique

de uE de la forme

e(x t) e(x c) 2 2

((29) u (x t) = u(x,t) + kw(—=2tl X,t) + cu (—m=2-2L . X,t) + Eu” o+ ...

on notera la similitude de (25) et de (21) ; cette approché'serait—elle un

début de justification des modZles type k-¢ ?

Les objectifs de ce rapport sont donc les suivants

1. Présenter en détails leé résultats (24) - (27) dans le chapitre 1.
2. Etudier analytiquement et numériquement le tenseur w ® w (fonction de )
dans le chapitre 2. |
3. Simuler numériquement les équaﬁions (25) - (27 pour‘des'écoulements dans
une conduite, en dimension !, 2 et 3 dans le chapitre 3.
4. Enfin, dans le chapitre 4, généraliser les ré&sultats aux cas visqueux ef

‘interpréter l'analyse dans le cadre des &chelles de Kolmogoro§.



Chapitre 1 : Construction d'un modéle

de turbulence par perturbation des

conditions initiales.

1., Position du probléme

On considére les équations d'Euler des fluides Newtoniens

incompressibles non visqueux :
(1) u,t +uwu+ Vp=0

dans © x 10,T[
(2) V.au=0

avec les notations suivantes :

u(x,t) : vitesse des fluides au point x & 1'instant t
p(x,t) : pression

Q domaine de R3 occupé par le fluide

On va s'intéresser aux conditions initiales suivantes

(3) w0 = u’ ) WG

ot u’ et w sont des fonctions données mais w a deux &chelles d'espace caracté-
ristiques, la deuxiéme &tant trés petite par rapport & la premi&re ; ceci si-
gnifie que lorsque € tend vers zéro ¥ oscille de plus en plus mais sa moyenne
<u> reste réguliére.

Naturellement la solution de (1)-(3) dépend de € et le probléme est de trouver

sa limite lorsque € = 0.

Pour que le probléme soit bien posé on rajoute une condition au bord T de @

sur u 3

(4) ulx,t).n(x) = g ¥x,t} e &= {x,t : u(x,t).nx) < 0}

(n(x) = normale extérieure en x € I).

Le bon formalisme pour &tudier le probléme (1)~(4) serait de
supposer w aldatoire et de chercher les limites des statistiques de u lorsque

€ > 0. Ce probléme a regu un début de solution dans [21] pour 1'8quation de



Burger ; 1l semble hors de portée pour les équations d'Euler s pour cette

raison on se restreint au cas
(5) ‘ w(y,x) y-périodique sur Y = ]0,1[3

(6) <w>(x) = J w(y,x)dy = 0
Y

Enfin, pour &viter les interactions au bord on suppose dans

ce chapitre que le support de w est inclus dans 1'int&rieur de Q :

(7) ‘ suppw n I'= @

2. Développement aéyﬁptotique

Soit {ug,ps} la solution de (1)-(4). On va chercher u® et pE

sous la forme :

(8) ue(x,t) = u(x,t) + (w(y,x,t) + Eul(y,x,t) + €2u2 + ) 6 (x,t
ST e
©) P68 = pet) + (0 +ep Gy r el B e y| 6
y = ?

€

avec w, ul, u2,..., ﬂ,’pl,'pz,... Y-périodique en y .et de moyenne nulle en Y.

Les fonctions ui, p1 et 8 vont étre déterminées en reportant (8), (9) dans

(1-(4).

On a les formules de dérivations suivantes :

du, ou, 3 ;9 p 1 2 2
R A R A ML I T F I
€
e
s du, 26
i _ i, :0 9 .1 7k 3 1, 22
UD 555 = 5 Vg v 2 50 oy (gt e U €T 0T
J J J k y = ——
€

On fait les conventions de notations suivantes

(12) . L,

(13) . CLAN v,
ox

(14) LA

Donc (10), (11) se réécrivent



€ -1 | 1 1 2

= +u. . . ) . =
(15) Y67 F i1k, e Yi6 T Ve T Yk Ot * eluy o+ Uy Ot
e -1 ' | 1 1 2
16 u, .= € w, 6 .+u., . +tw, . +u, 6 ,+¢e (u.,.+u. 06 .)+ ..
(16) i,] © 1K k,J 1,] 1,] 1,K k,j ( 1,] 1,K k,J)
En reportant ces expressions dans (1) on obtient
(17) el w, 8ty tw. . +ul 8+ el
i,K k,t i,t i,t i,k k,t e
1 2,2 -1 ’
+ (u, +w, + €u, + € (. + ... € w. 6. ., +u. .+
( J J h| ( ] ) ( 1,K'k,] 1,]
vul e L+ e
1,k k,]
N + M, + p1 €(...) = 0.
K k,i @ P?i ’i K k,i

L'équation (2) devient

(18) BT +'E:—1 W 8 +w, . +ul

. . . + ee.) =0
1,1 1,K "k,1 = 1,1 1,K 0 ( : )

k,i

"On a utilis@ la convention suivante : les indices répétés sont sommés de 1 a 3

méme si 1'un est minuscule et 1l'autre majuscule.

3. Cascade d'équations

On identifie les puissances de € dans chacune des &quations

(17) et (18), ce qui donne :

termes en € H

. ; . )+ oW, . . . . =
wl,K(ek,t * u_‘] ek,J) WJ ek,_‘] wl,l(. * N’K ek,l 0
(19) |
| ik k170
On se propose de choisir 6 tel que
e,t'+ u¥8. = 0 dans Q x 10,1[

(20) - B(x,0) = x
9|Z = X
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En posant

Qn LW T B L des W= (V)

et en multipliant (19.a) par ez ;- on obtient :
. Hd

(22) ek it TG 8t O

c'est-a-dire avec (10.b)

Vw+C U W =0, V .
y y Yy

€2

=
n

o

(23) ¥yeY

oli C est une matrice 3 X 3 fohction de x et. t :
(24) c= (v o
~ . X X

Les conditions aux limites (3) et (4) imposent

H
=2

(25) . w(y,%,0) = w’(y,x) X,y suppx wnl

- 0
termes en €

1 1 1

|
26 +u, 0 ) +tu.w, _B .+ w ou. . + p. .
(26) ui,K(ek,t u, ek,J) g Wy Gk’J twgug oy ek,J * Pk ek’l
+ (uj + “ﬁ)(ui,j + wi,j) + ui,t + wi,t + p,i TS 0

soit, compte tenu de (20) et avec des notations identiques a (21)

1 . .
2 . . . . =
Qn ay wl,K + W, ul’K-ﬁ p’K Gk’l + ((u+w)V(u+w?+ u,t + w,t + Vp +Vm )l 0]

Comme précédemment on multiplie par 62 ; et on somme en i:
b

28) EEERR i+ c v, pl = -~ () V(wsw)+ u | + v + T(p+m))

Enfin de (18) on tire

(29) Vo.dl+ V. =0
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. Les conditions aux limites donnent

(30) Gl(y,x,o) =0 Supp, ul nT= 0

Remarque :

. Lorsque la variable n'est pas mentionnée dans les opérateurs

Ve V. il s'agira toujours de x.

4. Conditions de compatibilités

Par rapport & y les équations (28) et (29) sont du type

i v wew vt ecv plagl, vl W=y
| y y y y
(31)

gl Y-périodique en y , <ﬁl> = 0.

Les variables x et t ne sont que des paramétres passifs intervenant dans fl,

gl, w, C.

Premiére condition

Comme on peut réécrire (3l.a) en

~ 1 1
wi g + fi

-vl ~ -~ l ~ ~l
32 u., w. +w, u. + C.. .= w, u, .+ £,
32) (J i i ij p)’J i73,] i

et comme Gl, ﬁl, pl sont périodiques en moyennant (32) on obtient :
~ 1 1 ~ 1 1
(33) <wg + f> = wg+£f)dy = 0.
Y
Soit en revenant & (28)-(29) :

(34) '—(Ve)t(<u + wWlu+w)> -+ u ¢ + <w,t> + Vp + <Vm>) - <w Vx(u+w)> = 0 ;
b4
c'est-3-dire, cdmpte tenu de <w> = 0, <> = 0 et de (21)

(35) u . uVu + <wVw> + Vp + <w Vx.w> = 0
b4
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On peut encore ré&&crire cette Equation comme suit et l'associer i (29)

7
moyenne en y

u,, +uVu+ Vp+ V.<w@uw> = 0, V.u=0 dans 0 x 10,I[
(36) u(x,0) uo(x) dans
,u.nlz =g

Deuxiéme_condition

On peut obtenir une deuxiéme condition de compatibilité en

multipliant (32) par C_tﬁ et en moyennant en y :

-t~ ~ 1 1 -1 -~ 1 ~1 ~ ~1 ~
= - < .
(37) <C w(wg+ £f) i wk,J(Cij P+ uj wot U “E) >
= 0-<cl @ dws-—<clw woals
ki k,J ] 1 ki 'k, J " 1
= " <ot o T ooals
ki kg ,L 1

= " - <7 gl S

-~

Py . t : - sy s
(on a utilisé le fait que C = C’). Reste 3 évaluer le terme milieu ; par

intégration par partie on a :

. -1~ 1A ~ ~1 ~ -
(38) o = <oy Mg U5 > T mCe g BT Eo e B F F>
= =< (:-1 ﬁ ﬁ g1> - QO
ki "k Vi
donc
_ IR N | -1 _ -t _.t t 1 _ 1 2 1
(39 a= -5<cL W Vg =g <(V8 T VB T VB)w.Ve wg > = - o <|w|” g >
Finalement
(40) < g whgl el e s = 0

Remplagons gl et f1 par leurs valeurs :

(41) < (m+ %-IWIZ) Vx,w >+ <w. ((u+w) Vx(u+w)) + w.w _ + W, Vx ™ = 0

, L
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soit

S T 1, (2 ~ 1, 2
(42) < 5|w] > + uvV <§-lw]\ > + < yiwj> u, s+ Vo <(m o+ 3 [w]“)w > =0

s T 1,]

5. Le systéme complet d'équations

Cette dernidre &quation peut se réécrire

/2

(43) q.,* uVq + q tri<w'® w'> Vul + V.[q3 (m'+ %1w'|2)w'>] =0

q(x,0) = ¢°®) qly = 0

(44) w' o= w/ vq

(45) q = 5 <lu?>

On remarque alors que 1'équation (23) est homogéne et ne définit w qﬁ'é un

facteur multiplicatif constant en y prés ; 1'équation pour w' devient

w'V ow'+CcV T =0,V %' =0 dans Y, ¥x,t

y y y
(46) . . 1
w' Y-périodique eny ' <w'>= 0 ; §<[w'| > = 1

(47) w' = ve by

On rappelle que C et © sont définis par

o) ¢ + uVo = 0 dans Q x JO,TL
H
(48) B(x,0) = x
6]2 = X

c=wetve ,

Enfin u et p sont donnés par (36) c'est-i-dire

. ,t
(49) u(x,o)'= uo(x) dans

u.n]Z =g

U, +ulu+ Up+ V. q<w'@u'> =0, Vou=0 dans Q x 10,T[



6. Discussion »
On peut comparer ce systéme d'équation aux modéles de turbulence

en k€ . Avec nos notations k est ici q et 1'équation (43) ressemble étrange-
ment & 1'équation pour k utilisée par exemple dans [15] car <w & w> est une

fonction de vove® c'est-a-dire de VuVu intégré sur les lignes de courant.

En revanche 1'équation pour € est remplacée par une équation

vectorielle pour les échelles de longueur © données par (48).

‘Par ailleurs, 8 représente les coordonnées Lagrangiennes
du- probléme ; lé développement (8)-(9) est donc justifi& par la physique
de la turbulence puisqu'on sait que les lois de Kolmogorov pour la turbulence
localement homogéne sont valables dans un rep@re convecté par i'écoulement

moyen.

Sur le plan mathématique nous souhaiterions évidemment pou-
voir justifier le calcul formel précédent. Malheureusement il s'agit 1a d'un
probléme trés difficile 1lié aux points suivants :

) 1. Le systéme (46) admet-il une solution qui dépend conti-
niiment de C ?

2. Le systéme (31) admet-~il d'autres conditions de compatibilité
et si oui quels sont les paramétres modulables correspondant
dans (46) ? ‘ '

‘Comme on le verra dans la suite on peut supposer d'autres développements
asymptotiques que (8)-(9) mais le calcul formel donne des résultats assez
semblables. Signalons que dans certains cas particuliers on a obtenu une

démonstration du résultat [18] [19].

‘Finallement la seule justification pragmatique du calcul
prééédent reste les essais numériques et la comparaison des résultats avec
1'expérience. -
Pour intégrgr numériquement le systéme (43)-(49) on va procéder de la maniére
suivante : . - »

1. Oﬁ tabule <wi wj> solution de (46) en fonction des 5 pafamétreél

de C. Soit Fi.(C) cette fonction.
2. On intégre (43), (48), (49) par un schéma usuel éléments

o . PR . . 3 t
finis ou différences finies avec <wi wg? remplacé par Fij(VG ve).
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Chapitre 2 : Etude de l'équation en w

1. Position du probléme

Le modéle &tabli ag chapitre 1 implique la.-connaissance de

la fonction

~

ol w' est solution de

w' VW' +CVn'=0, V.w =0 dans Y = J0,1C
(1) <w'> = 0, %—<w

w' Y-périodique en y
et ofi C est une matrice indépendante de y et de la forme
. 7 v
(2) . C =K K- (K " =V0)

Remarque 1
A . ' .. ~ -1 -
Si w' est solution de (1) sauf pour la condition sur < w' ¢ = w'> » en changeant

#'en AW' on peut satisfaire 3 la condition manquante.

2. Solutions explicites de (l)

Comme solution de (1) on a toutes les fonctions de la forme

(3) - w' = Re ﬁeZIWk'y

avec k.% = 0, % indépendant de y, k a composantes entidres.

En effet :

1

(4) em ™ FY S Re(i@' 0@ 21Ty < g

Mais comme ces solutlons ne dépendent pas de C essayons d'autres methodes

On rappelle que 1'identité vectorielle

Vlw[ - w XV Xy

(5) W = =

peut 8tre généralis€e avec une matrice constante quelconque K :
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(6) wVw = —;- KR v kw| % KT Ry x (R E9) <) ]

n

Donc en prenant

&) LIS T L R S L
2 2

L'équation (1.a) devient

(8) ‘ Ki' X[ (K D) xk@'l = 0 Vi =0

c'est-3a-dire qu'il existe X € R tel que

(9) .‘ K EV)xKH' = AR v.i' =0

On prend la transformée de Fourier des &quations :

(10) P RxXG =@ K. =0
ol
) & =K W' k=K °© K/|K k|

Ce systéme se résoud et donne pour chaque A un w' :

(12) ;q' = B Re -§ ) K_ltik x uk_ RR.Uk"' uk ] eZiTTk.y

[K "k|= A /2m
k eZ3b
l w'> /2 =1 et ol les

oi B est ajusté pour que <w' C sont des cons-

Mk
tantes quelconques. Malheureusement la sommation n'aura que 2 termes au plus

si K n'a pas de symétrie puisqu'on doit chercher les intersections a valeurs

entiéres avec les axes de coordonnées d'un ellipsoide de module X /2m.

En revanche cette solution présente 1'avantage de dépendre
de C et de généraliser les solutions de Henon [22] (qu'on sait & peu prés stable
L23]) ;on donne le tenseur wv moyenné sur une répartition uniforme des My

(lndgpendants) R O,<(uk)i(uk)§.= Sij)
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£§+£§ -£1k2 -QIQB
-~ ~ ”~ -~ - -~ -~ t
(13) <w' ®u'>= N1 1 Kk K4KE -k . k=Y kK
2 1%y 17k3 2K3 6% |
e R Ry
keZ k3 Tkok, 1tk |

(w' = Kw")

N étant le nombre de termes dans la sommation. Ce tenseur dépend assez peu de
A dans la mesure olt il n'existe que 3 groupes de valeurs donnant des résultats

différents.

Le méme calcul donne
; 1 2
(14) <@+ 5 w[Hw> = 0

3. Tabulation du tenseur w € w en dimension 2

En prenant la divergence de (l.a) on dé&duit

(15) | CAT = - V.G Va')
Donc
(16) o evm =1 -wloyrc e

-~
-~

Supposons que W' soit tronqué a 2N+l mode en chaque variable :

2itk.y

an o= I ak) e :
~N<k. <N
1
alors
(18) clatver = 3 ezl a (k) [k.a(i-k)]

n,k

donc pour résoudre (1) on peut chercher la solution du probléme discret

(19) min I |2 en - 2R, ol ggriaqeen) 1)2
aeA |%.|sN|k, |<N, 2 M m
i i [2]
ll;kiISN,n,m
avec
(20) A ={a : b avec a(k) = (k,,~kIb(k), b(-k) = -b(k) ¥|k|=n}

(ici le ~ indique le complexe conjugué).
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‘Les degrés de liberté dans 1'optimisation (19) sont donc les modes de b réels

et imaginaires correspondants 3

21) k1 > 0 oun bien kl =0 et k2 >0

Soit E(b) la fonctionnelle & minimiser dans (19). Les méthodes de gradients
conjugués pour résoudre (19) impliquent la connaissance des dérivées de

Ej(b=b"+ i bY)

oL Lpln, -1 1 : '
(22) = = I 2Rel[(X (8 ==3)C a (k') k.a(2-k"))A
Sbk lkils N PR IQIZ nm m : k
avec ' '
, X, =1 : ' :
(23) Ak = 1(I-‘——§)C L(2-K)xb(&-Kk) .k kxI+(kx1).(2-k) (2-k) b(L-k)

| 2]
+ 1((2-K)Xb (2-K) .k kx1+ (kx1) . ((2-k) (2-k)Xb(2-k))

— (+K) XD (R+K) .k kx1+(kx1) . (2+K) (L+K) Xb (L+K)

+ 1 ((R+K) Xb(2+k) .k kx1-(kx1). (2+k) (2+k)Xb(2+k)) ]

‘On voit que le célcul de toutes les dérivées demande Natopérations ce qui va
rendre le temps de calcul trés élevé dés que N est grand ; ici on ne peut pas
utiliser directement les techniques de FFT usuelles en calcul d'Euler épectral

~ parce qu'on a besoin du gradient discret exact de E.

On présentera ultérieurement une autre technique (par discrétisation en elements

finis) qui &vite cet &cueil.

Résultats numériques : stabilité

L' eXperlence a montre que les solutions calculées W' en dimen=-
sion 2 sont trés 101n d'étre unlques ; elles dépendent de la condition initiale
w® dans 1 algorithme du gradlent conjugué (w" est calculéd a partir de w o+l et
donc w° doit atre donné) .

La figure | montre 3 solutions calculdes avec N=7 et 20 itérations de gradient
conjugué (ce qui améne en général E(wzo) = 10-3 E(wo)) pour 3 w9 initiaux dif-~

férents.,

. 20, o . P . <=
Soit w O(w ) la solution calculée 3 partir de w° et 20 itéra-

tions. Pour &tudier la stabilité de la méthode numérique pour la tabulation de
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W G)w, on a comparé dans le tableau I <w (w )w ( %)> avec les statistiques

des deux quantltes suivantes :

2020, 20, o ] 20, o )
(24) LSl JY o/ (v o+ Bp ; y)ug (v + Bp 3y) dy
20 _2 1
(25) <wi0wj0> 5= ) z W (w B : Yp )w (W 3 ,Y )

p=1..20 gq=1..4

ol ypq est un point al&atoire dans et oii, a (k) désignant une variable alda-
toire gaussienne de moyenne nulle et de varlance 1 pour chaque k et chaque p,

on a

(26) p(y) = I «a e2imk-y

|k| <N

L 0 . ~2 .
Dans cette expérience le w choisi a un spectre en Ikl sauf éventuellement

le dernier mode {~N,-N} qui est fix& dans les deux premiers cas.

Résultats numériques : tabulations

La matrice C est symétrique, on peut l'écrire

-1 o 1
(27) . C = u

1 g

Comme (1) est homogéne, la solution w' ne dépend pas de | . Pour se ramener i
g P P

un 'interval borné, on pose

b
(28) a=tg B=tg
2 2

ce qui permet de réécrire

, -_éina(1+cosb) . (l+cosa) (1+cosb) 7
(29) C = u' ' J

(1+cosa) (1+cosb) sinb(l+cosa)

et d'avoir des valeurs de Cij comprises entre -4 et +4 avec une tabulation

a faire pour des valeurs de a et b dans 1'interval borné J-m, +mi
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De plus, on peut réduire 1'intervalle de tabulation en exploitant les symétries.

Posons

F(a,b) <‘7112>/ <far]?>
Ga,b) = <) wy >/ <[@|®>

il est facile de voir que si (1) avait une solution unique on devrait avoir

F(a,b) = 1-F(b,a) ; G(a,b) = G(b,a)

n
1}

F(a,b) = F(-a,~b) ; G(a,b)

1]

G(-a,-b)

Cette remarque permet de réduire 1'intervalle de tabulation i

0<|bl sas m

La figure 2 donne les lignes de niveau de F et G obtenus numériquement avec

~

. e . . . ~ . o
N=8, 20 itérations de gradient conjugué d partir d'un w avec un spectre en

k 2 sauf pour le dernier mode artificiellement multiplié par 10.
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#° (=N, -N)
ap(—N,—N)

- %°(-N,-N)
ap(—N,-N)

#°(-N,-N) =

0.5
0 ¥p

0.1
0 ¥p

1/N?

up(~N,—N) Gaussien

20 20
<Wl W2 >

<|w20|2>

lorsque ap(k)=0 Vk

- 0.48

- 0.080

- 0.078

- 0.47

- 0.121

- 0.071

= 0.43

- 0.076

- 0.006

Trois méthodes pour calculer la valeur moyenne de v v, sont comparées

Table 2.1.

. . . - _ . O ' ... icex
pour trois solutions correspondant 3 des choix de w initiaux différents

dans l'algorithme du gradient conjugué. L'intérét de forcer le dernier

mode de w? (deux premiers cas) réside dans le fait qu' en 2-d le transfert

d'énergie se fait des grands modes vers les petits modes.




-22 -

2 0.25 - .49 .49 49, .40 .40 .30 .25
b .0 .0 100 .20 .35 40 .30 25
2T
4 L o
100. <(m+ 5|w| Jw> | =06 -2 -2 -1 -3 -3 -9 -4
100 <(r+ |w|PHw,> | 0 - 1 -1 -3 -2 -8  -.6
2 2 * L[] [ ] ' * . L] .

Table 2.2,

Tabulation de <( m+ %lez)wf pour quelques valeurs des paramétres a et b.

On constate que cette fonction reste petite par rapport a <w @ w>,

cu
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Fig., 2.2,

o)
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.Chapitre 3 : Ecoulements dans une conduite

1. Ecoulement monodimensionnel

a) &tude_analytique

On suppose dans ce paragraphe que u est de la forme
' . 4. t
N u(x,t) = (ul (xzst)soso)

L'équation (48) en 6 s'intégre a vue
t

t

2 6(x,§) = (%, - Jo u) (x,,8)ds, x,, Xa)
ce qui donne

I 0 [1+ 0?2 o
3) o = | a 1 c =v've = |a

0 0 0 0 -1
ol ¢ |
(4) A a = = J ul,z(xz,s)ds

0

On déduit de (3) et de (46) que w ne dépend aussi que de Xy et t ce qui donne
pour (49) ) ‘

) | U T Vp¥> ot Py =0
(6) | <w2 w2> 2 + p,2 = Q
(7 C<w = 0

+
3% 2% P3

On intégre (6) en X,

' .0
(8) - p=- <W2 W2> + p(XB’XI’t)

et on reporte (8) dans (5) et (7) pour obtenir
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9)  p=om<w w> + <w, WD

L
2 ¥ 3> %3t ()

et la condition de compatibilité

(10) <w3 w2>’22 = 0

Donc¢ finalement (5) est réduit a

(11 u + [q <w! w! >] 5 = 0

l,t 1 72 ,
L'équation sur 1l'énergie (43) se réduit aussi a

T 3/2
(12) q’t + u1,2 q <w1 w2> + [q

1 2
< (n'+§ |wf[ yw'> ]’2 =0
D'aprés (46) on peut poser
(13) <wi wé > = m(a)

et d'aprés le chapitre 2 on peut supposer qu'en premi&re approximation

(14) <’ +% |w'|2 w'> =0
Alors comme d'aprés (4) U, = 0L 1'équatidn (12) s'intégre i vue
. ? ]
(15) q(x,,t) = qo(xz) exp[M(a) ]
_avec
. : a
(16) M(a) = m(B)dR
0

On reporte (15) dans (11) en posant
_— g
(17) v = J ul(xz,o)do "y, g(-0) = m(a)exp M(a) = 35 °XP M(a)
0 : @
ce qui donne (cf. (41))

o —
Vet e D1, = 0
(18) V,t(XZ’O) =upl, V(x2,0) - 0
(o} P — -
q V. donné en X, =0 et X, = L
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. Pour que ce systéme soit bien poséd il faut que
(19) - 0 < g(-a) = om(a) exp M(a).

Donc d'aprés (13) <wivyé}_ doit &tre positif. D'aprés cette théorie les

€coulements purement monodimensionnels avec "turbulence" bidimensionnelle

- sont instables en général puisque les tabulations de G dans la figure 2.2
donnent un signe négatif 2 <wi wé> . La formule (2.13) montre qu'on ne peut
pas choisir tous les <wi wj> positifs ; mais si dans (2.13) on prend

k, = 0, (l.a) est satisfait et

3
Kk, (kg-k?)kg

(20) <w1w2> - --- k, (i, + ok )/(k +(k,+ k) 2y 12 y 0 ——122 4 o)
2|x|? 2|k

En choisissant [k2| <|kli c'est-3-dire une condition initiale qui oscille

lus en x, qu'en x,, on obtient un &coulement monodimensionnel avec "turbulence"
1 2

tridimensionnelle stable 3 1l'origine ayant des oscillations :

\/ -k - \/ -k
(21) u (xz,t) sin —-(x + t — ) + sin f-(x -t —_—)
2|k| ' 2|k|

(lorsque q0 est constant, u® est approprié, et u[r = 0)

b) étude numérique

Pour étudier l'effet de stabilisation d'une viscosité turbu-

lente &ventuelle on a résolu numériquement le systéme

v V,tt + qm(—V,X) -V V,,txx =0
(22)
q’t + V,xt qm(-V’x) -qu q,xx = 0 dans JO0,I1[ x JO,TC

Ce systéme correspond aux équations (11), (12), (14) dans lesquelles on a

rajouté une dissipation visqueuse Vu xx St M4 x dans chacune des &quations,
. ’ b

On prend comme conditions aux limites :

V(x,0)

Y t(x,o) = sin(mx), q(x,0) = q
(23)
qlo,t) = q(l,t) = ¢° , v(o,t) = v(l,t) = 0

Pour <wi'wé> on prend une fonction ayant la méme forme que celle donnée par

la, figure 2.2 :
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m(—v’x) =2 V,x/(l + v?x)

On utilise un schéma aux différences finies explicite en temps, centré :

2 VI-VD QT 4qt VR T gt
n+l _ ,.on _ .n-1_ (At) 1 i+l fi+l Ti0 o Ci-1 iyt tie]
(24) v, =2V - Vo o+ S (m ( ) 3 ) (%) =) ]
At n n,.n n-1 n-1} n-1
f Va2 P TR Uy Y V)
n Il n
) q. (v. -v. )
n+l _ n At n, n ,_ i n _.n _.n-1_n-l] i-1 i+l
(25) g = qg (a2 qp ) Vi1V~ GV )m
Ax 2Ax 20x

toutefois on utilise la solution explicite de (22.b) lorsque u = 0 :

(26) q = a7 )

Les résultats numériques des figures 1-4 montrent que

l. Lorsque ot = O ou v = 0 il y a pour chaque qo un v(qo) ou un u(qo) en
dessus duquel le systéme est stable (il semble qu'on puisse quand méme

développer des singularités).

2. Lorsque Y et V sont non nuls le systéme semble &tre stable au dessous -

d'une valeur critique qo(u,v).

3. Lorsque V=1 = 0 le systéme est instable probablement mais la diffusion
numérique rend cette instabilité assez diffuse;tout dépend probablement du

~comportement de m(a) lorsque o +

Conclusions.

Quoique le systéme soit th@oriquement instable, la viscosité
numérique permet d'obtenir des solutions stables pour des niveaux de turbulence
faible. .

Ce modéle ne donne pas les profils applatis des &coulements
dans les conduites car il semble que ceci sera diua 1'effet de viscosité tur-
bulente non linéaire &tudié au chapitre 4.

Compte tenu du fait que les couches limites ne sont pas
traitées explicitement, le modéle donne un comportement d'énergie turbulente

x = q(x,T) creusé au centre, conforme 3 1'expérience.
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Profils de vitesse et d'énergie pour des &coulements monod imensionnels dans

une conduite.

Instant final T = 2

Vitesse horizontale u

Energie cinétique turbulente £
Figure 3.1. (en haut & gauche)
x > u(x,2) et t. -> u(%,t) dans le cas sans viscosité et.pour qo = 0.01,
sans viscosité (v ¢ u = 0). On remarque que la solution est numériquement

stable lorsque t -+ <« "mais qu'une singularité apparailt au milieu.
q q g _ ppar :

Figure 3.2. (en haut 3 droite)

x >u(x,2) ett - u(%;t) dans le cas sans viscosité avec qo =" 1.0, En
plus de la singularité la solution tend vers 1'infini en t.

Figure 3.3. (en bas a gauche)

x > u(x,2) t - u(%,t) et x > 2(x,2) avec qo = 0.01 et une viscosité
U = 0.1 dans 1l'équation d'énergie (pas de viscosité enu : Vv = 0).

On constate la disparition de la singularité sur mais la singularité

sur u reste,

Figure 3.4. (en bas 3 droite). _
x +u(x,2), t =~ u(l,t) et x - 2(x,2) dans le cas qo = 0.0l avec une
viscosité u = 0.1 dans 1'équation d'énergie et une viscosité v = 0.1 dans

l1'équation de la vitesse u. On constate la disparition de la singularité.
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2. Ecoulements bidimensionnels avec turbulence bidimensionnelle

Sur un.-domaine de la forme
(27) Q= 10,L0 x J0,1[ xR
On va chercher des solutions de la fofme
(28) UG, t) = (u(x),%,,t), U,y ,%,,t),0)"
L'équation sur la 3e composante de (1.49 a) s'écrit

| ' ] )
(29) p,3 + (q <w1 w3>),l + (q<w >)

Pour que 1'écoulement reste bidimensionnel il faut que (q <wl w >) .
H
(q<w2 w3>) soxt mdependant de XX, ¢ 'est-3-dire prathuement
’

'> = <w! wl> = 0

(30) - <wp vy 2 ¥3

Dans ces conditions on peut &crire (49) en fonction de courant Y eten

vorticité w

3D TV =@y 0 OF
(32) -y = w dans  x ]0,T(
(33) ' W, o+ uww + VX V. (gxw'®w'>) =0

Afin d'étudier le phénoméne sur une longue échelle de temps

on a pris les conditions aux limites suivantes :
(36) w(x,0) = W), Ylosxy,0) = ¥70xy), Yl ,0,8) = 0, Ylxp,1,8) = |
(35) - Y,w xl~périodique:sur JO,L['
Les équations pour 6 sont
(36) o 6 = 0' +x
dans Q x ]0,1[

(37) Gé +uVe' = - ¢

(38) 6'(x,0) =0, 9'(o,x2,t) =0
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-~

(I1 n'est pas possible de demander o' xl—périodique car cela conduit 3 une

ligne de choé, correspondant 3 1'entrée du tube, se déplagant & la vitesse u)

Les fonctions F et G &tant données par la figure 2.2 on a

(39 <> = [ , - €] IF 4 02 , - 20, , 8, 161
o) W'y = [(92 - ef,l)F * 9%,1 - 28, 6,812
a1y <wpuy> = [0 8y 5 - é2,1 0),20F 8 1 81,278 18, 5*0, 28, 161 A
(42) A =2/ [62’2 62 F + (e 2 ) (1-F)-26(8 +0, 8. )]

®,1 2,2%1,27 ©1,1%2,1

Enfin les &quations pour q avec l'approximation (2.14)

(43) L +-uVl + <w! w!>u, . = O
L 1) 1,]
(44) L(x,0) = 2° , L xl-périodique sur ]O,L[
(45) q = exp(4)
Discrétisation

Dans les 8quations (33), (37), (43) on a utilisé 1'approxi-

mation suivante :

(46) 6, +utp = (¢

(x) - ¢ (x-u"(x)At)) /At
’ N
qui correspond 3 une discrétisation différence finie de la dérivée totale
de ¢ . Ensuite si I désigne 1l'opérateur d'interpolation Ql (bilinéaire)
avec les 4 sommets lés plus proches, on obtient un schéma type 'Lax~Wendroff"

inconditionnellement stable

4 oz @™, - R
(47) @ +u¥), . T (@5 - M0 (o - upy A6))/A
ol ij désigne 1'évaluation en xij = (idxg, ijz)t

On note donc par

n n _ _ .,
(48) - M ¢ = T9Ge;; = uj, At)
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et on obtient le schéma explicite suivant (dans lé cas Ax1 = sz = AX) :
gl _ogn+l o on+l o on+l 0 on+l 0 n+l] 2
(49) V5 T Ve T Viger T Yimrg T Viger T vy 0
n+l_1 n+l _  n+l n+l _  n+l
(50) 15 T2Wiger T Vizo1 0 Vieny T Viag) /0
n+tl _ .n n _ n ' ' t n
(51). wij Hij W - At(VXV)ij. q <w'® w ((vije vije) ?>
(VXV)ij = approximation centrée différence finie de VXV . en xij .
(52) oot o e 4 WP g
1] 1] 1]
: n+l _ .n n _ vty (0 n+l
(53) zij = Hij 2 At <wk “h? (ax ).. uk
; _ m ij
(54) n+l _ ex £n+1
qlJ P 1J

Le systéme linéaire (49) est résolu par la méthode de surrelaxation.

Remargue

1. La formulation (37) pour © est plus stable numériquement sur ce probléme.
2. La formulation (45) pour q a l'avantage de conserver aprés discrétisation

la propriété importante pour la stabilité : q > O.

e s o s . e ot oy S o

Pour une discrétisation 32x16 un pas de temps de 0.1, L = 3.0,

et les conditions initiales

(55) : ¢ =0.1,

w’, wo tels que le champ de vitesse soit parabolique u = (xz(l-xz),o,o), i.e.

o _ .2 o o _ . _
(56) Vo= x5(0.5 - x,/3), L wh =1 -2, ,
On a calculé la solution du probléme jusqu'a explosion du calcul. Ce probléme
est identique & l'écoulement monodimensionnel du paragraphe précédent qui est

- instable. On voit que l1'écoulement moyen se ralentit et devient instable
q y
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lorsqu'il passe par zéro ol il devient brutalement bidimensionnel mais le

schéma numérique ne résiste pas 4 ce changement et explose.

Afin d'étudier les effets de w sur les larges structures
on a choisi d'ajouter a w° une ligne de vortex ponctuels
32
(57) oWl =l -2+ I S(xDW
2 . p P
i
Pour int&grer (33) on a décomposé w en deux parties : une partie continue
wc(x,t)_et'une partie vortex ponctuels wP(x,t). La partie w, est intégrée
avec le schéma (51) et les conditions initiales (56). La partie»wp est inté-

grée par la méthode des vortex :

' 32 . .
n+l - 1 1
58 W = L 0"+ At u(x))w
(58) A R LG A
On a choisi w_ = 10.0 dans (57), les.autres paramétres ont la méme valeur

sauf qo. .
- La figure 6 montre d'abord 1l'évolution du phénoméne sans turbulence (qo = 0) ;

l'enroulement de la ligne de vortex sur elle-méme s'effectue lentement..

La figure 7 montre le méme phénoméne avec le méme pas de temps mais qo = 0.005.
L'enroulement est beaucoup plus rapide et une onde de grande amplitude (vague)

apparait,

. . ~ PR . o - o~
~ La figure 8 montre aussi le méme phénoméne mais avec q = 0.05 ; le phénoméne

.est numériquement instable.

Enfin on trouvera dans les figures9 et 10 1'évolution de la vorticité continue
w, et de 1l'énergie cinétique q correspondant au cas de calcul de la figure 7
mais avec 16 points de vortex au lieu de 32. On constate que l'&nergie g

décroit avec le temps sans jamais croitre.

On &tudie le méme phénpméne lorsque <w' ® w'> est tabulé

d partir de (2.13).
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Conclusion

1. On retrouve les résultats des calculs monodimensionnels : stabilité
. . o . cq . . .
numérique pour des petits q instabilité au dessus d'un seuil critique

A . . tq 8. . A ~ .
qmax( x) ; lorsque Ax -+ O Uax 0. La stabilité es; donc dde 2 la

viscosité numérique.

2. Les figures 3.9 et 3.12 semblent indiquer que :
- 1'énergie des petites structures 2-d dans un &coulement 2-d diminue
- 1'énergie des petites structures 3-d dans un &coulement 2-d diminue

en moyenne mais beaucoup plus lentement (diffusion numérique ?) et augmente

‘de temps en temps.
Ce phénoméne est conforme & 1'expérience

3. Enfin le modéle de turbulence a un effet déstabilisateur trés net ; il

provoque plus tdt des phénoménes qualitativement corrects.

-1.046 -1.21 -0.14 -0.78 o -0.21 -0.25 -0.61 =-0.07
-0.56 -1.36 =1.57 -1.08 -1.08 -0.55 -0.78 =-0.15
-0.56 -1.29 -0.52 -0.73 -1.57 =-0.18 -0.05 ~0.07
-1.25 ~-1.11 -0.37 -0.64 -1.63 -0.22 ~0.01 -0.07
-1.35 -0.86 =-0.48 -0.67 -1.66 -0.27 -0.02 -0.07
-1.14 -1.00 -0.90 -0.84 -1.64 =-0.69 =-0.04 =0.17
-0.93 -1.13 -1.37 -0.66 -1.51  -0.37 -1.49 -0.57
-1.17  -1.15 -0.32 -0.62 -0.15 -0.69 -0.49 -0.54

Table 3.1.

' (x,T), ‘
Valeurs de 1og(q(§é—=) a T = 2 dans la conduite

q
- 4 gauche avec le w bidimensionnel tabulé : en tout point q a diminué.
- & droite avec le w tridimensionnel analytique : il y a des points oii q > qo.
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Ecoulements d'Euler b:idimeﬁsionnels

dans une conduite avec condition périodique

amont aval

1. Insfabilité de 1'écoulement monodimensionnel
2. Etude de 1'enroulement d'une nappe de vortex
At = 0.1

Les figures se lisent de gauche 3 droite et de bas en haut.

Figure 3.5. (grille 32 X 16) .

L'écoulement parabolique est instable dans le mod&le turbulent. On constate
bien un début d'oscillation;1'écoulement tend vers zéro puis au bout de 9
pas de temps (T = 0.9) le code explose car 1'écoulement devient brusquement

bidimensionnel. Ici qo = 1.0.

Figure 3.6. (grille 64 X 32)
Evolution d'une nappe de 32 vortex dans un écoulement parabolique sans modéle

de turbulence (qo = Q).

Figure 3.7. (grille 64 X 32)

Méme calcul qu'en 3.6 avec le modéle de turbulence et qo = 0.005. On note
l'apparition d'oscillations & grande longueur d'onde en plus de 1'enroulement
des vortex et surtout de déclenchement du phénoméne beaucoup plus tét qu'en

3.6.

Figure 3.8. (grille 64 X 32)
Méme calcul qu'en 3.7 avec q° = 0,05. Le calcul explose au bout de 10 pas

de temps.

Figure 3.9. (grille 32 x 16)
Lignes de niveaux de 1'énergie turbulente q aux temps 0, 0.1, 0.2,... pour
une ligne de 16 vortex. La disymétrie est dfie au sens des vortex. On note

que 1l'énergie décroit pour devenir nulle.

Figure 3.10. (grille 32 x 16)

‘Lignes de niveaux de la vorticité pour le méme calcul qu'en 3.9.
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Figure 3.11. (grille 32 x 16)

Evolution d'une ligne de 10 vortex avec 'le modéle de turbulence et <w'®w'>
donné par (2.13) (calcul analytique sur une turbulence petite &chelle 3-d)

avec/q0 = 0.4. A comparer avec les points de vortex de la figure 3.9.

Figure 3,12, (grille 3 X 16)

Lignes de niveaux de q lorsque <w'®&w'> est donné par (2.13), qo = 0.4. A
comparer avec 3.9. On constate que q tend beaucoup_moiné vite vers zéro et

qu'il croit en certains endroits parfois.
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Fig. 3.5.
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Fig. 3.11,
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3. Ecoulements tridimensionnels

Comme dans Deardorff [8 ] , Horiuti [ 9], Moin-Kim [10],

on s'est intéressé a l'écoulement tridimensionnel entre deux plaques planes

avec conditions périodiques amont-aval et latérales. Le domaine de calcul

]

est donc une conduite @ section rectangulaire.

(59)

- = Jo,3.2[ x J0,0.8[ x 10,1C

Pour avoir une meilleure stabilité on a rajouté au modéle’

une viscosité turbulente

(60)

61)
(62)
(63)

(64)

. | 2/3
vp= w(% o+ WD, w o= 0:00(x, Ax, axp?

Le probléme résolu est donc

U wu + Vp = pV.[(|JWu + Vult)Vu] + V.lgw'®@ w'>] = 0
Viu=20 |

q . + uVq + q tr(sw®w> Vu) = 0

e't +uV 8'=-u ,0= 06'+x dans Q x 10,TC
? .

avec les conditions aux limites

(65)

(66)

(67)

3000

u(x,0) = x3(1~x3) ou u s q(x,0) = q°x3(1-x3) 3 6'(x,0) =0

'u,q(il,xz)-périodiqueb; 6'(x1,x2,o,t) =0

it
—
.

U =u, =u =0 en Xq = 0 et x

3,22 3

La derniére condition correspond 3 une condition de raccord

avec la couche limite (cf. Deardorff [ 81]).

Comme dans Deardorff [ 8] le systéme est discrétisé en dif-

férences finies sur une grille décallée en.u;, u,, U, (staggered grid).

La discrétisation en temps est explicite sauf sur la pression ; en prenant la

divergence de 1'équation (61) on obtient une équation de Laplace sur p ; une
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condition de Néumann sur les 2 plaques x3 = 0,1 est obtenue en prenant le
produit scalaire de (61l) avec la normale.aux plaques ; ce probléme est résolu
en Fourier en Xps X, et en résolvant chaque systéme linéaire monodimensionnel

en x., par SSOR.

3

' Le pas de temps est calculé par la condition de stabilité
de Courant-Freidrichs, ce qui donne At = 0.0025.

La maille différences finies est 32 x 16 x 20.

Aprés 3000 itérationé sans modéle de turbulence (¢°= 0) on a réinitialisé

'lﬂalgorithme et on a passé deux cas de calcul :
o

1. q 0 pas de modéle de turbulence sauf v

2. q

T

© = 0.02 (niveau c%rrespondant aux mesures de Laufer [24] )

n

Les figuresl3 d 25 montrent les résultats obtenus.
On a utilisé le code de Horiuti [ 9] pour résoudre (61), (62) avec q = 0

et on a rajouté les équations (63), (64).

Conclusion des calculs 3-d

Ces résultats spectaculaires sont malheureusement trop dif-
ficiles a interpréter pour tirer une conclusion quelconque. On voit bien que
le modéle a un effet mais lequel ? Ce calcul pose donc le probiéme d' inter-
prétation dés résultats de calcul turbulent et l'urgence de calculer des cor-

rélations doubles ou autres.
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Ecoulement 3-d entre 2 plaques planes avec condition

périodique amont-aval et latérale

.Les calculs sans le modéle de turbulence et les

visualisations ont &té faits par Horiuti [9]

* Figure 3.13.

Visualisation de 1l'écoulement de 1'itération de temps 3010 & 3080 avec

qo = 0 (sans le mod&le de turbulence).

Une ligne de particules est marquée a 1'entrée de la conduite & la section
y = 0.40. '

On représente une projection longitudinale (vue de derridre) et une projec—

tion latérale (vue de cbté, le grand rectangle). Les dessins se lisent de

bas en haut et de gauche a droite.

Figure 3.14,
Méme chose que 3.13 mais avec le mod&le de turbulence et q° initialisé a

0.2 . a l'itération 3000.

Figures 3.15 - 3.1@,

Méme chose que 3.14 mais sur les sections y = 0,01, 0.05; 0.1 et 0.5. Les

particules sont remplacées par des lignes.

Figure 3.19

Quelques itérations de temps supplémentaires correspondants 3.)5-3.13%.

Figure 3.20.

Profil moyen d'énergie z -+ q(z) & 1l'itdration 3040.
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.001

Fig. 3.20.
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Chapitre 4 : Compatibilit& avec les
 é&chelles de Kolmogorov

1. Orientation

Le calcul asymptotique du chapitre 1 ne tient pas compte de
1'analyse dimensionnelle de Kolmogorov. - _
On va montrer dans ce chapitre qu'on peut replacer le calcul asymptotique
dans un cadre plus physique oli € représente 1'échelle de longueur de

Kolmogorov et q l'énergie de la turbulence du domaine inertiel.

On commence par rappeler 1'analyse dimensionnelle ; ensuite, on
redémontre les résultats du chapitre 1 dans 1'hypothése ol les fluctuations
en temps sont celles de 1'hypothése de Taylor ; en dernier lieu on analyse

le cas général.

2. Rappels des échelles de Kolmogorov

~ On suit la présentation de Monin Yaglom [1] pour la turbulence

locallement homogéne et isotrope.

Soit {xo, tb} un point de  x J0,T[ et {x,t} un autre point

proche du précédent ; on pose

) r=x - X, - u(xo,to)(t-to)
(2) s=t-t,
(3) u'(r,s) = u(x,t) it u(xo’to)

On dit qu'une turbulence est localement' homogéne si pour tout

u(xo,to) = u fixé, les statistiques de u' sont indépendantes de U sX st

et isotrope si elles ne dépendent que du module de r (et non de sa direction).

On note par e le taux moyen d'énergie turbulente locale.
Ty Bui Buj 2 :
4 = - . (Sl —d
(4) e=3 I G+ 5%,
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Remarque 1 : _ ‘

Pour des raisons expérimentales, on a 1l'habitude d'écrire les
lois de Kolmogorov avec e mais il semble qu'on soit aussi en droit de le
faire avec le taux moyen d'énergie cinétique q g

Hypothése de similarité n° |

Les statistiques de u' ne dépendent que de e et vV et donc une

analyse dimensionnelle implique que
(5) w(p,0) = v u'(pn,oT)

est un processus stochastique universel (indépendant de 1'écoulement). Dans

(5) on a posé

/4 /4

Lov= et e ell?

(6) n= et

Hypothése de similarité n° 2
Si

N << r << &é&chelle d'espace des grosses structures
(7

T << s << @é&chelle de temps des grosses structures

alors les statistiques de u' ne dépendent pas non plus de Vv et donc

/3

Iu'(x+r,t) - u!(x,t)|2 = c(er)2
(8

u' =0

ol €& est une constante numérique.

3. Nouvel Ansatz

Soit € l'échelle de longueur séparant les grosses structures
(représentables dans l'espace de 1l'approximation numérique discréte du

probléme) des petites structures(reste du filtrage par G dans 1l'introduction).

D'aprés (5), (6) et (8) il est raisonable de poser

1/3

9) w'x,t) = () W@, D
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ol e est donné parl(4) et T par (6.c).

Si on élimine Vv entre (6.&) et (6.c) on trouve (n=¢)
1
(10) T = (ezle) /3

D'autre part r donné par (l) est une approximation de la coordon-
née lagrangienne r(x,t) solution de

(11 r. + uVr = 0 R r(x,0) = x .

’

D'aprés (10) T est aussi une fonction de x et t, ce qui con~

duit i poser a la place dé (9)

1/3 v (r(x,t) s(x,t)

1) uwe) = e 257

X,t)
€

On se propose d'étudier le probléme de Navier~Stokes avec des

conditions initiales du type (12).

Soit ue(x,t)‘la solution de

uet + ufyu® + Vpe-\)(e)Au€ =0 &
. k]
(13) V. =0 dans Q x 10,T[

ue(x,O) = uo(X) + 61/3 Wo(%)
Pour qu'il y ait un spectre inertiel (i.e. un u' de la forme

a2 indique qu'il faut que

(14) e >>(v3/e) /4

Soit encore

(15) VvV << U 54/3

On va chercher la solution de (13) sous la forme

2/3

(16) ue(x,t) = u(x,t) + [El/3w(y,T,x,t)+ £ ul(y,T,x,t)+€u2(y,T,x,t)+ ool

r(x,t) = s(x,t)

at y = » 57973
€ €
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(7 p°(x,t) = P(x,t)+[€2/31r(y,1,x,t)+e pl(y,r,x,t)+ 54/3p2(y,'1,x,t)+ vol]
at  y = T (x,t) _ s(x,t)
T e 273

avec w, ul, uz,..., T, pl; p2 ... périodiques en y et T sur ]0,1[3X30,IE=YX]O,1[
- et de moyenne nulle. '

-

4. Cascade d'équations

‘D'aprés (16) on a

' e _ -2/3 -1/3 1 1
R S R CAC Tk, 0, e e Tt
1/3, 2 3
tE (ui,rs,t U Rkt Vi)
2/3, 3 A 1
+ € (ui,rs,t+ ui,Krk,F+ ui,t) + ...
On a posé
(20) F = 9F/9T
T
€ -2/3 -1/3 1 1
21 u, ., = € . . + € . .+ u. ) +u, .+ u. .
(_ ) 1,] wlsK rksJ (wlsTs’J ul,K rksJ) ulsJ ulsT S’J
2 + 1/3 + 2 - 3 2/3 1 3
R T M A CE A I
4
TUKR Tkt
(22) pe. = 6-1/3 T r +p pl r, .+ s ., +
s 1 K k,i s 1 K k,i T 1
1/3 . 1 2 2/3 | 2 3
* e - ’T S’i+ P’I\ rk’1]+ 8 [p’T ,i+ pDK rk’i' * TT, ] *
Donc
. -
(23) ut | - (u.+ 51/3 + 82/3ul+ € 2, 84/3 3, [e 2/3 .
J 1;3/3 J J J 1, k,j]
-1/ 1 . 1 2
* s/ (wi.T %" Yig rk,J') %157 u;.T it Uik Tk,j
1/3 2 3 2/3, 1 3 4
€ (wliJ ul,T S9J ulaK rk,J) T e (u ,J+u1:T S’J 1,K rk’J)
= ey
/ J 1,K k’J
1/3 i 1 .
+ ; .
e Duy oy kTP Y Vi Tk,
2 1 1
eyl B R T e S5 T, M T 5
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Enfin

-1 8-2/3+

ut = e2/3 € '+ w )]

. e £ [w, . xr, .. +r w. r, . . s . ]
1,31 i,k T35 T, ViRL Tay ikt 5,5 Ui, kj
-1/3 -1 -2/3
£ [w. s ..+ s .(w. T, . € +w, s . € + w, .
1, T ,]1] »J( i,TL ,Q,,_] 1,TT ,) wlsTJ)
1 1 -1 1 -2/3 1
Ui Tk, 35t T, LKL Te, ) Lre®,5 €t Y0 d
N 1 =11 -2/3 1
, ..t U, s ..+ s .(u. X . £ +u. . s . € + . .
U1,537 4,1 063 ,i®1,1L Te, 5 i1t 5,3 i,7j
2 : 2 -1 2 -2/3 1
MLKTG3E T MR T g 8 ke 55 8T By
61/3 . .- u%' s ..+ s .(u% r, . -1, u? s . -2/34 z
i,j3 i,T L33 s 1,TL TL,] i,171,] i,1]
3 -1 3 -2/3 3
LK M55 T T MR Ty © T Yk © K
1 3 3 -1 3 -2/3 3
. .t Uu. s ..+ U, T . E + . - s .E + N .
1,)] 1,T L33 S’J( 1,TL Q'aJ ulsTT ] ul‘sTJ
4 4 -1 4 o e2/3,%

. ..t . . . + u. .. . . v
Uik Tk,i5t Tk, MRl Ta,  © %1kt ®,3 i,Kj

(24)

+

+

+

)

[w

)]

+ 62/3 fu

)

+

1,KL "2, ] Te,id * E:_4/3[2""1,‘1« . rl;,j+ “}L,'Ker,j
* E-l[wi,rr Sfj* 2“!1,1(1 S5 Tk,it uiKL 0.3
Vi K Tk,iiT YLk Tkt “;,frsfj+ zui,KTs,jrk,j *
+ u? r . .
. i, KL "%,7 "k,]
e:_”3["1,13,3‘3' Yty 5,57 u;,Krk,jjw!l,Kj T,j * ui,msfj
“i,KTS,j L “?,KL ki T,
ug 55t u;;Ts,jj+ u;,Tj 5.7 “i,K T, iit ui,Kjrk,j

* u%,ns?f 2“?,1115,jrk,j+ ‘_lir),KL g, 5F 50

]

T2,

]

Y .
K,]

]

r

+

+ 2 ]
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5. Premiére analyse : vV << | 67/3, s indépendant de x et t ; la méthode du
déport.

Commengons par supposer pour simplifier v <<y 87/3 et
(25) s(x,t) indébendant de x et t ,

c'est-3-dire que l'effet de viscosité est négligeable et les fluctuations
en temps ne sont ddes qu'd r(x,t) (hypoth&se de Taylor).

Montrons que dans ce cas on retrouve les résultats du chapitre 1 avec w

changé en 81/3 w
. En reportant (21) dans (13.b) on obtient
(26) 6_2/3 ﬁk,K + efl/B ﬁ;,K + u; g + Gi,K + 61/3(wi,i+ Gi,K)+ 82/3
ol 1'on a posé
@2n W= (Vr)tw = {rk,'i wi} ; ﬁl = (Vr)t u1 3 e

En notation vectorielle (26) se récrit :
(28) e72/3 Vg e13y ils vou + vy.az + €l/3

y
+ 82/3(V.ql + Vy. u4) A

(Vow + V.. Py +

En reportant (19)~(23) dans (13;a) on obtient

-2/3
(29) € [wi,K(rk’tf us rk’j)]
+ €_1/3[u! (r, +u. T, D+w w. .r . +T_r .]
i, K k,t 3 Tk,j j 1,K'k,] ,K "k,1
o 2 1 1
M R T T L I WML AL LR G N A I
l
Py Tk,il
1/3 3 2 2
BT 1 T LA LW M A TE M T A TS A B
+ ulyl p2 .1
ji, K" k,J ,K k i
2/3 1 4 1 1 3 3
T e [ui’t+ uiiK(rk9t j ksJ)+uJ u1’j+ ujui’J+ rksJ(w i K J 13K
. 12 2 1 3
iji,j+ rk,j(u_]ul,K+ QJ 1,K)+p K k it 1T,1:|

(end)

)
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-2/3

L'annulation des termes en ¢ donne 1'équivalent de 1'équation en 6

du chapitre 1

(30) r e ¥ uvr = 0,
’

ce qui permet de récrire (29) comme suit
E-l/3

1/3
€ [w,t

31 ilegt

2 ~1

u ]

+ Fulw +wlu + e PEV EH GE Ve C Y p?) + alv
y y y y

52/3Eu;t+ uVu! + ulvy + vr bl Vyﬁz

+

+
<1
[~

o
+

+ Vr't(ﬁvy T GBVY w+C vyp3)+ Ww + Vm ]

1/3

L'annulation des termes en € dans (31) et en 8-2/3 dans' (28) donne :

(32) W-w+CV ®=0 , V.w=0,
: y y : y
avec
(33) cC= vt vr
Enfin les termes en €d:dans (31) et 81/3‘dans (28) donnent un systéme qui

permet de définir Gl

1 1

~ ~ ~1 ~ t
34 =
(34) vay u +u Vy w+ C Vy P . Vr (u’t + uVu + Vp)

(35) V.4 =0
y

En prenant la moyenne en y de (34) on trouve, compte tenu de la
périodicité de gl et w, le résultat décevant suivant :
(36) u, ¢+ uWu + Vp = 0,
. .
Pour améliorer ce résultat il faut calculer un "correcteur"

(BENSOUSSAN-LIONS-PAPANICOLAOU [25]), c'est-3-dire remplacer dans (36)

0 par 0(e). Pour cela on utilise la technique du déport.

“t e~ . _ -t . . ]
\% v +CV m '+ +uVu + Vp + V % +u V. w + CV
r (W y w y ) u’t uVu P r ( y u+uVw yp )
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Technique du déport

Compte tenu de (32), on peut &crire (31), (28) sous la forme :

1 3

(37) L(Gl)+ £+ 51/3 [L(Gz)+ fZJ + 62/3 [L(G3)+ £ 1+ ... =0
v .. al 4 gl + 51/3 [v .ﬁ2+ gzl + 62/3[V~.G3+ gBJ + .= 0
y y y
avec
(38 L@) =%V §+4V w+CV 3
) ( y g y P
(39) £l = vel [ .+ uVu+ Vp]
H
(40) f2 = vt [w ¢t uVw + wVu + Gl Vy ulj
] .
(1) £3 < yet [ult +uvul +ul a4 alvy ul+ azvy uls wow + v 3
_ , _
(42) gl =0
(43) g2 = V.
(44) g3 = Vow
' On a démontré au chapitre 1 que le systime
(45) L@u) =f , V.i=g U périodique

y

ne pouvait avoir de solution que si (conditions de compatibilité)

(46) <f +wg> =0
(47) <g> = 0.
; i'.l~ ) l ~ -l~
(48) <(c "wf + (7 tzwe weg> = 0

On va réécrire (37) sous la forme

Lygl s+ 3@ £2+ o2+ 8% - ¢ V3@ 8! w3

e e2BEdHe 30 03 8% - P02 B2 ) s L

(49) L@+ £l o

-

oli al et Bl’sont ajustés de maniére a satisfaire (46), (48) quelque soit

£ ; on obtient P
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I 1

(50) . «cleal vl gaaghs =0
o PO U 1~ 1~ =1~ 1 '

(5D <(c W(E+a +B W)+ (m+ FWe  Wg>=0
soit, compte tenu de <w> = 0 :
(52) ol = <l s i gl>

1 -1~ 1 R ) PO ~ =1 a0
(53) B =~ <c wi+ (m+ FVT wWg >/ <we  w
De méme
(54) o = - <% - 5_1/3 ol + @ 82>
(55) B2 = - <« e - 30N B dyye (4 %.a e < vl
Arrétons nous 2 deux déports (i.e. a3 = 83 = (), et écrivons les conditions

de compatibilité sur &3

(56) A T
(57) < e - e Pk By ¢ e 2w gD = 0

Enfin, d'apréé (47) on a

1 3

(58) <g> = <g> = <g> = 0
c'est~a-dire
(59) Vau = 0

Interprétons (56) (on rappelle que (45) implique Vy.w_= V;.Gl =
V0% = 0) & d'apras (39), (42), (52), et (53)
; 1 t
(60) 0" = -Vr(u, +uVu+ Vp)

’
(61) gl = 0
d'aprés (40), (43), (54), (55)
(62) a2 6-1/3 al = - 6-1/3 Vrt(u et uVu + Vp)
. . 14
2 -l~, t ~1 1 ~ =l

(63) B" = - <c Wr (w gt ulw o+ wVu + d Vy u)> /[ <wec W ;
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donc (56). devient’

(64) €23 U (u 4 uTu + Up) + T + Tw > = 0
R _ .
c'est-a-dire l'équation attendue : . Q
(65) u, o+ uVu + Vp + 82/3 V<w®w> = 0
H

Il reste 3 interpréter (57)

(66) <c—l w Vrt[ult+ uVul+ uIVu + ley uls szyu1+ wVw + V7]
H . ..
e 3 7 g vetu o+ ulu 4 wlu kG v, uly> + <(m+ %-a clvew = 0
] . .

c'est~d-dire :

67) %<|w]2> v -;—<|w|2>" + tr(<w © w> Vu) +<w(GlV}" ul)s
]
» e B!+ ume! 4 ulva 4 V. @'ea®s @)y V. (r+ 2lw]Hul> = 0
3

Mais compte tenu de (60)-(61) on voit que 1'équation pour Gl donnée par
(49)

(68) L@y =-f-al-g'w=0; vl =0
et donc
-1 1
(69) u =0 ;3 u =0.
~ En posant
| 2 ' . '
(70) q=5<w*> , w' =wq , 7' =n1/q

(66) devient

El/3q3/2v.<(ﬂ" + _;_lwaz)w'> -0 .

(71) q . *+uVq+ tr(q <w'@w'> Vu)+

Remarque 2 :
On a retrouvé les résultats du chapitre 1 car dans la pratique

le € est absorbé dans le niveau de turbulence initiale q(x,t).

Remarque 3 :
D'aprés (49), (60)-(63), &% est défini par
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(72) azuvy e a2 0 p? = Lo+ ol + WGl
1 .1 2 ] 2 -~
5 [_7|w] <>,t +uVv <7|w| >t tr(<kw @ wwVu) ] w
(73) v.& = 0
~2 "'2 - . 3
(74) <u>= 0 , u” y-périodique.

D'autre part, si on cherchait le correcteur d'ordre supdrieur

dans (65) en continuant la technique du déport on trouverait :

(75) u,_ +uVu+ Vp+ 82/3 V. <w @ w> + €
’t .

4/BV. ~<v}® u2 + u2® w> = 0

6. Deuxiéme analyse v << | 67/3 , S dépendant de (x,t).

Dans ce paragraphe on ne suppose plus s(x,t) constant.

Posons
(76) a(x,t) = s e ¥ uVs
?
an bi(x,t) = ri,t + uVri
(78) K(x,t) = V_r
(7?)_ A(u) = au .+ U Vy Wt w Vy u + K Vy.p
"L'équation (13.b) devient
(80) 0= =23y 5+ 5% w_ Us)+ 2F@.u +v_.5%+ ul_ ve)
y y s T y ’
+ 81/3(V.w VLG o2 Us) + ...
y > T
L'équation (13.a) devient
81) 0= uet + ufyu® + Vp€ =>€-2/3b Vy w o+ E-I/B(A(W)+ b Vy ul)
’ *
+ €° [A(ul)+ bV 'u2+ u_+uVu +Vp+wVsw_+ T _ Vs]
y L T s T
+ 61/3[A(u2)+ bV u3 +w +uVw + wu + V .ﬁ'8h1+ w.Vs ul +
y ot : y » T
1 ' 1
u Vs w,T + Vs p’T]
v e2B3rawdy+ bV, R T +vy.<ﬁ?@u2+ ieu’)
H
+ V.wdw + UT + w.Vs ul + wlVs w _ + ul;Vs ul + p2 Vs]
’T ’T ,T ’T

+ e
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Oon va donc trouver des équations du type

8 a_+uV w+wV +CV = f V.4 =
(82) a u,T u y w+w v y P ’ y u g

(=¥

(83) > =0, 'G(y,T);périodique.

Ici < > dé&signe la moyenne en y et — désigne la moyenne en T .

Conditions de compatibilité

D'aprés (80), w est 3 divergence nulle, donc (82) imélique
(84) a<u> = <f+gw>
s T

(85) <g> = 0

Mais les &quations de divergence venant de (80) donnent

‘ !
(86) w > Vs=0 ; <ul>Vs =0; <ul> Vs = Vocw> 5 <ud >Us = ~7.<uls..
| !T ,T ’T ;T
ce qui implique
3g§?)fx" <w> = 0 3 <iil>.vs =0 i=1,2,...

Donc (84) devient

]
(o]

(88) <f + gw> ; <f+g> . Vs = 0

Par ailleurs, en multipliant (82) par c-lﬁ on retrouve sans difficultés comme

aux paragraphes précédents :

(89) < Gl o+ <(n s 77 Clings = o0

[

Cascade_d'équations

L'annulation des termes en 6-2/3 donne
(90) b=r _ +uVr =0.
_ ot
De méme avec les termes suivants :
aw_+wV w+C V T =0 V.5 = 0
(91) ' » T y y y

<> =0 ’"'ﬁ(y;T)-périodique
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Remarque 4
' De (91) on tire

(92) T W C-lﬁ > - 0 i.e. %-<|w|2> = qx,t)
. . A

c'est-a-dire que 1'hypothése de Taylor est vérifiée par lwl2 méme si s est

"non constant.

Remarque 5

En'posant
(93) w' = w//q a'= a/Yq

on obtient

(98) N 1 .y -1 - y
<w'>=0 5 <w' ¢ ow> =1 w (y,T)-périodique

Equations sur u1

L'annulation des termes d'ordre O dans (8l) et en 6-1/3 dans
(80) donne :
1 1, 1 2_ o\t
(?5) a u,T + wa u+u Vy w.+ c Vp©= —-(Vr) [u’t+ uVu + Vp+ stw’T+ ﬂ,T Us ]
v . al = - w _VUs
v » T

La condition (88) donne

(96) u . +uVu + Vp + <(w.Vs w + T Vs) o= 0
’ ’

ce qui impliqug
97 <w.Vs w +ﬂVs>.Vs indépendant de %
Si on écrit que (98) est vraie pour tout s alors op obtient
(98) | s .s (<%, w.> +. 8., <m>) indépendant de T
21 5] 1) 1]

Le probléme est maintenant de savoir s'il existe d'autres solutions de (91)

satisfaisant 3 (98) que celles qui ne dépendent pas de T ?
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Dans 1'hypoth&se d'une réponse négative 3 la conjecture ci-dessus, ce paragraphe

montre qu'il n'est pas loisible d'introduire une petite &chelle de temps (autre

que celle de Taylor) dans ce type de développement asymptotique. Dans 1"hypo-

thése d'une réponse positive alors (98) dé&terminerait a et donc s.

Conclusion générale et extentions

Les chapitres 1 et 4 ont montré qu'on pouvait obtenir des
équations intéressantes pour la modélisation de la turbulence, en faisant des
développements asymptotiques des &quations d'Euler par rapport a l'échelle
de Kolmogorov du spectre inertiel. Les hypothéses du calcul sont

- existence d'une &chelle de coupure

- petites structures en &quilibre au del3d de la coupure

Les équations obtenues sont semblables aux mod&les k-€ ou
k-2 (& = longueur de mélange) toutefois on ne retrouve pas les termes de
dissipation.
Dans un rapport ultérieur, on étudiera les termes d'ordre supérieur du
développement pour voir s'ils sont dissipatifs.
Du cdté numérique, on a testéd le modéle obtenu sur les &coulements dans
une conduite. Les tests ont montré quelques propriétés intéressantes du
modéle (y compris des instabilités) comme par exemple une cascade d'énergie
directe (des grosses vers les petites structures) impossible avec un modZle
bidimensionnel et possible avec un mod&le 3~D.
Toutefois la validation ainsi que la comparaison avec un k-€ classique,

ce qu'on se propose de faire dans un rapport ultérieur ...
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Corrections
Entre 1l'impression du rapport et sa diffusion, les auteurs se sont

rendus compte que les modifications suivantes &taient nécessaires :

1. Dans le développement (8), (9), seules les pressions sont de moyenne
en y nulles, ainsi que w, pour le distinguer de u. Mais les essais numé-
riques montrent que 1'équation (23) ne donne pas <w> = 0. On doit donc

mettre <§> au second membre de (20) et poser 3 la place de (21)
. -t~ o~
21" w=V0 “(w- <w>)

Le résultat final au paragraphe 5 n'est pas changé sauf que (48.a) a au
second membre : <w>.

Dans les tabulations numériques <w> est négligeable ; dans la solution
analytique (12), il est nul. .

La méme modification doit &@tre faite au chapitre 4.

2. L'équation sur G page (20) est fausse. On doit avoir :
G(a,b) = -G(-a,-b)

et page 24 sur la figure 2.2 a droite, les valeurs numériques doivent &tre
changées de signe. .

Aveé cette tabulation les écoulements sont donc stables.

Les calculs correspondants aux figures 3.1-3.10 sont donnés ci-aprés.:

3.Page 16 bas de la gge: <pk>_ y < Hk', Fk‘ >
, : i 7Ky

Page 27:  %g(-%)
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