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Ré sumé

o La résolution de syst@mes linéaires creux intervient fréquem-
ment dans la Méthode des Eléments Finis. On utilise souvent un algorithmé
du Gradient Conjugué Préconditionné par une Factorisation Incompléte.

On présente une version de cette méthode adaptée a des architectures
Multi-Processeurs-Vectoriels. '

Des estimations théoriques et simulations numériqués prouvent 1'efficacité

du parallélisme MIMD mis en .ceuvre.

Abstract :

The resolution of sparse linear systems appears frequently
in Finite Element Methods. The Conjugated Gradient Algorithm Precon-
ditionnated by an Incomplete Cholesky Factorization is often used.
We present a version of this method which is well-suited to Multi-
Vector-Processors machines. Estimations and numerical simulations

prove the efficiency of the defined MIMD parallelism.



I. Introduction

Les méthodes numériques employées dans les sciences de 1'ingénieur
nécessitent actuellement beaucoup de calculs, qui doivent en général &tre
exécutés trés rapidement. '

L'emploi de calculateurs paralléles semble une voie prometteuse pour ac-
croitre la vitesse d'exécution des ordinateurs. Il est nécessaire de dé-
velopper des algorithmes adaptés 3 ces architectures pour en exploiter au
mieux le parallélisme. On s'intéresse plus particulidrement & des machines
multi-processeurs ol chaque unité de calcul peut effectuer des opérations
vectorielles. Des constructeurs, notamment Cray, s'orientent actuellement

dans cette voie. [6]

Dans la Méthode des Eléments Finis, une phase fondamentale des
calculs résout un ou plusieurs systémes linéaires, d'ordres trés Elevés.
En outre, une géométrie et un maillage complexe du domaine &tudié condui-
sent a4 des matrices creuses et irréguliéres. Il s'agit alors de trouver
un algorithme de résolution qui permette d'exploiter 1'aspect MIMD de la

machine et le caracté@re vectoriel des processeurs.

Dans une premiére étape qui fait 1l'objet du present article, on

-~

Adegage une structure matricielle par blocs du systéme & résoudre. Les.blocs

indépendants sont trait&s en paralléle. Dans une deuxiémevétape; on &tudiera

de maniéré fine la structure interne des blocs de fagon i mettre en évidence
des calculs vectoriels. [9] |

Les outils utilisés sont le graphe de la maﬁriée et les méthodes de renuméro-
tation [7J011][18][20].0n ne s'int&resse toutefois pas au graphe de remplis-

sage, mais uniquement aux dépendances de données.



II. Algorithme de résolution

1) Choix de la méthode

I1 s'agit de résoudre le systéme linéaire
N N
(1) Ax = b Ae%ﬁm) x ¢ R b eR .
oll A est une matrice creuse d'ordre N issue d'une Méthode d'Eléments Finis

appliquée 3 un domaine quelcongue.

La méthode du Gradient Conjugué préconditionné par une factori-
sation incompléte s'avére tré&s efficace dans de nombreux cas [15]. . Le
préconditionnement accélére notablement la vitesse de convergence. Le
choix de la renumérotation semble par contre peu l'affecter [13]. Contrai-
rement aux méthodes directes, l'algorithme ne pose aucun probléme de rem-
plissage. On peut donc choisir une renumérotat%on des noeuds adaptée au
calcul parallé&le. En outre, la vectorisation de la plupart des opérateurs
mathématiques de l'algorithme est imm&diate. Seules les résolutions (descente/
remontée) du systéme linéaire (préconditionnement) posent des problémes

d'adaptation au calcul paralléle.

2) Préconditionnement

La factorisation incompléte de Choleski est un préconditionnement

qui accélére notablement la vitesse de convergence de l'algorithme.

Soit GA = (X, EA) le graphe de A et soit GL = (X, EL) le graphe
de la matrice (L + tL) donné a priori. On cherche une décomposition de la
forme :

oy 4T - |
A=LL +R ot : Rij #0 -~ Cvi, vj) ¢.EL

Les résultats suivants prouvent l'existence d'une telle décomposi-
tion sous certaines hypothises (il ne suffit pas que A soit définie positive,
contrairement au cas de la factorisation compléte). ‘

Tnéorxréme [15] : si A est une M-matrice symétrique ou si A est une matrice
définie positive & diagonale dominante, alors la factorisation incomplé&te

est possible pour tout graphe GL'

it

Remarque : Dans la suite, on considére le graphe GL GA.
' T

L D L™+ R) conduit

Remarque : Une factorisation incompléte de Crout (A

2 un algorithme similaire.



3) Algorithme séquentiel

Vecteurs u, s, r, d
matrice-creuse A
matrice creuse triangulaire L

s = Au-b

e
"
!
=
~
I
]
L]
we
Q
[
A
1)
-
v

u=1u
(o]

Boucle : r = Ad

-e

u + M ; S =8 + At

() r=L "L 's ; B= <r, s>

A=0a<d, r> ; u

si B < ¢ aller 3 Fin

e

Yy=8/a ; a=8 ;d=-r+ vd;
aller & Boucle
Fin : X =u ;

Stop

A chaque itération, on doit donc effectuer :
+ 1 produit matrice-vecteur
1 descente de syst&me triangulaire
] remontée de systéme triangulaire
2 produits scaldires de vecteurs

3 additions vectorielles.

Il faut adapter la résolution des systémes triangulaires au
calcul paralléle, a la fois MIMD et vectoriel.

Les autres opérateurs se parallélisent sans probléme.
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III. Algorithme paralléle

I1 s'agit de résoudre .sur plusieurs processeurs vectoriels les

systémes linéaires triangulaires (2).

Remarque : La factorisation de la matrice A se parallélise de manidre

analogue. On ne détaille donc que 1l'aspect résolution (descente~remontée) .

1) Structure matricielle par blocs

Le graphe de A permet de déterminer les dépendances de données
de l'algorithme. Le graphe d'élimination de la factorisation incompléte

ne comporte aucun arc de remplissage

1

2/\3 2 ¢ 3 2e o3

graphe initial élimination du élimination du
noeud ! avec noeud 1 sans
remplissage remplissage
Figure 1

Des noeuds indépendants dans le graphe de A peuvent &tre &liminés
en paralléle. La méme remarque s'applique 3 des blocs non connect&s d'une
matrice~bloc. (On &tudie alors le graphe-quotient représentant la structure

par blocs). [12]
I 2 3 4 |
\/ \/
6 5 6 :
N \./

Elimination simultanée : 1) des noeuds 1, 2, 3, 4

2) des noeuds 5, 6.

Figure 2



On choisit une renumérotation des noeuds de fagon & optimiser

la parallélisme. On ne cherche pas & minimiser le remplissage [11] [18] .

Une renumérotation par fronts de type Cuthill-Mac Kee [7] déter-
mine une matrice bloc-tridiagonale. Aprés renumérotation des fronts dans

1'ordre impair puis pair, on obtient la structure matricielle suivante :

_ t
A = A1 B1
t \
A, C,\
\ LA
\ \
\ ANERN
\ \
\ tB
m+1 \ n-m
t
A Cm—l
m
B¢ m+ 1
A\ A
A \\
v N\
v N
SRS \
n-mcm—l An
- -

ol n est le nombre de fronts

et m.= [n/2] est le nombre de fronts impairs.

Figure 3

Les fronts impairs (blocs Ai 1 £ i< m) se traitent en paralléle

sur différents processeurs, de méme que les fronts pairs (blocs Ai m+l £ 1 <n).

Remarque : Dans le cas d'un domaine et d'un maillage réguliers, les fronts
sont identiques. On peut alors vectoriser i travers les fronts.[ 147 [17]
Dans le cas présent d'un maillage quelconque, cette méthode nécessite des

adaptations et fera l'objet d'une &tude ultdrieure.



2) Structure interne des blocs

L'existence de blocs indépendants autorise un taux de parallélisme
élevé d'un point de vue multi-tdches. Il faut Egalement vectoriser ‘les

calculs effectués dans chaque bloc.

On doit :
- inverser les blocs diagonaux Ai {1l €1 <n)
- effectuer des produits Bi xj (1 £1i<n-m
Ci xj (1l £1is5sm

oli les vecteurs Xj sont connus.

Un choix convenable du front initial et de la renumérotation
interne de chaque front définissent en général une structure tridiagonale
des blocs A.l (1 £ i <n). La réduction cyclique pair-impair permet alors

d'inverser rapidement ces blocs sur des processeurs vectoriels [14].

x o
$* X © o o
X X X °
X X o
o 0 X A
o X
(<] o © X
maillage : matrice-bloc

Figure 4

Les blocs extra-diagonaux Bi (1 <isnm)et Ci(l <1 <m-1)
présentent en général une structure irréguli&re. Toutefois, les opérations
dont ils font 1'objet sont purement vectorielles et s'effectuent a 1l'aide

de primitives du type Scatter-Gather. [6]

- Les paragraphes suivants détaillent la partie multi-processeurs

de 1l'algorithme. L'aspect vectoriel sera &tudié dans un autre article [5].



IV. Contrdle des taches

1) Graphe de dépendances

On s'intéresse dorénavant 3 la mise en oeuvre de l'algorithme
MIMD. On abordera ultérieurement la vectorisation des calculs sur chaque

front.

La renumérotation choisie a dégagé une structure matricielle
adaptée au calcul paralléle. On décrit maintenant 1l'algorithme 3 1'aide
d'un graphe [5]. Les noeuds du graphe sont des tiches qui représentent
les calculs effectués sur un front donné. Un processeur exécute une tiche
sans communiquer avec les autres. Les tiches non connect&es dans le graphe

peuvent &tre lancées simultanément.
Les arcs du graphe définissent les dé&pendances de données entre
les tdches, qui nécessitent des synchronisations entre les processeurs

(figures 6, 7, 8,‘9).

2) Synchronisation

La répartition des tiches entre les processeurs s'effectue dyna-
miquement & 1'initialisation. Le contrdle est distribué. Des primitives

de synchronisations réalisent la coopération des processeurs (figure 10).

- La primitive ENVOYER valide le résultat d'une téche.

~ La primitive RECEVOIR est bloquante jusqu'a réception de la
donnée utilisée. ,

La notation PRSC désigne le calcul arborescent d'un produit

scalaire et la transmission du résultat final (figures 8, 9, 10)
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DESCENTE : RESOLUTION DE Ly = b

m+1

Graphe simplifié :

v
ym+2

- -
= L] .
L
™
RlS1 Lm+1
L
__n-m m-1 n
Algorithme
-1
v =Ly By
2; SRy Yy
£1 T 5 Y
bi+m = iYm T E T ti+l
Yitm = Li+m i+m
Graphe de dépendances :
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B
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n-m
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n-m

IA

n~-m




& 1.1
R 2,1
R 3,i
® 4,1
Rs5,i

g -

REMONTEE : RESOLUTION DE ‘Lx = y

. =] C )
R y =1¥% X

¢ 1 1

L t

2 S]
tL ts . r
m m-1] n-m
t
Lm+l
t
Ln n
] .
Algorithme :

X = L7t 1 <4<

i+m i+m yi+m = nmm
z = R. x. ] £1 <no-m

i i+m
t = tS X, 1l £1 2 m-1

i i Ti+m

= - - <ix<

7y i T % ti—l . t=m
X = LTt Y. l £ix<m

i i i

Graphe de dépendances :

1 Yme1 Y2 ym-i—Z

dépendances de données

Figure 6




¢ 1,1
¢ 2,1
¢ 3,1
Pa,i
¢s,i
¢ 6,i

1 *n+1

PRODUIT MATRICE-VECTEUR y = Ax

A1 Bl >4
4 e
Am ’ m—lt n-m
Bl Cl Am+l
Bom Ca-1 A _J
Algorifhme
Y % A x
yi Tyt tBl Xi+m
,yi £ * t:Cl Xi+m-1
Yitm “i+m Fi+m
Viem ™ Yism * Bi %
Yiem  VYi+m © i X4

Graphe de dépendances :

Yo+l 72 Yp+2

Graphe simplifié

Y

yl ym+] y2‘ ym+2

dépendances de données

Figure 7

N IA
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PRODULT SCALAIRE S <X,y>

-+

]
It
"
<
[
«

Algorithme :

- Calcul des sommes partielles Si (1 =i £ P) sur chaque

processeur
s; = z <Xp, ¥y L, = {2/num(L) = i}
ZeLi

- Sommation arborescente des résultats §, avec synchronisations
adéquates du type ENVOYER-RECEVOIR (la structure d'arbre mini-

mise la durée d'exécution [ 81).

Graphe de dépendances :

S S S 5 S S S

N
A
N

 Notation

Dans ce qui suit, le graphe ci-dessus est not& PRSC et schématisé

comme suit :

P

Figure 8




GRAPHE DE DEPENDANCE DE L'ALGORITHME

addition vectorielle

produit matrice-vecteur

PRSC N {produit scalaire

calculs scalaires

addition vectorielle

descente

remontée

PRSC '{prodult scalaire

test de convergence

—_—> dépendances de données

calcul du produit scalaire (suivi d'un FORK).

Figuré 9
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UN EXEMPLE DE SYNCHRONISATIONS

addition vectorielle "

produit matrice—vecteur

produit scalaire

descente

remontée

produit scalaire

—— PRIMITIVE ENVOYER
o PRIMITIVE RECEVOIR
¢ PRSC > NOTATION DESIGNANT LE PRODUIT SCALAIRE

Exemple : P =4 n=26

num(]) = num(Z) = ]
num(3) = num(4) = 2
num(5) = 3
num(6) = 4

Figure 10
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ARCHITECTURE DE MUPI

FIFO
Bl ]
RESEAU X~BAR
FIFO
B2
FIFO
FIFO
FIFO
BM
Pl P2 ’ , PP PROCESSEURS -
& N\
w v

BIP : BUS INTER PROCESSEURS

— une mémoire partagée divisée en bancs doté&s de queues de type FIFO
— des processeurs indépendants et asynchrones
= un réseau de connexion de type cross-—bar

= un Bus Inter Processeurs pour des signaux de relance.

Figure 11



V. Simulation de 1'algorithme

1) Description du simulateur

B

MUPI est un simulateur de machine MIMD qui permet la programmation
effective d'algorithmes paralléles et la mesure de performances [8] [9] .
Les processeurs accé&dent 3 une mémoire partagée et divis&e en
bancs par l'intermédiaire d'un réseau crosé-bar. :
Les conflits-mémoire sont gérés par des files d'attente de type FIFO

(figure 11).
Les processeurs communiquent entre eux par des variables partagées
et se synchronisent grdce 3 des primitives &lémentaires opérant sur des

sémaphores (instructions Test and Set, Test and Clear, Wait).

2) Répartition des tiches

Dans cette simulation, on a fixé l'allocation des tiches, alors

qu'elle serait gérée dynamiquement par le systéme d'une machine réelle,

Dans le cas séquentiel, le travail effectué sur un processeur
est sensiblement proportionnel au nombre de noeuds traités. L'algorithme
de répartition des tdches attribue les fronts aux processeurs en équili-

brant le partage des noeuds. Il est exécuté & l'initialisation.

Dans le cas vectoriel, il faut tenir compte de la structure

interne des blocs matriciels pour optimiser la répartition des fronts [91].

3) Synchronisations

Les primitives ENVOYER et RECEVOIR, de méme que le calcul en
paralléle d'un produit scalaire (not& PRSC), sont programmés d 1'aide de

sémaphores et d'instructions de synchronisations.

Proposition : Les synchronisations respectent les dépendances de données,

sans risque d'interblocage ni de famine [8] .
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4) Stockage de la matrice A

Le stockage de la matrice tient compte de la structure bloc : [11]

PC Ipli21113|214ls{6]7{7l8|7]9

pL | 1] 2] 4| 6]8]|910j11{1315

PR {1{517110

Figure 12

A : vecteur contenant les termes non nuls
PC(k) : numéro de colonne de 1'élément A(k)
PL(i) : indice dans A et PC du ler &lément non nul de la ligne 1

PB(l) : numéro de la lére ligne du bloc 1

Le léme bloc contient les lignes de numéro i .PB(l) < i < PB(1+1)
La iéme ligne contient les Eléments A(k) PL(i) < k < PL(i+l)

A(k) est 1'élément aij’ avec j = PC(k)

Dans le cas vectoriel, il faut en outre définir un stockage

de chaque bloc adapté au calcul vectoriel. [ 9]
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VI. Evaluations des performances

1) Hypoth&ses et notations

- On suppose que tous les noeuds ont le méme nombre de voisins.
Dans le cas de processeurs non vectoriels, le nombre d'opérations ef- -
fectuées est alors sensiblement proportionnel au nombre de noeuds traités.

- On suppose que le traitement en paralléle ne modifie pas la
vitesse de convergence. On peut donc estimer l'accélération en calculant
la durée d'une itérationm. ' '

= Les céﬁts supplémentaires dus aux synchronisations et aux
confllts—mem01re sont faibles devant la durée d'exé&cution.

- La durée des conflits-mémoire est pr0port10nnelle au nombre
de noeuds traités.

- P est le nombre de processeurs

M est le nombre de bancs-mémoire

- N ast le nombre de noéuds‘(ordre du systéme)

- n est le nombre de fronts (i.e. de blocs)

- NMAX (P,N;n) est le nombre maximal de noeuds attribués a

un processeur.

T(l,N) est la durée séquentielle d'une itération.

T(P,M,N) est la durée paralldle d'une itératiom.
S(P,M,N) T(1,N)/T(P,M,N) est 1'accélération.
LE(P,M,N) = S(P,M,N)/P est l'efficacité.

¥
1}

Par hypothése T(1,N) = tN.
Pour célculer»T(P,M,N)'on &istingue :
- la durée d'exécution T (P,M,N)
-~ la durée des synchronisations TS(P,M,N)

-~ la durée des conflits—mémoire T (P,M,N)
c .

On a les estimations suivantes
T_(P,M,N) = t NMAX(P,N,n)
.TS(P,M,N) GS(P,N) T(P,M,N)
T, (B,M,N) = o (P,}) T(B,M,N)



ol : a est le taux moyen de synchronisations par processeur. - o est
indépendant de M car les attentes sont réalisées sans envoyer de requéte-
mémoire superflue ; _

et o  est le taux moyen de conflits-mémoire par processeur. T et T sont

-~

proportionnels 3 NMAX, donc a, est indépendant de N.

Proposition : L'acc&lération obtenue par 1'algorithme parallidle vaut

S(P,M,N) = (l-as(P,N)-ac(P,M)) N/NMAX(P,N,n)

L'accélération maximale vaut donc

SMAX(P,M,N) = N/NMAX(P,N,n)

3) Modélisation des conflits-mémoire

De nombreux auteurs ont analysé de manidre générale les conflits-
mémoire dans un systéme multiprocesseurs, a l'aide par exemple de chaines
de Markov [2] [3] [4] . Le mod&le proposé ici repose sur des hypoth@ses
simplificatrices. '
I1 permet de trouver une bonne approximation du taux des conflits-mémoire

dans l'algorithme &tudié.

On mod&lise l'architecture par un systéme cllents/serveurs
du type D/D/M/P/P [1], ol 1es M serveurs sont les bancs-mem01re et les

P clients les processeurs.

Le modéle est dérivé des hypothéses suivantes :

- Les données sont égélement réparties sur les bancs-mémoire
(les serveurs sont donc tous identiques).

— Les taches de calculs sont équidistribudes entre les processeurs
(les clients sont donc tous identiques),

- Les temps de réponse de la mémoire et de traversee du reseau

sont constants. (d ou un temps de service constant)

- Les requ@tes-mémoire sont uniformément distribuéeé dans le
programme (d'oll un intervalle de temps constant entre deux requétes).

= Une queue de type FIFO g&re les conflits d'accds aux serveurs.
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MODELISATION DES CONFLITS-MEMOIRE

durée CPU . durée RW
Proc 1 Banc 1
durée o '
e
débit des 4
requétes A
N requétes
q .
, , en attente
Proc P Banc M

Ng requétes

en service

Figure 13
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Proposition :

Soit P le nombre de proceéseurs et M le nombre de bancs-mémoire.
Soit CPU la durée moyenne de calcul entre deux requétes-mémoire et RW le
temps moyen de réponse du systéme mémoire/réseau. Alors le taux moyen o

de conflits-mémoire (relatif a la durée totale d' exécution) est donné par :

o, = @/ + CPU) M-1n*

Preuve :

En régime stationnaire, chaque processeur éffectue~des cycles
de durée (CPU+RW) (1+ ac).

Soit A le débit des requétes. On a alors d'une part :
A = P/(CPU+RW)(1+ occ)

Et d'autre part :

P M)

A= owin (i w

D'oll 1'on tire a . Dans le ler cas, le débit est sufflsant pour ne creer

aucun confllt—mem01re.
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.VII. Résultats

' ' L'algorithme a &té programmé et ex&cuté sur MUPI. On a analysé
différents contextes, en faisant varier le maillage et les paramétres de
simulation (nombre de processeurs, de bancs—mem01re, vitesse). On a mesuré
les accélérations obtenues dans chaque cas, ainsi que les colits supplémen-—

taires dus aux conflits-mémoire et aux synchronisations. .

1) Maillage

On a étudié trois cas (figures 14 et 15)

= GR : Une Grille Réguliére rectangulaire .d'Eléments Finis P!
comportant NX X NY noeuds. _

- Al : Un anneau d'Eléments Finis Pl comportant N = 649 noeuds
avec le front initial | (maillage ré&alisé i 1'aide du logiciel MODULEF [16] ).

~ A2 : Le méme anneau avec le front initial 2.

Les résultats obtenus sont analogues dans les trois cas, et

comparables aux évaluations théoriques.

On a mesuré la variation des performances en fonction des di-
mensions NX et NY de la grille (GR). (figure 17). Les nombres de processeurs
et de bancs-mémoire sont fixés a 10. ‘
L'influence de la taille des fronts NX est négligeable. Le nombre de fronts

ondltlonne la répartition des taches et par suite 1'accélération.

2) Nombre de processeurs P

On a fait varier le nombre de processeurs P en gardant un nombre
de bancs-mémoire égal & P. ” v '

- L'accélération croit sensiblement lindairement avec P jusqu'a
P = 10. L'efficacité est alors supérieufe 3 80 Z. Puis l'efficaéité décroit
. en restant supérieure i 70 g juéqﬁ'é P = 15, L'accélération maximale obte-
nue vaut environ 10 (figures 16, 18 19) »

- Le taux de conflits-mémoire est indépendant de P, et avoisine
7 Z (figure 20).
Par contre, le colt des synchronisations est 1ié & P. (figure 21).
En effet, la répartition des tiches dépend du nombre des processeurs, et

induit des attentes plus ou moins importantes.
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‘3) Nombre de bancs-mémoire M

Pour un nombre de processeurs P donné, on a fait varier le nom-

bre de bancs-mémoire M.

-~ L'accélération croit fortement jusqu'a une valeur maximale
atteinte pour M = P environ (figure 22). Cette variation est due aux conflits-
mémoire qui sont inversement proportionnels & M (figures 24, 25).

- Les synchronisations sont comme prévu indéﬁendantes de M, grice

3 1'usage du Bus Inter Processeur (figure 23).

4) Vitesse de la machine

P et M étant fixes et &gaux, on a étudié essentiellement deux con-
figurations de machines liées 3 la vitesse des processeurs, du réseau, et de
la mémoire.

- Processeur rapide, mémoire lente (T1l)

~ Processeur lent, mémoire rapide (T2)

- L'accélération est légérement supérieure dans le cas d'une
mémoire rapide (figure 26). En effet, les conflits-mémoire sont trés
faibles (de l'ordre de 2 3 3 % au lieu de 7 Z) (figures 28, 29).

- Les attentes sur le BIP restent inchangées (figure 27),
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MAILLAGE REGULIER D'UNE GRILLE RECTANGULAIRE

&— : - >

NX : nombre de noeuds dans la direction x
NY : nombre de noeuds dans la direction y
FRONT INITIAL : noeuds o)

Figure 14
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Conclusion |
L'algorithme &tudié comporte deux niveaux de parall&lisme :
- un découplage en tdches qui exploite une architecture Multi-
Processeurs. ' ‘

‘- une vectorisation.des calculs internes & une tiche,

Une renumérotation adéquate des noeuds de la matrice, & 1l'aide

du graphe associé, permet de dégager cette structure Multi-Vectorielle.

Les estimations et les résultats de simulation montrent de

bonnes performances au niveau MIMD.

- On obtient une efficacité -supérieure & 75 7 pour une matrice

quelconque d'Eléments Finis (d'ordre 649) jusqu'd environ 16 processeurs.

- Le cofit .des synchronisations dépend directement de la répar-

tition des tdches entre les processeurs.

.

- Le taux des conflits-mémoire,..que. l'on..peut. modéliser simple-

ment, est sensiblement proportionnel 3 P/M.

L'aspect vectorisation sera abordé ultérieurement [9] .

e WA et s Ut M kg

GO v
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