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ANALYSE DU COMPORTEMENT PERIODIQUE
DE SYSTEMES DE PRODUCTION PAR LA THEORIE DES DIOYDES

Guy CONEN, Didien DUBOLS, Jean-Pionre QUADRAT, Michel VIOT.

RESUME

On utilise 1'algebre des chemins (Dione (R, max, +)) pour mod&liser hf.'
'1es systémes & événements discrets et on app11que cette théorie a 1'éva~
Tuation: des performances d'ateliers f1ex1b1es -

lLa theor1e spectra]e dans 1e d1o1de (R max +) est exp11c1tee com-
plétement (valeur propre, vecteur propre, modu101de propne promecteur
spectra]e, ch11c1te)

ABSTRACT

Ne use the path algebra. (D101d (R max, +)) for d1screte event system
A mode]11ng and we app1y th1s theory to the performance eva]uat1on of f]ewale
‘ mach1n1ng systems '

e pectra] theohy of the D101d (R, 'max, +) is .u11y investigated (91-
Tgenvectors specura1 proaector e1genlnodu101d, cyc11C1ty) "

g%m

WEL_ PAPIER RECUPERE ET Bcyr: ¢






'Les ‘temps d'usinage des pi&ces sur chaque‘ machihe les temps de transport,'
de c:hangements d'outil peuvent varier légdrement autour de leur moyenne. ,

Ceci peut &tre causé par exemple par des'bannes courtes' des machlnes c'est-
d-dire des incidents qu'une mterventlon immédiate permet de pallier. Par
contre, il peut intervenir des ''pannes longues" se caractérisant par une
indispenibilité prolongée de la machine et une mise en réparation. Le propre
d'un atelier flex:Lble est de pouv01r poursulvre son activité en dépit de

ces JIldlSponlblllteS g-race ] une reconflguratlon de la production qui 501t

~ privilégie momentanément un type de productlon ‘soit utlllse d'autres

chem:m.ements dans 1'ate11er pour’ assurer les memes sequences d'operatlons.

Le probleme global peut donc 8tre vu comme un probleme de conmande
optlmale stochastique ou. de regulatlon.» Cette notlon de regulatlon empnmtee :
& 1'Automatique des Systemes Continus. cor'respond i wne vision macroscoplque

de l'atélier .comme out11 de productlon. A un niveau plus ‘€lémentaire, les
phénoménes sont clairement de nature dlscrete : essentlellement débuts ou
‘flns de taches, condltlcnnant le dé'but ou la fm d‘autres taches "ayalt etc...'

. la ,diffi'cul‘.té du probléme est donc _d'appréhender. au' sein-du m&ne modéle
ces aspects "continus' et discrets. Intuitivement, ceci est -obtenu par ume.
hiérarchisation du probléme ol ces aspects sont geres a des nlveawc dlfferents.

L'une des contributions de 1'étude est l'analyse des’ phenomenes qu1 permet de
pawenlr naturellement a cette hlerarchlsatlon. ‘

1.2 Hypotheses et caraetemsmques genemleg du modele. ResuZtats

grmc'u ECZZL'E

En premier lleu, 11 nous a paru mportant de dlstmguer les phenomenes
de "pannes courtes' et de "pames longues" des machines. Ces derniéres sont
supposées mtervenlr des &chelles de temps: "1ongues", c est—a-due qu’ entre
deux pannes longues un nombre. assez grand d' oneratmns dnscretes se dercule

en moyenne.

Par ailleurs, ces pannes longues ont des consequences Umortantes
puisqu’ elles nécessitent en général ume reconfiguration du systéme.

-Les ''pannes courtes™ ou les autres causes de variations des temps
-d'usinage, de transport etc... peuvent &tre ‘considérées c:omme des pertur;

-~

,,,,batlons d'effets negllgeables, 3 condition que le systeme mni - d"une. certalne”;»f



ANALYSE U COP’POPTET’EW PERIODIOUE
DE SYSTEVES DE PFCDLCT IoN POF LA ﬂ'ECPIE IES DIGIDEQ

I, INTRODUCTION,
1.1 Motivation.

 . La’ motlvatlon pr1nc1pa1e de l’etude qui suit est le problame de
conduite en temps ‘r8el d'un atelier flexible et le developpement d'algo-
rithmes correspondants. Un ateller flexible est un réseau de machines
'(pouvant eventuellement accamplir diverses operatlons) reli€es par un .
systeme de transport constitué de palettes" portees par des chariots en
general fllo-gu1des €t un enserble d'aires de stockage. Les rachines
peuvent eventuellement faire appel des outils amovibles, ces outils _
' const;tuan;{un,parc partagegble entre_plus;eurs-machlnes. '

_ L'ateller flex1b1e est destlne a assurer la productlon simultange

- «de plu51eursvtypes de pleces. L'objectlf de produstlon peut étre defxnl

e € aine- quantlte produlre pour chaque type de plece pendant
s de temps qu on peut chercher a mlnnnlser, ou comme un -

zodult Ce stock (p051t1f ou negatlf a chaque 1nstant) doit
alors etre réguils autour de z€ro.

"-;ffﬁféStsa Te qug le stock_amont d'ébauches des pleces_est tOUJOUTS‘pQSltlf.




dlre a1t tendance a amortlr

1eurs consequenc v C'est ce que nous verrons par 1la sulte.

: On adopte les hypotheses smp11f1catr1ces Su1V3.Tlt€S :

’ (1) pour un etat de dlsponlblllte donne des machmes (c est-a—dlre

' entre deux mstants de début de panne 1ongue ou de retour de repara—
tlon) le fonctlormement est detemunlste _clest-3-dire que les.
temps d'exécution d‘une 0perat10n donnee (usinage, transport
-changement d'outil) sont connus et constants. o

4T
-

(ii) 1les phenomenes de blocage dus 3 urie saturation des aires de stoc:kage
ou. des conflits au niveau du réseau de transport sont 1gnores ; la
raisen de ce. choix est la suivante ': pour les aires de stockage, il
peut =x1ster un stock en amont ou en aval -de chaqun machine, et/ou une
aire de stockage commune 3 dans le second cas, le dmensmnnement est
tel que la saturation est’ Jmprobable en. fonc:tlonnement normal.’ Elle

' peut miéme - tre controlee en controlant le nombre total de palettes
presentes smultanement dans 1'atelier. C'est ce que nous ferons. Dans’
le cas d'aires de stockage "privées", il faut que e dinensicnnement
soit adapté au -volume total de palettes mais aussi a leur repartltlon'
"moyenne'" dans 1'atelier. Des mdlcatlons seront eaalement obtenues de
ce point de vue. '

’ Les conflits i systéme de transport eux-mémes ne sont’ probables qu avec
un accroissement important du- nombre de chariots en c1rculat10n que nous
‘chercherons 3 abaisser au minimm. Ce nombre de charlots ( ) présents
smultanement dans 1'atelier sera en falt maintenu constant par:la strategle
suivante : d&s qu'un chariot est llbere (une piéce d'un certain type depalettlse) ,
" le chariot est immédiatéement rechargé (éventuellement avec le méme type de
pidce) et est placé en attente de la machme qu1 constitue sa premidre’
destlnatlon '

Définissons ce type de pidces comme une succession de couples "opération-
machines' (ce qui peut amener 3 dlstlnguer les mémes types phy51ques de pidces
suivant des cheminements différents dans- l'ateller) Le fonctionnement du
systéme est alors entidrement déterminé par les variables de décision -

(1) ou bien le nombre de palettes portant un type de pidce donng.



I3

: stiiVéntés’ : on con51dere un "motlf elementalre" def:uussant la successmn

(ou ordonnancement) ‘des'; passages de c:haque type de plece deva.nt chaque - .
machine. Ces motlfs seront. I‘epI'OdUItS perlodlquement au cours. -du fonctlon— e
nement du systeme. Leur dosage (nombre de pigces par type. sur nombre
-_total) pemet de refleter les "ratios de’ productlon" d8sirés. (proportmn

de chaque type) ainsi: ‘que la pollthue de routage (pourcentage de p1eces,
" d'un méme’ type. phy51que suivant des chemins dlfferents] Ces ordormancements
étant connus, le - systeme rebouclé sur lui-méme comme on 1'd défini precedemment_
fonctlonne comme un-automate detemunlste asynchrone. Ce- fonctlonnement defnut
| exactement a partlr de conditions initiales donndes, les dates de début de.
chaque événement et les taux de” production atteints (respectant necessalrement
les ratios deflnls par les. ordonnancements) ' '

Une contribution de 1'étude dynamique de 1'automate ainsi d&fini est
“de montrer 1' ex:Lstence d'un régime périodique qui est attemt aprés wn
comportement trans:.ton*e dépendant des condltlons 1n1t1ales Ce régime

' asymptotique est stable c'est-a-dire qu'aprés une perturbatlon, le systeme
tend naturellement 3 retrouver ce ccmportement perlodlque. Il peut de plus

- 8tre caractérisé par une notlon de valeur’ propre et de vecteurs propres de
1a "matrice de dynamlque' dans une certaine algebre. Ce resultat présente une
grande a.nalogle de forme avec la théorique cla551que des systémes linéaires 3
‘&tat continu et laisse pressentir qu' i1 doit etre p0551ble de developper une

théorie analogue pour ces "systemes a evenements discrets".

Un autre résultat. essent1e1 pour la constructlon de la hlerarchle que
“nous avons évoquée au §1.1-est le suivant . Construlsons un modéle statique

" de’ fonctionnement de 1'atelier en termes de flots par type de pigce et par

" chemin: Compte tenu des temps operat01res pour chaque type de pisce sur .
chaque machine, on peut: évaluer 1a charge de chaque.machine et exprimer

que celle-c1 est inférieure 4 100 % pour chacune d'elles. Si 1'on batit

un .probléme d'optimisation sous ces contraintes, on obtiendta en géhér’al un
point extrémal de ce polyédre coﬁ'espondant 3 la saturation d'une ou plusieurs
-de ces contraihtes, associées 3 certaines machines appelées alors "machines
menantes’'. Du fait que 1'on raisonne en termes de flots, les notions’
d'ordonnanc:ements deviennent Jmmaterlelles. Comme on 1'a déjia vu, ces
ordonnancements sont traduits dans des motlfs élémentaires qui traduisent non
- seulement 1es ratios de production sur chaque chemin (ce qu' expr:ment au551
les- flots) mals aussi 1'ordre. précis de passage des pigces. Ainsi, pour deux



'-types de’ p1ece (notes 1. et 2) sur une mdchlne donnee et pour un ratlo de 2/3
. les deux motifs suivants ne sont pas 1dent1ques méme 3 une pernnztatlon
: c1rcu1a1re pres T o '*'->' B S .

11222 er 21212

La questlon est donc de savoir si les flots ‘theorloues" calcules par
le modéle statique sont reallsables effectivement avec un quelconque ordonnan-
cement une f01s le reglme asymptothue etabll.

En falt, il s'avére que ces. flots correspondent effectivement au reglme'
'asymptothue du systéme lorsque 1'un quelconque des ordonnancements respectant
les ratlos de production (par type de pigce et par chemin) est adopté. I1
suffit pour cela que 1e nombre de- palettes (constant) présentes dans le systéme
soit assez élevé. On a donc wn résul tat important de decouplage : on peut
effectlvement a un nlveau hiérarchique 'haut" raisonner emn termes de flot
en ne s'inquiétant que des llmltatlons de charge des machines & 100 % ; on éait
alors que ces xlots seront- reallsableS‘ a un- niveau 'bas'", lorsque 1'on gere 1e
systeme "piéce par pigce", pourvu que les "motifs" reflétent les ratios et
les routages et que le nombre de palettes soit assez grand. Par contre, un
bon ordommancement permettra d'abalsser le nombre requis pour saturer la (les)
'nmchlne(s) menante(s) ’ -

1.3 Hiérarchisation du probléme. Comparaison avee d'autres approches.

En fonction des commentaires precedents, on voit donc se degager deux
n1veaux principaux d'une hiérarchie. Nous allons mleux préciser malntenant la
nature des variables de décision, des modsles et des aleas qui seront pris
en compte 3 chaque niveau et 1'articulation entre ces niveaux.

Au niveau haut, on peut- formuler le probléme comme celui de reallser e
" production donnee en temps minimum (cf. Hildebrandt [ 71]) ou comme celui de
réguler un stock fictif de sortie de 1'atelier duquel un certain flot de
demande est prélevé (Kimenia et Gershwin: [221). Le probleme est un probléme

de comande stochasthue car on prendra en compte.a ce niveau les pannes

- futures des machines (2 travers un moddle statlsthue) que 1'on chercheraAa
-ant1c1per Les variables d‘etat'seront donc de deux natures : variables
"continues' repreeentant 1'état de 1a productlon cumulée par type de piéce ;
varlables discrétes decrlvant l'etat de dlsponlblllte du parc des machlnes.,



Lés-f' - 1vables de deca.”1ov__-v-sont 135 flOtS de Pl‘oductmn par type de plece et
: pa'r chenun, sous 1es contram‘ces d'utlllsatlon max:male des machmes 0 ou
100 sulvant leur dlspcmblllte) B :

- La. 'rééblﬁfion du probiéme‘ 2 ce miveau peut eventuellement Stre $cindée -
elle-meme en. p1u51eurs niveaux eta.nt donne sa tallle. Nous n'aborderons pas '
plus avant: la formilation et 13 resolutlon du probleme i ce niveau dans le -
cadre de ce papler. ' ‘ '

On obtlent -aprés cette resolutlon des’ con51gnes pour le niveau 'bas".
Ces. c:on51gnes en termes de flots, sont comme on l'a dit réalisables,
aprés un transitoire, par. . régime perlodlque pourvu que l'ordonnancement
' adopte reflete les ratios de: productlon par type de piece et sur chaque
chemm et que le nombre de palettes mises en oeuvre dans le systeme bouclé
501t assez élevé. ' ' ‘ '

-'I:l- est évidemment important-que la. duré’e'd'établisseinerit du ré'g'ﬁme
transitoire soit neollgeable devant la durée moyenne qui sépare deux change-
ments de- conflguratlon de l'atelier (pa:nne ou retour de reparatlon d'une
machme) On examirietra ce point, mais on peut forcer le reg:me périodique
en forga.nt lés conditicns initiales pour lesquelles le tran51t01re n'existe
pas. Ces conditions' initiales sont calculables comze on le verra.

 Le probléme qui reste ouvert & ce niveau bas est le choix de |
l'ordonnancement qui permet d’abalsser au minimum le nambre de palettes utiles
pour saturer 1és machines menantes. On a en eff&t tout intérét a redulre ce.
nombre pour des questlons de colit des palettes, de. reductlon des "en cours";
et d'abalssernent des rlsques de Confllt du- systeme de transport ou de satu-
ratlon des aires- de stoc]\age. Ce probleme de nature. .combinatoire est complexe
mals on peut esperer tirer dé notre analyse des indications permettant au
moins la construction de bons heurlsthues. On notera que Te nombre mlnmum
de palettes nécessaire dépend ‘aussi, pour des ratios de productlon donnes a
la sortie de 1'atelier, des routages (ou ratios sur chaque chemm)
I1 serait donc utile de pouvoir évaluer ce nombre afin d'incorporer, ~dans le
crltere de. choix au niveau haut, un cofit associé.



Comme nous 1'avons lndlque l'approche hlerachlsee evoquee c:1-dessus

se retrouve dans l'esprlt dans les travawc de Hlldebra.ndt L 7J et I\Jmemla

‘et Gershwin [227 . Il nous semble que 1'étude- c1-dessous constitue ne,
. justificdtion.a posterlom de ces travaux. Au fnlveau bas, 1'analyse ‘
detem::ilste du. reglme asymptothue ‘quie Tious presentons serd camporee
du point de vue des évaluations qu'elle pemet aux ‘analyses probablllstes
| basees sur la theorle des réseaux de files d'attente et sur les approches
derlvees (Operatlonal Ana1y51s, Mean Value Ana1y51s) Le fdit qu'un systeme
bouclé avec un nombre suffisammerit grand de palettes attelgne naturellement.
le reglme perlodlque ol les machines menantes sont’ saturées Justifie au551
les travaux de Hitz [ 8] et Lévéque [21] ol un reg:une perlodlque ‘
- est forcé par l'ordonnancement (et les dates d'entrée des pleces) pour le
systeme "ouvert', la commande en boucle ouverte etant précisément constltue_e‘
par les instants ol les p1eces sont entrees dans le systeme On verra que
ces dates d'entrée "au plus w0 (mais au551 "au plus tard”) en régime
'perlodlque sont automathuement determmees dans notre approche par le
fonctlonnement du systéme bouclé (et par 1’ mtroductlon d'un systéme

da'e equatlons d' évolution dual)

On pourra ‘aussi comparer notre approche, basée sur une representatlon
: "lmealre" du systeme, mais pas s dans 1e sens de 1'algébre c1a551que, avec -
les tentatlves de ”lmearlsatlon", au sens c1a551que des equat10r1s d'évolu-

" tion d'un systéme de production par G.C. Ho [13] qui quallfle ces systemes de

"systémes dynamiques événements dlscrets” (DEDS - Discrete Event Dynanuc
Systems). o '

Notre approche présente aussi des points commms avec l approche de
Ramamoorthy et G.S. Ho [13] qui est basée sur les réseaux de Petr1 mais. il

" nous’ senble: que 1'introduction d'outils algebrlques permet plus fac11ement

de développer des outils de calcul

Enfin, il faut signaler que 1'idée d'utiliser la théorie des dioides
(base de 1'outil algébrique présents ici) pour modellser les systémes de |

productlon, bien que redécouverte indépendamment par les auteurs est contenue :

en germe dans un article de Cunnlnghame— Green [2] datant de 1962



" 11, LE CAS.DE LA LIGNE DE PRODUCTION BOUCLEE.

2:17 Modéle déteyministe.

On con51dere un systeme de productlon constltue d'un ensemble ordcnne
de machlnes noté M, et d'un ensemble de palettes P..

On prodult un seul type de piéces. Chaque piéce doit passer sur chaque.
tU’ﬂDG dans. l’omrc de l'ensemble M. Le temps passé sur la machine m ¢ M
est note t et est supnose determmste et connu. )

o Chaque plece, transportee par’ la palette p ¢ P, termine est remplacée
immédiatement pa?r une plece d faire. Le nombre de piéces.dans.le Ssystéme "
‘reste donc égal & |P|, ol |P| désigne le nombre de palettes'.f '

" On.peut représenter symboliquement ce systéme par ume ligne de files
d'attente bo_uclée sur elle-méme ayant donc un nombre fini de clients |[P|.

ty m . Yt Y
FIFO " FIFO .. . FIFO

Le - taux de produc:tlon o, nombre de clients sortant par unité de ‘temps
de la machlne M , est une fonction du nombre de clients |P| dans le systéme. ‘

Si- chaqué file d'attente est vue comme un réservoir dont le .débit de
sortie est L , il est facile de se convaincre que les files d'attente autres -
que celle associée & la machine la(les) plus lente(s) vont se vider et qu'au

“bout d'un’certain temps, quelle que soit la condition initiale un régime
périodique va s’ établir correspondant 3 1'une des situations suivantes :

1) - la file d'attente devant la(les) machine(s) 1a(1es) plus lente(s)

n! est jamais vide et le taux de production est Min -1—__
meM m



2) - 11 n' y a pas d'attente dans le systeme et le temps total passe par une

pi&ce dans le systeme est J

meM m

Au §4 -ce resultat sera s entre autres denontre rlcoureusement Ce .
resultat b1en que tras 1ntu1t1f n'est pas si fac11e a demontrer P il sufflt
d'essayer pour s'en convalncre. . '

Le taux de productlon s' etabllt a sa valeur asymptothue, des que [P]
pleces sont sortles du systéme. Par contre,.le régime &tabli des stocks
peut &tre attelnt beaucoup plus tard en fonction de la repartltlon initiale
des piéces.

Pour ce régime établi, les inégalités suivantes sont vérifises :

@.1) Osusp =2 | vmewm;
- m t
m -
(2.2) Tz | t;
- meM

@2 jp| -
T désigne ici le temps passé par une pidce dans le systéme:":
- (2 1) exprime que le flot de sortie ne peut pas excéder le flot de chaque

machine.

- (2.2) exprime que le temps passé dans le systeme par chaque plece est supe-
Tieur a la somme des temps passes sur chacue machlne

- (2.3) est la formule de L1ttle qui exprime que si le temps moyven d'arrlvee
entre deux - pleces est l et aue le temps moyen passé dans le systeme est T
le nombre moyen de pleces dans le systéme est Tu.

Pour une . démonstration dans le cadre des problemes d'ordonnanceﬁent on
pourra consulter Conway, Maxwell, Miller [ {1 , Chap. 2] '



10-

Ic1 T et ¥ sont des mconnues On peut representer graphlquement (2 1)
(2. 2), (2.3) : . '

la (les) machlne la plus
lente est tOUJOUI‘S alimentée

Le point’A est le point correspondant au régime périodique stable du
systeme lorsqu il n'y a pas d'attente.

Le point B est le point d'&quilibre correspondant au régime périodique
stablé du systéme lorsque la machine la plus lente est toujours alimentée.

Pour ie modéle precedent on dispose donc d'une relation qu1 associe
~au nombre de palettes le tau.x de productlon ot

, M:Lnu si |p|_(Mmu)(z = p*
, ‘ A meM - - meM '
(2.4 u([?)) =Y |
| -’25? si |p| s P
‘meM m - '

Inversement, le nombre de charlots mimimm assurant le taux de pI'OdUC‘thn

maximm possible Min- M, est [(Mm ) ( Yot )] oﬁ [ 1 désigne la partie
: . meM meM
entlere en faisant 1'arrondi par valeur superleure

Le taux d'occupation des 'machin'es est obtenu en appliquant la formule de :
. Little a chaque machine en dehors de ‘la(les)machine(s) la(les) plus lente(s)

(2.5) Mty = N



a1

_ N de51gne le nombre moyen de p1eces la machlne m et C[U.l est egalement le ‘
taux d'occupatlon de 1a machlne m si m n' est pas la machme da plus lente

'pulsque ,c:e cas 11 y a au plus e plece dans. la. f11e et lorsqu il- y

a. une plece la machme est en act1v1te. Pour la machlne la plus lente, 11 g
faut con51derer les deux cas |P| P*, alors le:taux d‘occupa‘tlon est 1
et la longueur de’ la file d'attente est la partle entiére par defaut de N
|P] < P alors N domle par (2.5) donne Ie taux d‘occupatlon

‘ Dans la 11tterature sur 1es problemes d'ordoxmancement le pomt de. vue
exposé 1c1 (flowshop bouc.le sur lu1-meme) ne semble pas “avoir Eté étudié

“bien qu'il conduise i des résultats explicites smples dans le cas d'une -
ligne, et qu' 11 s etende au cas du Jobshop ‘comme on le verra aux chapltres -
suivants. ' ’

' Le pomt de vue.le plus proche estcelui adopte dans 1'étude des: flowshop
et: 'Jobshop, stathue par exemple- Conway—Ma.xwell-Mlller L 7 , Chap. 5, 6-. Si?halbﬁ:
également le travail de H1tz [ 8] qui force la périodicité du systéme en

~ faisant entrer ‘les pigces- de fagon perlodlque et qui étudie les proprletes
du régime &tabli. correspondant dinsi obtenu. Le travail (cf.. Raunamoorthy,
G.S. Ho [13]) sur 1es réseaux de Petrl est trés proche du point de vue

, developpe ici.

2.2 Mbdéle’probabilistet'f

On: cons:Ldere la llgne de files d'attente du. paragraphe précédent, On -
suppose. que’ les lois .de service sont exponentlelles de' paramétres (u ,meM) .
Cette hypothese est nécessaire dans le cadre de la théorie des flles
d'attente, pour “des dlSClpllneS de service du type FIFC, si 1'on _
veut dlsposer de formules exp11c1tes des vanables decrlvant les performances“ -
du systéme (taux de productlon, longueur des flles d'attente)

On est alors en mesure de calculer’ la loi de probablllte instantanée
a l'equlllbre de la longueur des files- d'attente

1 M n
2.6) n, esD_ye0.,01 =-_ Il t
() N P(1 m IMI) 'm-‘]"

n désigne le nombre de piéces dans  la file d'attente m ;



SR

K est une constante de nomallsatlon deflme de telle fagon que p SOlt
une loi de probablllte c.a. d "

(2.7 K(IP1, M) . .
..(' ) ( M) = nelV(]P1 IMI) m—1 ‘n

avec n EN(IPI,‘””}@-H = (HT”","nIMI) telque nl];]lnm '—‘ IPI

X _sétisfa.it la -rel-ati'on de récurréncé :
K(X,}’) t, K(X‘ ’Y) + K(x:)"1)
(2.8) Kx,0) =0

K(0,y)-

1
Le taix: de production a pour valeur
(2.9). . '_1_"]p(n 40)
g M
M M

P désigne ici la probabilité définie par (2.6). Or

(2.10) S I - M
. ‘ ]P(nlMl = O) - K( P R M) 2 . m_I_:[1 tmm
~ nel(|R] 5 M-1)
_K(PL M = 1)
K2, M)
Le: taux de prédut‘tion vaut dohc :
| el - L e KCPLIM] - 1)
2.11 s —
@R T O X, Y 3

On obtient une autre formule pour le tawx de production :

: ot ieiye KOPL = 1L IMD)
BRCHES I TR JKJ([P,,-,MD .

- En effet, on a :

- (2.13) W= ; (n) IT(TT’TTWT Y I_I 'tmm
| new (IP] 1M l Mt ‘ =1

A DE"’(lDI 1,1M1)
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‘-}

o ‘( 8) ~ (2 11) donnent donc un moyen de calculer la relatlon qul au nombre de-v";‘_‘f-'

 ¢hariots associe: le taux de productlon. Cette fonnule est exacte si les: 1015

de. serv1ce sont exponentlelles et est 3 comparer 1a formule (2 4) aui est
exacte si 1es temps de productlon sont detemlnlstes.

L_ors'que |P] Ao ;- on pourr'eit. montrer que

. KUPLIMD
(2.14) : supt
_ K(I1P|-1, ml)/ ‘meM

ce qui correspond au fiot obtenu lorsque' la machine la plus lente est saturfe.. .

- P

Pour plus de detalls et 1'étude de situations plus generales (reseau
general multlserveur) on pourra se reporter a4 Secco-Suardo [15] .

Ce résultat: 'asymptotique obtenu par les files d'attente coincide done

L avec le résultat déterministe coxrespondant Malheureusement en dehors

d'une asymptote commme les relations [P] U obtenues. par les deux

approches peuvent étre trés dlfferentes.

hES

Par exemple, con51derons le cas t —1 Vi ¢ M qul est la 51tuat10n
idéale dans laquelle on almeralt se trouver lorsqu on: g&ré un Systéme de-
production (utlllsatlon complete de toutes les machines). Il -est alors

' fac:11e de calculer k(|P|,|M]). - - !

Ml AN

10 | 1 10 55
3 ]J1 8 45 : '
8 11 8 38 : K(IPl, IM])

711 7 28 ‘ )

6 |1 6 21 56 126 , L

5 11 -5 15 35 70 128
s 11 4 10 20 35 56 79 : ,
3 {1 3 6 107 15 21 28 36 45 55 g6
2 1 2 374 5 6 7 8 9 10 11
I S R 11 11 1 1
0 o706 0 0 0 6 0 0 0 o0 o0

o - , ' > |P|
0 1 2 2 oy 5 6 7 8 9 10
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' En-faif,.on a:

v

(2.15) K(IPI Mp- C=§=+IM| 1 |

c.a.d. le nombre de p0551b111tes de mettre |P| p1eces 1dent1ques sur [M|
‘mach1nes dlfferentes.

Sur la diagonale [P| = M| la formule (2. 4) donne =1 quél’que soit M|
la formule (2 11), ou (2. 13) donne :

=1l br 2 |3 e s | -

(R R P A S - - R

_ stochasthue : o

CudR) NN R O S T A T S S i
déterministe R g ‘ : 4 .

Malgre les dlfferences notables que l'on obtient sur cet exemple, on
peut 11re assez souvent que 1'approche file d'attente donne de bons résultats
'surtout en ce qui .concerne l'evaluatlon des  taux de productlon En fait, on
peut con1ecturer aue pour un réseau quelconoue dés que 1" on est dans une situa-
" tion ol il y' a p1u51eurs machines presaue menantes les résultats deviennent
_mauvals lorsque IPI est de 1° ordre de’ Ih].

D‘autres approches sont utlllsees pour ‘étudier le cas probablllste

"Ogg;gg;gggl_éggly§}§” p.J. Dennlng—J P. Buzen [3 ) appliqué dans les systémes
de productlon par Suri [17] . Cette approche peut &tre considérée comme une
version empirique des resultats expliqués dans ce paragraphe, c.a. d. sur une
simulation & partir d'estimateurs des variables apparaissant dans les formules
précédentes, on en déduit d‘autfes variables en utilisant la formule de Little

et des formules valides lorsqu'une formule du type (2.6) est vraie. En fait, on
vérifie expérimentalement par cette approche si les formules obtenues par la
‘3_methode precedente sont correctes ou non, ceci sans faire d! hypotheses du type
101 de service exponentielle. Il est b1en évident qu'avec un tel point de vue

on n'obtient pas de formules nouvelles



' "Quand une plece arrive dans une flle, 1a d15p031t10n des autres pleces
-dans le systeme est distribuée selon la’ 101 d'équilibre que 1' on aurait
‘obtenue en falsant comme si. elles etalent seules dans le_ systeme"

Sur notre exemple on en dédﬁit_nl’a reiétidh'fbndalﬁéﬁtale» :
'(2'.16')_ ‘ T.m‘(|P.‘D =’»tm._‘[1_ + (|P| - 1D
“'oﬁ -4 't_'--(;]P-']j ,'dés’_igfié le ‘temps’ moyen d‘attente‘et de séjo‘tir ila iriac'hine m-

- n C]P|) le nombre moyen de pleces en attente devant la. machlne m
' _lorsqu 11 y-.a {P] pleces dans le Svstéme.

De plus la formule de thtle annllquee resp. au systeme complet et
..a la machlne m nous donhe '

- (2.17) u(IPl) IPJ/ZT(IPI)
(2:18) ﬁmupl)' = u(IP) 5 (IPD

: (2 16) - a (2. 18) permettent alors de calculer par recurrence 1e tau.x de
productlon u(]Pi) '
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N FaISODS 1& calaul _pm‘h_j.uzlipaJ._-eﬁte's"j 2 machines, t=1 Vm'e M.

‘resuINtat dedult de. (2. 4)
(51tuat10n determlnlste)
% :'P‘]A 0 ’ ) 2 /_ ,
" o | F | 1
ﬁz " A % 1 | _1.:_
T 0 1 g 1
) 0 L ? % | 1
u 0 % .32. :

- Les resultats sont b1en ev1demment les mémes que ceux déduits de (2 6)
et conduisent donc 3 la méme erreur 33 § % par rapport 2 la situation
déterministe.

~ En ton;lusi'onl, dans la mesure od le systéme réel est plus proche du -
modale déterministe il semble utile de généraliser les résultats du type (2.4)
a.des situations ol il a plusieurs types de piéces qui cheminent.de fagon
generale dahs le systeme, -c' est- le but des chapltres ‘suivants.



;111. NODELTSATION DU /i/ JOBSHOP BOIE
DIOIDE (R, MAX +).;;'“

':s;z bé;&éaaae‘?ze;”ﬁdx,'+);

_ L'etude de 1'ex1stence de reglme pe:r1 odlaue Justlflant les résultats”
“.du paragraphe precedent ainsi que leurs extensmns se ramene a la recherche_{‘ _
de c1rcu1t de p01ds moyen maxmum dans un graphe L'algébte des chemins de-.-~
veloppe par Gondran—Mlnou.x [5] se révele stre 1'outil’ le plus ag‘reable pour-
cette étudesc'est 1' algebre du dioide (IR, max, +). Clest & dlre que l'on '

considére IR . {—oo} mmi de deux lois de con1p051t10ns internes:max que 1'on -

notera © et + que 1'on notera *. Cette structure algébrique-est un d101de
- ® est commutative, associative, posséde un element neutre’ -w, noté e.

* est un groupe et est- dlstrlbutlf ‘par rapport 4 .@ , son element neutre 0

sera noté e pour éviter les amblgultes de la notatlon"nmltlpllcatlve de

. 1'addition. "
Dans cette algsbre, @ n 'est pas 1nver51b1e et’ donc n'est pas s:l.mnllflable

c.a.d que l'egallte

par __.cc‘untre on a a .'_€é b=asiazb ouplus g‘éné'ra.l.e'me‘nt a ® b=aocub.
L"_é‘c.-‘{uatvion générale du premier degré s'gcrit :
'_a-f;kxe b = e' * X @ b'.
Elle. a une solut_i}'on_wlique si:

: . b' ~ . 2 - ] .«
a >a' et b'>b alors x = = (o — désigne la soustraction
ordinaire) ; '
ou si

-a' >aetb >b' alors x b
a' ?
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. . . . . ' - C ]
dans 1e cas a = a' elle a une 1nf1_n1te de solutlons X 2 b—e-—}i— _dgng le

: cas b b',"x' a—E—-—aT ; dans les autres cas elle. n'en a pas
Une fagon- simple de faire les calculs est ar 'introduire la notation o
@lors @ © b =c¢ 51gn1f1e a = bet 4" utlllser a ©® b=asia>b: par
_ exemple soit a resoudre A
3¥xx ® 2=2x'x @ 4

.(3.@.2)x=4@2 »
4

© Eri'utilisant 2 © 2—3 4 @ 2=2onaix=4¢, X = — = T par &
finition de 1la Cl‘lVlSlOl‘l, mvnrse de =, - donc 1la soustraction oui est bien 1'uni-

que solutlon de Max (3-+ x, 2) = anx(z + X, 4).

On deflnlt des matrlces auxquelles on apphque le calcul matriciel
habltuel si A et B sont deux matrlc:es dont 1les elements ‘appartiennent Ru {-=},
la matrice C. = AsB est defmle par : ' "

(3.1) @ alk*bk M (ag tByg) a
A la -matrlce' (n, n) A on associe le graphe G = (E, V) de sommets

E = {_1, 2,..., n),d'arcs v d' orlglne 1 et d'extrémités j 51 a; # e, dé poids
i3 '»
 Alors si 1'on désigne par AK = AxAx %A K f01s 1'é1ément A]i(. a pour
- valeur le chemin de longueur maximum JOlngaIlt i3 j constitué de KJ'arcs ad-
‘jacents du‘ graphe .G. ‘ : oo

Gondran et Minoux [6] ont montré 1'ex1stence de valeur propre ,vecteurs
propres,determmant dependance llnealre,polynome caracterlstlaue “Le lien en-

tre ces diverses noticns n'est pas toujours 1é méme au'en algébre ordlnalre

Les calculs se font comme dans 1'algébre ordinaire moyennant les régles de sim-
plification de 1'addition expliquées plusfaut ou bien comme indiqué dans

Gondran-Minoux £ 6]. Par exemple, calculons le polyn&ne caractéristique de”

“fa ¢
(3.2) - A= '[d b]

(3.3) det (A © 1) =
(3'-4) | (@ e ) b e N e dd-=

| (3.5) }\2 ® ab=2(a & b) ® cd
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* dont ‘les -sé_:_tiit’io'ns‘; sent. :

G - e é-"e’b"

et
- (3.7) X o= —Lb—— Mm (a b) si ab > cd
N a @ b
(—3‘.'8‘) X s -—ab__ o siab = cd
“ a ® b - ‘
/_b_ 51gn1f1e dans 1' algebre ordmalre I On vemflera directement
2

s ces fomrules Elles sont obtenues fac11ement en exprlmant de chaque cOté de
l'egallte a @ b = a ot b. '

- On Ir.emarq.u'e que
A=/d @ a © b est valeur propre, - -
en effet il eJAc_isteA une solution &
l’a SES X"
3 (/? e a '® b)
l_d‘ b y:. _ , ‘y.

La solutlon donne le vecteur propre (x, y)

'(3.9)} _g - 51/c_d' | Q a ® b= ‘a‘
% sivcd ® a ® b=b
F-V_@s‘i@@a@b=@
d b = o i | -
70 E Sl1ved ® a @ b=a=b5>Ycd (2 vecteurs ‘propres)
(3.10) A ='aa€bB 5 n est pas valeur propre en général il n'existe pas de

vecteur propre associé.
" La valeur propre

(3.11) A=/d ® a © b , .
.S 1nterprete comme le poids moyen maximum des circuits du graphe Ici le gra-

phe G assoc1e a4 la matrice [a €| peut etre représenté par
A 14 b



'Dansfl‘aigébfe'ordihéire_i -=;Max (a, b c* d) est. b1en le resultat

souhaité.

3.8 Le fZawshop boucle dans Ze cas ou le nambre de: paZettes est égaZ

_au. ‘nombre. d’elements du schema;perzoazaue de la &équence -

d'entrée des piéces.

~ On- etudle un. ateller flex1ble campose d un ensemble de machines M de- _
- vant produlre des piéces dont le type appartlent 1‘ensemble J. " On astre1ntf7
i'atelier <& produ1re ~ les dlfferentes pieces nroportlonnellement a2 un vec-:.
teur dormé a1 avance que 1l'on appelleraxatlosde productlon Cette contraln-:
 te sera respectee en 1ntrodulsant un: ordre 4! entree des pleces, perlodlque de'5w
facon qu'ad la fin de chaque schéma perlodlque appelé 1 1é ratio de. productlon 1
désiré soit respecte exactement. Par exemple supposons que l'on ait 3 types

de pidces 3 produire proportlonnellement (1, 2, 3). Lasequen;e d'entrée des

pidces aura une période de.6, IT] =6, eton pourra,prehdre 1' ordonnancement
(3.12) 122333 122 333
' I I o1

les nunéros dans (3.12) désicnant les tyres de-piéCes;»Un»autre Urdonnancemént‘
auralt pu etre : o o ' |
122 233 1 23 233
I I
Dans ce paragraphe on se place dans la s1tuat10n la plus 51mple ioon

suppose .

- que 1'on dispose d'un nombre de palettes |P1 = I,

- que chaque chariot est affécté i ume ‘piéce de la Séquence d' en-'
trée (dans 1'exemple précédent les pisces d'une méme période
seront dlstlnguees 1, 2, 3, 4, 5, 6 les chariots seront.numerg-v

- tés 1, 2, 3, 4, 5, 6 le chariot 1 portera tbujours uné‘piéce'1,

.., le chariot 6 portera toujours la pidce 6),



alors notes t ,m eM, ice I

On deflnlt alors un triplet de matrlces (A B C) que 1l'on. assoc1era U
a un g-raphe du - type potentlel tache B. Roy 14] Irrultl-entrees multl -sorties.

- 'A est la rnat"r'iée carr‘ée-‘d'érdré [Ml I[P

13 [t si@,i = e, 8)
, ‘ m,i
‘ - B W mst;élMlleI
Afrioi) | (m.’i.) - tm,l sio@m,i = “m, i+1)
‘ . ' meM 17‘]IlleI

e allleurs

i - B est e matrlce rectangulalre (IMI+]11, IM] 1I}) obtenu par |
concatenatlon ‘des lignes des deux matrlces ZBM et BI ou BM est rectangulalre
(IMI, IM] 11I}) et p! rectangulalre (]I], M} ]I])

(3-’14)‘ le sim'=m meM; i' =1 ;
S .BM' . ) | _
m; (m', i') "~ o
o sinon
(:?'_15)‘ I e sii=131"'y 1el;m=13;
A Bl

i; @', i")
£ .. Ssinon’

- C une matrice. rectangulalre (IMI }I], lMl+|I|) obtenu par con-

: ‘catenatlon de’ la matrice CM rec:tangulalre (]Ml III IM|)- et la matrice- CI
rectangulaire (|M| |11, |I}) définies par |
(3. 16 ' | : : .
( ). C‘M . _ {tm sim'=m,meM;i= I} ;
= L. 1 =
(m’:l)' > M € sinon

(3.17) .

ol ot sii'=1i,iel ;m= M
“(m, 1) : ‘ |
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'Exgggle ‘ Con51derons un systeme a tr01s pleces deux machlnes ervec des: ratlos--

- 1/3, 1/3 1/3 respecter et dés temps d'u51nage
T2 3 yal
t= )
L5 6 7
A,ce:systéme de production on associe le graphe dont les noeuds‘repfééentent
“les tachés et les arBtes les contraintes d'ordre 3 respecter entre les tiches
.avec des poids égaux aux temps de la tiche de 1'origine de 1'arc. Les entrées
“sont 1nd1quees par des fléches p01nt111ees rentrantes dans le graphe,les sor-

ties par des flaches p01nt111ees sortantes. On a alors sur l‘exenple le gra-
phe potentiel-tdche suivant : ' '

' palettes o
Y. Y Y
Sy 2 P03
, i
-Q').- > +— ’7—__{»—-Z> - -
machines’
2 3 4
Y - R 2 1 4
0 5 6 7
- -> - > ‘,\ _-.> - —
i | |
l5 '6 n?
v v. UV
I | '
e 2 12 e €] . e mli =1y
e & 3 }. e 3 ¢ € Loe eli =’2} m
A= NSO -JRNNLJU -SO0 -0 2 RS RS L4 eli=3
e e e ! e 5 ¢ 5 e e ! e eli=1
e e e !l e e 6 e 6 e ! ¢ i=2
e € e ! e g ¢ e ¢ 7.1 e 7}11=23
M
e ¢ g |
e e ¢ | e BI
B = E.__E__g_..l _________
e e ¢ ! g g &
e e & | e ¢ BM



'-- xle Vecteur IM] iIl des debuts des tachns aa plus 0t v
' artlr desquels les

_' - u- 1e vecteur ]M]+]Il 1nd1quant les . temps
3 trav: ﬂler ‘Lresp.les palettes sont o

machlnes peuvent conmencer

dlsponlbles] e . o . :
Ty le Vecteur lM]+II| mdlquan .','les msta.nts oﬁ les mac:hlnes
[resp Jdes. palettesJ sont libérées au plus tét. '

On a alors les relatlons llant les’ Vecteurs (u, X5 y), au sens de: 1'a1-~A

: _'-gebre di dioide. (]R max, +)

(3.18) (x=xA ® uB

.Les relations (3.18) expriment aue le plus petit instant x(m, i) of la ~
“téche «(m, 1) peut commencer ‘est1é¢ maximum du tenps de 11berat10n des taches -
o precedentes de 1a machme et de la palette correspondante )

Théoféme

u Btant donné I x, 'y. unique solution de (3. 18).

Démonstration

A 8tant strictement sur_dlagonal ou le graphe correspondant G etant

IMI I _

sans c1rcu1t A £ o € désigne 1a matrice . carre d'ordre lI ] ]MI dont

tous les elements sont €. Alors

x = ,n _ I+ M|

(19 AT =% & At

n:

on vérifie alors suivant Gondran-Minoux [5]‘que’
(2.20) X =uBA*

~ est solutions

S,‘_il:existe_ X solutib:i de (3.18) alors
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.~x_=x.A$uB (eruB)AequAeu(BAeaB)_ |
e ° uB) Az @ uGA ©. B) xA§ o u@® ® BA © B)
En utlllsant alors 1e falt que A]Il 6 et la deflnltlon de A , on

en dedult que :

.

L '(3:-21)". - ox = uBA
d'od 1'unicité.
" on pei‘.lt,défiriir un. probiéme' dual, notons .

- q le vecteur IM| III des debuts des taches au plus tard changesde ’
51gne 5 :

- v le vecteur IM|+]1| mdlquant les temps a partlr desquels les
machines [resp. les palettes] dévront etre 1ibérés une fois le .
travall achevé, chang% -de signe _

-z le vecteur lMI+|Il mdlqua:nt les 1nstants au plus ‘tard changes
de signe auxquels il faut- démarrer les machines [resp.disposer
des palettes] pour que le travail soit terminé 2 temps |

On a alors les relations lla.nt les vecteurs (v, q, z) aus ens de 1’ al-
‘-oebre de dioide (R, max, +) ‘ ‘

1]

qg=Aq © Cv

(z22)

N,.
"

qu-

L'ex1stence et l'UIllCIte de (3. 22) se démontre de la méme fagon que pré-

cedemment Et on obtlent de méme la relatlon entrée sortle :
(G ‘zis)_ z = BA'cv.

On peut maintenant reboucler le systéme,c.a.d enchainer les tiches
associées i une période dé la séquence d'entrée avec les tdches de la pé-
Tiode sulvante L‘1nd1ce n sera affecté au numéro de la période de la se—

quence d'entree Pour cela on con51dere la matrice carré X d'ordre

lIl+|M| liant la sortie y ‘et 1'entrée ™1 parb

324y W™ o gny



| 1Ma1s elle pourralt representer un retard 1mpose dans 1 enchalnenmant de la reu--

ﬂtlllsatlon d’une palette ou d'une machlne qu1 par exemple ne deterlore p
1es performances du systeme '

. On obtlent donc' 1e systeme récurrent donnant les dates de sortie : au
plus tdt du systéme de productlon boucle ‘

B2y -y y?~KBAfc'”' y°: dormé «
L‘étude'aSymptdtique.dev(25) revient 3 étudier la valeur et le vecteur
‘propre de KBA*C au'sens de l‘algébre du dioide (R, max,. V+) Elle sera faite au
chapitre sulvant Avant cela nous allons montrer comment cette approche se
generallse R

3.3 Généfdz£3ation.du:eriPZet‘A, B, ¢ %

On peut généraliser 1'approche précédente & un graphe potentiel tache
B. Roy [¥] général. "

Pour cela notons :
s

- M la liste de tous les types de'machines q' désigne 1le nombre de
machines de type m dont on dlspose, m e M

- J la liste des types de piéces.

- 1 un mot constitué de lettres appartenant adJd decrlvant la sé-
quence d'entrée des piéces. k de51gnera le nombre de p1eces de
type 1 dans I, Py " le nombre de palettes de type i dont on dlspose.'

= a; un mot constltue de. lettres appartenant. 3 R representera la.-
.gamme associée 2 la’ piéce i. la phrase f = {a yeoes al [} Tepré-
sente alors 1'ensemble des gammes. On lui assoc1e un.mot M repré-
sentant la suite minimum d'opérations 3 considérer pour avoir ume
représentadtion linéaire des gammes. M sera le mot constitué des

lettres m de M, chacune‘répétﬁe k fois ol k= Max{nombre de fois
ol m apparalt dans oy } 1'ordre etant sans 1mporta%ce M sera ap—
s pelee sequence de base sur les opérations.
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. " Une’ operatlon phy51que est. alors completement caracterlsee par le Couple
- (m, i) e M x I.lne deusmnd'ordonnancement consiste 3 se: donner une ‘phrase
o= Byseees 8 g Ml}’ ol les B, sont des mots _constitués de lettres de’ J dont

l'ordre dans le mot 1nd1que 1 ordre de passage des p1eces sur la machme m.
| Pour que l'operataon pulsse e’cre effectuee il faut qu'un certain nombre de
conditions lies entre elles par des et 1og1que" soient satlsfaltes Par
' exemple pour que l'operatmn (m, 1) pulsse 8tre effectude il faut que les

operatlons

= (m', i) disponibilité de la pidce i, o m est la lettre qui-pré-
© c3dem dans o |
- (m i ) dlsponlblllte d'une machine de type m, ol i' est la lettre
qui précéde i dans B '
- (', i dlSpOIlIblllte de la plece 1"

501ent termlnees dans le cas de I° assemblage de 1a pidce i avec la piéce 1"

sur la machme m.

A chacune de ces conditions on affecte un arc dans un.graphe de sommets

inclus dans M x I. Par exemple dans 1'exemple precedent on aura

(m, i)

H . lf)

(m, 1)~

A chaque' arc on affecte un: poids somme de deux temps : le temps de 1’ cpe-'
_ratlon associée 3 1 orlglne de 1'arc et un autre temps pouvant avoir 1' in-
terpretatlon d'un temps de transport oir d'un temps de changement d'outils ou

de chargement etc..

La matrlce A sera alors associée au graphe GA) = (X(A), V(A)) décrit _

' «c1—dessus ou X de51gne les sommets \% les' arcs de G.

On deflnlt alors 1la matrice d'entrée B comme matrice d'un graphe bi-
parti d'origine dans MUI et d'extrémité dans X(A). L'élément Via de V(B)
1e I,ae X(A), represente l'arc joignant i 3'a = (m,i) ol m est la. premiére

lettre de X5e .
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' De meme de V(B), mwe M a € X(A), represente 1"arc Jo:Lgnant m 3 S
_ (m 1) ott 1 est 1a premlere lettre de e.m Les p01ds des arcs de V(B) sont
nuls.v. : A

On définit de fagon duale la matnce C comme matrlce d'un graphe b1.-part1
- :d'orlgme da.ns X(A) et d'extremlte MUI V' i a e X(A), iel represente
o 1'arc’ JOlgnant a= (m,l)aloﬁm est la dernlere lettre de G (et symetrlquement
R pour V Ces arcs ‘auront, des p01ds ayant meme mter'pretatlon que ceux des
. ares de A. : '

v

3.4 Généé&lié&tioﬁ du rébouc,lage' X

Pour chaque type de palettés et de machines on fait les divisions |

n. k +r O<r < k., 1e7TI
i i

~
(93]
)
P
p— .
o]
1}

_('3.27..) | qm= ko Tos .o < #m<.“km_,, me M

' 'qui .définissent de facon unique les doublets (nl’ ) ri-) et (n , rm)' .

’

. 801t ied et 5011: m; la dernigre lettre.de. oy Notons (11 5 eees 1k )
1 ensemble des piéces de ‘cype i, dans 1'ordre :Lndu1t par le mot B On--i
1

définit les- matrlces ki et i carrées d'ordre |M| + III par
(i 2 %e sij=i, , j-_'-="12'+ri et 2+ 7T < ki
. N | 0
. JJ ! e Sinm " )
V3,7 eM ol ' |
.‘ K - 3651 _j=i£- , 'jv=i.q-et q= ,Q,-_-'ﬂ*',.'ri mod. ki avec: I N .
. S5 N L . .. .
) £ sinori.

Mutatls mutandls on defmlt les matrice K et ™ , M€ M en &changeant les’
roles des 1nd1ces i‘et m et des mots oy et B o '
: y m” ,
On effectue alors le rebouclage 1nd1quant l'lnstant ot les palettes et

' machlnes des divers types sont dlsponlbles ’ o

7 n . n-n “n_-1 _ ‘ n-n, .. n’-n~-- '
~(¢.28)‘ u'n =1y m Km ® y ’m‘ : Km) © 1 (y i K-.l e + 1 1 Kl)
: ‘me M e ed o : .
Ce qui conduit 3 1'étude du :ysteme recurrent :
‘ n-n n-n -1 .
. ) m - . . A .
=2 v TEey T oe: v ‘e y ' gl

y,n



"'1_ter le cas. du

..Jobshop, des ordonancements generaux, des operatlons d'assemblage et de decou—
page des. temps de transport et de changements d out115,qu1 tient compte’ du faltf
'.que p1u51eurs p1eces du neme type peuvent - apparaltre dans '1a sequence de base

' ~d‘entree des pleces et que p1u51eurs machlnes de meme ‘type sont utlllsees.

Remargie

On remarque que l on auralt pu formuler ce probleme en terme de réseau
de Petri: temporel et que les jetons correspondralent alors aux palettes et aux
machlnes Inversement les ‘résultats demuntres au chapltre sulvant sont valables
pour un reseau de Petri- des aue le graphe obtenu - a partlr ‘du reseau de Petri, '
en coupant les ‘arcs ol i1y a un Jeton est sans c1rcu1t

3. 5 Enonces znformels de. resultats utﬂ,les pour. Zes systemes de pr'oduc—

. tion démontres dans Ze paragraphe suwant

Les terps ae sortie au plus t0t des pisces de 1! ateller sont donnes :
dans le cas le- plus general par une formule du.type(SZQ)que nous ecrlvons

(2.31) Yyt oy

‘3

avec.
(3.32) 0 YR, T D

N:retard maximum apparaissant dans (3.29)

(3.33).  H= |4




: statl onnalre a'(

f

La reponse est negatlve du :Ealt de 1a presenc:e de’ boucle de p01ds p051
) t1f dans H. TDar contre il ex1ste A et Y tels que : ’ ‘

; Y est un Vecteur propre de H assoc1e ala Valeur propre A au sens de
SO l'algebre du lelde Dans le.cas c0n51dere 1c1 0l le graphe assoc1e la ma- o
trice H note G(H) une seule composante connexe; est def1n1 de fac;on muque
et s 1nterprete c:omme 1le p01ds du c1rcu1t de p01ds moyen maxmum Appe’lons Y
un circuit de G(H) W(y) son poids’ (somme des p01ds des arcs du c1rcu1t) et

n(y) .1le nombre d'arcs du circuit ‘alors on a :

@37) CoaE L Wl )‘/ n(” (notation du dicide)
_veG(H) : : '
CE38) = Max MG (notaftion_ habituelle).

veGH) n(y)

Sl 1'on. de51gne par v le c1rcu1t de p01ds moyen maximum Supposé uni-
que dans ce paragraphe d = n(y ) son. nombre d’ arcs (le cas général, non unl- -
- cité de Y , sera completement resolu), n(y )A est la période du systéme et 1e
taux de production d'une- plece quelconque de la séquence d'entree est -;\— B
Y est défini 3 une constante additive pres. 51 1'on fixe cette constante de fa-
con. 4 ce que Y "soit nul pour i un evenement g.c.q. du-circuit critioue,

-YJ,J # iys mterprete comme 1'instant au plus t&t auquel pourra avoir lieu

'l’evenement j-en regme perlodlque pour 1l'origine des temps considéré.

 De méme le systéme propre adjoint admet une solution

uZ = HZ

~
(93}
Lq .
w

f N—
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_ Le c1rcu1t crlthue,sous 1 hypothese d 1m1C1te,est le meme et Z est
def1n1 a une constante addltlve pres et en ch01551ssant un evenement du cir-
" quit cr1t1que pour onglne par. exemple 4. defml precedemment ZJ cha.nge de -
'~51gne s 1nterprete ‘comme la. date au - plus tard laquelle peut avoir 11eu 1'e-- ‘

venement J, en reglme penodlque, 51 l'on ne veut pas perturber ce. dermer.

Une f01s caracterlse le: reglme perlodlque la questlon naturelle qu1
se pose est la stablllte de ce regme Le resultat suivafit prec1se ‘cette sta-"-
111te ' '

3-?40) VY, E T VmaT YH = v g

Des contre-exemples. simples montrent qué en g‘éﬁéral T peiit &tre grand et
- n'est pas 11e au nombre de sommets du graphe entree-sortle mals semble plu-
- tot 1ié 2 la’ deux1eme solution du polynome caracterlsthue de la. matrlce H

~ lorsqu' elle -existe, ce qui correspond o 1ntu1t10n des systemes llnealres '
| c1a551ques Ce résultat général peut étre prec1se par la ‘remarque sulvante: :
en. un evenement du cycle critique,(3.40) est vérifié avec T plus petit que
'l'ordre de la matrice H. ‘ -

Dans le cas general ot il n' y a pas unicité du c1rcu1t crlthue les
resultats sont egalement donnés. La deflnltlon de d devient alors plus com- -
pllquee. '

‘ Lorsqu on augmente 1e nombre de palettes dans 1le: systeme,la matrice
. H grandit- et H Prend la forme




ts 4 "cause’ des réboucl

cu1t assoc:le au rebouclage d'une machlne donc ai c1rcu1t assoc1e la satura-

thIl des. machlnes du.- type le: plus lent Ce - C{Ul montre que CLuels ‘que so:Lent o
i8s ordonna.ncements des té’ihes sur les machmes 11 exlste un nombre Fini de

ass“_ ant 1a saturatlon des machlnes du type 1e plus lent l‘opt:musa-'
. satlon des ordonnancements des tiches ne servant qu'a d:um.nuer ce nombre de
palettes a partir duquel 1es machines du type le plls lent sont saturees.

Enfln la detemlnatlon de la perlode et d'un c:chult critique se fait
ipar un algorlthme de Kaxp en o) (fm) m de51gne le nombre d'arcs du g-raphe de H -
et'n son. nombre de sommets Cét algorlthme raméne le probleme dla recherche
du chem:m le plus long d'un scmmet quelconque a tous les autres en n arcs.

Dans le paragraphe sulvant les resultats énoncés sont prec1ses et dé-
montrés dans un- systeme de notatlons spec1f1que>

i
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4.0 ‘Ih‘ty'%bduet'i'én et 'R'app‘e'zsf de n_otatji‘o.ﬂ's: y |

Les resultats du n® 4.1 sont empruntes aGondra.n et M:Lnoux E’S “6]1

Au n° 4.2, nous précisons la structure du'moduloide des Vecteurs propres
1 1ntroduct10n du sous—graphe critique. -

L'etude de. la CYCllClte (m°® 4.3) semble orlglnale et se trouve 3 la base
du comportement ”perlodlque" des systemes recurrents llnearres (n 4 5)

: Dans ce pardgraphe ‘nous n utlllserons Jamals la: multxpllcatlon ord1na1re'"

: @-1'exception de calculs sur des indices ou exposants’ qui ob€iront 3 .1'arithmé-
thue ordinaire. On peut donc deflnlr sans trop d'ambiguité sur RU {- © } les

operatlons y . , :

A _
X *y = max (x,y)
z Xi . max X,
i * it

€ = -
Xy =Xx+y

n
X = X
-n .

X = - X
an '=" —]l—x

e =0.

Sur l'ensemble des matfices (de- dimensions appropriées)

1] 1]
'(AB)ij'- _ = I Alk K3 =’ max (A Bk )
: k k
Q i
I = \\\ €
e A



"f -';Péﬁr*AgmatfiCQEdéffée dV§r'-efN, U3 1le graphe orienté

| X
4ssocif 3 A; o a D

X

e

Pour tout chemin £ = {(iy,i,) ....... Gyeqr 3071
© on définit 1le poids, Ce SR
WY SAT L A A
. - 1315 . 1p \13 B lk'-'.'i.-lk .

ét la longueur n(g)_=,nombre d'arcs de ce chemin = kfl;

o Un vecteﬁr3y # € est un vecteur propre-(é‘gauche)'de la matrice A, s'il existe -
-~ un réel ‘) appelé valeur propre tel .que L :

‘Y_A ,% Xy,

Si 3 est valeur propre de A, on notera ¢ (\;A) le moduloide des vecteurs
propres associés a4 \ .. - o SRR ‘ S ‘

- la matrice A est dite irréductible si le graphe G(A) ne posséde qu’une compos-
- sante fortément connexe. Dans toute la suite nous supposerons A irréductible et ‘le
p.g.c.d. de la longueur des circuits de G(A) égal & 1 de telle sorte que toutes les
- puilssances AM seront elles mémes. irréductibles. - - :

4.1 Valeur propre.

Lemme'4.1i - Soit y une vecteur prbpré de” A pour la valeur propre,x ; alors :
A >e, etV i yi>e.

Démonstration.

J

_S; A = e. opva %yiAij=F pourvtoutvj, et donc yi-Ai' = ¢ p9ur tqut iet Fqgt j.
Soit 1 tel-que y. # e (i existe &tant domné que y # ¢ ). I1 faut donc que

’Aij = g pour tout j ; ce. qui est contraire & 1'irréductibilité de A.
Soit X, = {i:y,

L =elet X, = X=X, . Pour X; # ® on définit la partition :

A A A
A

X, {

A o L
‘ Y= lyy) = (e lyy)
L Ay ! 2 o -



,. (41) N = z w (y)

3

5
ko

La relatlon yA A y entrame, y A =¢. Mals }'2 7‘ € entrame comme préce- ' ‘-
demment A4 = e ce qu1 contredlt l‘1rreductib111te de A o S :

: Introdulsons malntenant la quantlte A egale au Emds moyen maxumm des cir-
L.cuits de G(A) oA peut s' écrire : A

1/n‘r(Y) A
z |

od n(y) est 1a longueur du c»irc:uii y de G(A). - |

| Rappelons que gtant donne une matrlc:e carree A on def1n1t 1orsqu elles exis-
. tent, les matrlces A et A"-par :

+ 2

A = A+ A"+ ...+ An +e..
DAY = T+ A+ AR AN

. Dlaprés [ g 57]., ch. 3 § 2.3, theor. 1, une cond1t1on nécessaire et suffisante
pour que A% et A* existent, est que A ait tous ses circuits de poids 1nfer1eur ou -
_-egal d e. Dans ces condltlons, :

A = A+ A+ AT N dimension de AL

I .. .. .
A iy s'interpréte comme le poids maximum des Chemins joignant i 3 j.

A"

Par ailleurs, il est clair que

A .. = A".. si i

L (4.2) = 1] ) 7 3
. A+ - _ . A* - 5' v 1 . . A+ - e
T A si et sgu ement si A';; = e,

Lemme 4.2 - Soit A donné'par (4.1) et notonsﬂ.Ax 1a matrice A~ A.

. Alors A+>\”h (respectivement A*A ) existe.

Démonstration.

Soit A un circuit de A ;.11 est de poids A o). w(y) ol W y) est le p01ds de
. e méme circuit dans G(A) ei\: n(y) sa longueur. Mais par defmltlon de Al A

w ) 1/n(Y)

D'od w(Y)_S Xn‘(‘Y) et )'\-n(y) wfy) < e o N



A

. _‘T’héqféﬁr@é{ 403 -.~_';-:i;f -_‘d-éln_njé: par(41 ) ',.gréfit' ‘T'unique valeur propre. de ‘A, -

Démonstration. Vérifieons tout d'abord que\ est bien valetr' pro.p‘re.:' de A..

.

, ?"POufﬁcela;soi£;V ‘ un c1rcu1t de G(A) de poxds moyen'max1mum.ADonc,.

‘ Par allleurs a’ apres 1é. lemme 4. 2, (AA%. H#i.{”

Par contre si on- ch01s1t 1 € Y ,'on aura

W) 45 = @ | |
ce qui entralne l'egallte des vecteurs (Ak) et (A ) d aprés- (4. 2)

Nous allons en dedulre que le vecteur y = (Ak)l’ i ngést uhﬁvebtéuf;pfbpré S
. = . = Prop:

assocme 3 ,A %gEn effet ! apres 1a relation A* Ay = AA'

XA
A a5
On a donc déﬁbntré-de'plﬁs,

t

~Cor011a1re hig - 801t i appartenant 3 un circuit .de poids moyen maximumi alors.

'(A ) est un vecteur propre de A. pour la valeur propre A .

I1 s'agit maintenmant de montrer 1'unicité de M. Pour cela vérifions tout
d'abord“qUe pour toute valeur propre A de A on a,
4.3) X =2z w /M,
De la reiétion,
. ! A V 3
Ay = Z y by 0o ¥
- on en déduit'que.le_long de tout circuit

Y= i) <11,12> e i) b,

. _y.A
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ion, .- IS
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.‘EtVCOmme"Yi # e'd‘apfés;ié'lemmeﬁA}l

BN
ol (443). t

¢

Pour terminer il suffit de montrer!l‘existence.d’ﬁgvy tel que ) = w(y)1/n(Y)
Soit y un vecteur propre-associé & A :

¥ 3,3i() tel'que Oy =y, .o A ...

¥ 33100 telque A5 =y 5y Ay

' Soit -alors H4=’[X;Y'J ou'yY c U,'le;gfaphé.ofienté‘thenﬁ en prenant pour Y

1'ensemble. des arcs de la forme (i(j), j) -(s'il y a plusieurs i(j) possibles, -on
en choisit arbitrairement un). - EE - s ‘

~-Le graphe H posséde n sommets, n arcs. Son nombre cyClQmatiqué§est'éga1 i
- son nombré de connexitg€. Et comme tout sommet a un demi degré intérieur égal a 1,
.11 ne peut y avoir plus d'un circuit par.composante connexe dé H. :

- Donc H est composé en général de K = 1 composantes connexes H....Hg, conte-
nant chacune un circuit- et un seul. i

- Soit alors y un tel 'circuit. Le long de ce circuit les inégalités (4.4) de-
viennent des &galités. D'ol 1'on déduit comme précédemment, :

B

y; = Yi )\v-n(v) wiy), , iey -

:et.  . /nly)

w(Y)
4.2 Dimension du moduloide des vecteurs propres.

, Si A est de valeur propre A , par translation A, = A" 'A on peut toujours se
.ramener au cas de la valeur propre e. '

Défipition 4:5 - Soit A une matrice de}vaieur'propre e. Un circuit v de G(A) est dit
critique si, ' ' :

w(y) =e.



v

S ln eipfcai;t:cﬁtgiq;iez‘.-e_stf 'd'o"ﬁc_ uncncundepolds(meyen)maxmunpour A,

e Déflnltlon 4 6 - 801t A une matrlce de valeur propre e On appelle graphe crlthue
de(A) le graphe orlente ' S :

G = DRl 1 on, SR

0

6 {i:3y, e ¥ circ‘uif critique de A }.

(@]
]

o =1 (5,3) : 3y, (1,3)  y circuit critique de A}
| En général .G'o(A) n'est pas irré_duc’tib‘le‘»;-_

' Lem_mé 4,7 - Tout circuit de G_L(A) est critiq;’ie.

Démonstra'tion. Soit

y = {(i,i ).....(lk,l)} un - circuit de Gy(A) o 11 existe
des circuits crlthues y seseos Yk 1‘cels que : _

= (1,1i) L. .
Y, Cl,; Ju i,

oosso

‘Yk-ﬂ (lk’l) U l,i’k'

‘Bt = { %4 214 eeees % i 1} définit &galement un’ circuit passant -
- par is ko Tkk-1 o - ' , o v
Mais
W (YUI‘) —I\T(Y) ¢sseeo0 WC'&p—e

W (YuP)-WCYJW(P)

Et comme tous les c1rcu1ts de A sont de p01ds < e, cela n'est possible que
©osi w(Y) w(l) = e. _ _

. Lemme 4.8 - Soit A une matrice de valeur propre e. Si y est un vecteur _propre de

A, y est.également velteur propre de A" pour la valeur propre e. De plus

it
™
<
b

@y

ob X, est donné par la définition 4.6;

AR L T
T T S



)

' Demnstratlon. La premlere partle decoule de 1a deflnltlon de A = A <+ AZ +...An‘1 e

E et de 1'1dempotence de ¥,
. " Pour demontrer @.9 Tevenons- au graphe H associé i y et qui a §t& introduit
~ dans la demonstratlon du theoreme 4, 3.
Dans- chaque composante connexe Hk>11 existe wn circuit Yi gnique tel.que

Choisissons arbitrairemnt' un ik € 'Yk.

Pour j e Hk j# 1E il existe un chemin & de i a J inclus dans Hk Le long de ce
a ; ‘

~ chemin on a- les relations,
i o= ys A
S T S
yi o= vy A
J p 1p)]

‘Dtolr vy = VYik w(L).

Etant donné que. les c:hemms de poids maximm joignant iy i un sommet quelconque
‘de X ne passent pas a priori par j, on-a l’lnegallte : ‘

+

W(,Q,) AJ S-Ai . -

011 en déduit;-
. “+ + o+
. A . = . w ,Q.» A . < . A s ©°
yJ‘J Vi ()AJ' ylk_lk
D'od |
‘ K
y = Eoy. AL, = 2 5 o
jex 43 = k ik
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I Theoreme 4 9 - 5011: A une matr:u:e de valem' propre e. La dJ.mens:Lon du moduloide i j\J '

des vecteurs propres de A est egale au nombre de corgposa.ntes connexes du graphe

crlthue [NEVE Soit Cho ke = 1..‘ X 1'ensemb1e de ces composantes connexes et iy

m sommet arb1tra1re de Cie Les vecteurs A k = 1... K forment uie base de 0 (AJ
A , T k

o 'Demonstratlon., Etant donne que les chemms de p01ds maxnnum 301gnant un’ sommet i

& un sommet quelconque de X ne passent pas en general par un sommet j donné&, on' a
la maJoratlon » CL

Par contre, si'i, j e.Cki, par i et j passe un circuit ‘cz'fitique'o Donc,
‘ + e s V - ' ‘

- D'ol, pour i,j € Ckr'_':

" Donc, pour i,j e Ck :

+ | + , SUUET SR +
(.4.6)-. ;Ai-—A_ij-A j et re.c_,lproq‘uerr‘xeantAj __AjiAi‘f'

, Clest dire que par composante, tous les AT (qui sont vecteurs propres de A
,d'apres le corollalre 4, 4) sont colinéaires. S

-So'it ie Cy et supposons,

C(4.7) At = > AT AT
S IS S o

I1 va exister j eX - Cp tel que
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Soit mathtenant y im vecteur propre de A: D'aprés c453 et (4.6),
. ~y( = ‘: : E y A+ - Z' < Z ,'.' A+' ) A-l--- "
i . k J ka 3

D'oti Te résultat.

4.3 Cyclicitd,

Définition 4.10°

Soit A une nmtrlce de valeur propre €. A est dlte cytllque d'ordre.

4, s'il existé n tel que

B n .

i

Remarque’ 4 11 - Soit A une. matrlce de valeur.propre A . Dire qué.A 2
cyclique dVordre d, entraine , A - A

=" A est

Amd o ,dgn ,¥nzn.

Par extensidn*nous dirons également-quevA est-cycliquevd’ordre d.

. ’ - [ 3 "
Deflnltlon 4 12 - Soit A une natrlce de valeur propre e, et C1 T Ck 1es compo--

Asantes du graphe cr1t1que G CA) On appelle perlode de Ck’ le pig.cC. ,d. de la 1on-

gueur des circuits de Cb

D’apres 1e lemme 4. 7 ces p.g.c.d. sont calculés uniquemént sur des longueurs.
de circuits crlthues. , - ' '
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1 o

S 0. To L
Soit p < N, déperidant de. j téel que

CWB) AT = ATy .“\»noA ij

. Mais pour tout n = p la’relation‘(ll.s,_..jvs"eralcons'ervée car en bouclant (n-p)
- fois en-i_ on obtient un chemin de i a j de longueur n et dé poids toujours égal

C AN iy 1€ maximm des poids des chemins de 1 & j. o

Donc' dans 1€ cas oi C, contient ume boucle .critique on aura

ntl.

A ‘w11

5 = Al_ Ai Vn Z N-1,‘ ¥ i € Ck-

. -Supposons que: Ck‘- ne .contienne pas de boucle. Dans ce cas il existe: deux cir<
Cuits vy ,vya inclus™ dans C, et.de longueurs n. et n premiers entre eux, Soit i
‘un point arbitraire de . 3 "1l existe, un chemin de %ongueur_ %4 joignant'i & un’
point i3 € yi , un-chemifi de Tongueur %, joignant iy @ un point i, € y2 , et im

- chemin de longueur 2; joignant i, a i, (tous ces chemins étant inclus dans. GJe -~

Par ailleurs d'aprés. le théoréme de Bezout , il existe v > O tel gue tout
entier n 2 v soit obtenu comme combinaison’ de multiples positifs de ny et n, ;-

7H<\)d~>'0,¥n ZVy G1, 02 20 :n=o03mn * Oz N2 W

‘Donc: ;pour toutm = m, = L1 + L2+ gy Vo il existe un circuit de lon--
gueur m inclus dans Ck et ~ passant par le point i Et d'aprés le lemme 4.7 ce cir-
cuit est critique. ‘ S : : o
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i, € arg . .min m, -

ieg * -

D'aprés (4 6) ‘_pOlv.liIi‘ V/t'v._ou‘:ci',i-' e Cyy
+ ¥ 4 '
Ay = Ay Ay -
‘ o o
Soit p < " N tel que

+.

A=

- Pour m 2 m on’aura encore,
pm - v .
A.. = A.. A. . =A...

ij -7 i1 i3 | 1j

Donc on peut affimer que :

-1 ‘N

(4.9 ¥ono o2 N1+ mi > Ve, Aj =A; =A%

Pour 'j donn€, j ¢ Xé’ on va montrer pour temjner-:'que,

1

(4.10) E[no',- ¥n 2z n , A, =" DY At AT

ol Il X, .71

I
x>

S Py
- 11 existe P; <N tel que Aji

.n- Z APi n."pi'

i

v

i
eXO

Mais d'aprés ce qui précéde pour n suffisamment grand,

n=py o+
A.i' ST Ay s i eXe




. -‘A}i A", (@ partir d'un certain rang) »
X,

J -"f__ 15
Introduisons. ma:mtenant, |
- : f':- 1 .:'-.-_.?-: )
. Z Cwmp el
CYEXy

Don¢ n. < e Et si ies;chemins-bptimaux'définissant A"j ne passent
pas par X, .ils vont comporter des circuits de poids~moyen_s‘n‘. D'ol la
__majdratioﬁ D o : ~ o

- n (n-N+1) o .
%- s n Ai -+ & pour n.— « .

En comﬁarant avéc~(4.]1),11’existé.doncfun_ﬁbtél que;

A% s X KA.

Et & partir de né (4.10) sera vérifié.

Remarque 4.14 Au wu . dé la démonStration-précédente,il.apparait difficile-
de donner une estimation précise du rang ny @ partir diuquel les matrices AR ©
~deviendront cycliques. Cette cyclicité:est atteinte par ligne AT de fagon - -
différente selon que i e X, ou non. Pour 1 € X5, Ce Tang est de 1'ordre de
. N, plis un “effet Bezout" difficilement quantifiable, lorsque les composantes
- ne contiennent pas de boucle. S )

Pour i ¢ X , le rang est fonction des valeurs relatives entre. n et le

poids des chemins joignant i a un sommet quelconque €n passant par Xg. Pour
illustrer cette situation voici deux exemples : , , :

Exemple 1 - ”Effét~Bézout".v

- Cas d'une matrice 3 x 3 telle que G (A) ne posséde qu'une seule compo-
sante comnexe générée par deux circuits 1*un de longueur 2, l'autre de longueur
5. On est donc dans une situation ot Xo = X, A est cyclique d'ordre 1, §(A)

de dimension 1.



A= 1 -2. -3
-1 e =2
e -1 =3 e -1
AZ"=' -T e '.'e‘-, A3= 1 e
1 -2 =2 -1 e 4
n
lima =a°=20=..... :
n
- La cyclicité abpar.ait donc au rang n, = 5 pour un N = 3. .
- Pour téfrminer cet exemple notons que
e -1 -1 |
A=l 1 e e
1 e e

et on vérifie bien que toutes les lignes de A" sont colindaires, i.e. dim V(A)=1.

Exemple 2 - Importance du n .

.[_n -2 ] S

n [t =27 S
A= -1 e si o< 3
-3 2] . n
A [-1 e st.n >3
-] 327

lim A" = [ _ ] .

.. n B

Donc pour n voisin de g, n, = min ‘{Tfnn > 3 } peut é_ti*‘e trés grand.
n ' :

Notons . que AT =4 (sur cet exemple) et que (~1,e) est "l'unique”’vecte'uf propre
a gauche de A. o ‘ : T .



- Démonstratio

~ de telle fagon que tout chemin pa

-successifs €

De facon classique on dSfinit dans G (A) la relation d'équivas

lence : 1% si la longuéur’de tout chemin allant d8 i 4 j est multiple de d. -

11 existe d c¢lasses pour cette relation que 1'on peut note
ATt an

T CysCq 4een Cgo
ant de : e o ais

-dans. Cj ait

une longueur congrue+d k-h :(mod.d), De.pliis i ig,i
N e [ e i E " BN E oy ik €C sk, 04 F

Donc tous - les chemins miltiplés de'd abbu‘bissengkfoﬁj ours dans, la.classe

_point d'origine.

Clest dlreque G (AFI) "po',sj"séde\ 'lesif d.c‘_:-lésses” Co,-:C;':. cee) C&e‘i comme composan

“ ~comnexes de période 1. Et du théoréme 4.13 il%vient -

Dled .~K(nfi) d+r A@dfr»z Vo

Et . AT

no.
0

r<d,¥n ?no

.

e ™ e @, vaa

N

A", ¥nand

ks

‘Remarque 4.16' - Si G_(A) ne posséde qu'une composarite cormexe de péricde d

J. On peut trouver une certaine analogie de structure av

. 9(A) est de d_»imegsion 1, par contre ¢ (A%) est de dimension d et naturelle-
- ment 9 (A) €I (A

- le théoréme de' Frobenius pour les matrices stochastiques : un seul vecteur
propre pour la valeur propre 1, d vecteurs propres associés aux valeurs pro-~ . -
. pres solution dé¢ s¢ =1, : o e .

1{.

‘sont 1e55°mm8ts ©

du

tes

EN

ec

" Corollaire 4.17 - Soit A wne matrice de valeur propre e, Cleeens Gy _les com- -

" 3"-,-povsanté‘s .-de"GO.(A)._.,' d_b..’la_périibde c_ie Ci. Soit d _léi p__.-ep;c'.-m. de‘_s v;d,-,.,;__alcl)fs A _

" composantes’ de péTiode 1.

: (4;12) vk Vy Veciteuf propre de"A‘k," alors y est vecteur propre de A°.

est cyclique d'ordre d.

o

Démonstration. Chaque composante Clt( de G_(A) se subdivisant ‘en dy composantes-
T

de période T de Gd_(Ad), GO‘(Ad) se

ouve “donc constitué: de-(d1 +7dy.... + dk) ‘

Remarque 4.18 - Dire que A est. cyclique d'ordre d entraine que les vecteurs A%y
- . sont vecteurs propres de A® pour n suffisamment grand. De plus, ’

d
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.. Eneffet, S

V n, y (A ] y > 51 nk est sufflsamment grand

44 Stiicture des '.'-sto’jecteuy»sﬁ Spectraua!s

: Une. manlere equ1valente de defmlr la cyc11c1te d‘ordre d- d'une matrlce
A de valeur propre e, seralt ‘ : . _

V(.4.1'3)" - H:nOH,_V n,,..m" zn \In é'-mfmod.’d) > A% = A",

 Cela pérme't de définir les opé’rateuré' QO,Q_'1 s eeeas Q d—'l par;

14 gu=lim (A:nz hmodd)} , h=0,1 ... a1,

I1 est, clair c{ue Q = QA = A Q-

Lemme 4 20 Qo est un prOJecteur (le pro:,ecteur spectral de - A ) Sl de plus

Eour 1.¢ X , —-Xl de51gne le vecteur llgne (A ) R et» Z. 1e Vecteur colonne

Az

(A) ; 2on &,

s s 2 T ey,

© de facon p’lluls,pré.cise ’5po‘ur: j € Xo- et % quelconque, |
@10 Qs = (% 8 Yy g

Enfln si le graphe cr1t1que G (A) est compose de K composantes connexes Ck de.

" période. dk k=1 .... X le rang de Q est egal ad + c]2 t oaea. d .



‘ 'De‘ plus_ tou.j_our-s pourJ € X - |

.87, )Jz - (A DTS MR W R E S B

' Par al.lleurs d'apres (4.\10) pour J ¢ X

. (Qo)J,E— - EX ( ) (A) 125)( . ( zi®.}-7-"i)_j£ _..

Enfm si 1e graphe crlthue G, (A) est. compose de K composantes connexes e
Ck de perlode dk G Yy, d = p.p.c.m.dk, sera_composé ‘de dy # dy # ieaes + d.
gmposantes D'apres le theoreme 4 9, le modulcude des vecteurs Eropres de
. est de dmensmn d Fdy # eens .d -.et-de l'ensemble des (AS ) Y5 s
, §° on peut extraire un“systéme de (d + 4, % eee. dy) vecteurs propres
de X llnealrement J_ndependant Le rang de Q0 dec:oule donc de (4 16) .

Pour etudler la structure des Qh NoUS" aurons besom des operateurs

(Ad h) - . A_d”h RIL vewe, OSh < d—1'.f

Clest. donc 1a matrice des p01ds maximum des \,hemlns de longueu'r congrue a h
-(mod.d). :

Remarquons que

(4a7) adehy ‘A,}_‘ ad* = g ah,

= . Pour commencer nous supposerons que G_(A) est redult a une composante de :
perlode d. Comme'.dans le corollaire 4,15, n8us noterons Co C1 see C le: com-.
posantes de G (Ad) par ‘construction tout chemln crlthue partant ge C
aboutissant . dans Ci ‘a une longueur congrue i h-k (mod d). I1 sera &ga ement

utile de noter pour tout. entler h: Ck+h' = Ch' ol h's k+h. (mod d).



s
' Sous ces. hypotheses 51 3 € Ck et ie Ck+h’

(4 18) f" (,) : CAd d h * "_ (Ad)+

Lemme 4, 21 - On swpose G UQ redult i une composante de perlode d.

~Si- j g_ck., ‘i'g-‘ck“h', on a ia'féiétion”

oAbt | oAb+ de
@ -.__43..,» avh e .

Démon‘strationé. lj'aprés 4.18)

(A‘“B* S MENC )J (Add_h)” oy (Adh)jl,

. (A‘“”‘ (Ada* :

Lemme 4 22 —-Sous les hypotheses du lemme 4 21 et sij eX s (Qh) = (Ad h)

Demons tratlon. 'J
@ ; 2. (Qo)Jp pg
- %."( )in p '
) Z @ )JP p L
= @b h);z _-:(d~'a§?és-: (417 ). -

- Lemme 4 23 ~ Sous les hypothdses du lemme 4. 21, 501t ¢ une appllcatlon de X

» alors

dans X, verlflant J.e Ce = () « Ck+h

49 . q = % (‘“‘)" 57,

i exo o J‘P(J) (j)



- (Qh) J i (d'aprésle lemme 4, 22) -
R = Z (A d):J (Ad:h);qp(:’) ( )¢(J)z (d apres le 1emme 4 21)

®?¢(J) )12 o

Corollalre 4 24 - 501t Ck, k- —-1 sees K 1es composantes connexes' de- pérlode _,..
dk ds G, (A) ot Ck’ k_ T eees K, ,Q— 0, sToeeva dy =1, les composaiites de pe-'

- rlode 1 de G (A Y, d = ph.p,cv.ma .(d_k: .

.Soiti 8 Ck—>thelle que j .e" Cf(’ = ) Ckf’*h | (ﬁléd;dk) .
- Alors, |
. . Y’ ) X
~ d shyt - = A =T
(4. 20) B D DN O (e
. Qh k=1 eCk . J‘Pk (J),..' T el

- 4.5 Appliecation aux systé}nés_' récur:r'ents 'Z-;L'né,aireso "

' ‘Theoreme 4, 25 - So:Lt A une matrlce 1rreduct1b1e de valeur propre ) et de cy-.___.

'c11c1te d. 501t y et 7" les solutlons des systemes recurrents 11nea1res

(42 Y=y A,y doms, n 2 0 (systeme prina1)



Il existe n_ tel que

Yl ¥n e

@3

!
>
N

s Vn s'N';nvo_' . - g

De plus (4.21) et (4.22) sont duaux au Sens,
29) Y= 1 Vi = c , ¥ OomsNo

_ En fonctlon dé la structure du gra:phe cr1t1que G, (A) et des opérateurs
- Qh (n°® 4 4) on peut prec1ser (4 23) de la manlere su:wante :

ler cas’ = QO(A) ) réduit & une composante de péi‘icidé 1 ¢
A est cyclique d'ordre 1
‘n_.n_ ' . o o

RAEEIR LSRN

Q est projecteur de rang 1.

'_ Exe__x_ng le. On reprend 1'exemple 1 de la remarque 4.14 :

>

u

_;l by
i

)

t

W

Q, = lim A"
ndeo

{
WY
o

" 9(A) engendré. par (1,e,e) colingaire a (e,-1,-1)



Mg eqd

Exegg ] ’lvé; n Go.'__(A)' engei}dfé }ﬁar’z w circuit ;fi‘it:iQﬁe de Ibﬁ‘ggieln" 2t

B . ‘ : o ' . . ' _1
S -2 ~1  -1 ' } ‘ . . _
A=j 1 =203 | ‘ VGO(A) E ®O @

=1 =1 =2}

‘VA» est dé céyclicité 2

Q, = lim (A" rn=0Omod 2) = A? = A

: n B

Vo

Q = lin (4" : n=1mod2) =A5 = AP = cee = 1 -1 4

&

9 (A) est de dimension 1 :

1 e e L ¢ (A) engendré par (1,e,e) col‘inééire 5 (e,-1 ,-‘1')'

3 (A%) est de dimension 2 ——s Q, de rang 2 :

. 2 ¢ -2 N .
3 (8% est engendré par les vecteurs. {f(?’ 2 +2)

e, €, e)
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. 3eme cas -;Eo( ) compbéé‘de'K_compbsanﬁes Ciix;étlcﬁidéfﬁétib&e‘l.l
—_— 0 == T - =g ——

. A est cyclique d'ordre 1.

- Wy ,aza

est un rcjeéfeuf.dé-raﬁg K
=0 P =5

vExeﬁgle i deux composantes réduites a deux'bouclgs.

_ . o . o . -
E ~ ‘ o L ) e e
. e -1 =27 . = N C\ Q
.A = 1-3 e e}l - _ GO(A). T 41-'</. e
L. - -2‘ ‘-2, ] | - . @ | @ |
- e -1 -1
Az = '.'e e e
| e -1 =2 .
! | - B e -1 -1
8 Qd = 1lim Ani='A3 =.A4 = .. = e e e
o T e

?(A) est de.dimension 2 &= Q de rang.2
(e9 - _l)

0(A) est’ engendre par {'(e, e, &),

k =1 .... k de période d..

' g ral - G (4) comporte K composantes C. i

k!

A est cycllque d’ ordre d = p.p.c.m (dk)
. n "
y = X

yO«Qh , h (mod.d), h = 0,l... d=1, n 2n_.
. . . ) -

_ Q) est un PrOJectgur de rang d, +d, + .... + d, .




L
[}
B
K
B
f=]
R
. 4'5-_
O
8
N
&~
0
[
il
-3
(|
(]

2

}
N
B
B
S~
“'.:!.-
]

g o
o
N
v -
N
b4

i
[

(]

/]

|

®

[0]

3 (_A) gst- :de dimension 2, .engendré par | { o
. de. : ‘ . ' (-j-'l{,e:,-e'.v) -
L _ o 9 : - o » (e,;e;"‘:e')
Q, de rang 34m=> #(A")"de dimension 3, engendr par ' | (-1,e,e)
. ) (-2:'1,2)



i

A est. cy,'cliqu,é.-d"b_rdi"é_ 6; 3

-2

-1
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o

A+ =1 - e e -1 e
- e -1 =1 "¢ 1
-1 -2 -2 -] e

(I,e,e,~1,e)" -

Q(A)‘eSt @e-d1me§51onu2, engend?e-par“ (e,fl,—l,e,l)

.é(AQ)_éstﬂde-dimension'5; engendré,par les lignes-de Q-

. Remarquons que les llgnes de Qh ’ h # O s obtlennent bien partlr de celles de

Q par permutatlon et multlpllcatlon comme -dans (4 20).




la matrlce H: def-’

Sl G(H '::dengne le graphe assoc1e e.au § 3 5,, n 1 .

_"F le nonbre arcs Uﬁ alnorlthme en.. (m) est donne pa
Karp [10] pour‘ calculer le p01ds du crrcult moyen max:mum dans un graphe

fortement connexe 2

o est la _if'o,ﬁrjimle , suii}a_l_itg. :

S (5.1 A =Max  Min 0 A3
S . §=,..mn 0<ksn-1.  nk

ot A est Sdlq-tion ‘du probiéme spectral -
(5.2)  N=YH
- ‘au’ sénS du dioide: -

La demonstratmn de (5, 1) (Karp "1@) montre que pour, tout c1rcu1t cr1t1-
que: il existe un ‘sommet appartenant : c:elu1-c1 réalisant le maximim dans (S 1) a

) Plagons nous dans le cas generlque oi 11y a- un seul circuit cri-
thue Il ex1ste alors. J et x* réalisant- respectlver"ent le Max-et. le Min

. de: (5 1) Alors la longueur du circuit- cr1t1que ést’ d = n - k*

Le syst&me récurrent. ést alors de cyc,l-ici_té'_d.

- la caracterlsatlon du régire perlodmue nece551te la comnaissarice des

vecteurs pronres f gauche et & ar01te de Pa Il yenad::
_Yq > Y’j, .. "d 1 et Z Z1 s o d1(cf remaraue 4.16)-

Les formules su1vantes permettent de les calculer:

‘ n-1 kd kd
ve oy Bl
(5.3) - - k=0

yhéd@”.wt: Ch=1,... 41



t(H/A) bl ayant aucun c1rcu1t'p051t1£ (H /A ) ., (H /A ) ex1ste alors_ o
-les 11gnes de (Hd/l ) correspondant a des sommeks du c1rcu1t cr1t1que sont,'
des vecteurs propres 3 gauche (cf §, 4) '

On dlspose donc d un algorlthme en O (dmn) pour calculer X YO Yd 1 ;5-24
Si 1'on se souv1ent que pour un ateller flex1b1e n IN|+|II(norbre d’ ope—

- ratlons dlstlnguer pour rendre la gamme 11nea1re plus nombre de; pleces de

la sequence ‘de base d! entree assurant les ratlos de productlon) 5 meSt de
l'ordre de ( IM |+ |1 I) car le graphe entree sortle est presque p1e1n aiorS'
on dlspose ~d'un algorlthme en 0(( IM }+ |I] ) d) pour une connalssance c
,-plete du- reglme perlodlque dans le graphe entree sortle pour un’ systeme ¢ ur-if
_' rent. ayant un’,seiil retard ‘Dans ie ‘cas general le- cout est 0((1 bﬂ+|Id) (p+q)d)
- ot p de51gne le nombre total de palettes dans 1 ateller 6t q le nombre total -

. de machlnes.. Y

D' autre part 1e calcul de la matrlce H colte O((ibl+lIl) ) operatlons .:

L' algorlthme d'évaluatlon des performances de 1'atelier est donc
‘_O (( |M| + |1 ) (p+q)d) ce qui’ se. compare favorablement aux algorlthmes ,

i .1du type Mean Value.Analy51s Seul 1le: modele flle d" attente le Plus s1mple' p o

(tne’ seule classe de client, monoserveur) gagne un ordre de grandeur par rap-

port au modele propose ici.

) Dans la sulte de cé paragraphe nous decrlvons les resultats obtenus sur;'~
N des donnees reelles d'un atelier flexible, d abord en negllgeant les retards .
‘ puis sans -les negllger et en augmentant progre551vement et de- fagon ralsonna--
-ble 1e nombre de palettes Jusqu" saturation de la machine la plus lente.:Les
résultats sont comparés @ ceux obtemus par les méthodes de file d'attente _
décrites:au paragraphe 2 dans le~ cas de la 11gne de’ productlon I1s sont egale- :
ment compares 3.ceux obtenus par simulation et choix - emplrlque de regle de
.gestlon Bien que 1'aspect optlmasatlon dés ordonnancements n'ait pas été.

‘ _.aborde s les resultats obtenus sont ‘trés favorables . 1'approche proposee ici.
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v5Jya@@ﬂawaawﬁﬂ@akr@z@ﬂm@@iefwm@emﬁ@mt'

’on1éanSi&éfé*1?”pr651émé:ésx}SAfiéwishéﬁ suivant i
fi'-_Iypes.ae pieces:' :{' S
Machines ‘i;" 1.0 g 3 4 LS 6
i 3,970 0,951 1,1 0,7 1 1,4 3
S S SR 1,7 1
e R Tt DL R —- et FE e =l -
O ol i mri o S
4 R o .' 2."' :_-__1_“ _;_“1“;.:,.
s 117 B T 1,3 %
Y R i i S SO 0,4 |
S s T '_--?__—g
I YR ?:5'7§"
7ﬁ§_ﬁ_i;f-?5:l__ 12,7 516,95 1 6,4 ¢ 13,2+ 8:§-_i;

' Chaque type de p1ece doit etre prodult en méme quantité que les autres
sozi:une sequence de base contenant les 6 prOdUItS.

La charge de la machlne*crlthue est 12 E et c est la machine 3 On
V01t tout.: de suite qu 'une, palette par type de pi&ce est 1nsufflsant pour
saturer 1a machlne cr1t1que car la duree de la plus longue gmnme est supe-
rieure. 1a charge de cette machine. '

On supposera dans la, su1te Tes ordres de passage aux’ machlnes flxes
et deflnls comme suit : '

MACHINE - 1

SEQUENCE 1" 2 -3 4- 5 6
MACHINE 2. - . o
"SEQUENCE 3 4 6

MACHINE 3 - |

SEQUENCE:- 1 - 3 5

MACHINE 4 - -

SEQUENCE- 3. 5 6

MACHINE 5 . -

SEQUENCE 1 2 3 .5

MACHINE 6 - -

 SEQUENCE - ' 2 3' 4 5 6
" MACHINE . 7 o o
SEQUENCE .1 2z 3 4 5 ¢
MACHINE § - - »

-SEQUENCE . 1 2 3 4 5 ¢



1/ taﬁXFdevperqﬁtiQh;de;i'até%iéfZ 
. cyclicité (longueur du circuit critique)
% d période du systéme

Ay = 12,3 charge de’ld machine menante

. /;Xc‘) taux de Pfoduct?iqn maxn.mum "de--l’at,e'li'erf :
..+ 9 taux d'occupation de la:machine menante

<% = @ fiachine, k™ pizce)

1l =6 - P (1,1,1,1,1,1)

| o o : circuit critique :
ca o ey 8,3
Axd | 16.95 | |

CRom | o287

- La piéce 3 &tant menante; on Tajoute une palette de type 3.
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) P =.(1,

Axd

. 45.35 . |

, ; '0/_)\"" T

S 0.8137 |

* circuit critique :

(3,6)—>(8,2)-5(8,5) =5(3,6)

PR

Pour detrulre ce c1rcu1t cr1t1que il faut raJouter des palettes aux pleces
de type 2 ou 5 Au v de la duree des.. gammes on ch0151t une- palette de type 5.

Nl
oo

P=(1,1,2,1,2,1)

14.95 -

Tax d

4d.gs

o/x

circuit critique :

(3,608 2)-5(8,4)3(3,6)

On ajoute une palette de type 2, plus chargée que celle de type 4.




B On,ajouteiune'?alette de‘type‘lﬁ

CP=(2,2,2,1,2,1)

14.325 °

. 28.65

| o.8s86 . |

- circuit c¢ritique :

- e *9(86)-—%1 ,6) A_

On rajoute une paletté de type 6.




J62 L

g

11

&l
o

PR 2,20,

28.30

0.8693 .

. ¢irauit critique :

o=

'On rajoute une paietté dé:tyﬁef4. o

IP| = 12

- P=(2,2,2,2,2,2)

12.3

.x'x d;i;

12,3

Ao/ A )

- circuit critique :

3.6 — (5,6

La machiné menante est saturée.




8-#

n® de machine

5

7 '_E"val':etfes_
6

élh

. n° de machine

n° de piéce

E



TR

halettes -

3

'1° de pisce.

8T
n°® de machine

" 9 palettes

'n° de pigce

n° de machine



W

8: - A

- n° de machine

= —+— -+ —— n°® de pléce



66

e ¥ NN n° de piéce :

<
s
"
N
5




ple defflow-shop tralte c1-dessus Ces courbes sont toutes, sauf une obtenuﬁv*
partlr des modellsatlons type reseaux de f11es d attente La dernlere prov1ent
du’ programme d‘evaluat&on de performances decrlt dans ce rapport Les tr01s me-. .

thodes de f11es d'attente utllrsees sont
S ; o e 2

- &) .Réseau fermé‘a ﬁﬁ,éeuijtype\de cliént'et,serVéurs exponentiels

C'est 1e modele utlllse ‘par Solberg L 16] et appele CAN Q Dans ce B
modele sles ratlos de productlon sont supposes respectes mals on n a acces qu’ au “
f"nonbre total de palettes c1rcu1ant dans l'ateller Blles sont 1mp11c1tement repar—.f
.éthes entre les dlvers types de pleces au prorata des ratlos de productvon

- =B) Réseau‘férméxé.pIQSieurs typésﬁde_cliénts etTSerVeurs_exponentieIS‘

C est le modéle utlllse par hllaebrandt r71- dans ce modele le nom-”
bre de palettes de chaque type est fixé, et la productlon de l’ateller est deter-

‘ f:mlnee completement par 1a repartltlcvldes palettes,_les temps de- traltement depen—

:dent de la classe et-la methode de calcul des performances est une heurlsthue
"‘derlvee de. 1'approche ”Mean—value analy51s”' La methode ne supposant pas des nom—' _
f.bres entiers de palettes ona pu ‘itérer sur ces nombres a quantlte globale cons-
. tante, afin de satlsfalre les ratlos de productlon La regle de gestlon 1mp11c1te.

-H paux maChxnes est FIFO B ' )

- ¢) Réseau fermé ¥ plusieurs types de clients et serveurs,déterndnistes

Le modele s' 1nsp1re d'une suggestion de Relser-Lavenberv 12. ¢ est L

une varlante heurlsthue de ”Mean-value ana1y51s” dans laquelle le termps d'attente,ﬁ .
- d'un cllent arrivant i un gu1chet est estimé’ a partlr de 1a file d'attente a ce

gu1chet Vi€ par -ce client (= file d'attente au gulchet dans” le réseau. avec un,
client en.m01ns) et du temps moyen résiduel de service du client present au gul-
chet. la repart1t1on des palettes condltlonne aussi les taux de productlon de .



chaque type. Neanm01ns l'algorlthme'ne tr: 't t"‘"avec des nmnbres entlersg;:
"palette -11 n a pas £€té p0551b1e a itére 1a procedufe pour satlsfalre 1esfﬁf"
: ratlos Cela lxmlte la portée de la ccmparalson entre la: courbe dbtenue par ce
modéle 6t les autres courbes, et expllque son, 1rregu1ar1te le prof11 de pro-1¢'7
‘ 'ductlon change quand on’ ajoute une palette et. certalnes machxnes;peuvent Compte
‘ v\tenu de: la regle de gestlon 1mp11c1te (FIFO),VOlr 1eur charge dnnlnuer par: cet
t}-aJout § ‘ ' ‘ ' '
~.0On constate le caractere pe551mlste des methodes de fllesld atienxe a--
sefveurs eXponentlels H de plus 1a courbe obtenue par ces methodes cr01t tres
'régullerement tandls que’le systeme a ordonnancements flxes a une cr01ssance dui tau
l d'utlllsatlon fondamentalement 1rregu11ere Neanm01ns on peut trouver des orden-
nancements tels que CANZ -Q fournlsse des resultats optlmlstes pour ‘un nombre de

v;‘palettes donne (e g 10 palettes et ordonnancement 132465)

On remarque que la. product1v1te peut varler beaucoup en fonctlon de l'ordon-
nancement ch0151. I1 est aussi prev151ble que- meme si on parv1ent saturer 1a

: ‘ *machlne crlthue ‘avec un certain nombre d' ordonnancements p0551b1es les marges‘ B
<i;'= , ex1stant sur'-les -dates de lancement des taches vont varier. en fonction des ordon-
AT nancements Donc la recherche d'un bon ordonnancement qui.n'a pas été etudle dansf

ce rapport represente un certain enJeu et constltue un prolongement naturel de
l'etude ' '

Utilisation de la machine menante

‘fNombre de palettes ! B _l11f;*i,”12 

!

! L7 r S 7 g

-1 ] IS Y R | b

—o ‘10,643 1 0,689 ! 0,728 ! 0,760 ! 0,787 ! 0,811 10,831 !

S S 1 f ] 3 B

Mean value Analysis !'0,63 ! 0,671 0,71 I 0,74 1 0,76 10,79 10,81
— A N ! ! R e
Ordonnancements fixes ! ! I . I ! o 1
» ! Sy ! ! 1 e I
1.2.3.4.5.6. 10,726 1°0,814 1 0,823:1 0,856 | 0,859.1 0,869 | 1. !
fooo—1 ! ! e

3.2.1.4.5.6. 10,726 1 0,741 10,799 ! 0,872 ! 0,875 ! 0,897 ! 1. !
— I 1 — 1 S M !
1.3.2.4.6.5. !0,715 1 0,726 !.0,764 1 0,766 ! 0,769 10,861 ! 1. E
Lo ! ‘ ) s ! l
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. on' moyenne serle en smultane de deux types de pleces, chacun g

etant usme dans tr01s p051t10ns dlfferentes ce qu1 fournlt 1es $ix ga:mnes expli=

c1tees au § 5 1.

" Llatelier est schématisé ¢i-dessous :

|11y

‘Machines : 2 fraiseuses

1 machme mnult 1broche

o 9 o wn

1

2 .

5 .Aleseuse-dresseuse

4 : Machine de contréle 1
Convoyeurs : doublés traits horizontaux
Navettes : traits verticaux
Stockage  : I II III IVV

Les temps de transport entre machines sont importants,
- qué les temps d'usinage.

Ils sont fournis ci-aprés.

+ Machine mu'__ltiibroc}:ieh>- .
Y c‘e’ntres d'USinage_\-
: Machme laver

> Poste de palettlsatlon

et du méme ordre de. 'grandeut.



] -,4'?,.3_."‘.. -

5,3

1,4

2|

oz

'On 'suppose"touj'ours, 1' ordonnancement. fixé & 1,2,3,4,5,6 sur toutes les machines. .

~ L'algorithme de Karp a donné les résultats suivants en.partant de {'P| =13 palet- .




':f;;hi;ﬁr;Efigi‘5 '; Pﬁ%fC252;$;2?2§é3iL;?~,f'v.

A o 16,08 | 'lC;rQU1t crmtiQuelé 

Axd a2 (3:6) - (8,2)'> (8,5) + (3,6) .

B R R KTV

- ‘Détail-du circuit.critique

pigce

.
. 4 j . -
- .
L

e - g -

! R

On réjouté‘une»palette de type 2 et une‘Palettevde'type 5



5_ T ’—e

On rajoute une palette de ‘type 4.



oy e gye T Teircuit critique :
B D IR it

;alf ° 'a_,_l*giz,;i S (3;65’1;-f(§;1jj‘%_ (8:6)

Caxa o] om0

Po/a | 08119

. 5.

Détail du circuit critique:

piéce

ERYE -

--machirie

On rajouté e ‘palette de type 1.



Coaxd | 30,23

Aora | 08137

- Détail du circuit critique

6.

-

-+ -

6 T
-7 ay.g '
8 L.
machine

On-raj oute une palette de

et s

I
@

C

K‘Q‘—"l

type 6.
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_ Avec ordomancement penodlque, on obtlent les caracterlsthues sulvantesv
T regme perlodlque stabllls'e’ L ‘ ' ' : '

18 palettes (3,5,5,5.5,3)

.. Machines - 1 2 3 4. 5 6
Utilisation - 0,817 0,398 1 0,325 0,740 0,967
: ‘Quantlte prod111te T 2 3.4 5 e

: .(sur 12 3 m perlode) o1 -1 101 S

N

. 07 Le mode de gestlon par. ordonnancement perlodlque. semble plus economlque et .
S plus perfomant que le mode de gestion " feedback en - temps. réel. Sur cet exemple
_ ,"_-on fait un gam de 5. palettes par rapport a une gestlon en- :Eeédback _sur 1es e
L stocks locaux developpee au GERT-DERA au cours d'une etuae precedente. On d:.mmue
' --'.'v.de plus notablement l'horlzon ol 1es ratlos .sont- respectes.

Cette comparalson avec un cas reel demontre tout 1'intérét de 1' approche
S proposee dans ce rapport pour. la gestlon d' ateller flex1b1e

' . 5. 4 - Avantages de’ Za gestton pemodtque JDCZI’ rgpport g Za gestton feecﬂ)ack
Erecedente ¥ ' ‘

. 'Regnme de fonc:tlonnement stable _ . : : v
. Reductlon des quantltes d'1n:Eormat10n qu1 c1rculent dans l'ateller en fonc-
tionnement: normal ’ '
. Reductlon de l'en—cours , _
. Plus de probleme de- gestlon des stocks mter-prlses en fonctlonnement nonnal‘_'f'
.:‘_P0551blllte de changer plus fac11ement d'outils quand on- change de p1ece o
. Mouvements de pitce dans 1'atelier cempléterent prevus
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