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RESUME : Nous proposons ici une méthode de comparaison de tableaux de fréquence
définis sur le méme couple d'ensembles I et J. Cette méthode a pour but de mettre
en évidence systématiquement et d'analyser les distances entre les mémes lignes
des différents tableaux. Elle est dérivée de 1'analyse des correspondances et
permet une représentation simultanée de toutes les lignes de tous les tableaux
et de 1'ensemble J des colonnes. Des formes de type barycentrique lient ces deux
représentations et permettent d'expliquer les résultats.

On peut voir aussi cette méthode comme une analyse des différences entre
les tableaux, aprés 1'élimination de 1'écart entre leur marge sur I, écarts qui
peuvent masquer des phénoménes plus complexes. : :

SUMMARY : In order to compare contingency tables, we propose a generalization of
the correspondance analysis. It allows to point out and analyze the differences,
even very low, between the same rows of different tables. A simultanous represen-
tation of the columns is used to interpret the results.
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GENERALISATION DE L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES

A LA COMPARAISON DE TABLEAUX DE FREQUENCE

1. INTRODUCTION -

Nous proﬁosons ici une méthode de comparaison de tableaux de fréquence
définis sur le méme couple d'ensembles I et J. Cette méthode a pour but de
mettre en évidence systématiquement et d'analyser les distances entre les
ménes lignes des différents tableaux. Elle est dérivée de 1l'analyse des
correspondances et permet une représentation simultanée de toutes les lignes
de tous les tableaux et de 1l'ensemble J des colonnes. Des formules de type
barycentrique lient ces deux représentations et permettent d'expliquer les

résultats.

On peut voir aussi cette méthode comme une analyse des différences
entre les tableaux, aprés l'élimination de 1'écart entre leur marge sur I,

écarts qui peuvent masquer des phénoménes plus complexes.

2. NOTATIONS

Nous notons I 1'ensemble des lignes des tableaux et J 1'ensemble
de leurs colonnes: Les tableaux sont indicés par les éléments d'un ensemble T

(évoquant le temps, qui apparait fréquemment dans ce type de données).

Le terme général du tableau t est noté kijt’ ses marges sur L et

sur J sont notées k.,
it

1a somme de tous les tableaux de fréquence, que nous appelons aussi tableau moyen.

et kjt’ et son effectif total,kt. Nous considérons aussi

Le terme général de cette somme est noté kij’ ses marges ki et kj, et son

effectif total k.
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3. QUELQUES METHODES DE COMPARAISON DE 'TABLEAUX DE FREQUENCE

Avant d'exposer cette nouvelle méthode, nous rappelons dans ce
paragraphe, quelques techniques permettant d'analyser les différences entre
plusieurs tableaux de fréquence. Aucune ne permet d'étudier systématiquement

les différences entre plus de deux tableaux de fréquence.

3.1. la juxtaposition des tableaux (cf.3)

Une technique simple de comparaison consiste i juxtaposer tous les
tableaux de fréquence et leur somme et de faire l'analyse des correspondances

du grand tableau ainsi obtenu.

Cette technique permet de comparer les profils des lignes des
tableaux si on les juxtapose en lignes et les profils de leurs colonnes si on
les juxtapose en colonnes. (Nous imsistons sur cette méthode car nous nous

placerons exactement dans le méme cadre).

Considérons, par exemple, les tableaux juxtaposés en lignes. Dans

~
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T

'es R
1'espace 3

la ligne i du tableau somme est situé au centre de gravité des profils

ol sont placés les profils des lignes, le profil kiJ/ki de ..

kth/kié des lignes homologues (i,t) de tous les tableaux (le poids affecté

a (i,t) est, bien entendu, son poids naturel kit/k)'

kg = B (ko /) (k)

iJ teT iJ
J

,—A/\ ]
I ..kij......i Tableau somme I x J
1 "kij1°""i’1

| |

| | Tableau juxtaposé en lignes (I x T) x J

| |

. i

I "kijt'°"'l’t

i3 5
7

Espace BJ : i est au centre de gravité des (i,t)



L'inertie du nuage N(IxT) des profils des lignes de tous les
tableaux peut se décomposer d'aprés le principe de Hﬁyghens en somme de
1l'inertie "inter" (Inertie de N(I)) et de 1'inertie "intra" (Inertie des

nuages N(ixT) autour de leur centre de gravité i).

3.1.1 Analyse de I x J avec (IxT) x J en supplémentaire

Généralement,on fait 1'analyse des correspondances du tableau ci-
dessus avec les lignes du tableau somme I x J en elements pr1nc1paux et celles

des tableaux (I,t) x J en éléments supplementalres.

Ceci revient a projeter le nuage N(IxT) sur les axes principaux

d'inertie de N(I), c'est-a-dire, des axes rendant maximum son inertie . 'inter"

I1 est clair que par cette méthode, on extrait des facteurs
"moyens" pour tous les tableaux et que les écarts entre les profils d'une

méme ligne ne sont analysés que sur ces tendances moyennes.

Si les profils homologues des différents tableaux se ressemblent
beaucoup plus entre eux que les profils du tableau moyen, lewsdifférences
ne seront pas visibles sur les graphiques. Dans le cas extréme ou les nuages
N(ix?) des profils d'une méme ligne autour de leur centre de gravité sont
orthogonaux au nuage N(I) de leurs centres de gravité, leur dispersion, méme

importante, est totalement ignorée par cette:analyse.

3:1.2 Le tableau somme en supplémentaire

On peut aussi faire l'analyse du méme tableau avec les lignes du

tableau (IxT) xJ en principales et celles du tableau somme I x J en supplé-

. mentaires.

Cette analyse traduira mieux que la precedente les différences
entre les lignes homologues puisque les nuages sont prOJetes sur des axes
qui rendent maximum 1'inertie totale du nuage N(IxT). L'inertie intra
rentre donc en ligne de compte et dans la situation extréme d'orthogonalité

evoquee ci-dessus, les différences entre lignes homologues apparaitront.

Mais,si 1'inertie intra (différence entre profils homologues) est
beaucoup plus faible que 1l'inertie inter (différence entre les profils de .

la somme), les axes obtenus seront proches des axes inter et les différences
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entre profils homologues ne seront guére plus visibles que dans 1'analyse

de N(I).

Cette technique ne permet donc pas de mettre en évidence systé-
matiquement et d'analyser les écarts entre les profils des lignes homoiogues.
En posant le probléme dans ce cadre géométrique et dans ces termes, la solu-
tion que nous proposons vient facilement & 1'esprit : nous analyserons les
différences entre les profils des'lignes homplogues en projetant leur nuage

sur des axes rendant maximum 1'inertie intra.

3.2, La double juxtaposition

Une technique de comparaison utilisant encore un programme classi-

que d'analyse des correspondances a été proposée par E. Yagolnitzer (cf7).

Elle ne s'applique qu'a la comparaison de deux tableaux seulement
et consiste a faire l'analyée d'un grand tableau ou les deux tableaux appa-

raissent deux fois :

I J
I kij1 kij2
I AkijZ k131

Dans l'article cité, on montre que 1l'on obtient deux séries de
facteurs. D'une part, ceux de la somme des deux tableaux ot les lignes (resp.
les colonnes) homologues du tableau analysé sont confondues. D'autre part,
des facteurs ou les lignes (reép. colonnes) homologues sont opposées. Ces
derniers sont les projections des deux nuages des profils des différences

(k..,-k,.
ij1t ij2
somme. Un ‘exemple d'apllication est,donné dans le méme cahier (cf8). Les

) et (kijz-kij1)’ profils calculés avec les marges ki et kj de 1la

facteurs de la deuxiéme série qui sont ceux qui nous intéressent ici, puis-

" qu'ils analysent les différences, sont presque entiérement expliqués par
q y P q P

les écarts entre les marges des deux tableaux. Ceci est naturel puisque c'est

la différence (k.j1-k ) qui est prise en compte (et non la différence entre

131 Tig2 _
les profils) et lorsque les marges des deux tableaux sont trés différentes,

cet effet devient prédominant dans 1'écart k.., -k,.,.
ij1 ij2



3.3. A.C.P. des différences entre profils

Cet écueil est évité par P. Clapier et N. Tabard (cf 4) qui
font une analyse en composantes principales de la différence entre les

profils des lignes des deux tableaux.

Cette méthode se montre efficace mais ne se généralise pas non
plus a plus de deux tableaux. D'autre part, les distances considérées dans
1'analyse én composantes principales sont, pour des tableaux de fréquence,

2

moins naturelles que la distance du;Zf.

Remarquons que 1'é€tude des profils des lignes et des profils des

colonnes nécessite deux analyses différentes.

3.4 L'analyse factorielle sphérique

Cette méthode proposée par M. Volle et D.' Domenges (cf 5) a été
congue, en particulier, pour mettre en évidence les différences entre deux

tableaux de fréquence.

On définit d'abord une distance entre ces deux tableaux par la
formule suivante :
2 ' 2
. D (Tableau 1, Tableau 2) = £ (Nk,., /k, -Vk.. /k.)
: i3 ij1i’ 1 ij2' "2
b

(k1 et'k2 sont les effectifs des deux tableaux).

Puis; on construit deux nuages qui représentant 1'un I dans
J ‘ I .
1'espace R”™, et 1'autre J dans 1l'espace R . Les coordonnées des points du

premier sont

i r\:\(k. /k, - \h,(iJZ/kZ-

i’

Le deuxiéme nuage se définit d'une maniére analogue, il est cla%r
que les inerties de ces deux nuages sont égales entré elles et égales a D .
La projection de ces nuages sur leurs axes principaux d'inertie permet d'ana-
lyser et de décomposer D . Des formules de transition lient ces deux pro-

jections, ce qui permet une représentation simultanée de I et de J.



Cette méthode comme celle de Yagolniztef ne permet pas de comparer
plus de deux tableaux. D'autre part, les résultats sont difficiles a inter-
préter car les disgances entre deux points i et i' (ou j et j') ne sont pas
les distances de A et les formules de transition ne sont pas des formules
barycentriques. Enfin, 1'effet de 1'écart entre les marges des deux tableaux
risque encore d'&tre prépondérant puisqu'il n'est pas éliminé dans la diffé-

rence considérée.

4, PROPRIETES GENERALES DE L'ANALYSE PROPOSEE

La méthode que nous proposons est une analyse systématique des
différences entre les profils des lignes de deux ou plusieurs tableaux de
fréquence. Nous 1'appelons "analyse intra"., car elle est basée sur une
projection sur des axes rendant maximum 1'inertie des profils des lignes homo-
logues autour de leur moyenne. Ainsi ces différences seront toujours mises
en évidence, mémé si ellessont extrémement faibles relativement aux écarts
entre profils d'un méme tableau. C'est dans cette optique que la méthode est
présentée au paragraphe 5 dans le cadre géométrique précisé au §3.1 dans
1'étude des tableaux juxtaposés. Une analyse des colonnes J associée 2 1'ana-

lyse intra des lignes est étudiée au paragraphe 6.

Au paragraphe 7 nous proposons une approche completement différente
de cette méthode. Nous avons vu que certaines techniques de comparaison
mettaient essentiellement en évidence les écarts entre les marges des tableaux.
Ces écarts peuvent présenter un intérét et des techniques simples permettent
de les analyser (cf 6) ; mais ce n'est qu'un aspect trés partiel de la diffé-
rence entre tableaux. Dans certains cas, les écarts entre l'une des marges
de tous les tableaux, peuvent étre un artefact qu'il est nécessaire d'éliminer

pour qu'il ne masque pas les différences qui nous intéressent réellement.

L'analyse intra permet de comparer les tableaux en éliminant 1'influence des

écarts entre leur marge sur I,

»

Le paragraphe 8 résume les formules et précise 1l'interprétation
des résultats. Cette interprétation est assez proche de celle d'une analyse
des correspondances classiques : les distances entre éléments s'expriment eh‘
termes de disténce du }f ; les qualités de représentation et les contributions
32 1'inertie des lignes et des colonnes sont calculées ; des formules de
"transition” relativement simples permettent d'expliquer la position des lignes
par rapport a celles des colonnes et réciproduement. Les lignes et les colonnes

ne jouent pas un rdle symétrique ; au paragraphe 9 on compare les diverses

analysés possibles.
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Au paragraphe 10, on montre sur un exemple trés simple et uni-
quement pédagogique l'intérét et 1'interprétation des résultats.

5. MAXIMISATION DE L'INERTIE INTRA DE N(I x T)

5.1, Le principe

Nous avons déja indiqué au paragraphe 3.1. 1'idée principale de’
la solution que nous proposons..Nous avons décomposé 1'inertie totale du
nuage N(I x T) des lignes des tableaux juxtaposés en inertie inter et inertie
intra. La premidre est 1'inertie des centres de gravité i des lignes homologues
des différents tableaux. La seconde est lfinertie des lignés homologues

“autour de leur centre de gravité.

Pour mettre en évidence les différences entre les profils des lignes
homologues de tous les tableaux, nous allons projeter le nuage N (I x T)
sur des axes tels que l'inertie intra de sa projection soit maximum. Nous

appellerons ces axes, axes d'inertie intra de N (I x T).
Il est bien clair que la métrique de 1l'espace IS reste la métrique
diagonale k/k,j qui est induite a la fois par le tableau (I x T) x J et par le

tableau somme I x J .

5.2 Nuage N(I x T) et nuage recentré N'(I x T)

Dans ce paragraphe, nous considérons un nouveau nuage que nous
notons N'(I x T). Ce nuage est déduit de N (I x T) en recentrant & 1'origine

chacun des sous nuages N(i x T).

Espace R,



Les coordonnées des points (i,t) et i dans les deux nuages N(I x T)

et N'(I x T) sont résumées dans le tableau ci-dessous :

N(IxT) ' “N'(I x T)
i kiJ/ki ' 0
it kyre/®ie ks e/ %Ki /Rs

Dans le nuage recentré N'(I x T) la distance entre deux points
d'un méme nuage N( i x T), (i.e. deux lignes homologues dans deux tableaux
différents) reste la distance du yf comme dans N (I x T)..Par contre la
distance entre deux lignes du tableau somme est nulle'gt la distance entre

deux lignes non homologues n'est plus la distance du x.

I1 est clair que 1'inertie totale du nuage recentré N'(I x T) est
égale 3 1'inertie intra de N( I x T), dans toutes les directions de'RJ.
Les axes d'inertie totaux du premier sont donc confondus avec les axes

d'inertie intra du second.

Notons FS et F; les coordonnées des projections de N( I x T) et
N'( I x T) sur ces axes. Nous les appelons respectivement facteurs intra

de N ( I xT) et facteurs de N' (I x T). Entre Fs et F;, on a les relations

-suivantes :

F' (i) =0
s

F; (i,t) = ?S (i,8) - F_ (1)

Nous calculerons et représenterons ces deux nuages qui présentent

chacun leur intérét.

Celui du premier est de représenter exactement le nuage étudié

: _ 2 .
dans la juxtaposition de tableau avec les distances du Z classique entre
profils.

Celui du second est de représenter directement les écarts des
profils (i,t) & leur moyenne (i) et de mettre en évidence, loin de l'origine

ceux qui s'écartent le plus de leur moyenne.

5.3, Calcul des facteurs F__ et F;

Nous indiquons deux techniques de calcul des facteurs. La seconde

est basée sur les propriétés de l'inertie intra et demande 1'écriture d'un
prop )
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programme trés proche de celui de 1l'analyse des correspondances. La premiére
dont 1'idée est dlie & J.P.Benzecripermet d'utiliser un programme classique 3

d'analyse des correspondances en construisant un nouveau tableau.

5.3.1. premiére technique

Considérons un nouveau tableau croisant (I xT) x. J, noté

~

.y t
k(IxT)xJ dont le terme général es

= k - '
k .‘kit/ ki + k.j kit/k

ijt ijt ij

Ce tableau a les mémes marges que le tableau juxtaposé k

(IxT)xJ
it T Kyge T Ry
J
k. = = jit - k
J it J J
Notons N (IxT) le nuage des proflls des llgnes de k Nous montrerons ’

(IxT)xJ"
. que le nuage N'(IxXT) construit au paragraphe 5.2 s'en déduit par la trans-

lation k /k qui le centre a 1°' origine. Ceci est suffisant pour montrer que
les facteurs sur I x T de 1' analyse des correspondances du tableau k se confondent
avec les facteurs F' du nuage recentre. Pour obtenir les facteurs F s’ non
recentrés, i1 sufflra de mettre en éléments supplémentaires les 11gnes du

tableau juxtaposé ainsi que celles du tableau somme. ‘

Pour démontrer que N (IxT) se déduit de N'(IxT) par la translation
k/k il suffit de remarquer que ces deux nhages sont situés dans le méme
espace R. (muni de la méme metrlque) et d'écrire les coordonndes d' un point
(i, t) :

?

' . -
dans N (IxT) (i,t) nNakth/kit kiJ/ki

dans N - - -
ans N (IxT) (4i,t) A;‘kth/kit kiJ/ki kJ/k

Les poids affectés i ces points sont égaux, les deux nuages sont donc

identiques,
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5.3.2. deuxiéme technique

Dans cette seconde technique, on travaille directement sur le
tableau juxtaposé et le tableau somme, mais, le programme différe du programme
d'analyse des correspondances. Dans ce dernier, les facteurs sur J sont
calculés en diagonalisant une certaine matrice, les facteurs sur 1'autre
ensemble s'en déduisent par les formules de transition. Ici, la démarche o
est identique, mais les "facteurs sur J" sont calculés en diagonalisant-»-
la différence entre deux matrices : celle qui est diagonalisée dans 1l'analyse

du tableau juxtaposé et celle qui est diagonalisée dans 1'analyse du tableau

somme.

La démonstration repose sur quatre points :

. les projecteurs sur les axes d'inertie d'un nuage sont les
vecteurs propres du produit de deux matrices : la matrice de sa forme d'inertie
et la matrice de la métrique de 1'espace ambiant (cf 2)

. la métrique définie.surlIR.J est k/kJ pour le tableau juxtaposé et
pour le tableau somme

. d'aprés le théoréme de Huyghens, 1'inertie intra de N (IxT) est
la différence entre son inertie totale et son inertie inter (inertie de N(I)
associée au tableau somme)

. en analyse des correspondances, les facteurs définis sur les
colonnes J se confondent, a la norme prés, avec les projecteurs sur les axes

d'inertie du nuage des lignes situé dans RJ. (cf.2)

Les projecteurs sur les axes d'inertie intra de N (I x T) s'obtiennent
donc en diagonalisant la différence des deux matrices associées au tableau
juxtaposé et au tableau somme. Ils se confondent, & la norme prés, avec les
facteurs sur J de 1l'analyse des correspondances du tableau k défini au
paragraphe 5.3.1. . Les facteurs FS et F'S s'en déduisent par les fofmuleg

de projection.

Notons GS le facteur sur:J de norme VAS :

F (1) = (1/ VRs) jéj (kg /) 6.(9)
F_(1,£) = (1//%s) jéJ' (kijt/kit) = ky /) 6(9)
<1/_b"x's>jéJ (g /ly) G (3)

Fﬁs(i,t)

Fs(i,t) - Fs(i)
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6. LE NUAGE N(J)

Les facteurs sur J, GS, de l'analyse du tableau k sont,

(IxT)xJ
comme toujours en analyse des correspondances, les projections d'un nuage
sur ces axes principaux d'inertie. Nous étudions ici ce nuage que nous

notons N(J). Il est situé dans 1'espacelRIx

k/k

T muni de la métrique diagonale

IT

6.1. les coordonnées des points j

Les coordonnées du profil j d'une colonne du tableau k s'écrivent,

en prenant comme origine le centre de gravité (kIT/k) de N(J) :

S T N B

Ce sont les différences entre les coordonnées de deux points : le

profil de la colonne j du tableau juxtaposé noté.jikT et un point noté jI de

coordonnée (kIj/kj) (kIT/kI). Nous allons voir que ces points jI représentent,

dans l'espace)RIx » le nuage des profils des colonnes du tableau somme.

T

6.2, nuage des profils du tableau somme

Calculons la distance entre les deux points jI et j'I associés
aux colonnes j et j' et dont les coordonnées sont respectivement

(kIj/kj) (kIT/kI) et (kIj,/kj,) (kIT/kI) :

On a 2 2
2
. \ k.. ..
D (> 3'p) = 2 ij - li' Kie .E
it | k. k., k., k.
] i i it
2 .
- k,. k..,\. k
= i - _4ij _
k., K,, k.,
3 J i

. 2
D(jI,j'I) est exactement la distance du ) entre les profils des colonnes
j et j' du tableau somme. L'ensemble des points {jI’ j€J} est donc isomorphe

au nuage des profils des colonnes du tableau somme.
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6.3. N(J) est un nuage recentré

Prenons comme origine O le centre de gravité du nuage N(J) ;

0O est aussi le centre de'gravité du nuage N (J) associé autableau

* . IXT ’
juxtaposé et du nuage NI(J) défini ci-dessus et représentant les colonnes

du tableau somme dans R__ .

IxT

Entre les 3 points j, et jI, représentant la colonne j dans

d1xtT
ces 3 nuages, on a la relation :

0j = 03,0~ Oig

N(J) s'obtient donc en "recentrant” N (J) autour de N

- IXT 3" Montrons que
¥{J) est la projection de NIxT(J) sur 1l'orthegonal du sous espace engendré
par NI(J) : : *

sous-espace engendgé_ggr les OjI

I1 suffit de montrer que pour tout j et tout j', 0j est orthogonal 2 Oji , 1.e.

que le produit scalaire <0j , OjI > est nul quels que soient j et j'.

. _ .
07,051 > = I kijt - kij kit kij' kit k
I i,t | k, " k.K k.k,, |k,
i i3 i7j it
_ s li kij' ko kij L S .
1 k, k., k k, k, k, k,,
i i h i ] 1 ]

Le "recentrage" autour du nuage moyen associé au tableau somme a donc un
aspect trés différent pour les lignes et pour les colonnes. Notons 1'analogie -
avec le centrage des variables en analyse en composantes prihcipales qui se

_ traduit par un changement d'origine pour les individus et par une projection

sur l'orthogonal de la premiére bissectrice pour les variables.
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6.4. interprétation des distances dans N(J)

Puisque le point j est la projection orthogonale du point j

IxT
sur l'orthogonal de sous espace engendré par les 0j » on a la relation :
I '
oIt~ =los | -l ll”
0; = || 03 -1 03
. I Ixt I
De méme le carré de la distance entre deux points j et j' dans N(J)
s Zcrit en fonction des distances D et D_ induites respectivemer nar

IxT I
tableau juxtaposé et le tableau somme :

2 ' ) 2 2
D (§,i") =D

Dans la distance (au carré) d'un peint j au centre de gravire
(ou entre deux points j et j') on soustrait de ia distance 7av carré)
induite par le tableau juxtapcsé, la distance (au carré) incuite pirx
ie tableau somme. Un point j est donc éloigné du centre de gravite si 1'écart
de son profil i la marge est beaucoup plus grzud devs le tablesv ju.iaposé
que dans le tableau mcyen. Deux points j et j' sont éio’gnés =i L'érsrt
ertre les profils du tzbleau juxtaposé est beaucoup plus grand gue lL'écart

entre les profils du cableau moyen.

Remarquons que les projections du nuage NIxT(J) assoc1é au tableau

jusiaposé sur les axes d'inertie de N(J) se confondent avec les projections
Gg de ce dernier. Les facteurs Gs sont donc aussi les projectipns de NIxT(J)
¢ - des axes particuliers mettant en évidence uniquement les écartsatre profils
q i n'existent plus .arns le tahleau moyer. |

s

6.5. interprétation en termes de correspondance ternaire

Le vecteur 0j peut aussi stintérpréter comme la différence entré
deux mesures de probabilité sur IxT induites par kIJT.'Lg premiére est la
mesure de probabilité conditiomnelle sachant j. Laseconde est le produit
d'une mesure sur I et d'une mesure sur T'Qui peuvent aussi s'écrire comme

'des probabilités conditionnelles :

i ~yP{(i,8)/3} - p{i/j} Pp{t/i} _ .
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L'analyse de N(J) est. donc 1l'analyse des écarts entre ces deux
mesures induites sur IxT. En termes de correspoﬁdance ternaire, la premiére
est définie par une "tranche" du tableau ternaire IxJxT. Les deux autres

sont définies par les marges sur IxJ et IxT de ce tableau. «

3
N
>

-

[ SRPI R ey

b v e -m -

£

Correspondance IxJxT

‘ Le point j sera éloigné du centre de gravité si la "tranche" induite
. par j ne peut &tre reconstituée i partir des marges sur IxJ et sur IxT, '

s'il existe donc un terme d'intdraction ternaire.

Remarquons que ce ne sont pas les termes d'intéraction ternaire
qui sont analysés. Danslces derniers I,J,T jouent un rdle symétrique (cf.1),
ce qui n'est pas le cas ici. Nous avons précisé que la comparaison s'orien-
tait uniquement selon la dimension T et, ceci posé, nous avons encore
dissymétrisé le probléeme sur I et sur J en faisant jouer un role différent

aux lignes et aux colonnes.
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7. ECART ENTRE LES MARGES SUR I DES TABLEAUX .

Dans ce paragraphe, nous présentons la méme méthode avec une
approche totalement différente : comme une analyse de l'écart entre les
données réelles et un tableau modéle construit sous certaines hypotheéses.
Ce point de vue apporte un autre éclairage aux résultats obtenus et ouvre
la voie a une généralisation de 1l'analyse des correspondances a la compa-

raison de deux tableaux quelconques.

7.1. Le probléeme des écarts entre les marges

Généralement, les marges des tableaux que l'on compare ne sont pas
proportionnelles, ce qui induit déja une différence entre ces tableaux. Mais
d'autres phénoménes plus complexes s'ajoutent & ce phénoméne simple. Nous
avons vu, au premier paragraphe, que dans certaines techniques de comparaison,
on analysait essentiellement les écarts entre les marges des tableaux, pour peu
que ces écarts soient relativement importants. D'ol la question : comment
analyser les différences entre les tableaux en évitant que 1'écart entre

leur marge ne masque des phénomeénes plus fins ?

La solution proposée ici est d'éliminer totalement 1'effet des
écarts entre les marges sur I : en construisant un modéle ol les tableaux ne
different que par leur marge sur I, et en analysant la différence entre les

données réelles et ce modéle.

7.2. Le modéle

Si les tableaux ne différent que par leur marge sur I, chaque ta-
bleau t se déduirait du tableau moyen en multipliant tous les termes de la

ligne i par le rapport kit/ki des marges sur I. On aurait :

kijt = kij (kit/ki) pour tout i,j,t

Les profils des lignes homologues seraient alors identiques dans

tous les tableaux :

\



‘Le tableau modéle correspondant i cette hypothése, défini sur

le produit (IxT) x J, a pour terme général “:

, 1 — .
kise = Kyy Gkyp/ky)

Ce tableau a les mémes marges que le tableau juxtaposé :

z lit kit
Z 13t - kj

’

7.3. Analyse de la différence entre données et modéle

Nous voulons maintenant analyser 1'écart entre le tableau juxta-
posé'kijt et le modeéle kijt construit sous 1l'hypothése que les tableaux t’
ne différent que par leur marge sur I. '

Le modéle et le tableau réel ont les mémes marges : les métriques
induites sur RIXT et Rj sont identiques et les profils des lignes et des

s colonnes sont construits de la méme facon.

. ' On analysera donc :

- Dans RI T muni de la métrique diagonale k/kIT, le nuage des
dlfferences entre les profils k /k et k' /k kij/ki' C'est exactement

le nuage N' (IxT) 1ntrodu1t au paragraphe 6

- Dans RJ muni de la métrique diagonale k/kJ, le nuage des dif-
.férences entre les profils k /k et k!. /k, = (k../k.)(k, /k.). C'est le
1jt 3 1] 3 1t 17 _

nuage N(J) introduit au paragraphe 7.

°

’

L'analyse de 1'écart des données au modéle indiqué conduit donc

exactement aux mémes résultats que la maximisation de 1'inertie intra.

Remarque : L'analyse des correspondances d'un tableau de contingence Pij est
- 1'analyse de 1'écart entre la loi réelle Pij et la loi produit Pin, qui
constitue un modéle construit sous 1'hypothése d'indépendance. La méthode
¢ _ proposée apparailt ainsi comme une généralisation de.l'analyée des corres- -
pondances a un modéle différent de celui donné par le produit des lois mar-

ginales.

-17-
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8. REPRESENTATION SIMULTANEE ET INTERPRETATION DES RESULTATS |

Avant d'indiquer les formules de transition de la représentation
simultanée des ensembles IxT et J, rappelons la significatior des facteurs ' s

définis sur chacun de ces ensembles.

8.1. Facteurs sur IxT : F. et F'g

Pour définir ces facteurs, nous avons introduit deux nuages
N(IxT) et N'(IxT). Le premier est le nuage des profils des lignes du tableau
juxtaposé, le second se déduit du premier en recentrant a l'origine chaque

sous nuage des lignes homologues {(i,t),t€T}.

Les facteurs Fs et F's sont les projections de ces deux nuages
sur des axes, qui sont & la fois les axes d'inertie "intra" de N(IxT) et

les axes principaux d'inertie de N'(IxT).

Entre Fs et F's, on a les relations :
F'g(i,t) = Fg(i,t) - Fg(d)
ot Fg(i) est la projection du profil de la ligne i du tableau somme, situé

au centre de gravité des (i,t).

Ces facteurs sont centrés :

) k. FL (i,t) = )} k. Fs (i,t) =0
. 1t . it

i,t , i,t

et de pius

L k Fs(d) =0et g k., Fg (1,8) =0
1 .

3

8.2.Contribution absolue et qualité de représentation des (i,t)

Les contributions absolues et les qualités de représentation des
éléments sont des aides 2 1'interprétation qui noﬁs paraissent maintenant
indispensables en analyse des correspondances. Ces deux notioas s'appliquent
ici sans aucune difficulté puisque nous projetons des nuages sur des axes

orthogonaux deux a deux.
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La cdntribution absolue d'un élément (i,t) a 1l'inertie XS du facteur
d'ordre s s'écrit en fonction de F' et de F . Son expression est plus simple
avec le premier qu avec le second ou il faut écrire 1l'inertie "intra" de

(4,t).

il

. 2
CTR (i,t) (kit/k) { F; (i,8)} |

© 2
(e, /R {Fg (4,8) - F_(4))

Un élément i du tableau somme ne contribue pas a 1l'inertie du

facteur, mais on appellera contribution de i la contribution du nuage N(i x T) :

CTR(1) = ¢ CTIR (4,t)
teT :
De méme, on appellera contribution du tableau t & 1'inertie du

facteur, la contribution de ses éléments ;: : ‘

CIR(t) =- } CTR(i,t)
i€l
Un élément (i,t) contribuera beaucoup a l'inertie si le profil de
cette iigne.est trés différent du profil de la lignme i du tableau moyen, et
si son poids kit est assez grand. La contribution d'un élément i & 1l'inertie
sera grande si les profils des lignes {(i,t),t€T} différent entre eux. Celle
~d'un tableau t sera grande'si les profils des lignes de ces tableaux diffe-

rent de celles du tableau moyen.

‘Les qualités de representatlon des (i,t) peuvent étre calculees
dans le nuage initial N(IXT) ou dans le nuage recentré N'(IxT). Dans le
premier cas, c'est la quallte de représentation de 1'écart de (i,t) a la
moyenne generale, elle n' attelnt pas forcément 1 pour l'ensemble des fac~
teurs. Dans le second, c'est celle de 1'écart de (i,t) au centre de gravité i

de N(ixT) ; elle atteint 1 pour 1l'ensemble des facteurs.

3

" 8.3. Transition de Gg vers F'g et Fs : o

En projetant le nuage N(IxT), on a : N

F_(i,t)= (1//“) Z k; /k DENG))

ol A, est & la fois 1l'inertie de Gg et de F'y et 1'inertie intra de Fg.

I4
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Cette formule est la formule de tranmsition du tableau juxtaposé : ¥
le point Fg(i,t) qui est, & 1/V)g prés, au centre de gravité des Gy (j) est

situé du méme c6té de 1l'axe que les points j auxquels il s'associe le plus.

De méme, la projection Fg (i) du profil de la ligne i du tableau

somme s'écrit :
Fs (D=(1//36) | (g /1) 6(9)
i

Le facteur F's, projection du nuage recentré se déduit de Gs par :

F's (i,t) = (1/VXs) ] (kijt/k.

: it T kij/ki) Gs (j)

On trouvera donc dans la représentation simultanée de IxT et de J

par les facteurs F§ et Gg aux extrémités des axes :

les lignes (i,t) qui s'éloignent le plus de la ligne moyenne i,

- les colomnes j qui participent le plus & cet écart & la moyenne
et qui expliquent la position des lignes : F'g(i,t) est situé du méme cdté
de 1'axe que les j auxquels il s'associe plus que la moyenne i des lignes

homologues, et du cGté opposé des j auxquels il s'associe moins que 1i.

8.4. Transition de Fg et F's vers Gg

La formule de transition de F'g vers Gg peut s'écrire en utilisant,
par exemple, le fait que F', et G, sont les facteurs de 1'analyse des corres-—
q s s Ly

pondances des tableaux?caijt (cf, 5.3.1.)

D =(1/Vg T (K, xe
Gs(3)=(1/Vrg) izt {(kljt/kJ) (klj/ki)/kit/kj)} Fe (i,t)
>
Cette formule se simplifie et devient la formule de transition du -

tableau juxtaposé. En effet, les projections de N(J) sur ses axes d'inertie

se confondent avec les projections du nuage associé au tableau juxtaposé
(cf. § 6.3.). D'ou :

Gs(j) = (1//xg) 1§ (kijt/kj) F& (i,t)

it
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Remarquons que la formule de transition duale est vérifiée pour

Fy, mais non pour Fg .

I1 est facile de vérifier que la premiére formule de transition
reste valable pour Fg en remplacant F§ (i,t) par Fg(i,t) + Fg(i). Mais la

seconde ne l'est plus, on a donc :

Gs ()= (1/YAs) izt (G5 /)= Gy o /) Gy /R Y Fs (i)
’

Aux extrémités des axes Gg sont situés les éléments j qui sont
loin du centre de gravité du nuage ; i.e. les j tels que kijt ne se déduit
pas des marges kit et kij ; tels que la colomne du tableau juxtaposé differe
beaucoup de la colonne du modéle. Les facteurs Fg(i,t) expliquent bien les
positions des Gg(3) Gg(j) est situé sur l'axe du coté des (i,t) auxquels
j s'associe plus dans le tableau réel que dans le modéle, et dﬁ coté opposé’

des (i,t) auxquels j s'associe moins que dans le modéle.

8.5. Eléments supplémentaires

Les formules de transition permettent de projeter des lignes ou
des colonnes supplémentaires. En ligne, on projettera les marges sur J de

chaque tableau, ou encore un tableau tout entier.

9. LES DEUX ANALYSES DES LIGNES ET DES COLONNES

Nous avons déja souligné plusieurs fois que lignes et colonnes

ne jouaient pas du tout le méme rdle dans 1'analyse que nous proposons.

Il est clair qu'une seconde analyse est possible en inversant le
rle des lignes et des colonnes. Les résultats s'interprétent de la méme
facon, mais ces deux anaiyses sont différentes et se complétent. Le cas
extréme ol toutes les lignes homologdes sont propor;ionnellés, le montre
bien. L'inertie intra du nuage N(IXT) est alors nulle et dans la premidre

analyse tous les facteurs sont nuls. Si les lignes sont proportionnelles,
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les colonnes ne peuvent 1'@tre, & moins d'égalité des tableaux, et dans la

seconde analyse les facteurs ne peuvent &tre tous nuls.

Si, quelquefois, une seule des deux analyses présente de 1'intérét,
la plupart du temps les deux analyses seront nécessaires pour avoir une vue

assez compléte des différences entre les tableaux.

On peut se demander s'il serait possible de faire jouer un rdle
symétrique aux lignes et aux colonnes, ce qui serait intéressant, surtout
pour éliminer les écarts entre les marges. Il semble bien que cette approche

ne le permette pas.

Dans le cas de tableau ternaire, ou 1'une des dimensions ne s'impose
pas pour la comparaison, on peut aussi permuter T avec I et J, ce qui permet

6 analyses différentes...

10. EXEMPLE

10.1. Les données (cf. tableau 1)

Ce sont deux petits tableaux de contingence répartissant la popu-
lation francaise sortie du systéme éducatif en 1973 et ayant trouvé un emploi
la méme année suivant les deux critéres : niveau de diplGme et catégorie
d'emploi. L'un concerne la population masculine, l'autre la population fémi-
nine. Ces tableaux sont extraits de [5| et utilisés dans 16| pour illustrer
1'intérét de quelques indices de comparaison concernant les marges et les fac-

teurs des tableaux.

Nous ferons deux analyses différentes avec la méthode proposée :

1) en mettant en ligne les niveaux de dipldme

2) en mettant en ligne les emplois occupés.

10.2. Comparaison des profils d'emploi & dipldme égal

Dans cette analyse, nous mettons en évidence pour chaque emploi,
la différence entre les dipldmes des deux populations. Partant d'un autre

point de vue, nous. analysons 1'écart du tableau croisant diplomes—sexe



ELEVES SCOLARISES EN 1972-1973, SORTIS DU SYSTEME EDUCATIF EN 1973 ET AVANT TROUVE UN EMPLOT - SEXE MASCULIN® -23

Niveaux de dipldme
Emplois occupés* sp BEP CAP | BAC. BTE DEG out sup
sans BEPC | BEP/CAP | BAC BAC DEUG/ENT|. DUT/BYS/] SUP Total
dipldme général techn:i.que1 Santé -
| 1. Ag;icu1teurs (AGR) ...eevevennnn | 15068 | 2 701 | 5 709 297} 1 242 - 322 - 25 339
2. Ingénieurs (ING) ................ - 337 309 917 - 308 - 4 383 6 254
3. Techniciens (TEC) ...... Ceeeeaees 302 | 1697 2 242 1969 | 1 399 357 1943 - 381 10 290
4. Ouvriers qualifids (0Q) ......... 10°143 { 3 702 | 30 926 314 1 861 - - 337 .| 47 283
5. Ouvriers non qualifiés (ONQ) .... 59 394 8 087 | 17 862 2 887 1 696 - - 323 90 249
6. Cadres supérieurs (CSUP)......... 596 298 892 | 1 227 298 2 362 318 6 78t 12 772
7. Cadres moyens (CY) ............. 2142 | 2 801 672 | 6 495 924 2 807 | 2 301 4030 | 22172
8. Employés qualifiés (EQ) ..... ves 5 445 7 348 4 719 4 353 1 280 614 982 - 24 141
9. Employés non gualifiés (ENQ) ... 4879 | 4 987 1514 3 478 886 1 326 - 661 17 431
Total......... 97 969 | 31 958 | 64 845 |21 957 9 586 7 77 | 5 866 16 896

* Source : "Bilan formation-emploi 1973", CEREQ, INSEE, SEIS, volume D 59 dés Collections de 1'INSEE, 'p._ 102 et 103.

-

’

ELEVES SCOLARISES EN 1972-1973, SORTIS pU SYSTEME EDUCATIF EN 1973 ET AVANT TROUVE UN EMPLOT - SEXE FEMININ®

Emplois occupés .

Niveaux de diplome

N/ BEP CAP BAC BTE DEG our Sup . .
! sans BEPC ' | BEP/CAP BAC BAC DEUG/ENT|DUT/BTS Sup Total
dipldme général {techniqud ’ Santé
1. Agriculteurs (AGR) ......... cees 5 089 1 212 1 166 - - - - - 7 467
2. Ingénieurs (ING) .....vvievvvrsn. - - - 316 ~ - 304 1033 1 653
3. Techniciens (TEC) ............ .¥. 281 - 320 320 283 - 683 - 1 887
4. Ouvriers qualifiés (0Q) ........ 7 470 1 859 4 017 _"l 752 657 - 285 - 16 040
5. Ouvriers non qualifiés (ONQ) ..: 29 997 4 334 4 SSBI 1<.882 - - - - 40 751
6. Cadres supérieurs (CSUP)........ - - - . 2 236 595 911 569 6 788 1 11 099
7. Cadres moyens (CM) ........... . 1577 1 806 4 549 17 063 875 4 ‘!52 15 731 3l 991 49 7.144
8. Emplois qualifiés (i‘lQ) cesesenas 21 616 19 915 32 452 16 137 5 865 1 256 3 332 1 286 | 101 859
9. Emplois non qualifids (ENQ) .... | 19 849 | 7 325 6484 | 5 111 898 294 635 - | 40 59
3 : - |
Total ....... 85 879 | 36 451 53 526 | 44 817 9 173 6 613 | 21 539 13 098

© Tableau 1}
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avec emploi au tableau modele de méme taille ol les deux tableaux concernant :
les hommes et les femmes ne different que par la répartition marginale des
diplomés.

10.2.1. Inertie

L'inertie totale de cette analyse qui est donc 1'inertie “"intra"
du nuage des profils d'emploi des diplOmes-sexe vaut 0.38. Cette inertie est
importante par rapport 3 1'inertie totale de ce nuage, 1.32, donnée par

1'analyse des correspondances du tableau juxtaposé.

La répartition des emplois, a dipldme égal, différe donc chez les

hommes et chez les femmes.

10.2.2. Premier facteur (cf. tableau 2)

Le premier facteur extrait.60 7 de l'inertie; Le dipldme qui con-
tribue le plus a l'inertie de ce facteur est le CAP dont la contribution &
1'inertie est de 29 7 pour le CAP-homme et 35 % pour le CAP-femme, donc 64 %
en tout. C'est le dipldme pour lequel la répartition des emplois est la plus
différente chez les hommes et chez les femmes. Cette différence est entiére-
ment expliquée par le premier facteur (COR=0.97) qui explique bien aussi la .
différence entre les emplois des BEP et des BAC Techniques, qui sont aussi
des dipldmes de niveau moyen. Remarquons que dans le facteur recentré (F'1)
traduisant les écarts des profils d'emploi des diplOmes - sexe au profil
d'emploi moyen du méme dipldme, ies diplOmes - hommes sont tous situés a
droite et les diplomes femmes a gauche. Le premier facteur traduit donc une

tendance générale de 1l'ensemble des diplOmes.

Les emplois les plus opposés sur ce premier facteur sont : d'une
part, les "employés qualifiés" situés a gauche et donc occupés proportion-
nellement plus par les femmes ; et d'autre part, les emplois d'ouvriers qua-

1lifiés et de techniciens qui sont préférés par les hommes.

10.2.3. Deuxieme facteur (cf. tableau 2)

Ce second facteur ne représente plus que 15 7 de 1'inertie. Il
montre une opposition entre les emplois occupés par les hommes et par les

femmes chez les possesseurs du BAC ou d'un DUT. Pour ces emplois, les hommes



Facteurs recentrés sur IxT = Dipldme-Sexe F Femme
— g * 1 # ¥ *
! I1 ! GLT POID INR! 1#4F COR CTR! 2#F COR CTR! 3#F COR CTRi 44%F COR CTR!
- gt e - 3 # 3 e e - ot o e e e o e e
1iHed | 991 1836 211 329 S49 Q4 —143 108 44! 224 265 2321 -9 49 SOI
oiHber: 272 . &1 221 412 @22 484! 66 21 4 42 23 71 -34 & :
IHecap! 997 173 1901 742 922 23881 -840 2 31 -187 59 108% 86 12 261
4iHbac! 920 42 29 257 244 121 809 622 1171 83 s 71 -99 37 12!
ciMbte! mS1 15 =S1 426 748 30! 211 8% 143 96 18 41 12 o o
LiHdes! 407 15 12} 107 =3~ 11 332 242 271 -52 . 13 st 20 .3
JiHdut! ©A1 . 11 At 042 A6 9! 1427 485 3801 629 133 1091 479 77 73
SiHeue: WE@ 32 411 117 28 2! 2RO 149 45! -225 103 401 -S83 689 212!
SiFed | 971 1A% 1081 -3784 S6% 931 164 108 731 -255 265 205! 110 49 574
10iFbep! . &9 T3t -360 @23 3| 57 21 41 -5% 23 &1 31 L2
11iFcap! 927 101 230! -8 923 M9 S0 a2 47 228 S92 1201 -to® 12z 32!
121Fhact 931 &5 141 -120 244 6! -199 422 S7i -39 2% 31 49 38 &
131Fbte! S51 17 261 -5 768 321 -219 8% 141 -9% 18 4l -12 o o
18iFded! 40% 1% 14! -125 26 1! -390 344 321 62 o 1i -94 20 3
1SIFdut! 260 41 231 -119  && 3! —RE] 434 103! -170 133 203 -130  77. 204
1AiFeum! wmw 7S S31 -149 2% 21 -372 149 SR 291 103 521 753 499 40
L #* - - R e o o i #* —-—— I - - ——— i
! 1S2792%.0 10001 1000} 1000 10001 1000
B el Ry D it o e e e e e o e e e F S ettt e # : ————
Facteurs sur J = emplois-
* e e : —tpem o——a - o e Ao omam e s e — .
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sont- plutdt technicien ou ingénieur, et les femmes plutdt cadre moyen.

10.3. Comparaison des profils de diplOme 2 emploi égal

-

Dans cette seconde analyse, nous mettons en évidence, pour chaque
emploi, les différences entre les niveaux de dipldmes des hommes et des
femmes. Dans la comparaison des deux tableaux, nous éliminons 1l'effet de
1'écart entre les répartitions marginales des emplois. Cet écart est beau-

coup plus important que celui des répartitions marginales des dipldmes.

10.3.1. Inertie

——— e -

L'inertie totale de cette analyse est quatre fois plus faible
que celle de la précédente : la répartition des dipldmes a emploi égal dif-
fére beaucoup moins entre les deux sexes que la répartition des emplois a

diplome égal.

10.3.2. Le_premier facteur

I1 extrait 46 7 de 1'inertie. Sur cévfacteur, les emplois pour
lesquels la répartition des diplOmes s'oppose le plus dans les deux sexes
sont les emplois d'ingénieur, technicien et cadre moyen. Les 3 emplois-femmes
sont tous situds i gauche des emplois-hommes identiques. Les femmes occupant
ces types d'emplois ont beaucoup plus souvent que les hommes un DUT ; 1'oppo- .

sition du DUT aux autres niveaux de dipldme prédomine sur le facteur associé.

10.3.3. Le deuxieme facteur

Ilhreprésehte 31 7 de 1'inertie et oppose les profils de dipldme
chez les ouvriers qualifiés : les hommes ont le plus souvent un CAP ; chez les
femmes on trouve en plus grande proportion que chez les hommes des DUT, des

BAC, ou des sans diplOmes.

[
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11. CONCLUSION

. i imé ilisa-
Cette méthode répond 2 un besoin souvent exprime par des ut1

‘ i ! ser systématiquement les dif-
teurs : celui d'une technique permettant d'analy y'

férences entre plusieurs tableaux de frequence.

-0n a vu, sur le petit ekemple, que les écarts entre profils des
lignes homologues, méme tres faibles, sont bien mis en évidence, leur signi-
fication est claire puisque leur distance est la distance du xz. La repré-
sentation simultanée des éolonnes permet d'interp:éter complétement les résul-

tats.

3

La non symétrie des deux analyses qui permutent 1lignes et colonnes

est trés visible dans cet exemple.

Aucune des techniques indiquées au troisiéme paragraphe ne permet-
tait d'aboutir & ce résultat : la juxtaposition met en évidence essentielle-
ment 1es dlmens1ons communes des tableaux ; les autres techniques ne permettent
pas de comparer plus de deux tableaux ; les distances ne s'interprétent pas
en termes de distance du x?;dans la représentation simultanée, les facteurs
ne vérifient pas de formules barycentriques exactes. Un vide est donc comblé.
Remarquons que la complexité des calculs est celle d' une analyse des corres-

pondances, donc treés faible.

Pour comparer de manidre cohérente et tres compléte plusieurs ta-
bleaux, on pourra faire : I'analyse des tableaux juxtaposés en lignes ou en
colonnes avec la somme en principal ou en supplémentaire ; le calcul des in-
dices globaux de comparaison des marges et des facteurs (cf. 6) ; les deux

analyses intra.

W
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