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RESUME

SUMMARY :

ETUDE GENERALE D'UN RESEAU CONSTITUE
DE DEUX STATIONS HYPEREXPONENTIELLES

Jean-Yves LE BOUDEC

On établit un algorithme permettant de calculer les probabilités
stationnaires d'un réseau constitué de deux files d'attente avec,
chacune, un seul serveur et une loi de service hyperexponentielle.
Plus précisément, si I (resp. J) est le nombre d'états "fictifs"
associés a une modélisation markovienne de la loi de service de
la premiére (resp. seconde) station, on se raméne a 1'inversion
de matrices a2 I (resp. J) lignes et colonnes et a 1'étude d'une

relation de récurrence d'ordre I+J.

Let us consider a queueing network with two single server queues ;
in each queue, the distribution is hyperexponential. For such a
netvork, it is shown that the equilibrium probabilities can be

simply computed.
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ETUDE GENERALE D'UN RESEAU CONSTITUE
DE DEUX STATIONS HYPEREXPONENTIELLES

0. DESCRIPTION DU RESEAU

1. CALCUL DES PROBABILITES STATIONNAIRES
1.1 Notations
1.2 Equations
1.3 Inversion
1.4 Elimination de (Un,Vn)
1.5 Relation de récurrence
1.6 Calcul de p(n).

2. FILE H/H/1/C

0. DESCRIPTION DU RESEAU

station 2
station 1
i
{ .
la, ()

Dans la premiére partie, le réseau comprend deux stations hyper-
exponentielles, sans limitation de capacité. Il y a une seule classe de
clients, un seul serveur, et au plus un client en service dans chaque station.
La station 1 est constituée de IAsous—stations (I états "fictifs"), la station
2 de J sous-stations (J états "fictifs"), Quand un client quitte la station 1
(resp. 2), la probabilité que le client suivant aille dans 1'état "fictif" i

vaut oy (resp. Bi). Evidemment I a; = 1=1I Bj . De plus, si le client
i .
de la station 1 (resp. 2) en cours de service est dans 1'état fictif i, le



taux de service de ce client vaut Ai (resp. ui). Il y a N clients dans le
réseau. Un client qui quitte la station 1| va dans la station 2 et vice versa,
Les états sont décrits par (n,i,j) ol n est le nombre de clients dans la sta-
tion 1, i (resp. j) la sous-station du client en service dans 1 (resp. 2).

Si n=0, i=0 et si n=N, j=0.
Dans la deuxieme partie, N est infini, le nombre initial de clients

étant infini en station 2, fini en station 1. De plus, dans la partie 2, la

station 1 a une capacité limitée a c.

1, CALCUL DES PROBABILITES STATIONNAIRES

1.1 Notations

Le calcul de p(n,i,j) s'effectuera par 1'intermédiaire des variables

définies ci-dessous :

1€neN-1 Uu(i) = = p(n,i,j) Vv (3 = I p(n,i,j)
—_— 1<j<d lgigl
X (i) = Z p(n,i,j) u; Y (§) = z p(n,i,j) A
n 1< j<d J n l<i<I .
x = £ X_(i) y = I Y (J)
" ki<t ° okgd "
n=0 U = z p(O 0 J) = p(O) X (i) = a. %
— ° e 0 i
X (i) =a, 2 p0,0,j) u: \x_ = I p(0,0,j) u.
© PPN J ° 1<i<d J
n=N V, = I pN,i,o) = p(N) Y, (J) = B,y
— N N ioN
Y (3) = Bj 2 p(Nyi,0) Ay Lyy = 2 p(N,i,0) A
1< jgd 1« j«J

1.2 Equations

Equations résultant des définitions :

n

(1) Iou @)=z v () =pn) 1<nsN-1

leicI " i€j<d
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(2) | I A X(1)= Z w,Y (D) l<n«gN-1
i<l *° ,jd 0"
Equation_de. Chapmann-Kolmogoroff :
(3) p(n,i,j) (Ai+uj) = Bj Xn_i(i) + 0y yn+l(j) 1 <ngN-1
n=0
p(0,0,j) UJ = Yl(j)
n=N
p(N,i,O) Ai = XN-l(i)
Relation de Marie
(4) Xn = Ynel 0 £ n<N-1

Par sommation des relations 3 sur j, puis sur i, il vient :

Ai Un(i) * Xn(i) xn-l(i) + 0ti yn+l

v (3) + My V() = By x g+ Y103

Par comparaison avec (4), on obtient :

(5) A ULGE) + X (1) = X () + oy x

n

(6) Y () + sV (3)

J Bj yn + Yn+l(j)

Ce systeme fournira une relation de récurrence, quand nous aurons éliminé
U et Vv .
n n

1.3 Relation d'inversion

On peut retrouver p(n,i,j) & l'aide des variables introduites en

1.2, c'est a dire inverser ces relations.

En effet, (3), (5) et (6) entrainent :

p(ny1,3) (g#uy) = B Dy U @)+ X () = a; x ] +ay (Y (3)+ uy V() - 8 Y]
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soit

(7 p(n,i,j)(ki+uj) = AiBJ Un(i)+ujoci Vn(j)+8j Xn(i)+aiYn(j)-aiBj(xn+yn)

pour 1 £ n &£ N-1 ,

1.4 Elimination de Un et V

n

U,
En multipliant (7) par X—I&_ » puis par sommation sur j, on
J

obtient : 1
B.u w2
. - i i k3 i k3
(8) X (1) = xi[ R T }Un(l) oy [ TS Vn(J)]
J 1] J 1)
B.u. M. Y (§) B.Y.
+ |z X (1) v+, | 2D |G (x +y )| Z -l
. AU, n i L AL+ i"n'’/n - AL+,
J 1] J 1) J 1]
De fagon analogue, il vient :
Ai aiAi
(9) Y (§) = 8.[ I ——— U (i) ]+ u-[ z ] v _(j§)
n Jl Ai+uj n Il Ai+uj n

' [ A X () ] [ a g ] N ) Ay
+ B, | Z———— + | L Y (j)-B.(x_+y [ z ]
| Jiy Xi+uj i Ai+uj n Jn ety Xi+uj

-Proposition-

Le systéme (E) formé des équations (8) et (9), ou les inconnues
sont (Un(i))i et (Vn(j))j , est de rang (I+J-1). On peut, pour le

résoudre, supprimer une quelconque des (I+J) équations.

-Démonstration-

Considérons le systeéme homogéne associé ; il s'écrit :

2
B.u. W
._J_.\]__ 3 ' —l 1) = L 1 £
Ai [; AL+, ]Un(l) M ai ; AL +U, Vn(J) =0 l<i<l
J 1] J 1 7]
A2 a. A

)
o

1<j<d

B. I i . ‘ [z 1 ] .
i W;Iﬂ;“ Un(l) + UJ : Xi+u Vn(J)



, Pour le résoudre, effectuons le changement d'inconnues :
il

A, U (d) u. V_(3)
A(L) = A n B(j) = - n -
o, B.
! 1 J
et posons :
BJ|UJI -1 BJUJ akvxkt -1 ak)‘k
Yi,j © T 0 sl SR B waereray I wrer
’ U B AR i"j i k' "k'' ] k "k
On a alors a résoudre :
A = -TB
u T = et A= (6, .
B = —AA o4 (YlyJ 1,) ( Jik jsk
I' et A sont des matrices positives et : I ¢, =1 §. ., >0
Kk Jik Jsk
I Y5 j =1 et Yy j > 0 ; donc TA est stochastique irréductible.
j 9 b
A= TAA
Ce systeme équivaut a :
- - B = -AA
1
1
La premiére équation entraine A = K|: , ou K est un réel quel-
: 1 1
conque, puis on obtient B = -AA = K -]
1
M Les solutions du systéme homogéne sont donc finalement :
oH El
, Un(l) =K Z , Vn(J) = K UJ'

D'ol le rang du systeme.

Pour poursuivre la démonstration, il faut maintenant étudier les

combinaisons linéaires reliant les équations (8) et (9) :

Ecrivons le systéme de ces équations sous la forme

(8) 1,(A,B) = ¢,

oll (li) et (mj) sont des formes linéaires.

V.

1

(9) mJ(A,B)

I1 existe une relation : % Xili + X y\].m‘j = 0 . On a alors
i J



-y T x = x AT X

= ol
y = -x A y = -xA y

X (Xl,...,XI)

n

(Yly---’YJ)

comme AT est une matrice stochastique irréductible , les coefficients X4
sont tous soit positifs, soit négatifs. Cela entraine la méme propriété

pour les coefficients yj .

Ainsi, aucun des coefficients n'est nul, donc n'importe quelle

équation est combinaison lindaire des autres, et on peut donc la supprimer.

-Remarque-
Le systeme des équations (8) et (9) peut se ramenmer & un systeme de
(I-1) équations. .
Soit le changement de variables (Un,vn}—>(A,B) défini plus haut ;

le systéme s'écrit :

p
|

A= -TB + ll(X Y )

e = TOA + (1l-r12)(xn,vn)

qui équivaut a

B = -0A + 12(Xn,Yn) B

il
1]

-0A + 12(xn,vn)

I1 suffit alors de résoudre le premier systéme A = TOA + (ll-Flz)(Xn,Yn)
qui est de rang I-1.

(i I > J, on a intérét a résoudre d'abord en B).

~Conclusion-

Les relations (8), (9) et (1) permettent d'exprimer U et V  en

fonction de (Xn’Yn) ; i1 faut pour cela :

- inverser le systeme (E) ; il suffit d'inverser une matrice

(I-1)x(I-1), et on obtient :
Qa.

. 1
Upy(1) = 0, (X Y ) + K 3=
Bt

i) = K =l

v (§) = wj(xn,Yn) K oy

- K est alors déterminé par 1'équation (1) : I Un(i) =z Vn(j)

En effet, le coefficient de K dans cette derniere équation est

oy B.
T o= 45l £0
. AL RV
1 1 J
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1.5 Relation de fécurtence

Nous pouvons maintenant calculer par récurrence Xn et Y .

o Calecul de Yn :

L 'équation (6) fournit LA

lement a 1'aide de 1-4,

0 Calcul de X
N n

1
en fonction de (Xn,Yn).

en fonction de Y_ et V
n n

n

3 donc fina-

Soit F le systéme formé par les équations (5) appliquées & (n+l) ;

il peut s'écrire, en posant : U (i) = Li(Xn,Yn)

(F) : AiL.(X

i n+l’Yn+1

Dans ce systéme, les inconnues sont Xn+l(i), car Yn+

-Proposition-

1

1

) + Xn+l(i) - Xn(i) i H ;,Xn+l(i') =0 , 1«1

est donné plus haut.

Le systéme des €quations (F) est inversible.

~Démonstration-

Considérons le systeme homogéne associé, il s'écerit :

(Fo) AiLi(Xn+l,0) + xn+l(i) -, L X_ .(i')y =0

Posons Li(xn+l’0) = U'(i) et Mj(X

par : Mj(Xn,Yn) = Vn)'

i 7 Tn+l
i

U' et V' sont solutions.de :

n+1’

0) = V'(J)

.

(Mj défini

. U -1
ur. w V() x (1) X (i) B.u.
et e p e B e [ ]
i j j i %4 j Mty
AUt (k) A X (k)
. n - -
z Gj,k S + uj g+ z Gj,k 3 Xy = 0
k K i ok k
(8 et y définis en 1-4).
AUT(d) u V' (§)
Posons AT(i) = = o et B'(j) = —J—ET—_
G [ B-u-.] ) X (i) J
t G(i,j) = X .. et X' (i) = 3 on :
© »J 30 Ai+uj' Yi,j - n(l R ; a alors :

<

I
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) e

= (X'(i)(; h)

i o ®

A' + X' = x (
n

+ I'B' + X!

¢ A -X
n i’

il el o
N—

A(A' + X') +B' - x

0}

B]uj )—l)
U,
J i

En reportant la premiere équation dans la deuxiéme et la troisigme,

il vient :

GB' = X'
1

Axn ki)+ B' - xn

d'ob B' = 0, X' = 0 et finalement Xn =0.

1

~-Conclusion-

= as e

On obtient, gréce a l'élimination de (Un,Vn),

H'(Xn,Y ) = H(Xn,Yn) pour

n+1 n+1

K(Xn,Yn) pour

n+1

H, H' et K étant des applications linéaires.

Yn+l en fonction de

(Xn,Yn) dans (6) ; puis, aprés inversion d'un systeme de I équa-
tions, l'expression de Xn+l en fonction de Xn et Yn+l grace aux

équations (5), donc de (Xn,Yn). Plus précisément, on aboutit a :

1l & ng N-2

1< ng N-1

1.6 Calcul de p(n)

a On obtient, & 1'aide de 1.5 : Xl

(rappelons que Y_, comme X,,, n'est pas défini).
o N

On calcule donc, par récurrence, (Xn’Yn) en fonction de X, et Yl' Puis,

= H'(Xo,Yl), or Xo(i) = X 04

1

YN(j) = Kj(xN-l’YN-l) = Bj XN-1 fournit un systéme de J équations en les

J inconnues (Yl(l)... Yl(J))-

On calcule enfin Un et Vn 3 1'aide de 1.4, puis p(n,i,j) & l'aide

de la relation d'inversion 1.3 ; p(0,0,j) et p(N,i,0) sont donnés par les

équations de Chapmann-Kolmogorov (§ 1.2).




A 0  Si N est grand, on peut obtenir 1l'expression de p(n) pour tout
n £ N-1 de fagon plus rapide.
X
, En effet, on obtient de fagon générale (Yn) = [ —E—-] Yn-l
) n n-1

Mais la relation I Ai Xn(i) = I uj Yn(j) permet d'éliminer une
i J
variable et d'écrire :

X X Y (1)
() - (1) e e ()
v, Y1 Yn(J-l)

Or p(n) est fonction linéaire de (Xn,?n) ; d'ou

- Si les valeurs propres Upseseslp g de la matrice P sont distinctes,
I+3-1

tels que : Vh e_[l,N-l], p(n) = I c; u?
i=1

alors il existe CyseeesCqyy

- En général, p(n) vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre

I+J-1, définie par le polyn6me caractéristique de P.

I1 suffit alors de calculer p(l),...,p(I+J-1) par itération pour
obtenir les constantes S EREREL S I apres résolution d'un systéme de

P Vandermonde.

v -Conclusion-

—— o —

Le calcul de p(n) demande, principalement, les opérations suivantes :
- inversion de deux matrices carrées a I lignes (élimination de Un ,

) 5

calcul de X
n+1

- puis étude d'une relation de récurrence d'ordre I+J-1, linéaire.

Les matrices qui interviennent sont donc toutes de taille inférieure a I+J.

2. FILE H/H/1/c

2.1 Description

I1 s'agit de la file & un serveur, une seule classe de client, a
'
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capacité limitée a c. Les interarrivées (resp. Les interservices) suivent

une loi hyperexponentielle de parametres Mpseeesty [resp. Al,...,AI] s

de répartitions Bl""’BJ [resp. al,...,al] .

Pour étudier cette file, nous utilisons le modele du §1, avec
N = +° , et un nombre infini de clients dans la station 2, qui modélise

les interarrivées.

2.2 Equations

y U

On utilise, comme en §1, les variables Xo, YO

Vgr Xor Vs

o’ n

Un’ Vn’ etc, définies de la méme fagon. En particulier la formule générale

s'applique pour n = c.

Les équations (1) 2 (6) restent alors valable pour n £ c-1 .

Pour n=cona: (1), (2) et (4) restent valables, mais :

(3)g ple,i,))O0+uy) = By X1 (1) + X (1)
(5) Aj Uo@) + X (1) = X (1) + Ix (i)
(6), Vo) + uy V() = By + X,

L'équation (8) devient :

B.U.
(8), ” U (1) [ z —~J—J-—-] = X, (1)
J Ai+uj

L'équation. (9) donne :

(9), ‘ Vo(3) + U (3) = By g+ xg

2.3 Résolution

La méthode précédente s'applique pour exprimer (Xn,Yn) y N £ c-1

ainsi que YC en fonction de Xo et Yl'

i
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Pouf éliminer UC et Vc , on doit utiliser (8)c et (9)C qui donnent

un résultat direct.
On calcule alors X, gréce a (S)C.

Enfin, 1'équation (6)C permet de calculer Y, , aprés résolution

d'un systeéme linéaire a J inconnues.
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