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ETUDE MATHEMATIQUE D'UN MODELE DE FLAMME LAMINAIRE

SANS TEMPERATURE D'IGNITION : I - CAS SCALAIRE

Martine MARION *

RESUME

Ce travail étudie les propriétés qualitatives d'un modéle de
flamme laminaire stationnaire, sans température d'ignition.

Pour ce modéle, il existe une infinité d'ondes planes, solutions
des &guations de la combustion. On détermine le comportement
asymtotique de ces solutions, lorsque 1'énergie d'activation
tend vers 1'infini. Le lien entre le modéle considéré et celui
de la température d'ignition est ensuite précisé. On étudie
enfin .le probléme analogue sur des intervalles I_ = ]-a, +a[,

-

ainsi que le passage a la limite, lorsque a—++=.

A MATHEMATICAL STUDY OF A MODEL FOR LAMINAR FLAMES

WITH NO IGNITION TEMPERATURE : I - THE SCALAR CASE

Martine MARION *

ABSTRACT

The aim of this paper is to discuss a model of laminar steady
flame with no switch-on (or ignition) temperature. For this
model there exist infinitely many solutions of the combustion
equations having the form of planar travelling waves. We
determine the asymptotic behaviour of these solutions for
large activation energies. We further study the relationship
between this model and the one with ignition temperature.
Lastly, we study an analogous problem in a bounded interval

I, = ]-a, +al and the convergence of solutions as a++=..

* INRIA - Domaine de Volucdau - Rocquencourt - BP 105 -
78153 Le chesnay.



0. - INTRODUCTION

On étudie la structure d'une flamme laminaire, pré-mélangée,
stationnaire, dans le cas d'une réaction simple du type :
réactant »+ produit, sous 1l'hypothése d'un nombre de Lewis
égal a 1. Le probléme se raméne alors & (voir Buckmaster et
Ludford [5], Williams [9])

Déterminer une application u : R+ [0,1] et un réel c
vérifiant :
-t ? I
(0.1) u" + cu g(u)
u(-«< =0 u(+o =1

u représente une température réduite et l'on a : u = 1-v ol v
est la concentration massique (réduite) du réactant. a(u)
s'écrit (i-u)f(u), ol 1l'application f prend en compte le
terme d!Arrhénius. c représente un flux massique, et,

rappelons-le, est une inconnue du probléeme.

La nature des solutions de (0.1) dépend étroitement du
comportement de g au voisinage de 0. Les lois de la cinétique
chimique imposent que g vérifie en général : g > 0 sur
£o,1r g(l) = 0. Il est classique que, alors, comme g(0) > 0,
(0.1) n'a pas de solution. Ce probléme constitue la "difficulté
de la frontiére froide". On le contourne en modifiant le terme
de réaction f. On suppose en général que :

46 ¢10,1C ¥x ¢[0,0 [ g(x) =0 ¥x € ] 6,1 g(x) >

Le réel 6 représente une température d'ignition et on démontre
alors qu'il existe un unique couple (u,c) solution de (0.1) (&

une translation de l'origine prés pour u).
On va étudier ici, un second modéle ol la fonction g vérifie :

g(0) = g(1) =0 ¥x € 10,1 g(x) > 0



Oon va donner pour ce modéle un résultat d'existence et d'unicité
(trés différent de celuiobtenu pour le modéle de la température
d'ignition). On précisera le lien entre les solutions obtenues
dans ces deux modéles. On fera ensuite une étude asymptotique,
pour un certain paramétre tendant vers 0. On €tudiera enfin un
probléme analogue & (0.l1) dans un intervalle borné [~a, + al,
ainsi que le passage d la limite a + + «. Hormis le résultat
d'existence et d'unicité déja établi dans [6, 7, 10] (la démons-
tration ci-dessous est différente) et ceux relatifs au lien entre
les deux modéles obtenus dans [7], tous ces résultats semblent

nouveaux.

Principaux_résultats :

Oon considére en fait ici un probléme plus général que (0.1).
Plus précisément, on se donne une application g vérifiant

(0.2) g: [0, » R g lipschitzienne sur [0,1]
g(0) = g(l) =0 ¥x ¢ 10,10 g(x) » 0

et une application k telle que

1
(0.3) k ¢4 ([0,1]1, R) Jo > 0 ¥x e [0,1] k(x) 2 a
Pour ¢ ¢ IR fixé, on étudie le probléme :

Trouver u eQ@?(IR,[O,l]) telle que :
(0.4) - (k(u)u')' + cu' = g(u) sur R

u(—oo) = 0 u(+oo) = 1,
k représente un coefficient de diffusion non linéaire.

De nombreux auteurs (Aronson-Weinberger [1], Fife [61],
Jchnson [7], Uchiyama [10]) ont &tudié le probléme (0.4) avec
"k £ 1. Ils ont montré que EIcO > 0 tel que (0.4) admet une
solution u si et seulement si ¢ 2 cg. Fife [6], Johnson I[71],
Uchiyama [10] ont démontré l'unicité (& une translation de



l'origine prés) de u. Ces travaux utilisent (excepté celui de
Johnson) des techniques de type plans de phase et imposent
sur g des hypothéses plus restrictives que (0.2) et, de plus,

non adaptées aux problémes de combustion.

Dans la section 1, on propose une démonstration du résultat
G'existence et d'unicité ci-dessus différente de celles dans
(1, 6, 7, 101. Elle utilise une méthode de "tir" et s'applique
au probléme (0.4) (avec un k général). Le résultat précis est

le suivant

Théoréme 1 : Il existe c, > 0 tel que le probléme (0.4)

o
admet une solution si et seulement si
czc,.

Pour tout c 2 o la solution du probléme
(0.4) est unique (a une ‘translation de

l'origine prés).

De plus,
! (x)
ZJ' k(s)g(s) ds < c_< 2 Vk sup 41X,
0 © x e 0,10 %
oll B = max k(x)
Xx e (0,1

La section 2 fait le lien entre le modéle étudié et celui de
la température d'ignition. Plus précisément, ¥ 6 € 10,1[,
¥c ¢ IR, on considére le probléme :

Trouver u : IR-[ 0,1] - (k(u)u") '+ cu' = g(u)x (u)

(0.5) £e,11.
u(-o =0 u(+ew =

1

ot X [o 1]désigne la fonction caractéristique de 1l'intervalle
[

[6,1]. Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4], Johnson et

Nachbar [8] ont montré& que,¥6 € 10,1[, il existe un unigque



c(=cg) tel que le probiéme (0.5) ait une solution. Cette
solution est unique (3 une translation de l'origine preés)
et l'ona : cg>08. ¥0 ¢ 10,10, ¥z e 10,1 fixé, on note
ug l'unique solution de (0.5) telle que ue(O) = 25. On

démontre le résultat suivant :

Théoréme 2 : (i) L'application : ]0,]& > IR’ est strictement

décroissante.
(ii) lim Cy = Co (ol 0 < ¢y < + @ est défini
g+ o dans le théoréme 1)

(1i1) uy > ug dans @ (R) (etBy o (R))

69 ol u, est 1'unique solution de (0.4)

correspondant & ¢ = ¢4 et telle

que u (0) = 2z

I]1 est aisé de vérifier que les résultats (i) et (ii)
peuvent &tre obtenus par la méthode de Johnson [7]. (iii) sera

démontré dans la section 2.

les seetions 3 et ¢ sont consacrées & une étude asymptotique.
La fonction g est supposée dépendre d'un paramétre € > 0,
destiné i tendre vers 0 et qui représente l'inverse de l'énergie
d'activation (réduite) de la réaction chimique. On note g = g
et on suppose que la famille (ge)e vérifie les hypothéses

suivantes

. ¥e > 0 Ie vérifie (0.2)

. ¥e > 0 = est dérivable en 0 et gé(O) =.0



il existe ( 6_.) telle que : ¥e¢ 0<8 <1 lim 6_ =1 et
€€ € £ 0 €

lim { sup .g.e,(x) =0
e=+0 x €10, GE] X }

) l_im/l k(s) g, (s) ds =m > 0
- g+0 /0

On sait (section 1) que ¥e > O E{co(e) > 0 tel que l'équation :

0.6) - (k(ue) ué)' + cué =g, (ue)
u, ¢ GF(m,00,17) o, (== =0 (49 =1

admet une solution si et seulement si ¢ 2 cg(e). Dans la section 3,

on s'intéresse au comportement asymptotique de c,(e) et de l'unique

solution de (0.6) correspondant & ¢ = co(e) et telle que

u, (0) = 25, OU 2z, € 10,1 est fixé quelconque, gue l'on note

U, o Notre résultat principal est le suivant
g4

Théoréme 3 : lim co(e) = /2m = Cq
e+0

0
De plus, u, + u danscé (IR), oGt u est
,€ CO co

déterminé de maniére unique par :

ucoeC@"(m,to,lu)

uc(x)=1 ¥X 2 X

U, e%l(j-w,xE,IR) ~k{(u_ )u' 4+ c.u = 0
o o

sur ] 4°°,XOI et X est déterminé de maniére

unique par la condition u, (0) = z_.
o o)



La démonstration rigoureuse du résultat précédent (section
3 ci-dessous) justifie donc les développements asymptotiques
formels donnés dans [5,9] ; ce résultat est analogue & celui
obtenu par Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4] dans
1'étude asymptotique de 1'(unique) solution du modéle de la

température d'ignition.

Il est alors légitime d'étudier, pour c > c, fixé, le

comportement asymptotique de l'unique solution de (0.6) telle
que u_(0) = z_, ol z ¢ ]0,1L est fixé quelconque, que l'on note
€ o)

u, - C'est ce qui fait l'objet de la section ¢ ol on démontre
7
le résultat suivant

Théoréme 4:: Uo ¢ 7 U, uniformément sur tout compact de IR, oi
, -

u, est déterminé de maniére unique par :

. . - ) -
(i) si zo € 10,1 - ?;J u, £ z_ sur R

. €0
(ii) si z_e]J 1 = = 1( .

U G%O(IR,'[O,IJ) uc(x) =1 ¥x 2 X

a0
0 e G- x [ R)

¥x < X, -k(uc(x))ué(x) + C uc(x) =c - cg

et X, est déterminé de maniére unique par la
z

condition uC(O) z o
=1 - °
(donc uc(—°°) =1 S )

dans ce cas, on a, de plus, ¥Xx ¢ R

[Ty o~ llggo *0
S A SR



Ce résultat est une illustration des difficultés que l'on
rencontre quand on n'introduit pas de température d'ignition,
ainsi que du réle trés particulier que joue c,, (qui est le
plus petit ¢ tel que le probléme admette une solution, voir

théoréme 1)

1) L'absence de température d'ignition entraine 1l'existence
d'une infinité de solutions. Le comportement asymptotique de
ces solutions, excepté l'une d'entre elles, n'est pas "physique" :
on peut l'interpréter en disant qu'on peut "remonter" jusqu'a
- sans jamais rencontrer de gaz frais.

2) Cq est la seule valeur telle que la solution correspon-
dante (notée uo) ait le comportement asymptotique attendu. De
plus, (uo,co) peut étre obtenu comme la limite, quand la tempé-
rature d'ignition tend vers (, de la solution (unique) du modéle

de la température d'ignition.

La valeur c, est également privilégiée du point de vue d'une
approximation numérique éventuelle, comme le montre la section §,
qui est consacrée 3 l'étude d'un probléme analogue a (0.4) dans
un intervalle borné et de la convergence d'une solution de ce
nouveau probléme vers une solution de ((0.4). Plus précisément,
on se donne g et k vérifiant respectivement (0.2) et (0.3).

Pour a > 0, soit I, = [~a,+a]. On considére le probléme :

Trouver u ¢ qzz (Ia,[O,lj) et ¢ > 0 tels que :
0.7) - (k(Wu')' + cu' = g(u) sur I,
- k(u(-a))u'(~-a) + cu(-a) =0 u(0) =

[N Ll

u(a) =1

Notre résultat principal est le suivant :



Théoréme 5 : Pour tout a > 0, il existe une unique solution
v .
(ua,ca) de (0.7) et l'ona : 0 <u, <1

ua est strictement croissante,

De plus : lim C, = Co
a =+ 4w

1
. _ 70 o
et lim u, = u, dans (6 (R) (et %)loc(IR)A

a = +o
ol u, a été prolongé & R en posant ua(x) =1
¥ x 2 a et ua(x) = ua(-a) ¥ x < ~a et ol ug est

la solution de (0.4) correspondant a ¢ = o et
_ L
telle que u (0) = 5

1 . - . . -
La valeur 5 ne joue aucun rb6le particulier dans ce résultat :

on aurait pu choisir u(0) = z z_ €10, fixé quelconque.

o’ “o
Insistons sur le fait que, ici, contrairement & ce qui se passe
pour le probléme posé sur R, le fait d'imposer la condition

u(o) = % entraine l'unicité d'une solution de (0.7).

Du point de vue numérique, la "seule" solution du probléme
sur R est celle correspondant a Coe

Remarque : L'étude de ce modéle de flamme dans le cas d'un nombre
de Lewis quelconque fera l'objet d'une publication ultérieure.

1. - RESULTAT D'EXISTENCE ET D'UNICITE

Donnons~nous g et k vérifiant respectivement (0.2) et (0.3).
Notre but, ici, est la démonstration du théoréme 1 (voir l1l'intro-
duction).

Commengons par é&tablir quelques résultats préliminaires et
des lemmes techniques qui seront utiles dans plusieurs sections.



Preuve

solution

c >0
u' > 0

: Ceci se' démontre

u. Alqrs :

0 < u < 1 u est monotone croissante

lim u'(x) = o
X > 4o

aisément (voir par exemple Berestycki,

Nicolaenko et Scheurer [47)

On supposera désormais ¢ > 0,

Lemme 1,2, . On Suppos

ue G2

€ qu'il existe -o < Xo <X, £ 4o et
]xo,xlf, [0,11) tels que :

= (k(w)u")' 4+ cu' = g(u) sur ]xo,xl[
¥ x ¢ Jxo,xl[ u'(x) > o u'(xi) = lim u'(x)
X > x.
i
existe pour i=0,1 (. R)
notons U(xi) = 1im u(x) i=0,1,
X,
Alors ¥ a, b xo S a<.pb <« xl on - a
(1.1) -k(u(b))u'(b) + k(u(a))u'(a) + c(u(b)-u(a))
b

(1.2) -

(1.3) ~

g(u) dx.

b
x=b 12 € r,2.x=b _
[k(u)uu']x=a + Jg k(u)u'“gx + 5 [u Jx=a =

Jfb g(u)u dx .

a

- b ‘
% [k(u)zu'zji;s + ¢ Jg k(u)u'? dx =

u(b)
Jr k(s) g(s) as
u(a)

Remarquons que (1.1) et (1.2) ne nécessitent pas u' > 0,
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Preuve : Pour x_ < a < b <Xy ces relations s'obtiennent en
o= .0 1
multipliant successivement 1'équation satisfaite par 4, par

1,u,k(u)u’ et en intégrant sur [a,b]l. Il est alors possible

de faire tendre a vers Xg et b vers X, dans les relations

ainsi obtenues.

0

Remarque 1.3. Les trois relations du lemme 1.2 ((1.1), (1.2)

et (1.3)) seront notamment utilisées de la maniére suivante :
sous les hypothéses du lemme 1.2, soient X = & < b < Xy remar-
quant que ng g(u)u dx < ng g(u)dx, (1.1) et (1.2) fournissent
une majoration de ng k(u)u'zdx que l'on reportera dans (1.3).

sachant que C > 0, cela fournit une inégalité gui nous sera

utile plusieurs fois.

1
corollaire 1.4. : Sic < J:f k(s)g(s)ds, ©.4) n'a pas
3

de solution.

Preuve : Supposons que c est tel que (0 .4) admet une solution.
On peut alors (lemme 1.1) gcrire (1.1), (1.2) et (1.3) avec
a= -0 et b = +®. La méthode de 1a remarque 1.3 fournit alors

1'inégalité

1
c > ‘J 2 f k(s) g(s) ds 0
¢}

Soient ¢, et ¢, tels que 0 < ¢y = Co» Supposons qué .
pour i=1,2, il existe a;., bi - < ay < bi < 4+ et une appli-

cation u; ¢ Qﬁz([ai,bi[,{o,ll) telle que

- (k(ui)ui)' + ciui = g(ui) sur [ai,bi[

¥ X € [ai,bi[ u:'.L(x) > 0 ui(bi) = iiinbui(x) ¢ TR existe
i

(x) .

Notons ui(bi) = lim uy
X - bi

e ————




On peut alors définir hi € QZ([ui(ai),ui(bi)J) n %51([ui(ai),

- 11 -

ui(bi)[) telle que :

(1.4)

On note
suppose

la |t

¥ s e [uy(ay),u; (b))l hy(s) = k(s)ui(ugl(s)) et

4 _ _g(s)k(s)
gs by(s) = ¢4 b, (s)

hy (uy (b;)) = u} (by)k (uy (by))

= sup(u, (a;) ,u, (a,)) s = inf (u; (b;) ,u,(b,)) et on

< s. On se propose de 'tomparer" h,

Lemme 1.5. Sous les hypothéses ci-dessus :

(a) Supposons c, =¢,

(1) Si sy e [s,s] h, (s )=h,(s]), alors

¥ s ¢ [s,5] h;(s)=h,(s)

(11) si  Hs_ e [s,sl h,(s,) < h,(s), alors

¥ s ¢ [s,s[ hj(s) < h,(s)

(b) Supposons c, < ¢y

(1)  si Hs, e 1s,8] hy(s,) s b (s.), alors

¥ s € [E’SO[ hz(s) < hl (S)

(ii) si Iﬂso e [s,sl h,(s,) 2 h, (s ), alors

¥ s ¢ ]so,§[ h,(s) < h,(s)

La démonstration du lemme 1.5 utilise uniquement le fait que

h, « G(ls,51) n B (Cs,50

¥s e [s,S0 h,( ds i i h, (s)

s) >0 4 h.(s) = c, - (s)k(s) .

et h2 sur [§,§].
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Le lemme 1.5 exprime donc en fait des "propriétés de mono-
tonie par rapport aux ci" d'applications hi qui vérifient de

telles hypothéses.

Preuvé : Montrons & titre d'exemple (b). Remarquons que si

d s ¢ [§,§[ tel que h,(s) = h,(s), alors hj(s) < hj(s). Cette
propriété permet de démontrer aisément (ii). Raisonnons par
1l'absurde pour montrer (i). Si d s; e [s,s [ tel que

hz(sl) > h, (s;) alors (i1) => ¥ s ¢ Js;,s.l hl(s) < h,(s).
Donc ¥ s ¢ Is;,s;[ hj(s) < hy(s).D'ol hy(s,) < h,y(s ). Ce

qui est impossible. O

I1 est commode, pour la suite, d'introduire R muni de sa

relation d'ordre et de sa topologie usuelles.

Corollaire 1.6. On fait les hypothéses du lemme 1.5. On
suppose de plus que :

ul(al)=u2(a2) ul(b1)=u2(b2)
sup(al,az) < inf(bl,bz)
on suppose enfin que EIxo € ]sup(al,az),
inf(bl,bz)[i tel que ul(xo)=u2(xo)(=so).
Alors :
(a) sSi c,=¢, et ui(xo) < ué(xo)

Alors :

b, < b1 et ¥ X ¢ ]xo,bz[ ul(x) < uZ(X)
a; <a, et ¥x« [az,xo[ ul(x) > uz(x)

(b) Sic; <c,

(1) uylxy) = u)(x,) => bé
¥ X € ]xo,b2[ uz(x)

IA

bl et
ul(x)

v

(i1) uy(x)) =<u;(x)) =>a, < a; et
u, (x)

\'4

¥ X ¢ [al,xO[ uz(x)
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Preuve : Montrons 3 titre d'exemple (b) (i). D'aprés le lemme
1.5, ¥

hil: ¥
u, (f)
uzl(s)
¥ X ¢ Jxo,b L, uz(x) > ul(x). 0

€ ]s ,sC, h (s) < h (s}). Donc, vue la définition des
€ ]so,s[ (u2 (s))' < (u -1 (s)' => w9 s ¢ ]s , s

l (s). Or ul ﬁa([s ,s], [x +b;1). Donc :
u; (s), soit b2 < bl’ On montre enfln aisément que

A 0 0

1A

Remarque 1.7. Dans le lemme 1.5 et le corollaire 1.6, on a fait

sur les u, des hypothéses pour des intervalles de la forme
[ai,b L. On obtiendrait évidemment des résultats analogues avec
des intervalles de la forme Ja. ,b ] ou [a ,b ], sous les hypo-
théses appropriées 3 chaque cas. (On notera toutef01s que, dans
le cas Ja. ,b 1, faire des hypothéses en So,=S ne permet pas de
conclure).

Ces résultats préliminaires démontrés, la suite de la démons-
tration du théoréme 1 comportera deux parties. Commengons par
prolonger g et k & R en posant :

g(x) =0 ¥ x ¢ RN\JO0,1]
k(x) k(0) ¥x <0 kix)=k(l) ¥x =1 .

Pour ¢ > 0 et A > 0, on considére l'équation différentielle (ol
on ne cherche plus u & valeurs dans [0,11)

~(k(u)u')' + cu* = g(u) sur R

(1.5)  lu(0) =1

u'(g) =2

On sait qu'il existe une unique solution de (1.5) définie
Sur un intervalle de temps maximal, notée u. Dans une premiére
étape, on g'intéresse a la restriction de w @ {x > 0|u(x) est
défini}, que l'on note encore u, et on étudie, pour c fixs, -
s'il existe des valeurs de ) telles que la solution de (1. 5)
Puisse &tre la restriction 3 rY g -une.solution-de (0.4).

Le résultat principal est le suivant :




proposition 1.8. soit ¢ > 0 fixé. Pour tout » > 0, la
solution de (1.5) est définie sur R_.
I1 existe un unique A = a(c) > 0 tel
que la solution de (1.5) vérifie u(+«)=l.
Notons uckla.solution.correspondante.
1 < ¢, => )\(02) < )\(Cl)
. ¥x eR ué(x) > 0

1 .
5 < uc(x)f <1

on a de plus : . C

La démonstration de la proposition 1.8 repose sur une
méthode de "tir" analogue i celle de Berestycki, Lions et
Peletier [2] et de Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4]

et sur l'utilisation du lemme 1.5.

Lemme 1.9. ©Pour C > 0 et » > 0 fixés, soit u la solution
de (1.5)

(i) si Glxl > 0 tel que u(xl)=1, alors u' > 0

pour X z X,

(i) si dx, > 0 tel que u(x,) = %, alors u' < 0

pour X 2z X,

Preuve : Elle est aisée et utilise surtout (1.1). voir [4]

Corollaire 1.10. (i) ¥ A > 0, la solution de (1.5) est

définie sur Ig_

(ii) Supposons que d x > 0 u'(xg) = 0
pour un certain (c,)) alors :

1 . p
5 < u(xy) <1 a x; > %, uix,)

8] 1o
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Preuve : Voir [4].

Lemme 1.11. Pour tout c, il existe au plus un XA > 0 tel que
la solution u de (1.5) vérifie u(+«) = 1, On 1le
notera, quand il existe, A (c) et on notera u,

la solution correspondante de (1.5).

1
* ' -
Alors ¢+ ¥ x > 0 uc(x) > 0 5 < uc(x) < 1.

De plus, si c, < ¢, sont tels que A(cl) et

A(cz) existent, on a :

k(cz) < K(cl)

Preuve : Soient (ci,ki), i=1,2, tels que la solution us de (1.5)

associée a (ci,Ai) vérifie ui(+w) = 1. D'aprés le lemme 1.9 et
le corollaire 1.10, on a :

< ui(x) < 1.

NI

¥x> 0 u(x)>0
De plus, en intégrant 1'équation, il vient que ui(+w) = 0.

on définit alors hy par (1.4) : h; ¢« Gui1n o Gradan
hy(1) =0.

. Supposons ¢, = ¢, = c. Comme hl(l) = hz(l), le lemme 1.5 (a)

1
entraine que ¥ s ¢ [%,1], hl(s) = hz(s). En particulier
hl(%) = Al = hz(%) = 12, ce qui prouve qu'il existe au plus un
A > 0, tel que la solution u de (1.5) vérifie u(+w) = 1,

. Supposons ¢y < ¢, Utilisant & nouveau le lemme 1.5, on
obtient :
%)

5) = A(cl) O

= 1



Pour ¢ fixé, définissons :

}

[

{(r»>0

r+(c) :Hx1 >0, ux(xl) =

"(1.6)

I'_(c) {(x> oISle >0, u,(x,) %}

ol u, désigne la solution de (1.5) correspondant & 2.

Lemme 1.12. T (c) et I'_(c) sont deux ouverts disjoints

de nﬂ*

Preuve : Elle est aisée et laissée au lecteur (voir par exemple

(21).

Lemme 1.13. (i) Soit c tel que T_(c) # g et (c) #¢
Alors H XA > 0 tel que uy (=) =1
(A=A (c) avec les notations introduites)

(ii) Supposons que c soit tel que A (c) existe.
Alors : T _(c) = 10,Ax(c)l T (c)=1r(c),+=l

Preuve : Démonstration de (i) : I, (c) et T_(c) étant deux ouverts
disjoints non vides, 4 A > 0 X £ ry(e) v r_(c). On a alors :

¥Y¥x >0 ui(x) >0 % < ul(x) < 1l. Donc £ = lim ul(x) existe et

) ~ ) . o ) X + 4+

% < £ =< 1, Enint&grant l'équation, il vient que lim ui(x) existe
X =+ +x

et donc vaut (. Donc, utilisant 1l'équation, lim u;(x) = - %%%% =0

= g =1. X+ 4o

Démonstration de (ii) : On démontre aisément que I'_(c) = J0,A(c)
(resp. T (c) = Ix(c),+~[) en raisonnant par l'absurde et en utili-
sant le corollaire 1.6 (resp. le lemme 1.5). 0
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Le but dans ce qui suit est de montrer que ¥ c,
r (c) # @ et T_(c) # 9. La proposition 1.8 sera alors démontrée.

Lemme 1.14. ¥ c, I (c) # ¢

Plus précisément, +m[ T, (c), ot

___1_ ‘// k(s)g(s)ds

Preuve : Soit A 2 A+ ; supposons que A ¢ T+(c), c'est-a-dire :

¥ x >0, uy(x) < 1. Alors soit Hx, >0 uj(x;) =0 et

¥ X ¢ [0,x0[ ui(x) >0, s6it ¥ x > 0 ui(x) > 0.

-Dans le premier cas, en faisant a=0 et b=xo dans (1.3), on obtient :

u, (x)
X Ao
k(l)zl2 + c © k(u )u'2 dx =
0 AT

N

5 k(s)g(s) ds

Nll—'\;

d'ol A < A+ ce qui est impossible.
< %<1,

[\ ] [

Dans le deuxiéme cas, £ = lim ux(x) existe avec
X &+ o

lim u! (x) = 0 et en prenant a=(0 et b=+« dans (1.3) il vient :

X <+
o0 "
l k(l)zx2 +c / k(uk)u;\z dx = f k(s)g(s) ds,
, 1

Nl

d'oll A < A, .0

1
Lemme 1.15. (i) ¥c < \/é J[ k(s)g(s)ds, T_(c) # ¢
1 N
2
(ii) e, > ¢ => T_(c,) < T _(c,)

1
Preuve : (i) Notons 6§ =~/P k(s)g(s)ds. Soit c < V86. Montrons
1

que T'_(c) # ¢. Soit A ¢/ I'_(c). Alors ou bien X ¢ T _(c), c'est &
dire dx ul(i) = 1, ou.bien A ¢ T _(c) et d'aprés le lemme 1.13 (i)
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en posant X = +», on a dans tous les cas : d X ¢ 10,+=]
ui > 0 sur [0,x[ ux(i) =1 ui(x) > 0.

On écrit (1.1), (1.2), (1.3) pour a=0 et b=x. Utilisant
alors la méthode de la remarque 1.3, on obtient 1l'inégalité :

2
1,,2 1 c” _
(A k(i)) + C(lk(i)) + 28 > O,

ce qui implique, puisque Ak(}) >0, A > —— === Yas
k(3) 2
2

Donc : Jo, ﬁ —cF .86] c T'_(c).
k(3) 2

Démonstration de (ii) : Raisonnons par 1l'absurde : supposons
que H X € T_(cz) tel que A £ T_(cl). Notons u;, i=1,2, la
solution correspondant a (ci,k). On vient de voir ci-dessus
que X ¢ F_(cl) entraine :

q X, € ]0(+wj ui > 0 sur [0,xl[ ul(xl) =1

L}
ul(xl) 2 0.

D'autre part, A ¢ F_(cz) => Xyr ¥ X € [0,x2[, ué(x) >0
- . ;
et ué(xz) = 0; 2'<u2(x2) < 1.

Notons s, = uz(xz). On fait alors correspondre & uj, hi par
‘o =1 3z = . 1, _ 1
(1.4) pour i=1,2 et s =5 s =5,. Ona : hy(5) = h(5) et

h2(52) =0 < hl(sz). Ce qui, est impossible.

Lemme 1.16. ¥ c [I_(c) #¢

Preuve : Raisonnons par l'absurde : supposons que J ¢, > 0
I_(c;) =¢. Considérons E = {c|T_(c) ##| . C'est d'aprés le

lemme 1.15 un intervalle de la forme ]0,cz)avec 0 < €, < Cye



- 19 -

En utilisant la continuité d'une solution de (1.5) par

rapport a ¢, il est aisé de voir que E est ouvert.

D'autre part pour tout c < Cor le couple (k(c),uc) est
bien défini. En prenant a=0 et b=+~ dans (1.3), il vient :

+ oo 1
%» }:(%)zk(c)2 + c f k(uc)u'2 dx = f k(s)g(s)ds
0 ¢ 1
2

donc, sachant que ¥ x k(x) 2a > 0, il en résulte que
.€+w uéz(x)dx est borné indépendamment de ¢, pourvu que ¢ = ¢ > 0.

Donc, en tenant compte de 1l'équation, on a que u, est borné

c
independamment de ¢ 2 £ dans H%OC(JR). On en déduit aisément

2 +
Hu, e G (R, R) - (k(uy)uy) ' + cul = g(u,) sur R
| u2(0) = % r ¥ X € rY ué(x) > 0
% < uz(x) <1
et on a alors : lim uz(x) =1, ¥x=z20 ué(x) > 0,
X > o

c, est donc tel que A(cz) existe, ce qui implique (lemme 1.13)

c2 e E, or ceci est impossible car E est ouvert.
g

La proposition 1.8 est démontrée. On va maintenant étudier
pour quels c, l'application u, (définie par la proposition 1.8)
est solution de (0.4). Remarquons en effet qu'il est évident
que, si (0.4) admet une solution u vérifiant u(0) = %, alors,

nécessairement, ué = u., On va achever la démonstration du théoréme

1 en prouvant :

Proposition 1.17. 4 c_ > 0 tel que (0.4) a une solution si et

(o]

seulement si ¢ 2 S

c_ <2 /8 sup g(x)
° x ¢ Jo,1[ ¥

De plus,
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Lemme 1.18. ¥ x <0 ué(x) >0

Preuve : Commengons par montrer que ¥ x <0 ué(x) >0,

Sinon, Hx < O ué(x) < Oet W x' ¢ 1x,0[ ué(x?) =0 et

uc(x') < uc(x). Ecrivant (1.1) avec a=x et b=x', il en résulte
une contradiction. Supposons maintenant que H x < 0 ué(x) =0
alors ou bien 0 < uc(x) < % ou bien uc(x) < 0. Dans le premier
cas, d'aprés l'équation, u;(x) < 0 donc ué < 0 dans un voisinage

a droite de x, ce qui est impossible. Dans le deuxiéme cas, oOn

aurait u, = constante ce qui est impossible.

Remarque 1.19. Le lemme 1.18 prouve que :

. s0it ¥ x <0 uc(x) > 0. Il est alors aisé de montrer

que u, est solution de (0.4) et que lim ué(x) = 0. Posons
dans ce cas x = -= , x> =

. soit d! x <0 tel que uc(ﬁ) = 0

Dans tous les cas, H! X € [-~,0[, uc(§) = 0 et u, est une

bijection continue de [x,0] sur .[O,%J- On a alors : U, solu~-

tion de (0.4) <=> u;1(0) = -,

Lemme 1.20. (i) si =N

d ¢, a une solution, alors Vlcz > ¢, 1l'équa-

est tel que 1l'équation (0.4) associée

1
tion (0.4) associée & c, a une solution.
(ii) ¥ ¢ 2 2 B sup Eu%?-,l'équation (0.4)

x € 10,1[
a une solution.
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Preuve : Démonstration de (i) : On sait (proposition 1.8) que
u' (0) = A(c,) < u' (0) = A(c,). Le corollaire 1.6 prouve donc
c 2 cy 1
2
(vie la remarque 1.19) que :
u;l(O) < u;l(e; = -
2 1

Démonstration de (ii) : Pour tout ¢ > 8, on peut associer & u.

une application hc par (1.4) qui vérifie donc :

: 1
h, « €(0,17) n G (0,10)
(1.7) h (1) =0 h, (0)

k(0)u! (x)

X (s) ué(u;l(s)) et

¥ s € ]0,1[ hc(s)

4a ho(s) = c - (s)k(s)

ds hc(s)
Soit maintenant ¢ 2 2 8 sup Hiﬁl. Notons
X € ]0!1[
o = sup 9(X) et soit r une des deux racines > 0 de
x ¢ Jo,1[ *
X2 - cX + oB. L'application v(s) = rs vérifie 1l'équation diffé-
rentielle : & v(s) =c¢ - QEE-, D'autre part, h_vérifie :

4 - gBS
¥ s e 10,1C( as hc(s) > c ho(s) °

Il en résulte que :

si H S € 10,1 tel que hc(so) > v(so) alors ¥ s « [so,lj
hc(s) > vi(s).

Or hc(l) =0 <v(l) =r. Donc ¥ s ¢ J0,1[ hc(s) < v(s). C'est
a dire :
¥ s ¢ 10,10 k(s)ué(u;l(s)) < rs. Ce gui est équivalent 3 :

¥ X e Jx,+o[ k(u (x))u'(x) < r u_ (x)
- c (o] C

=> ¥ x ¢ Ix,+=[ ul(x) < 5 u_(x). Intégrant cette inégalité sur

[x,01, il vient : ¥ x ¢ 1x,0] u_(x) 2 u, (0) erx/ab Ceci entraine

gue nécessairement, X = -», .
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Lemme 1.21. dc_ > 0 ¥c 2cC (0.4) a une solution

o) o’

¥ c < Cqor (0.4) n'a pas de solution,

Preuve : D'aprés le lemme 1.20, EIco > 0 tel que :

¥c>cg (0.4) a une solution
¥ c < cg (0.4) n'a pas de solution.

-

On a de plus Cq 2 0 (corollaire 1.4). Reste & montrer que

pour ¢ = ¢ (0.4) a une solution. Ceci va étre obtenu en con-

ol

sidérant les applications u, pour ¢ > c.. Le fait que l'on ait

(o}
€, > 0 permet d'obtenir pour u, des estimations & priori indé-
o 2
>
pendantes de ¢ Sq dans Hloc o
(uc)c > o une suite convergeant dans %Zloc

tion de lqéquation (0.4) correspondant & Coe Voir le lemme 1.16

( R). On peut alors extraire de
( R) vers une solu-

pour un raisonnement analogue. 0

Remarque 1.22, La démonstration du théoréme 1 est achevée. La

valeur % qui intervient dans la formulation du probléme (1.5)
n'a joué aucun rdle particulier dans cette démonstration. On

aurait pu choisir u(0) = vy, vy ¢ 10,1[ fixé arbitrairement.

Remarque 1.23., Il résulte de la démonstratiaon du théoréme 1 que :

c est tel que (0.4) a une solution <=> hc(O) =0 (¢<=> ¢ 2 co)

ol hc est défini par (1.7). On montre de plus facilement (voir
le lemme 1.5) que h, est l'unique solution du probléme :

Trouver h € 95([0,11) n 951(10,1c) telle que

d - ~ _ g9(s)k(s)
¥ s ¢ ]0,1[ h(s) > 0 et —a:s—h(S) =C H—h-rr
h(l) = 0

et que si 0 <c¢; <c,, ¥s e 10,1[ hcz(s) < hcl(s).



La fin de la section 1 est consacrée & prouver un résultat

qui sera utile pour 1l'analyse asymptotique.
On fait sur g l'hypothése supplémentaire

(1.8) g est dérivable en 0 et g'(0) = 0.

Proposition 1.24. ¥ c 2 ¢, h_ est dérivable en 0

OI
(ot hc est définie par (1.7))
h' (0) =c¢
o

¥c >c¢

o
) -

o hc(O) =0

Remarque 1.25., Ce type de résultats a é€té déjia obtenu par

Fife [6], Johnson [7] et Uchiyama [10]. Il est d'ailleurs

aisé de vérifier que les résultats de la proposition 1.24

peuvent &tre obtenus par la méthode de Johnson (alors que
Fife [6] et Uchiyama [10], qui utilisent des techniques de
type plans de phase, supposent g'(0) # 0).

Preuve : Raisonnons par 1l'absurde pour montrer que ¥ ¢ > c_,

o
‘hc(s)

m= lim existe (et donc ¢ R, car (1.7) = m< c).
s>0

Soit ¢ 2 c, fixé ; notons : -

h_ (s) . h_(s)
o= = lim < et m =TIim °
s =+ 0 S s >0 s

et supposons m_ < m'. Soit y ¢ Im ,m'[. m =0 =>y >0
Le graphe de hC traverse celui de s »+ ys une infinité de fois

dans tout voisinage de (0,0). Il existe donc deux suites
(s; ) , i=1,2, telles que :

¥ i, ¥ n 0 < sin <1 hc(sin) = Ysin

¥ i, lim s; = 0

n = <o

n
¥ n, hc':(sl)SY<

[
(=g
Q-
n

N
bv
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hc vérifie 1'équation : ¥ s ¢ 10,1[ hé(s) =c - gésizfs)
C

g(sy; )k(sy ) g(s2 )k(so )

donc : ¥n: c- X . <ys<c- n N
YS$, Ys,

n n

d'oll, en passant & la limite quant n + +» dans les inégalités
ci-dessus, on obtient gue, nécessairement Y ¥ C, ce qui est
impossible.

Montrons que ¥ ¢ 2 ¢ hé(O) =0 ou hé(O) =c

ol
Supposons que hé(O) # 0. En passant & la limite dans 1'équation,
quand s » 0, il vient : &1_,120+ h(s) = c. Comme h, ¢ G ([0,11),
lim hi(s) = h!(0), d'od le résultat.

s » ot c

Utilisant un facteur intégrant dans 1l'équation satisfaite

par h_, on montre facilement que si 0 < c<c', ¥s5 ¢ 10,1[

ho(s) - hoy(s) = (c' -e)fL exp(-f¥ B;ﬁ%ds) dy sc' - ¢

donc ¥ s ¢ J0,1[ hc (s) = 1lim hc(s). Cette remarque va nous
o c 4+ c
permettre de montrer que hé (0)°= Coe
o}

En effet : ¥ ¢ < Cor h (0) > 0 et h,(1) = 0 donc H! Yo € 10,1
tel que :

c
hc(s) >3558 ¥s ¢ [O,yc[

oI

ho(y.) =35 v,

et, puisque, ¥ s ¢ J0,1[, hc(s)+ quand ct , Yo décroit quand

c ¢ Co+ Montrons par l'absurde que 1lim Yo # 0. Supposons
c 4+ c
que lim Yo = 0. ©
c 4t c
o
v 29(y )k(y,)
C < ' = - 3 v -
= hc(yc) c oY, . donc élT . hc(yc) Cq-

(o]

Ce qui est impossible puisque ¥ c, hé(yc) <

NIQ



—

Donc EIyOe]O,lt 'v‘c<co Y. 2vy.

¥s ¢ [O,yo[ Yo < <, hc(s) > -;— s

. c
— s o)
= ¥s e[O,yo[ h, (s) = lim ho(s) 255
o} cic
o
o ' =
=;>hc': (0) 2 — =>hc (0)~co.
o o
Il reste & montrer gue ¥c ><co, hé(O) = 0.
Or ¥%c > 5 ¥s ¢ ]0,1[ hc(s) < hco(s)
donc h'(0) < h' (0) = ¢ <« c.
c c : o

(o}

2. - COMPARAISON. AVEC LE MODELE DE LA TEMPERATURE D'IGNITION

Soient ¢ : [0,1] » R vérifiant (0.2) et k : [0,1] - R
vérifiant (0.3). Notons o le plus petit ¢ > 0 tel que l'équation :

ue 4% (R,r0,11) ~(k(@u')' + cu' = g(u) sur R
(2.1)
u(=e) = 0 u(+e) = 3

admette une solution et soit ug 1'unique solution de (2.1)

correspondant 3 ¢ = C, et telle que uo(O) = 24, ol 2, € 10,1[
est fixé arbitrairement (voir ci-dessus section 1, théoréme 1).

Modifions le probléme (2.1) en introduisant une température
d'ignition 0 ; pour 6 30,1 quelconque, considérons le probléme :

Trouver u ¢ G (R +[0,1T)et ¢ ¢ R tels que :
(2.2) = (k(uu")' + cu' = gu)X,g 7w
u(-=) =0 U(+eo) = 31

o0 g et k ont &té définies ci-dessus. Berestycki, Nicolaenko et
Scheurer [3,4] ont montré qu'il existe une solution (a,c) de (2.2).
u est de classe %2 sur R -{x } pour un certain X, 1 est
strictement croissante sur :ch.J X, est déterminé de manidre unique




o e
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par la condition u(xo) = 6. On a alors u'(xo) = ¢ k(e)—1
u vérifie de plus, lim u'(x) = 0 et on ac~> 0.. u et c sont déter=
x—rtoo

minés de maniere unique (& une translation de 1'origine prés). On

notera désormais (ugy ce) la solution de (2.2) telle que ug (0) = 2z

L'objet de cette section est de préciser les rapports entre
(ug ,Cp ) POUY 8 ¢ 10,10 et les solutions de (2,1) (pour ¢ 2 co).

Le résultat principal est le suivant

Théoréme 2 : (i) 1'application : 10,10~ El+ est strictement

décroissante. 6 Ce
(ii) lim 4+ Cyp = C
8+ O ©

AN o} 1
(iii) wg Yy dans % (R) et Cé’loc(m)
8 » 0

Vues les propriétés de 1l'application ug . qui ont été
rappelées ci-dessus, ¥ & ¢ 10,1[, il existe une tnique application

hg vérifiant :

ne ¢ @uoan o @ oar-ied)

3 — 1 at -1 =
¥s ¥ 10,10 he(s) = k(s) ug (ug (s)) he(e ) = cg 9.
hg(1) = h (0) =0
: 4 - _g(s)k(s)
¥s € re,1t 3s he (s) = Cq Q—EB—TET

¥s ¢ 10,01 _@.he(s) = c
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+ .
Lemme 2.1 : (i) l'application : 10,1[ - R est strictement

)
décroissante >Ce
(ii) ¥ 6 e 10,1L < 2 4/B sup g(x) -
B = sup  k(x)
X € [0111
(iii) Iy > 0, limg =Y

Preuve : Démonstration de (i) : Soient 91, 92 e 10,1C, 91 < 8,.
i = 1,2 et montrons par 1l'absurde

Notons h 6; = hi et ¢ i = C.,
hz(l) = hl(l) = 0; donc (lemme 1.5)

i
que ¢, > C,. Supposons C, z Cq.

1
¥s ¢ [8,,1L h,;(s) 2 h,(s). En particulier hl(ez) 2 h,(8,).

Or :¥s e[8,,6,] = h (s) <cy = hy(8,) <c (8,76,) +h (83=0c0,.
On a donc l'inégalité : cze2 < clez. Ce gqui est impossible.
Démonstration de (ii) : Soit 6 ¢ ]0,1[ . Notons c, = c et he = h.
Ona : h(6) = c8 et h(l) = 0. Donc Elel e 18,1 tel gque

¥s ¢ 16,6,[, h(s) > %s et h(8,) =5 86,. Ce qui entraine h'(6,) <
Ecrivant 1'équation satisfaite par h au:point s = el, il vient

czel - 2g(61)k(61) < %.'D'oﬁ (ii) . (iii) est une conséquence triviale
de (i) et (ii). B

N|Q
[¥1[e}

Lemme 2.2. : lim g < o
B> 0

Preuve : Il s'agit de montrer que ¥c ¥ y = lim Cqr (2.1) n'a pas
de solution ou encore, vue la remarque 1.23?*gection 1, que
¥c < Y,hc défini par (1.7) vérifie hC(O) > 0. Soit c < v.
6 € 10,1L, ¢ < g < Y- On a alors hc(O) 2 hc (0). Il suffit
. S
donc de montrer que hc (0) > 0. Or, puisque hc (1) = ha(l), ona (lemme

6 8
1.5(a)) ¥s e€[6,1] he(s) = hce(s). Donc : hce(e) = ¢ 8.
¥s e 10,6, hé (s) < Cq = hc (0) > hc () - cee = 0. O

6 ) 8
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Lemme 2.3 : Le probléme (2.1), a, pour c = y, une solution.
De plus, si on note u la solution de (2.1)

-

correspondant &8 ¢ = y et telle que u(0) = 2z

alors ug~+ u dans° (R, R) et j;'_
6% 0 oc

o’
(R,R).

Le théoréme 2 est une conséquence immédiate du lemme 2.3.
Preuve : ¥6 ¢ 10,1[, ug est déterminée de maniére unique par :

-(k(uglug) ' + cq ug = 9(I)Xrg 37

ue(-w) =0 ug (40) = 1 ue(O) = zo

et H! Xg tel que ue(xe) = 0.

Commengons par remarquer que, en multipliant l'équation par

k(ue) ué et en intégrant de -~ & X4 et de Xg a +», il wvient :

cef+°° k(ue(x))uéz(x)dx =fl g(s)k(s)ds.
-0 )
D'autre part :

veelo,% c, 2 ¢C

0 > Q.

3
2

Donc f+°° uéz dx est borné indépendamment de 0 € 10,-12—[. Il en

- 0O

résulte en utilisant 1l'égquation que :

(2.3) u est borné, indépendamment de 0 ¢ 10,%[, dans Hioc(]R)

6

Montrons par 1l'absurde que :

(2.4) lim Xg = -
g+ 0
Supposons qu'il existe une suite (ek) telle que :
" .
1 . — s = -0
¥k 6, ¢ 10,50 lim 8, =0 lim x, =x > ->.

k >+ k_-r-i-eok
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Utilisant (2.3), on peut extraire de la suite (ue ) une sous suite

telle que Hu eQzl(Il,IO,l]) et u, *u dans

encore notée (ue )
k

1 k k
gﬁloc (R)

On a alors

ulx) =0 ¥x e J-o,x[. .
-(k(uw)u')' + yu' = g(u) sur R (on utilise u « %51 (R,R1)

u(0) =z_.

Les deux premiéres égalités entrainent gque u = 0 sur I, ?e EUi
g (2
est impossible. Remarquons enfin que, puisque ué(O) = E%E_%_
o

décroit, quand 6+ 0, on a :

(2.5) qAu =2 0 p = lim ug (0).
p~+0

Il est alors aisé de déduire de (2.3), (2.4) et (2.5) que

21 1 P
qu ¢G (R,R) et ug ~ u dans %%loc(nz,nz) ; u vérifie :

8 »~ 0
~(k(u)u')' + yu' = g(u) sur R
u(0) = z, u' (0) = p ¥x ¢ R u'(x) 20 0 < u(x) < 1.

On montre alors facilement que 1lim u(x) = 1 et lim u(x) = 0
X > oo X > =0

De plus, les applications ug et u étant croissantes et ayant mémes
limites en +* , il est immé&diat de vérifier que :

ug ~ u dans G° (R ,R) ‘ ‘ D
8-> 0
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3. - ETUDE ASYMPTOTIQUE : PREMIERE PARTIE

Dans cette section, ainsi que dans la suivante, g est supposée

dépendre d'un paramétre € > 0 et est notée g, - On se donne toujours

k vérifiant (0.3) et on suppose que la famille (ge)e vérifie les

hypothéses suivantes :

(3.1) ¥e > 0, Ie vérifie (0.2)

(3.2) ¥e > 0, Ie vérifie (1.8)

(3.3) ¥e >0 A ee e 10,1 1imf6€
€+0

(3.4) 1lim

1
/ k(s) gs(s) ds = m
0

D'aprés ce qui précéde, on sait que,

€0

probléme :

u_ <% (R,00,11)

(3.5) —(k(ue)ué)'+ cué = ge(ue)
a, (==) =0 u_(+=) =1

sup ge (x)

=let1im{
X € 10,681 X

40

0 < m< + @

¥e > O, Hco(s) tel que le

ait une solution si et seulement si ¢ 2 co(e). On va préciser, dans

les sections 3 et 4, le comportement asymptotique de co(s) et des
différentes solutions de (3.5), quand € +~ 0. Ce type d'étude est trés

important sur le plan chimique (voir [5] ol elle est la base d'une

analyse rationnelle des équations de la combustion). € représente

l'inverse de 1'énergie d'activation (réduite) de la ré&action
L'exemple typique de fonction g. est g_ (x)= (1-x) =5 exp (%

chimique.
x-1

=)

X

1
€

On s'intéresse, dans cette section, au comportement asymptotique

de co(e) et de l'unique solution de (3.5), notée u

adac=

co(s) et telle que uO’E(O) = 2., ol z

o.e’ correspondant
r

o € 10,1 est fixé& quelconque.

Notre résultat principal est le suivant :
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Théoréme 3 : Sous les hypothéses ci-dessus,

lim co(e) ='V2 m = o

€+0

De plus, u - u_ dans %§°(na), ol u_ -‘est
o,€ c c
e 070 o

déterminé de maniére unique par :

u, EE° (R ,R)
(o]

u, x) =1 ¥x = Xq

(o]
1
U <G (1 x D)

¥x < x ~k(u, (x))u' x) +c_u_ (x) =0
o S5 <, ° "¢,

et X, est déterminé de maniére unique par la

condition : uco(O) = zo

Remarque 3.1. Ce résultat est analogue a celui obtenu par
Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4]lpour le modéle de la

température d'ignition, que l'on va rappeler précisément : ils
se donnent k ¢ 951(50,11, I1+”) et une famille (gE)€ vérifiant :

. 46€10,10, ¥ > 0, g, = 0 sur [0,B) g. > 0 sur (6,1

gs(l) =0 ge lipschitzienne sur [6,1]
. 365 B < SE <1 lim eE = 1 lim {max g (x)} =0
e+0 €0 x ¢ [6,6_1 &

. lim 1 k(s)ge(s) ds =m 0 <m«< + o
E+0 :

Notons (ue, ca) l'unique solution de :

- (k(ue)ué y' o+ Ce ué = ge(ue)

u (-=) =0 uE(O) = 6 u€(+°°) =1
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alors lim c_ = V2 m = c, et limu_ = uj dans %50(11,11), oll

e+ 0 e+ 0 _
u, est déterminé de maniére unique par : uo(x) =1 ¥x 2x,
-k (ugluy + Colg = 0 ¥x < ¥ et X est déterminé de maniére
unigque par la condition uO(O) = 0.

Remarque 3.2. Les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) ne
sont probablement pas optimales. Remarquons toutefois que le

résultat est faux si on fait des hypothéses plus faibles

analogues a celles de la remarque 3.1, c'est-a-dire (3.1), (3.4)
et (3.3) bis :

(3.3) bis CL: 0 <6 <1 1lim 6_ = 1 et
€ € €
>0

lim [max gs(x)} =0
€0 X € EO,GSI

En effet, on peut montrer facilement que ¥e¢ co(s) > Z'VK(O) gé(O).
Il existe donc des familles (ge)€ swérifiant (3.1), (3.3) bis et

(3.4) et telles gque lim co(e) = o, .
€e+0

La preuve du théoréme 3 va faire l'objet de plusieurs

lemmes . A uj g on associe ho ¢ par (1.7). Rappelons que :
’ 14
1 . - =
hy o € B00,110%G" (10,1D) by ((0) =hy o (1) =0
. _ _ . -1
¥s ¢ 10,1[ ho,e(s) = k(s) uo,s(uore(s)) >0 et
ds g, (s)k(s)
ds Do, (8) = c,(e) - h EZs)

Le lemme suivant &tablit des propriétés de (ho E)8 qui joueront
14

dans la suite un r8le essentiel.

Lemme 3.3 : (i) ii% (ho,e(es) - co(a)es) = 0, ol

ee est défini dans (3.3).
(ii) %s ¢ [0,1[ lim ('ho

L ,e(S) - co(s)s) = 0.
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95(5)
s

Preuve : Notons g¢g(e) = sup

. Montrons les
S € ]0,881 :

inégalités suivantes :

Heo ¥e < e, ¥s ¢ [0,651

(3.6)

S

~c_(e) + ‘[0(5)2-450(5)
0 =zh (s) - c_(eg)s 2
O,t o 2

¥e > 0, on a

¥s ¢ 30,1 I8 h_ (s) S cole) => ¥s ¢ [0,1] hy o (s) s Sole)s

a - 0o(e)Bs S =
¥s € 10,07 ag hO,E(S) 2 ¢ (€) ho e(s) ol B gug [0,1Jk(5)

Le théoréme 1 (section 1) entraine que :

¥e > 0,c (e) > ‘/2./.l k(s)ge(s)ds, donc :
o}

(3.7) l}g_co(e) 2 ‘VZAm.

E*D

Il résulte de (3.7) et de (3.3) que EIEO, ¥e < so,le polynSme
X2-co(e) X+Bo(e) a un discriminant > 0. On supposera dans la
suite de la démonstration : e < €ge
2 .
e _(e) + ye, (e)2~460 (&)

L'application : v (s) = s vérifie alors :
2

¥s € J10,1] ds ve(s) = cg(e) = mgiilﬁi donc. :
ds ve(s)

Si Hsl € 10'651 ho,e(sl) > vs(sl), alors ¥s ¢ [sl,e €1

ho,e(s) > ve(s).

- . - .
Or (proposition 1.24) ¥e ho,e(o) co(e) > Ve {0)
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donc ¥s ¢ [O,SEJ ho,e(s) 3 vs(s) et (3.6) est prouvé.

Ecrivant (3.6) pour s = ee, on obtient :
2
¥e < € 0>h_ (8) -c_(e) 6 = ~Sol&) +ye,(€) -4Bo(¢)

o o, ¢ o € 5 Be
o cg
vu (3.7), de ¥e < ¢ c (g) 2 — et ole) 8 —
1 1 o) 2
168
¥e < inf(eo,sl), 0 2 ho,e(ee) -co(e) 6
co {co 2
"7 +¥(5) -480o (¢)
2 €
d'oll (i). On prouve de méme aisément (ii) 0.

Lemme 3.4 : 1lim c_ (¢ =‘/2m
grg O )

Il résulte trivialement des lemmes 3.3 et 3.4 que :
¥s € [0, 1[, lim ho e(s) = C, S-.

e+ 0 '

Preuve : ¥e > 0, d! x. tel que u, (x ) = 6. Ecrlvant (1.3)
l
avec a = X et b = 4o, J.l vient = k(ee)2 u' (x ) sf k(s)g, (s)ds.
€
O¢
1]
D'ou, vu (3.3) et (3.4), .;l:._:l;ncx) k(6 ) uo e(xe) < 'Yz m.

Or, ve, k(6 ) u (x ) = ho,e(ee)‘

Le lemme 3. 3 (1) :unpl:.que donc que : lim Cq (e) < ‘V'Z m. Cette

0 ,
inégalité acheéve, vu (3.7), la preuvee&u lemme. 0

Prouvons maintenant la convergence de (uo e) , quand € 0 .
’

Commengons par remarquer que x (défini dans la preuve du lemme
€

3.4) est borné sup&rieurement indé&pendamment de € < €y~
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En effet, ¥x ¢ EO,xEJ, prenons a = 0 et b = x dans (1.3). Il
vient :

ro
1 1 2 1 2,2 - €
5B uo’E(x) 2 5 k(zo) uo,E(O) -{ k(s)ge(s)ds
z
© re
. _ €
Or k(zo)uo,e(O) = ho,e(zo) EZO €y Zo et./[ k(s)ge(s)ds + 0
ZQ e>+0
donc : Hel dn>0 w%e < € ¥x e.[O,xs] ué(x) 2 7
e - -— = xs ' .
d'ou : 1 2 2 uo,e(xe) uo,e(o) véﬂ uo,e(X)dX 2 n xe,Ve < €

®én a donc bien que Eel g% > 0 ¥e < g X ¢ X.
On supposera dans la suite de la démonstration e < €y -

¥x € [x,+o[ ¥¢e u_(x) = u€(§) z 0,

donc IIuo,e—ucoll%go([§,+w{,na) 3§ on ug est telle que

¥x 2 X, u, (x) =1
)

soit un intervalle [-n,x], pour n e N”. En prenant a = =®
et b = += dans (1.3), il vient :
) -—
o (€) -[m k(ug, o (x))ug” (x)dx = . k(s)g (s) ds

donc u, . est borné dans Hl([—n,il), indépendamment de €.
14

Considérons une suite (e.). telle que 1lim €., = 0, lim u =u
373 §o @ I joto OrE 3 o
dans Hl(E-n,il) faible et dans %go(f—n,ij) fort et lim Xe = Xg-
jote €3
Alors, il est clair que u, = 1 sur Exo x] (donc en particulier
o X !
x, > 0). D'autre part ¥ ¢ 10,—>[, sup ge (u . (x)) + 0.
x e [-n,x =81 3 7’73 ot
On en déduit que :
1l,- - '
u, € G (C-n,x [, R) (k(u, (x))ul (x))' +
o © o .
Cq ué (x) =0 ¥X ¢ [-n,xot
e}
Cn2Z
= ' = i ' (0 = "o
u, (0) z, ul (0) linm ue( ) Tz

(o)
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donc : ¥xX ¢ [—n,xo[, - k(uC (x))ué (x) + Co U, (x) =
o o o

"
o

- k(uco(O))uéo(O) + , uco(O)

Il est maintenant aisé de voir que u, et Xq sont indépendants
de la suite (aj)j ; en effet, le prob?éme (o on ne cherche pas

v & valeurs dans [0,1]).

~k(v)v' + C, V = 0

v(0) = z,

admet une unique solution, qui vérifie, ¥x > 0 v'(x) > 0.
. o, : ..
Donc, puisque u, € Qz ([—n,xOI,I{), X, et u, sont déterminés

‘s . .0 o
de maniére unique.

, , - , * . .
. le raisonnement ci-dessus étant vrai ¥n ¢ N , il vient qu'il
existe une unique application u, R+ R et un unigue réel

X, > 0 vérifiant ©

u € %O(IR 1[10';11)1 uC (x) =1 ¥ 2 XO u (0) = 2

o o € ©
1 . .
u, « QZ (I-w,xo[,nz), -k(uc )uc tcou, = 0 sur J-w,xo[.
o) o o o
et u, . j)uco dans %Zo([§,+m[) ¥x € R . La céfivergence dans
€ =
%30(12) est immédiate puisque les applications u, et Uy e sont
o ’
Croissantes et ont méme limite quand x +-«, 0

Remarque 3.5. La démonstration du théoréme 3 justifie, d'un

point de vue mathématique, les développements asymptotiques
formels donnés dans [5,9].
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4. - ETUDE ASYMPTOTIQUE : DEUXIEME PARTIE

On se donne k vérifiant (0.3) et on suppose encore que g
dépend d'un paramétre € > 0 et que la famille (ge)e vérifie
(3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) (voir la section 3 pour l'inter-
prétation de ¢ et de 1'étude asymtotique).

On sait (section 1) que %¥c¢ > O, Hco(e) > 0 tel que le probléme :

u_ <@ (®,00,11)

(4.1) —(k(ue)ué)' + cué = g(ue) sur R

u (==) =0 u_  (+=) =1

a une solution si et seulement si ¢ 2¢co(€). On a vu (sectioh 3)
que :

1

lim co(e) = v2 m s oim = lim

k(s)ge(s)ds.
ok ?) e->0

Il en résulte que ¥c > Cqr Heo ¥e < €5 le probléme (4.1) admet

une solution. Soit Z € 30,1 fixé quelconque. Pour ¢ > cC_,

o

2

] .. -
notons u, l'unique solution de (4.1) telle que uc’E(O) o

4
(définie pour € < eo).

On étudie, ici, le comportement asymptotique de U, v guand € + 0
. ’

Théoréme 4 : Sous les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3)
et (3.4), soit ¢ > S =‘V2 m fixé.

alors, U, 7 U uniformément sur tout
! + 0 .
compact de IR, ol u_ est déterminé de
maniére unique par :
o

i Si z - == u_ =
(1) o € 10,1 = ] =z sur R

c

o

(ii) Si z, € J1- = P |
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u, e %5°(nz,[0,1]) uc(x) =1 ¥x = X
1
u, ¢ G (I-=,x [, R)

¥X € ]-w,kc[ -k(uc(x))ué(x) + c uc(x) =c - cg

et x, est déterminé de maniére unique par la

condition uC(O) =25 "

dans ce cas, on a, de plus

¥x ¢ R || u, - uc“ o +0
! %5 Cx,+ [,R)e >0

Remarque 4.1. Pour ¢ > ¢, ug c admet donc une limite u,, quand
14

£ +0 ; cette limite dépend de la position de N yvaleur imposée

c

i 1l'origine, par rapport a 1 - 7?. Elle est dans tous les cas

trés différente de celle obtenue dans la section 3 pour uCO(E) e
-

c
et vérifie uc(-m) > 0. (dans le cas (ii) uc(—w) =1 - 7?)

Soit ¢ > S fixé. On va supposer dans la démonstration du

théoréme 4 gue € < éo de sorte que u. . existe.
14

Lemme 4.2. : Soit v ¢ 10,1[ fixé. Notons u_ la solution
de (4.1) telle que ue(o) = v,

Aleors : lim k(y)u'(o) = sup(0,cy + c_-C)
€0 € ©

Preuve : Onécrit (1.1), (1.2), (1.3) (pour g et u.) avec

a=0etb =+, Utilisant alors la méthode de la remarque 1.3,
on obtient 1l'inégalité :

1 : 2 c? 2 ([t

E(k(Y)UE(G)) + c(l=-y)k(y)ul(0) + = (1-y)" - J. k(s) g (s) ds 2 0

Y
On en déduit aisément l'inégalité-:

k(?)ué(O) 2 =c(1-y) + J; 'flk(s)‘gg(s) ds.-D'oll le résultat,
Y

puisque 1lim Il k(s)g_(s) ds = m.
e+0 Yy
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-~

De fagon analogue & ce qui a été fait dans la preuve du

théoréme 3, oli on a défini ho gr on associe & a, h par

e’ “c,t
1~ 14 14
(1.7). On ne rappellera pas les propriétés &lémentaires de

hc e Le lemme suivant est la clef de la preuve du thé&oréme 4 :
7

Lemme 4.3. : ¥s e [0,1[ lim hc

e(s) = sup(0,cs + ¢c_ - ¢)
€0 '

o

Preuve : Commengons par remarquer que :

¥y ¢ 10,1[ hc e(Y) = k(Y)ué(O), ol u. a été définie dans le
’

lemme 4.2. Il résulte donc du lemme 4.2 que :

(4.2) ¥s ¢ 10,1[ lim h (s) =2 sup(0,cs + c_ - c).

. D'autre part, (voir la remarque 1.23),

¥e ¥s e 10,1[ h, s(s) < h (s)

' 0,€

Or (section 3), ¥s e [0,1[, 1im h_ _(s) s c_ s. D'old
e+ 0 ©:& °

e(s) < ¢ s.

(4.3) ¥s ¢ [0,10 lim h.c o

e+0 !
.¥e, notons H€ l'application : s - h

alors H_ ¢ (10,11 o @'(10,1D) H_ (0) = H_ (1) =0

¥s ¢ 10,1( He(s) > 0 et Hé(s) =2 cC Hz(s) - de(s) k (s).

2

¥s ¢ [0,11, 0 <h_  (s) = cs donc ¥s ¢ 0,11 [B_(s)]| = ¢
[
pour & ¢ 10,1[ f£ixé, considérons l'intérvalle [0,1-61

de., ¥ s €, . sup g_(s) = 1. On supposera désormais
1 1 . €
s ¢ [0,1-81

E s € .
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Utilisant 1l'é@quation, il vient gque Hg est borné indépendamment
de ¢ dans Hl(EO,l—GI. Soit une suite (ej)j telle que

lim e, = 0 et H_~ H_ dans Hl([O,l-GI) faible et dans

jrte J---j->+eo

@P°([0,1-61) fort. En passant i la limite dans 1'équation,il

vient :

Hé = ZC'«HO sur [0,1-8]

donc nécessairement Hso e [0,1-6] tel que :

L]

Ho(s) 0 ¥s € EO,soI

Ho(s) cz(s--so)2 ¥s € Eso,l-GI

c
£4;3) entraine que o vérifie : So z (1- ?? ) (1-8). D'ou

C ..
H (s) =0 ¥s ¢ [0, (1- =2) (1-6)1
° c c c
H(s) < c® [s-(1- -2 (1-)T%°  ¥se[(1- -2) (1-8),11

Il en résulte que :

c
lim H_(s) = Q ¥s € [0, (1- =) (1-8)1
€+0 ¢
- 2 cO 2 cO
lim H (s) < C%[s=(1- —) (1=-6)1] ¥s ¢ [(1- =) (1-6),1]
e>0 c c

on en déduit, vue la définition de H_ que :

¥s ¢ [0,1-61 Ezg hcre(S) < sup(0,c s - (c = cg) (1-8)), et ceci

¥& ¢ J0,1 [.
Soit maintenant s ¢ [ 0,1 fixé . IHGO, ¥S8 < 60, s ¢ [0,1-6].
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donc %8 < 60 iig hc,és) < sup(0,c s - (c—co)(1-61)

en passant d la limite, quand 6 = 0, il vient :

¥s ¢ [0,1[, lim h (s) < sup(0, ¢cs -c +c.). D'ol
e>0 c,€e o)
le résultat, vu (4.2) ' O

Montrons la convergence de (uc e)s’ quand € + 0. Supposons
14

c
que : z, € J1l- 7? ;1L . Le lemme 4.3 montre que

cz + c_ - cC

lim u' _(0) = o Qo > 0 , Par une démonstration analogue
e+0 k(zo)
d celle du théoréme 3, on achéve alors la preuve de (ii).
c
Supposons que z_ ¢ ]J0,1 - =2]. on a (lemme 4.3), lim u' _(0) = 0.
o c esQ CrE€

Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 3 :

¥e H!xe tel que U, e(xe) = ee. Montrons par 1'absurde que
14
lim X, =+ =, Sinon, on montre aisément (voir théoréme 3) gu'il
>0
existe une suite (sk)k telle que lim € = 0, lim X, = X< 4+ @
K->+ k++* Tk
et ¥x ¢ R, Iluc — VCI%ZO +0, ol v_ est déterminé
"k ) ([5‘5“”[,]R)k++w
de maniére unigque par :
o _ o -
V. € % (R, R) vc(x) =1 ¥X = X.
vo e BLa=,FLR) ¥k ¢ 1= W - (Vv (%) +
cvé(x) = 0
VC(O) =z, vi(0) =0

ce qui est impossible, car il ne peut pas exister de telle
application Vo

On a donc bien : lim x = 4=, (i) en découle facilement ]
£+(Q
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5. - ETUDE DU PROBLEME SUR UN- INTERVALLE BORNE ET REMARQUES
SUR L'APPROXIMATION NUMERIQUE ’

Il est important du point de vue de 1'approximation
numérique d'étudier un probléme analogue a8 (1.3) dans un
intervalle borné ainsi que la convergence d'une solution
de ce nouveau problé&me vers une solution de (0.4). C'est
ce qui fait l'objet de cette section. Plus précisément,

pour a > 0, on pose Ia = [-a,+a] et on considére le probléme :

Trouver u ¢ QZZ(Ia,[o,lj) et ¢ > 0 tels que :
(5.1) - (k(u)u')'+ cu' = g(u) sur Ia
- k(u(-a))u'(-a) + cu(-a) = 0 u(0) = % u(a) =1
On suppose que g et k vérifient (0.2) et (0.3). Le théoréme
1 (section 1) définit alors un certain C, > 0 et une unique
solution de (1.3) notée U, correspondant a ¢ = = et telle
=1
que uo(O) = 5.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 5 : Pour tout a > 0, il existe une unique
solution (ua,ca) de (5.1) et 1'on a
0 < u, < 1 u, est strictement croissante.
De plus :
lim c¢_ = et i) u, = d
v cq %&ﬁu a u, dans
C(®) tet Bl (m)
7 ~loc
ol u_  a &té prolongée.a"R en posant

u (x) = 1,¥x 2 a et ua(x) = ua(-a), ¥X < -a

Remarque 5.1 : Berestycki, Nicolaenko et Scheurer ont é&tudié
(voir [3,4]), pour le modéle de la température d'ignition, le
probléme sur un intervalle Ia = [-a,+a] avec les mémes condi-
tions aux limites que dans (5.1) et en imposant u(0) = 6 (ol
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6 est la température d'ignition). Ils ont montré que le probléme
admet alors une unique solution, qui tend, quand a»+», vers
1'unique solution du probléme initial (posé sur R ) fournie par

le modéle de la température d'ignition (voir la section 2). Il

est intéressant de noter que, ici, contrairement & ce qui se passe
pour le probléme posé dans R, l'absence de température d'ignition
n'entraine pas l'existence d'une infinité& de solutions : les
résultats d'existence et d'unicité sont en tous points analogues
pour les deux modéles.

Rappelons quelques résultats de la section 1 qui seront
utilisés dans la démonstration du théoréme 5. On se servira
souvent du lemme 1.5 et du corollaire 1.6. De plus, on a vu

que si T'_ (c) est défini par (1.9), alors ¥c » 0,

F+(c) = JA(c),+*[ (ol A(c) est défini dans la proposition 1.8)
et WA ¢ P+(c), si on considére le probléme (5.2), (ol on ne
cherche plus u & valeurs dans [0,1]), § et k ayant été prolongées
a I :

~(k(u)u')' + cu' = g(u)
(5.2) [u@©) =3

u' (o) = A

alors (5.2) admet une solution unique, notée Uy s gui vérifie :
¥x e R, ui (x) > 0 (la démonstration du lemme 1.18 prouve ce
" résultat pour les x <0). Enfin :

H!xk € 10,4+ tel que uk(xl) =1 et H!YA e ['=,0[

tel que ux(yx) =0.

Dans une premiére partie, démontrons l'existence d'une
solution de (5.1). D'aprés les rappels faits ci-dessus, si
(ua,ca) est une solution de (5.1), alors ué(O) > 0. On va donc

utiliser une "méthode analogue" & celle du théoréme 1. On
commencera par montrer que :

(5.3) ¥c > 0 va > 0 Hix > 0 tel que uA(a) = 1.
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On étudiera ensuite s'il existe des ¢ pour lesquels l'unique
solution de (5.2) ainsi définie vérifie (5.1). Remarquons
toutefois, que, contrairement & ce qui se passait pour le
théoréme 1, l'existence d'une solution de (5.1) n'implique

pas (5.3)

Lemme 5.2 : Soit ¢ > 0 fixé

(1) ¥s ¢ ]%,1], 1l'application :

Jx(c),+=[ >R est strictement décroissante.
A+ uyl(s) _1
En particulier, fl(x) = u, (1) = x, est

strictement décroissante.
N .
(ii) ¥s € ]0,5[, l'application :

Ix(c),+=[ =~ I{+* est strictement croissante.
x> uil(s)
L'application £ _(A) = u;l(O) =y, est

croissante.

Preuve : Ce sont des conséquences immédiates du corollaire 1.6
et de la remarque 1.7.

Lemme 5.3 : ¥a > 0, ¥c > 0, HdiA(=A(c,a)) tel que
u, (@) =1 et ¥a > 0, l'application

Rt* 5 R*T* est continue.
c + X(c,a)

De plus : ca; « a, = A(c,az) < A(c,al)

.c, < <, =9'A(c2,a) < A(cl,a)

1

Preuve : Soit ¢ > 0 fixé. Il s'agit de montrer, avec la notation
du lemme 5.5, que : ¥a > 0 HI} e 1A(c),+=[ tel quefl(A) = a,
ou que, vue que fl est strictement décroissante :
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f1 est continue et 1lim fl(l) = 0 et 1lim fl(k) = 4o,
A+ 400 A+A (c)

Montrons que fl est continue. Soit A € Ja(c),+o[ fixé.

Notons u = u_ et x = x ., Soit € > 0 Soit A < A
Xo o Ao o qg 1
Associons a ), hk par (1.7) : hx 2 (L ,1])
1, - x(d 1
hl(i) = k(2) A et ¥ 0< Al <A< Ay _Vs € [2,1J

h, (s) < h,(s) < h, (s).
)‘1’ A Ao

D'autre part, utilisant un facteur intégrant dans 1'équation
satisfaite par h, on obtient aisément la relation :

: 1
%0 < Al < A< Ao, ¥s € [5,13

A (s)h (s)

- 1, _ g(s)k(s)

0< hko(s) hy (s) < (hxo(i) h, (3)) exp(jl‘ as)
- 1
5

donc : ¥s € [%,l] ’ h (s)> h, (s) et le théoréme de Dini

A
entraine A+A ©
h, > h, dans %°(3,11). ponc :
o
A=A
(o}

gy > 0 An, > 0, ¥A 0 <A =A< n => sup h,(s) 2z ¥y

1 o 1 1
D'autre part :

- . - YE
an >.0 %A 0 < Ao A < n, = (0 % uo(xo) ux(xo) < g

Alors, ¥A 0 < Ao - X < inf(nl,nz).

1 1

- k(s)
0<x-x=f (ul)'(s)dssf —= ds < €.
Yot k) ) 1- Ye By (s)

Traitons le cas A > Ao en gardant les mémes notations.

¥X € [xk,on, - k(uk(x))ui(x) + cux(x) = - k(l)ui(xl) + c
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donc : ¥X ¢ [xx,xo], ui(x) 2 l-k(l)u)'\(Xx) = % hk(l) > % hlo(l).

on conclue alors de la méme fagon que dans le cas A < Xo'

Il est aisé de voir que lim f_ () = +~. On montre que
A+ (c)
lim fl(k) = 0 en utilisant (1.6) pour prouver que
A>r+oo
L
48 > 0 Hlo >0 ¥\ 2 ko ¥X € ]O,Xx] uy (x) = 8X

On montre aisément que c+\(a,c) est continue. L'implication
a, < a, =:>A(c,a2) < A(c,al) résulte trivialement de la stricte

monotonie de £ . Soient ¢, < ¢, et a > 0. On sait que :
1

1 2

A(cy,a) > A(ey) > Aley) donclk(cl,a) e T,(c,)

. . . _ . -
Notons ug,io= 1,2, la solution de : (k(ui)ui)' + ciui g(ui)
-1 ' -
ui(O) =3 -ui(O) = X(Cl,a).
Le corollaire 1.6 entraine que : ual(l) x uIl(l) = a, donc

A(cz,a) < k(cl,a)

Lemme 5.4 : ¥%a > 0, le probléme (5.1) admet (au moins) une
solution (ua,ca).

De plus, va > 0, 3c'(=c'(ao)) va 2 ag

c_.< c'.
a

Preuve : Soit a 0 fixé. ¥c > 0, notons Ve la solution de (5.2)

>
correspondant & A = A(c,a).
+ *
R + R est continue,

c - —k(vc(—a))vé(-a) + cvc(—a)

th

L'application

On va montrer, grace au théoréme des valeurs intermédiaires, que

Hca f(cy) = 0. pour un tel c4, nécessairement vca(-a) > 0, donc

Ve est solution de (5.1).
a
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Soit c, > 0 fixé. Alors ¥c < Cyv
c

- k(v (0))VL(0) + ev (0) < - k(3) Alc ,a) + 5

X(c,a) > A(cl,a), donc :

Cette relation prouve que pour c suffisamment petit, on a

-k(vc(-a))vé(—a) + c Vc(-a) < -k(vc(O))Vé(O) + C VC(O) < 0

Montrons maintenant que :

Vao > 0 Hc'(=c'(ao)) ¥a > a, ¥c > ¢!
(5.4)
—k(vc(-a))vé(—a) + cC vc(-a) > 0.

ce qui achévera la preuve du lemme.

Soit a_ > 0 fixé. ¥c > 2 ¢YBo =c,, ol ¢ = sup Eii),
o 2 X
x 10,1L
2
soit r, = c t Yc -dBg (racine de Xz-cx+08). ¥c, associons a
2

L ok
Vor W, par (1.7). Alors wc(i) = k(z) A(c,a).

¥a s> a :
> a_ ¥c > c, A(c,a) < rMc,,a) < X(Cz,ao)

. = '
donc : Hc3 ¥a > ag ¥c > sup(cz,c3) c

1 1 o
Wc(i) < k(i) A (c2,ao) < =

On en déduit alors (voir la preuve du lemme 1.20 (ii)) :

va>a, w¥>c' v '(0) = -=.D'od (5.4). o

Lemme 5.5.: ¥a > 0, le probléme (5.1) a une unigque solution

notée (ua,c ).

a

Preuve : Raisonnons par 1l'absurde et supposons que (5.1) admet
deux solutions différentes (ul,cl) et (u2,c2)..Alors nécessai-

et supposons par exemple ¢, < c¢,.. Associons a

rement ¢, ® C 1 2

1 2

u,, hi par (1.7) pour i =1,2.
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I, _ g (L 1 = i

Donc (lemme 1.5) ¥s ¢ [0,%J~h2(s) < hl(s)

N

= - i = 0«< <
Notons @y ui( a), i 1,2. On a oy

Alors ou bien a2 £ 0,, ou bien a, < az. Montrons que chaque

1 1
cas conduit 3 une contradiction. C'est évident si 1l'on suppose

a, sﬁal(voir corollaire 1.6(ii)). Supposons a; <o,

. -1
¥i =1,2 hi(ai) = k(o) u;!L(ui (ai)) = ¢y oy

] — ]
¥s € Jal, 1] h1 < ¢, => hl(az) < c, a

1 1 72

hz(az) =c,a, < hl(az) < c, a,. Ce gqui est impossible O

2 1 72

Dans le but de faire tendre a vers +«, établissons deux

-~

estimations a priori pour (ua,ca) (gqui est, pour tout a > 0,
1'unique solution de (5.1))

1
Lexme 5.6 : ¥a >0, c, > ‘/2/ k(s)g(s) ds
1
2

Preuve : On écrit les trois relations (1.1), (1.2) et (1.3)

entre -a et a. La méthode de la remarque 1.3 fournit 1'inégalité :

: 1
c > "ﬁi/. k(s)g(s) ds. D'ol le résultat puisque
u(-a)

u(-a) < u(0) =

(SI1eg
[}

c
Lemme 5.7 : ¥x ¢ [-a,+al, 0 < ué(x) < ;? ol

]

inf k(x).
xe[0,1]

o
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Preuve : L'utilisation d'un facteur intégrant pour l'équation

satisfaite par u, conduit a la relation : ¥x ¢ [-a,+al :
k(u (x))yul (x) = exp (- ,[ oy 9s) k(u (a))u)(a) +
a
f g(u, (y))exp(- f %(a ) ds) dy
X

a c,
donc, k(ua(x))ué(x) ¢ exp(- /}; (o ) ds) k(u (a))u (a) +

a
j: g(ua(y)) dy

a
a
or (l1,1) = glu (y)) dy = - k(u (a))ul(a) + ¢
-a !

a

' a C
= au!(x) < c_ + k(u (a))u}(a) [exp(-'/); f‘(i?ds)-lj <c O

Lemme 5.8 : lim c_ =c_ et lim u_ = u_ dans %O(JR
a o a o
a-»+w a~++w»
(et Céloc(m)), ol u_ a &té prolongée & R
en posant ua(x) =1, ¥x za et ua(x) =

ua(-a), ¥X £ -a

Preuve : Soit a, * 0. D'aprés les lemmes 5.4 et 5.6,

Jo < c<c, ¥wa> aj, €< ¢, < c. Soit ¢, valeur d'adhérence

de c_, quand a++».; H{a_)_, limta_ =+» et c, = lim c ;
a n‘n’ . D 1 ot 2n
Notons ¢ =c,u, =u. Il est aisé ae voir (lemme 5.7) gue

n n
¥K compact de R, u est borné indépendamment de n dans H2(K) .

De plus montrons que

(5.5) u;l(O) = i(c,a)) + Alc
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On vérifie facilement que l'application 2: R™* » RTY est
c+A (c)
continue. ¥n ¢ N, notons Qn l'application :

EZ+* -+ nz+* . Alors la suite (sz,n)n est décroissante. Le

c*k(c,an)
théoréme de Dini assure donc que 1n + 1 uniformément sur [g,E].
N>+
(5.5) s'en déduit immédiatement.

Il résulte de ce qui précéde que u_ + u dans (}ioc(na), ol u
n >+
vérifie
u G%I(IR,JR) =(k(u)u')"' + ¢, u' =g(u) sur R
u(0) =3 u' () = (e
¥¥X € R 0 < u(x) < 1.

Donc, nécessairement, u(-«») = 0 et cl est tel que 1l'équation

(1.3) associée & ¢, d une solution, d'ou <, 2 Sy (ol Cqr

rappelons-le, a été défini dans le théoréme 1, section 1).

Pour c¢' » o fixé, notons (Pé,) la propriété suivante :

¥c € 10,c'[, ¥A e-P+(c), u, défini par (5.2) vérifie

(P_,) :

' -1
C —~ < y)\ = u)\ (0),
On va montrer que (P_ ) est vérifiée et que ¥c., > ¢, (P_ ) n'est
c 2 o C,
pas vérifiée. Il en résultera que : c, < ¢, et donc c, =c

. ) . .
Soit ¢ « ]0,cl[. Sno ¥n > ng c<cp. L'application

fo ¢ T, (c) * R est croissante (lemme 5.2 (ii)) et

A > Y,
lim X(c,an) = A(c). Il suffit donc de montrer que :
N>+
¥n > n

> ==, i > n_ fixée. Défini n a
o) yA(c,an) g Soit n o fixee Définissons v, par

-(k(vn)vh)' + C v

L} -_—
n n= g(vn) sur R

V;(O) = X(cn,an)

N

vn(o) =
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Vn coincide avec u,  sur [ -a,al] ; en particulier :

-k(v_(=a))v!(-a) + ¢ v (-a) = 0, donc nécessairement
n n n n
-1 ' -
v (0) > =, Ona : ¢ < c, et ux(c,an)(O) = A(c,an) >
A(cn,an) = vﬁ(O) d'ol (corollaire 1.6 (b), (ii))

-1 -1 . AP,

vy (0) < uA(c,an)(O)' (Pcl) est donc bien vérifisé.

Soit maintenant c2 > coi On montre facilement en utilisant le
corollaire 1.6 que : ¥c ¢ ]co,cz[ ¥\ € JA(c),A(cO)[ u;l(O) = ==,
Ce qui entraine que (PCZ) n'est pas vérifiée.

On a donc prouvé que :

lim ¢ = ¢ et lim u = u dans QZ; (R). On vérifie
s 2 o a4 o oc

aisément que

20
u, * u, dans (6 (R)
a++o

Remarque 5.9. L'étude numérique de (5.1), & 1l'aide 4'une
méthode d'éléments finis monodimensionnels,est en cours et
fera 1l'objet d' une publication ultérieure.
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