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Ce papier s'intéresse aux conditions qui permettent & un atelier flexible
d'atteindre son régime permanent. On y étudie également les conditions qui

permettent d'atteindre la productivité maximale.
ABSTRACT
The aim of this paper is to givé somme properties of a Flexible Manufacturing

System steady state. We also study the conditions which lead to the higher
productivity.

x Ecole Polytechnique
x*x INRIA

H! !l:] PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



3

INTRODUCTION

~

Nous nous inféressons 3 un systéme de M machines capable d'&laborer
P produits différents. Les piécés sont transportées par des chariots. Dans
ce papier, nous admetions que les temps de transport sont nuls. En fait,
1'approche que nous proposons pourra s etendre pour prendre en charge ce

type d'informations.

L'ordre de chargement des p1eces sur les chariots, ainsi que 1'ordre
de passage des p1eces sur les différentes machlnes, determlnent le fonctlon-
nement du systéme lorsque le nombré de chariots est connu.

Nous avons dégagé les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un
tel systéme puisse atteindre son régime permanent, dont nous montrons 1'exis-

‘tence. Lorsque ces conditions sont réalisées, nous montrons que la productivité

maximale est obtenue pour un nombre de chariots superleur ou égal 3 un entier
que nous savons calculer dans le cas linaire. On note au passage que, quel
que soient les ordres d'entrée dans les machlnes et 1'ordre de chargement des
chariots, 1la méme product1v1te maximale peut etre atteinte ‘dans le cas du
"flow shop" Mais le nombre de chariots nécessaires pour attelndre cet opti-
mm est fonctlon des ordres (de passage et d'entrees) choisis.



1.DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Nous considérons un systéme de fabrication composé de M machines et
capable d'élaborer P produis différents. Chaque produit est caractérisé par
sa gamme de fabrication que nous définissons comme la succession des machines
sur lesquelles il aura 3 passer pour aboutir a 1'état de produit fini avec,
pour chadue machine, le temps de passage.

Lorsque la suite des machines a visiter est la méme pour tous les produits,
nous dirons que’ la fabrication est lindaire. (""flow-shop') . Dans le cas contraire,
la fabrication sera dite non linéaire (''job-shop'). Les produits sont transportés
dans le systéme a 1'aide de chariots. Nous supposons que tous les chariots sont

de méme type et que chaque chariot transporte un seul produit. Soit n leur nombre.

Pour chaque machine, nous fixons un ordre de passage des différents produits.
Pour 1 = 1,2,...,M, 1" ordre de passage des produits dans la machine i est donné
par la séquence :

S}i - (p%,pi,...,pii) . (1

ou 1i est le nombre de termes (ou 1onguéur) de la séquence.

Nous donnons également un ordre de chargement des produits sur les chariots
en fournissant la séquence :

o ‘
Slo = (p1 ’pZ’ R ,pl ) ‘ (2)
Bien entendu, plusieurs termes d'une méme séquence peuvent &tre identiques
c'est a dire représenter un méme produit.

Dés qu'un chariot est 1ibéré, c'est a dire d&s que la gamme du produit
qu'il porte est entlerement executee, il est immédiatement réutilisé pour
prendre en charge le produit suivant dans 1'ordre de chargement. Nous supposons
que le chariot peut &tre réutilisé immédiatement.

&



La donnée des séquences Si ,i =0,...,M, définit entiérement le fonction-

' 5 i
nement du systéme.

Nous désignerons par :

qu(-’k=1’;.o’P ; i=0,0.o,‘M, . . ’ (3)
la proportion de prodtit k dans la suite S;

1

. Enfin nous généralisérons les notations (1) et (2) en désignant par :

57,i=0,...,M ; 0 = . | 4)
les j premiers termes d'une suite rangée suivant S;
i

Nous é€tudions d'abord le cas d'uné fabrication linéaire.

11. FABRICATION LINEAIRE

Nous cherchons d'abord une condition nécessaire et suffisante de non-blocage
du systéme.-

" 'RESULTAT I

Pour qué le systémé ne sé»b10que pas au bout d'un temps fini il faut que,
pour tout produit k = 1,2,...,P :

qg = q$ = .., = qﬁ | | | (5)

" 'Démonstration.

Supposons que, pour k € {1,2,...,P },il existe i ¢ {1,...,M} tel que :

k k
-1 79



j=1 j=1
il est possible de choisir un produit k tel que :

k k
i1 > 9 (6)

Soit T, le p.p.c.m. de li_1 et 1i et K un entier strictement positif.

Considérons une suite de Kri produits au niveau i-1 rangés suivant la sé-

quence 81-1 . Ces produits sont en attente d'entrée dans le syétéme sii=1o0uen

attente dé;Lnt la machine i-1 si i > 1. Cette suite comporte Kriqli(_1 produits k.
Aprés lancement (si i = 1) ou passage sur la machine i-1 (si-i > 1), cette suite
sé retrouve devant la machine i. Or le passage sur i se fait suivant la séquence
Sl , donc lorsque i traite Kr produits, elle traite Kr. qk produits de type k.

De plus, lorsqu'on injecte Kri produits au niveau i-1, la machine i traite au plus
Kri produits.

En tenant compte de (6), nous pouvons donc afflrmer que chaque fois que
1'on injecte une suite de Kr. produits rangés suivant S1 11 4u niveau i- 1, o

constate 1'accunulation d'au moins i-1

K K
Kry@jq - ap)

produits devant i.

Si n est le nombre de chariots utilisés (rappelons que chaque chariot trans-
porte un produit), le systéme se bloquera au plus tard lorsqu'on aura lancé
Kri produits, ol K vérifie : '

n
K > .
= k k
ri{qi—1 - qi)
et que chaque machine aura terminé la transformation de ceux de ces produits
qui ne sont pas bloqués avant de lui parvenir. =



En choisissant pour K le plus petit entier vérifiant (7), et compte tenu
du fait que les temps opératoires sont finis, cet événement se produira au
bout d'un temps fini. Ceci ach&ve la démonstration.

RESULTAT II.

La condition (5) est une condltlon suffisante de non blocage du systéme

" sile nombre de chariots est supérieur 3 un nombre minimal qui reste a fixer.
Ce minimm est majoré par le p.p.c.m. des 1, ,1=O 1,...,M.

' Démonstration.

Soit r le p. p c.m. des 1, (1—0 1,... M) et supposons que nous disposions
de r char1ots Un ensemble de T prodults charges sur les r chariots suivant
1 peut atre ent1erement réordonné devant chaque machine i suivant 1'ordre
1nd1que par S (1 =1,2,...,M) car :

1. r est le p-p.c.m des,li(i=0,1,...,M)

2. qlg = q]1( = ... = q;(l pour k=1,2,...,P.
Une séquence de lqngueur T passe donc entidrement sur le systéme .

En imagiﬁant le fonctionnement du systéme come la fabrication de lots
succe551fs de longueur Tr sous la’ COIldlthIl que la fabrication d'un lot ne
.debute que lorsque celle du precedent est terminé, on voit qu'il suffit qu'une
sequence de longueur r puisse &tre entiérement fabriquée pour que le systéme

ne bloque jamais. | : I,

Illustrons les résultats precedents par un exemple snnple 801t un systeme
composé d'une seule machine et capable de fabriquer deux produits, que nous
de51gnons par 1 et 2.

T. si
1,=1,2et1, =12

il suffit d'un chariot pour que le systéme ne bloque pas



2. si

10 =1,2etl, =2,1

1
deux chariots sont nécessaires pour que le systéme ne bloque pas

3. si

1o =1,2et1l, =2,1,1

1 4
le systéme bloquera quel que soit le nombre (fini) de chariots dont
on dispose. Il y aura accumulation de chariots portant la piéce 2 devant la

machine.

Le résultat que nous présentons maintenant permet de calculer le nombre
minimm de chariots qui assure le non-blocage lorsque les 1i(i =0,1,...,M)

sont connus.

RESULTAT III

La condition (5) est supposé réalisée.

Quel que soit j entier positif, nous considérons la suite finie :

JoJ i 3
Ny Digoqseeeeeees N3y O
définie de la maniére suivante :
BETES

2. Pour i = MM-1,...,1,  nJ
i-1

est le plus petit des entiers ) (8)
k. vérifiant :
i, i-1
Sn_‘! c Sk
i
Sir est le p.p.c.m. des 1i(i = 0,1,...,M), alors le nombre minimal de

chariots indispensables pour que le systéme ne se bloque pas est donné par :

n° = Max @ = 5) +1 O
‘ j=1,2,...,T '



Démonstration.

ng est le nombre minimum de produits qu'il faut lehcer dans 1'ordre donné
par Sg pour obtenir j produits finis. Bien entendu, ng > j.

En se souvenant qu'un chariot 1ibéré en fin de fabrication est immédia-
tement réutilisé pour recharger la piéce suivante, nous pouvons faire 1e rai-
sonnement su1vant :

- on cherche d'abord a obtenir j-1 produits en sort1e ce qui nous ob11ge

a ut111ser ng chariots

- la fabrication des j-1 produits étant terminée, j-1 chariots sont 1libérés
et immédiatement réutilisés ' ' '

- flnalement pour obtenir j prodults en sortle, il suffit d'utiliser
nJ =@ - 1) chariots différents. (10) .

En reprenant la dernidre partie de la démonstration du résultat II, et

en considérant (10), le résultat (9) est démontré ‘ ,
* Renarque.

Lorsque toutes les sequences 1. (1 0] 1,... ,M) sont identiques, ou que
leur concaténation avec elles memes Jusqu obten1r des sequences de longueur r
(p.p.c.m. des 1, ) sont 1dent1ques, il est fac11e de voir que nJ j quel que
soit j = 1 2,... En appllquant (9), nous voyons alors que n = 1 : le systéme
peut fonctionner avec un seul chariot. '

Nous ne nous sommes nreoccupes jusqu'a present que des cond1t10ns qui
permettent au systeme de fonctlonner sans essayer d'obtenir au taux de pro-

-~

duction maximal. Nous nous attachons 3 cet aspect dans le paragraphe suivant.,



- 11.2, Fonctionnement optimal Lorsque Leés temps operatoires sont Lous Egaux

" Nous considérons dans ce paragraphe que les temps de passage de tous les ’
produits sur toutes les machines sont &gaux. Observons que lorsque les temps
opératoires sont proches les uns des autres, on obtient 3 1'aide des résultats

qui suivent une 51tuat10n voisine de 1' optimun (ordonnancements, nombre de

chariots) et une minoration du taux de production en prenant comme temps opéra-

toire unique le temps opératoire maximum.
Dans la suite, nous supposons la condition (5) réalisée.

En outre, nous admettons que 1 = 11 =,.. = HW : si cette condition n'est
pas réalisée, il est fac11e de s'y ramener par concaténation des différentes
séquences d'entrée avec elles-memes jusqu'a 3 obtenir des séquences de longueur T,

T étant le p.p.c.m. des li(l = 0,1,...,M)

Enfin, nous considérons que le temps opératoire unique est égal a 1 .:
ce faisant, nous ne restreignons en rien la généralité.

Nous considérons 1 produits rangés a l'entrée du systéme suivant la sé-

quence S1 Nous dlrons qu'il s'agit d'une séquence a fabriquer. Nous noterons ‘
70

t(i) le temps de fabrication de.la 1eme

séquence, c'est a dire le temps qui
sépare la sortie du systéme du dernier produit de la (i-1)me séquence de la .
sortie du dernier produit de 1la i"e séquence | ‘

RESULTAT IV

Quelle que soient les séquences d'entrée répondant 3 la condition (5),
et en supposant que le nombre de chariots est suff1sant pour éviter le blocage,
le systéme admet un régime permanent perlodlque. En d'autres termes, il existe
un entier N > O et un entier T > O tels que, quel que soit k > N, 1'état du
systéme 3 1'instant k est identique 3 1'état du systéme a 1l'instant k + T
(T est 1'entier minimal) '

En particulier : ' -

tk + T) = t(k) | an

Ny



Démonstration

- L'égalité des temps opératoifes entraine que si i(i < M) machines sont
occupées 3 un instant donné, elles seront 1ibérées au méme instant. Le nombre
d'états du systéme est donc fini. En conséquénce, et au moins i partir dfun
instant fini N, tout état du systémé se retrouve ultérieurement. Si 1'on
observe en outre qué 1'état du systéme‘§ un instant quelconque définit entie-
rement la séquencé des états suivants, le théoréme est démontré /A

Le temps de passage moyen d'une séquence 3 fabriquer s'écrira alors :

T .
= (2 t(N+ D))/T : (12)
i=1 :
"Remargue :
. v Les parametres N, T et to que nous venons d'introduire dépendent évidem--
ment du nombre n de chariots dlsponlbles Nous les noterons N(n) T() et
t (n). '
PR 'RESULTAT V.

La condition (5) est supposée réalisée et no, donné par (9), est le nombre
minimm de chariots qui assure le non-blocage du systéme.

Alors t (n) est définie pour n 2 n®. C'est une fonction décroissante de n.

Enfin, il ex1ste n* = n° tel que :

= had 3 *A * = = = = v
%m)-%m)qmlwemunzn,et%m) r=1 =... 1W

(en effet, les temps opératoires sont tous égaux a 1)

Démonstration

a. Le régime permanent n'est &videmment atteint que si le systéme ne se
bloque pas, et cela est réalisé pour un nombre de chariots supérieurs

- -~ - . . O
ou égal a n°. tm est donc définie sur [ n, + « ]



b. La décroissance de la fonction est évidente : le temps moyen de fabri-
cation d'une séquence ne peut pas augmenter lorsqu'on dispose d'un

chariot supplémentaire (les conflits sont exclus). .

c. Reste 3 montrer 1'existence de n*. Pour cela, nous allons établir que
tm(n) est minorée par r = lo = 11 =...= Hw et que cette valeur est
atteinte pour rM chariots.

En régime permanent, il est facile de voir (résultat III) que < M,

et que au plus r chariots sont présents. devant chaque machine. Si bien
- que 1' utlllsatlon de'rM charlots assure le fonctionnement continu de

toutes les machines en régime permanent D'ou le résultat EEEQQEZ

1. n° et n* sont respectlvement le nombre minimal de chariots qui assure
le non blocage du systeme et le nombre minimal de chariots qui assure
le rendement maximum pour les sequences d'entrée données. I1 se peut
que, dans certalns cas de figure, n® = n*. Cela se produit en parti-

culier lorsque le s steme est composé d'une seule machine. En général
0 b

(e *
n- <£n.

2. La productivité maximale du systéme est obtenue par un nombre de chariots
egal au moins 3 n”. n depend de 1'ensemble des séquences d'entrée.
Cependant la product1v1te maximale est indépendante des ces séquences.
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que les machines fonctionnent
en permanence lorsque n = n”". Nous y reviendrons dans le résultat VI.

* - - . o
3. n" < r M, comne nous l'avons vu au cours de la démonstration précédente.

' - * ' 2 P 2
Nous allons montrer comment obtenir n” pour des séquences d'entrée données.

Considérons que chaque machine ie {1,2,...,M} de notre systéme est un

sous-systéme Ei admettant Si comme séquence d'entrée dans la machine et Si -1

i - i-1
comne séquence d'entrée dans le systéme.
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Pour un systéme composé d'une machine unique, et connaissant les séquences
d'entrée dans le systéme et dans la machine, le nombre minimal de chariots
nécessaires au fonctionnement sans blocage est égal au nombre minimal de chariots
qui maximise la productivité. En effet, dé&s que le systéme fonctionne, la machine
est occupée en permanence. Soit n (i) ce nombre pour le sous-systéme Ei",
i=1,2,...,M

- M
Nous notons n** = : n*(@1) (13)

Pour un ensemble de.séquences Si (i =0,1,...,M) donné, nous dirons que
. i
le systéme fonctionne de mani€re optimale s'il utilise n* chariots.

RESULTAT VI ’ : .

Les séquences d'entrée Si' (i=0,1,...,M) étant connues, nous allons

montrer que : 1

* * %

* %
n =n ,oun

est donné par (13) .

‘Démonstration

Supposons que le systeme complet fonctionne de maniére optimale en régime
N ‘ permanent. Il est facile de v01r qu 'en régime permanent les opérations com-
mencent et se terminent en méme temps sur toutes les machines. Donc, a chaque,
instant, et pour chaaue machlne le nombre de chariots en attente devant la
machine vlus le chariot dont la piéce est éventuellement en cours de transfor- -
mation sur la machine est une constante. Le systéme étudié est donc équivalent
3 la concaténation _clés systémés Ei’ d'ol le résultat :

‘Remarque
B1en entendu, un chariot sortant de la machine i n'est par renvoyé a
1'entree de cette machme comme ce serait le cas si 1'on observait le.fonc-
tlonnement de E Mais comme M charlots sont 1libérés simultanément, et que
¢ n 1mporte quel charlot est en mesure de prendre en charge n'importe quelle



-1 o=

piéce, il y a équivalence a une permutation circulaire prés sur les 'noms"

des chariots.

RESULTAT VII

1. Quelles que soient les séquences Sio, Sl ses ey S%w choisies, la pro-
' 1

ductivité maximale est la méme.

2. n* est minimal si Y =S; = ... = SM‘, et alors n* = M
b LY

‘Démonstration

1. Quelles que soient les séquences choisies,lorsque le nombre de chariots
est égal 3 n*, une machine n'est jamais inoccupée durant un intervalle
de temps de mesure non nulle. Si bien que le systeme produit toujours

une pi€ce par unité de temps

1

2. 8i §° 1, = e T S?M, il est facile de voir que n (1) 1 quel qui

1
o

1
soit 1 = 1,2,...,M. Si bien que n” (i) est minimal dans ce cas. Donc

n* = n** = ZM: n (i) = M est minimal _ //////‘

i=1

S

En conclusion, lorsque les séquenceé sont toutes identiques, 1'optimum
est atteint pour M chariots et il n'y a pas d'autre ensemble de séquences qui
vermette d'atteindre la productivité maximale avec un nembre aussi faible de
chariots.

Nous abordons maintenant le cas plus général ol les temps opératoires
sont rationnels.

I1.3. Sur Le fonctionnement optimal Lonsque Les temps opératoires sont rationneds.

Le fait d'admettre que les temps opératoires sont rationnels ne diminue
évidemment en rien la généralité sur le plan pratique. On peut alors, en uti-
lisant éventuellement un coefficient multiplicatif, considérer que les temps
opératoires sont entiers. C'est ce que nous ferons dans la suite.
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Nous supposons toujours que les temps de transfert, les temps de retour
de chariot et les temps de chargement sont nuls. Les sequences S1 , 1=20,1,...,M,

~

sont supposees étre de meme 1ongueur. On peut toujours se ramener a ce cas par
concaténation des séquences avec elles mémes jusqu'd obtenir une séquence de
longueur r, ot r est le p.p.c.m..des 1i(1 0,1,...,M).

Nous conservons les notations précédentes.

n* est le nombre m1n1mal de chariots qui assurerai la productivité maximale
si les temps operat01res étaient égaux. Nous utiliserons également les notations
suivantes :

L 2(),1 = ,...,M est le temps de passage m1n1mum d'une des séquences sur
la machine i : Z(1) est la somme .des temps de passage des produits constituant
1'une des séquences sur la machine i. Compte tenu des hypothéses précédentes,
Z(i) ne dépend pas de la séquence choisie.

Nous considérons également :

Z = Max Z(i) | (14)
i=1,...,M
t(i),i=1,2,..., est le temps de passage de 1la i™ séquence dans le
systéme, tel qu'’ 'il a été défini en II.2.

A tout instant t ¢|N|, nous pouvons photographier le systéme. Les temps
de fabrication étant dlfferents de 1, il est poss1b1e qu'un produit soit en
cours de transfonmatlon sur une machine au temps t. Convenons alors que ce
produit est en attente devant la machine et que le temps qu'il lui reste a
attendre est égal au temps qu'il lui reste & passer sur la machine. A tout .
instant t ¢|N|, le systéme se caractérise donc par une file d'attente devant
chaque machine avec, pour chaque élément de la file; un temps d'attente. Nous
parlerons de configuration du systéme A 1'instant t. Une configuration définit
complétement 1'etat du systéme aux instants suivants. En outre, comme les temps
d'attente sont entiers et majorés par Z et que le nombre de chariots est fini,
le nombre d'états du systéme est lui méme fini. Le résultat IV reste donc vrai

‘dans notre cas.
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Nous allons montrer le résultat suivant :

RESULTAT VIII.

tm(n), temps de passage moyen d'une séquence en régime permanent lorsqu'on

dispose de n'chariots, est une fonction décroissante de n, minorée par Z, et

PP o)
définie pour n > n".

I1 existe un entier n: > n° tel que :

v

¥n n?, tm(n) = gn (n:) =7

et :
(o] *
n < n1 <rM
Démonstration.

a. Décroissance : 1l'adjonction d'un chariot ne peut diminuer la productivité

du systéme, donc tm(n) ne peut croitre strictement.

b. Si tm(n) = Z, la machine i1, ol :

2(11) Z . (15)
fonctionne en permanence. Donc Z minore tm(n)

c. Lorsque n < no, le systéme se bloque au bout d'un temps fini. Donc

tm(n) est définie pour n > n°

d. Considérons le fonctionnement avec n1 = r M chariots .et raisonnons

par lots de r produits (r est la longueur commune 3 toutes les séquences)

Langons le premier lot et laissons arriver tous ses composants devant
1a M™ machine. Cela est possible car (5) est vérifié. Lancons ensuite
le deuxiéme lot et laissons arriver ses composants devant la (M—1)me
maching et ainsi de suite. Finalement, un lot de r produits sera en

attente devant}chacune des M machines.
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Durant un temps Z, faisons fonctionmer le systéme de la maniére suivante :

pour chaque machine i = 1,2,...,M, faisons passer un'lot, puis'faisons le
attendre durant un temps Z - Z(i).

Ainsi :
- le systéme produira un lot de r produits durant le temps 2

- la machine i1 (voir (15)) fonctionnera en permanence

- au bout d'un temps Z, r chariots auront été libérés et auront
repris place devant la machine 1. On peut ainsi re1terer et
obtenir un régime permanent dans 1eque1 t (n ) =12

La borne inférieure Z est donc atteinte pour un nombre suffisant
de chariots. Comme n, est fini, n;‘ existe et n° < ,n’; < T M. WL

Lorsque les temps opératoires sont tous égaux, et que le systéme se réduit
3 une machine, nous avons vu que n® = n*. Le résultat III nous permet donc de
calculer n*(i) pour i =1 2,...,M et n* pour le systeme complet est obtenu 3
1'aide du résultat VI. En outre, nous savons que le n” minimal s'obtient pour
des séquences d'entrée 1dent1ques.

Le cas général est plus d1ff1c11e a cerner. Pour des séquences d'entrée
donnees, le résultat VIII montre cependant qu'il sufflt de procéder par simu-
. lation en faisant varier le nombre n de charlots de n° (calculable grice au
 résultat III) arM. n1 sera la premiére valeur de n rencontree et telle que

ty® =

Le domaine de recherche peut 8tre réduit. Si n* est le nombre optimal de
chariots calculé en prenant des temps tous égaux, alors :

si tm(n*) =7, n’{ <n ‘ (16)
(c.f. résultat VIII)
si tm(n*) > Z, n’; > n* an
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‘Nous venons de suggérer un algorithme qui, dans le cas général et lorsque
i . o . . * .
les Sl ,1=0,1,...,M sont données, permet de déterminer n,. Cependant, dans
i .
P P - 1 .
le cas général, nous ne sommes pas en mesure de définir les séquences S1 qui
i

conduisent au n: minimal. Remarquons d'ailleurs que, pratiquement, 1l'objectif

est de déterminer le nombre minimal de chariots qui assure la productivité
maximale quel que soient les ratios souhaités en sortie. Le probléme reste

ouvert.

111, FABRICATION NON LINEAIRE.

‘I11.1. Condition nécessainre et sufgisante de non blocage

Une hypothése supplémentaire intervient alors : nous associons a chaque
produit sa gamme de fabrication que nous définissons comme la séquence des

-~

machines sur lesquelles il aura d passer. Nous supposons qu'une méme machine
ne se retrouve pas deux fois dans une méme séquence.

Nous désignons par :

k _ .k k k _ -
Q%-mhm&“.”kak— 1,2,...,P : (18)
la gamme de produit k.

Les notations utilisé€es précédemment restent vraies.

En outre, pour i = 1,2,...,M, nous désignerons par Sg’l la suite obtenue
i
en éliminant de S° tous les produits qui ne passent pas sur la machine i

l0

1
1 O

Nous allons montrer un résultat analogue au résultat I.

RESULTAT IX

Quel que soient k = 1,2,...,P et i = 1,2,...,M nous désignons par qg i 12
b

proportion de produit k dans_ScS)’1
i

(s: < 10). Nous dirons que Sg’l est la suite extraite de Sg pour la machine i.
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Pour que le systéme ne se bloque pas au bout d'un temps fini il faut que,
pour i =1,2,...,M :

-~

qg i = q? quel que soit k e Si (19)
’ i :

Démonstration.

-

Elle est analoguc a3 celle du résultat [.

Supposons qu'il ex1ste une machlne ie{1,2,...,M} et un produit

ke {1,2,...,P} tels que qo i * qk

o L
k=1 >t k=Tt
nous pouvons choisir k et i tels que :
k k -
qo,i > Q4 (20)

Nous supposons que-s.

5 = 1i pour i = ]’2""’Mf

Sicen est pas le cas, nous nous y ramenons par concaténation des séquences
avec elles mémes jusqu'a obtenir des sequences de 1ongueur rl ol r;est le p.p.c.m.

’ de s; et li’ i=1,2,... ,M La longueur commume 3 S1 et SS , est donc r;.
i i

Supposons que K sé€quences soient entrées dans le systéme.

Alors, si k ¢ Sg’i :

i
Kr.q |
rlqo i produits k ont été lancés
et
k

Kriqi produits k ont été pris en charge par la machine i



Compte tenu de (20),

k k
Kr(q, 5 - 93) >0
chariots portant des produits k se sont accumulés devant la machine i

I3

Si 1'on dispose de n chariots, le systéme se bloquera.donc au plus tard

n
K =[ - ]<] £ 1,
- qi)

r(qo,i

lorsque

ou [ ) désigne la partie entiére, ce qui achéve la démonstration Wi

Nous allons mettre en évidence une seconde condition.de non blocage qui
n'apparaissait pas dans le cas linéaire.

¢

RESULTAT X

Soient k;,k; ¢ {1,2,...,P} et ij,i, ¢ {1,2,...,M} tels que 11 et i,
i i
appartiennent a Gk1 et GkZ . Nous notons S 1 (rep. S 2 ) la suite
V. v k, .,k k,,k
k1 k2 1’72 1272
. i , i2 , :
obtenue 3 partir de S  (resp. S1.) en supprimant tous les produits autres que
que k, et k,. o 2
L 1
Si S et S ne sont pas de méme longueur, nous les caractérisons
kpky 7 Tk
avec' elles mémes jusqu'a obtenir des suites ayant pour longueur le p.p.c.m.
de leur longueur.

Nous dirons que les deux produits k, et k2 sont vérouillés pour les

~machines i et i, si :

k k
1. i1 et i2 figurent dans.GV1 et sz dans des ordres différents, i.e.
L k1 kz | .
si i, précéde i, dans G 1 et i, précéde i, dans G 2 ou réciproquement
1 2 Vi 2 1 Vi

1 2
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2. il existe un rang impair g tel que :
. 11
2.1, lis produ1ts de type k1 sont en nombres égaux dans Sk1,k2 et

Sk2 X avant le rang g et il en est de méme des produits de
172 o
type kZ' Cette condition disparait si g = 1.
| K k,
2.2, si i, précéde i, dans G (et donc i, précéde i, dans G °
1 2 Vi 2 ! vkz
. i -
d'aprés 1) alors le terme de rang g dans Sk1 . est iz et le
i 2
terme de rang g dans S 2 est i , et rec1proquement sii
X k1,k2 1 2

1

précéde 11 dans GVk

1

Pour que le systeme ne se bloque pas il faut que, quel que soit le couple
k1,k2 e {1,2,...,P} et quel que soient 11,12 e {1,2,...,M} tels que 11 et 12

o k1 k2
appartiennent a Gv et Gv
X k

pour les machines i1 et i2

> les produits k1 et k2 ne soient pas vérouillés

- Démonstration.
14 1
Les produits de rang 1nfer1eur a g dans Sk X et Sk k. beuvent passer
1272 1272

sur 11 et 12 pourvu que le nombre de charlots soit suffisant et que le systéme
ne soit pas bloque au prealable par un autre couple de produ1ts Par contre,
les produ1ts de rang g sont empeches de passer sur 11 et 1 du fait de la con-
trad1ct1on entre gammes et séquences d'entrée dans 11 et i2 '

Exemple :

Considérons la'configuration'suivanté pour les couples (k1,k2) e PxPet
(i.’,iz) e M x M.‘: v

.= Ax, X, X, i1, X, X, iz, x, X}
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GV2 = {x, iz, X, X, X, i1, x}
k2 5

i

Sk1,k2 = {k1, k k1, k2’ k1, ceeae }
i

Sk1,k2 = {kz, k1, k1, k1, k1, ceeee }

o

Ici, g = 4. Supposons que k1,k2 et k1 puissent étre traités. (Si le systéme
se réduit aux machines i1 et i2 et ne traite que les produits k1 et kZ’ on voit
alsement que deux chariots sufflsent pour que k1,k2 puis k1 pulssent étre pris
en charge)

Considérons les produits de rang 4 dans S et S La machine i

k1,k k1,k2 1
s'attend 3 traiter k alors que 12 s'attend 3 traiter k1. Mais k2 doit passer

sur i2 avant de passer sur i1 et k1 doit passer sur-i1 avant de passer sur iz.
D'ot le blocage. .

RESULTAT X.

Pour un nombre suffisant de charlots, 1 ensemble des conditions suivantes
est necessalre et suffisant pour que le systeme ne se bloque pas :

1. la condition (19) est réalisée
2. quels que soient k

k2 e {1,2,...,Pl et i

k1 k
i,,1, appartiennent 3 G et G 2 , k, et k, ne sont pas vérouillés
1272 Vi Vi 1 2
1 2

1’ 1,12 € {1,2,7..,M} tels que

pour i, et i,

Démonstration.

La démonstration est laissée au lecteur. Elle est analogue 3 celle du

résultat II. '////////4
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Nous n'avons pas mis en évidence, dans le cas général, une méthode de
calcul du nombre minimal deé chariots assurant le non blocage. Nous pouvons
cependant retenir le résultat suivant

RESULTAT 11

Le nombre minimum de chariots necessalres au fonctionnement du systéme
est égal a 51 et seulement si 1es sequences d'entrée dans les machines sont
les séquences extraites de 1a sequence d entrée dans le systéme, i-e. pour
i=1,2,...,M:

Si‘ = sO,i'

[a—"
(7]

Elle est laissée au lecteur. Evidente. ///////

- 111.2. Fonctionnement optimak.
Considérons d'abord le cas oll tous les temps opératoires sont égaux 3 1.
Les résultats que nous énumérons sont soit calqués sur ceux du cas linéaire,

soit évidents. Nous nous contentons donc de les énumérer :

\

1. Lorsque le systéme ne se bloque pas, il atteint un régime permanent

2. Les propriétés de tm(n) données par le résultat V restant vraies

3. Pour i = 1,2,...,M désignons par e le temps de passage de la séquence

- 0,1 S
extraite S.  sur la machine i et soit :
i
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Alors 6 minore le temps minimal de passage d'une séquence d'entrée sur

le systéme.
Remarque :

I1 est facile de voir que si, 3 1'instant initial, une file de produits
réalisant ngi est en attente devant la machine i(i = 1,2,...,M) et si une
file de prodéit Si est cn attente devant le systéme, alors une séquence
d'entrée est produgte en un temps 6 . Cela nécessite bien entendu lo'FZfi-Si
chariots | v

L'étude du cas général reste ouverte.
CONCLUSION

Les resultats obtenus dans les cas 11nea1res et non linéaires montrent

que les séquences d' entrée dans le systeme et dans les machines doivent répondre
d des conditions précises pour que le systéme ne se bloque pas ; conditions sur
les pourcentages des différentes piécés dans les séquences et, pour le cas gé-
neral condition dlte de ''non Verou1llage”. Ces conditions étant réalisées, 1lé
reglme permanent est atteint si le nombre de chariots est supérieur ou egal au
nombre no, lequel depend des séquences d'entrée. Nous savons calculer n° dans

le cas d'une fabrication linéaire. La productivité est maximale pour un nombre
de chariots supérieur ou égal a n*, od n” > n,. Nous savons également calculer
n*dans certains cas de figure. Enfin, dans le cas d'un "flow shop", la producti-
vité du systeéme ne dépend pas'des Séquences d'entrée pour peu que 1l'on dispose

d'un nombre suffisant de chariots.
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