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RESUME

On donne des conditions suffisantes pour qu'un systéme d'éqdations
linéaires admette une solution "& forme produit'. Le théoréme ainsi
établi généralise les théorémes connus relatifs aux probabiliteés

stationnaires d'un réseau de file d'attente, notamment le théoreme

B.C.M.P..

ABSTRACT

The existence of a " product form" solution for. some system of
.linear equations is stated. This result generalizes the previous
theorems on " product form" steady states probabilities in gueueing

networks, specially B.C.M.P. theorenm.
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0 - INTRODUCTION

L'étude des files d'attente a pris une considérable extension dans
tes dix derniéres années : d'une part, les besoins des utilisateurs se font
de plus en plus pressants ; d'autre part des formules, ou des algorithmes
autrefois inutilisables sont devenﬁs exploitables avec les moyens de calcul

‘modernes.

Une part1e de cette theor1e est la recherche de conditions suffu—-
santes pour que la probabilité stationnaire d'un réseau de files d'attente
ait une forme explicitement calculable (cf.l)ac], [BCMP] ECHT] [Bre] GeP]
[Len], [Pet], [Pit], etc...). - -

Du point de vue mathématique, ceci revient essent1eLLement a déter-
miner des conditions suffisantes pour qu'un systeme d' équations linéaires ait

une solut1on explicite.

A notre avis, cette recherche de solution exacte reste une partie
{ondamentale de ta théorie. D'une part le dohaine ou L'on sait déterminer une
telle solution s'est considérablement élargi : il y a donc de plus en plus
d'exemples concrets pour lesquels on sache déterminer, au moins en prem1ere
approximation, la solution stationnaire. D'autre part, lorsque La formalisa-
tion sous forme d'un réseau de files d'attente est nécessaire, il est trés
difficile, voire impossible, d'espérer obtenir La solution stationnaire par
simulation avec une approximation donnée. Enfin) seule une solution exacte

peut permettre la recherche d'optimum.

Le point essentiel de ce papier est d'établir un théoréme qui con-
tient tous les résultats classiques dans ce domaine. Le plan adopté est le

suivant :

- Théoreéeme fondamental
< Exemples de couples (r,f)
Réseaux de files d'attente

- Exemples de sous-réseaux échangeables

vi » W=
{

- Réseaux ‘avec blocage.

W [—__] PAPIER RECUPERE ET RECYCLE
.



1 = THEOREME FONDAMENTAL

Soit J et K deux ensembles finis et (Ej)jg,J une famille, indexée

par J, d'ensembles finis ou dénombrables. On pose :

n := card(K) et E(j) :=E,

]
E := I E, (produit ensembliste) *
i€
+ . s s
(? := (R )E := ensemble des applications définies sur E et & valeurs

positives

+ : . e s R
g& := (R )EXE := ensemble des applications définies sur (ExE) et &
valeurs positives. ‘

)

On définit de méme ‘Sj et g%j pour tout élément j de J.

-

On se donne
a) un élément f de SZD- .
b) pour tout élément j de J, un élément (tj’pj) de (5,3. xS j‘)
c) pour tout élément (j, k) de (IxK), deux éléments a. et d.
‘ D Jlk Jlk
de q;j et un élément b k de MJJ ;
d) pour tout élément (1,],h k) de (IxJIxKxK), un eLement rs i,k
I ’

de g; tel que ik S 0 si i=j .

e

. Pour tout élément j de J, on pose

On suppose que, quel que soit j élément de J, on a :

(1')j due; que soit (ej,k) élément de (Ej x K)
uEEE(J.)aj’k(e.,u) =1

(ii)j guel que soit (ej,k) élément de (Ej xK) tel que pi(eJ) # 0, on a :
Véﬂj)pj(v) dj,k(v’ej) = pj(ej) bj,k(ej)

<i§i). quel que soit e; élément de e

z p.(w g.(u,e.) = p.(e,) ) g.Ce.,u)
ugE(j) ! o I ) ueEri !



Si p.(e.) = 0, pour tout élément k de K, on pose b. k(e.) =0 .
] ] Js ]

Pour tout élément (i,j,h,k) de (JxJxKxK), avec i#j, soit F(i,j,h,k)
L'ensemble des éléments (e,e') de (ExE) tels que d. (e.,eMa. (e.,e!) #0
‘ . ih i T,k .
et e, = e; pour (x=i)(x-3) # 0 .

On suppose que f et r satisfont aux propriétés d'invariance suivantes :

Giv) ej = e; pour j#i et ti(ei,e%) # 0 impliquent f(e) = f(e")
(v) (e, e') et (e,e") éléments de FC¢i,j h,k) et e; = e;'= u
. - [] = [1]
impliquent ri,j,h,k(e’e ) ri,j,h,k(e’e ).
On notera p. . (e,u) cette quantité.
i,ish,k
(vi) (e',e) et (e'be) éléments de F(i,j, h,k) et e5 = e;'= u

. o 1 ’ - " (1)
impliquent f(e )ri,j,h,k(e ,e) f(e )ri,j,h,k(e ,e) .

On notera (u,e) cette quantite.

,
®i,ih.k

Pour tout élément (i,h) de (JxK), soit F'(i,h) l'ensemble des
éléments (e,u) de (Ein) tels que

di h(ei’U) #0

’

On suppose que, quel que soit (i,h) élément de (JxK), on a.:

(vii) quel que soit (e,u) éltément de F'(i,h)

I p

S i,j,h,k(e’U) =1

De fagon analogue, pour tout élément (i,h) de (UxK), soit F"(i,h)

‘L'ensemble des éléments (u,e) de (EixE) tels que

a;

1,h(u’ei) T p.(e.) #0

jed
On suppose que, quel que soit (i, h) élément de (JxK), on a :

(viii) quel que soit (u,e) élément de F"(i,h)

L p

) b, (e)) =f
5o (u,e b],k eJ (e)

'
jlilklh



Enfin, on suppose que, pour tout élément i de J et tout élément
e; de E(i), on a : ‘
(ix) L b, (e.) =n

hé K i,h
Soit p L'élément de :?Ddéfini par, R

quel que soit e := (ej)jéJ

ple) := f(e) I p.Ce.)

Pour tout élément (e,e') de (ExE), on pose :

Gi(e,e') 0 si il existe j#i tel que ei # e!

J

1
-

Gi(e,e') sinon.

5; j(e,e') 0 si il existe x avec (x=i)(x=j) # 0 et e # e;

’

1 sinon.

6% j(e,e')

’

. 0o o= (e.). 'o.s ", .
Soit g L'élément de é& défini, pour e := (ej), ., et e (ei)sey P37

gle,e') := I t.(e.,e!)l.(e,e")+ r I Lz Zd.  Ce.,eMa.,  Ce.,e!)
i€ 3 iel j6d hek kek /h 1IN

Y [
ri,j,h,k(e’e ) 1.’].(e,e )

On a alors :

(x) quel que soit e élément de E

ple) v gle,w) = 5 plwglw,e)
WEE wek

 On suppose, de plus, qu'il existe un élément O de J tel que :

(x1) to =0
(xii) pour tout élément (e, k) de (ExK) tel que p(e) # 0 , on a :
T d (e ,u) =1
u €E(0) ok "o
(xiii) si (e,e') et (e,e") sont deux éléments de F(o,j,h,k), on a
’ 1y = "
"0,5 0, k878" T To,5,h,k 80"



On notera (e) ce terme,

"
polthlk

On pose alors :

et, pour tout élément (e, k) de (ExK) tel que p(el) £#0,

G

1 t [}
[61!’1.' ri,j,h,k] (e,e") di,h(ei’ei)aj,k(ej’ej) +
e,y = L 1 {8 .r_ .
k ’ ]éJ héK 0’] ol]l

d (e',e) := z z [6!

r.
jéJ heK Jlo Jlolhl

ple) := ple), ge) := gle) et E := E

Ek(e> = { I pw ’ka,e)} / pled
veE

On a alors les propriétés suivantes :

0)

(M)

G

Gx)

g=t+ I (d +3a,)
k €K k k
guel que soit (é,k) élément de (ExK),

z Ek<e,u> =1
ucek

quel que soit e élément de E

I p(w glu,e) = ple) I gle,w
U€E ueE

pour- tout élément e de E tel que E-(e) # 0

z bk(e) =n

ke K

Z__t"i‘(e,.‘,e;)éi(e,e')
1€J ‘

L} 1 ] . L}
k,h] Ce,e )do,k(eo'eo)aj,h(e"ej)

]

(] ] ] \
k] (e ’e)ao,k(eo’eomj,'h(ej ,ej)

Relativement & (E,p,g,-..) on a donc les propriétés M, G,

(ii7) et (ix) qui correspondent exactement aux propriétés (i)j, (i_i)j, (1'1'1')]-

et (ix) relativement a (Ej,pj,gj,...). On peut donc, éventuellement, faire



le "produit" d'ensembles tels que (E,p,...) comme on a fait Le "produit"

des (Ei’pi’°"j' Autrement dit, on peut itérer le procédé.

PREUVE :

Effectuons deux remarques préliminaires concernant les relations
(vii) et (viii). ‘
' Soit (e,u) élément de F'(i,h) ; soit (j, k) élément de (IxK) avec
ji#i ; la reLation'(i)j.implique qu'il existe v élément de Ej tel que
aj,k(ej’V) = 0 ; soit e' L'élément de E défini par e% =y, e; = v et,
pour (x-i)Y(x=j) # 0 , e; i=e (e,e") appartient & F(i,j,h,k) et Oi,j,h,k(e’U)
est bien défini.
De méme, soit (u,e) élément de F"(i,h); soit (j,k) élément de
(JxK) tel que i#j et bj,k(ej) # 0 ; la relation (ii)j implique qu'il existe
v élément de Ej tel que dj,k(V’ej) # 0 ; soit e' L'élément de E défini comme

ci-dessus ; (e',e) appartient a F(j,i,k,h) et p; ik h(u,e) est bien défini.
. r'rhs

on fixe e := (e.). et on pose

ji"1ed
q. . == i p (e,) et s :=q. . p:le,)
T3 gk < T

D'une part, quel que soit i élément de J, on pose :

o, = p(e) z ti(e.,u)
. ueE (i)
By =p(dZ L I 2 g d.’h(ei;u)aj’k(ej,v)ri’j’h’k[e,e'(u,v)]

heK keK jed uet (i) veE(j)

ou e'(u,v) est défini par :

T 1 .= : - - 1 .=
el = u, ej := v et, si (k=i)(k-j) # O, e 1T &
Dans cette sommation, r. . fe,e'(u,v)} est indépendant de v
i,j,h k" :
(pour i, j, h et k fixés) compte tenu de (v). On peut donc effectuer "3 part"
La sommation sur v ce qui permet d'utiliser Ta propriété (1')j ; on obtient

donc :

B. = ple) I I z v d.  Ce.,Wp. . (e, u)
! heK UCE() jed kek eh TR

{

Le terme di h(ei'U) ne dépend ni de j, ni de k ; on peut donc
’
utiliser la relation (vii) (on effectue '"a part" les sommations sur j et k).

On ohtient donc :



B. = ple) I z d. ,(e.,w
} hek uee¢i) om0

Compte tenu de la définition de g; »ONaz:

a. +R. = ple) I {g:Ce.,u) = £ a, C(e.,u)}
L uee(i) hek oM

enfin, en utilisant (i)i, il vient :
a. +B. = pe){ Z g.(e.,u) - n}
! ! uek (i) T

D'autre part, quel que soit i élément de J, on pose :

Ay 3= s, z 'pi(u)ti(u,ei)f[e"(u)]
ueE (i)

ol e'"(u) est defini par e;':= u et, si i#j , e;':= ej

U. 2= qg; . I r I z z p:(Wp.(v)d, (v,e.)a. (u,e.)
i 13 500 hek keK wEC) e 3 Ak

f[e'(u,v)] rj’i’k’h[e'(u,v),e]

ou e'(u,v) est défini par e; = u, e3 = v et e; 1T e pour (x=1)(x=-j) # 0.
Dans cette sommation, f[e‘(u,v)] rj ik B[e'(u,v),e] est indépen-
) ) AR A4
dant de v (pour j, i, k et h fixés) compte tenu de (vi) ; on peut donc effec-
tuer "a part" la sommation sur v, ce qui permet d'utiliser la relation (1'1')j ;

on obtient donc, en étudiant & part le cas pj(ej) =0 (cf. (iii)j) :

H: = S, L X z X p.(wa. (u,e.)b! . (u,e)b,  Ce.)
! T jed heK keK ueE (i) ih kR Jok]

Le terme pi(U)ai h(u,ei) ne dépend ni de j ni de k ; on peut donc
. ’
le "sortir"™ de la sommation sur j et k ; si on effectue "a part" cette som-

mation sur j et k, on peut utiliser La relation (viii) et on obtient

u: =s. f(ed ¥ I p:(Wa, (u,e.)
i heK ueE(i) | e

La condition d'invariance (iv) 1implique :

Ai = s f(e) I _ pi(u)ti(u,ei)
ucE@()



La définition de 9; donne alors :

A.+u, = s, fle) I p.(wi{g.(u,e.) - £ d,  (u,e.)}
i 1. GEE () 1 3 1 heK i,h 1

soit, compte tenu de (1'1')i :
A.+u. = s, fed{ p.(wg:lu,e.)~p.(e.) T b, (e}
i T WEECG) i1 Tk ih i

Finalement, Les relations (iii)i et (ix) impliquent
B = ALt

OL1 B'l >\1 u»'l

ce qui implique la relation (x) par sommation sur 1.

On étudie maintenant (E, EL g,...). On pose :

E sz ) E— (e,’u)
k uck k

Par définition de EL et compte tenu de (xiii), on a :

o, = % T b 5 oM.
« jeJ heK ucECo) veE(f) °,3/kh

(e) do,kéeo’u)aj,h(éj’V)
Le terme p" d ne dépendant pas de v, on peut effectuer "a part"
la sommation sur v et utiliser (1')j ce qui donne :

3 = 3 7 ) o" . (e) d e u
kK~ 5eJ hek uekE(o) Ors3skenT ToskTo

Q

Le terme p" ne dépendant pas de u, on peut effectuer "a part"

La sommation sur u et utiliser (xii), ce qui donne

= "o, (e)
N7 L ok

soit E& = 1 d'apreés (vii)
ce qui prouve M.

La relation (0) résulte immédiatement des définitions. La relation

(111) est identique a (x). Posons :

U := ple) X ,_b_k(e)
kekK
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Compte tenu de lLa définition de.gk » 0N a:

T= ¢ I pw 'Ekw,er
keK weE :

= I z )X z z

[e'(u,v),e] a_  (uedd.  (v,e.) ple'u,w]
keK j=J heK usE(0) VvEE()) k o k0" g ,h

r.
irsonh,
avec e'(u,v) := e' défini par eé = u
1 = 1 o= - -
ej t= v et ey ¢ e, pour (x=0)(x=j) # 0O

On a donc, par définition de Uy # M =y

(e}
d'ol IR P (cfo (xi))
E-= a0'+80 (1ére partie de la preuve)
W= 8 (cf. (xi))
soit,
W=k I & I % 3 do’h(eo,u)aj’k(ej,v)ro’j’h’k[e,e'(u,v)]

heK kek jed ueE(o) veE(F)
ou e' := e'(u,v) est défini comme ci~dessus.

Compte tenu de (viii), seul le terme aj k(ej,v) dépend effective-
’

ment de v ; on peut donc utiliser (i)j ce qui donne

H=pe) £ = ¢ L d
heK kK j&J ucE(o)

1 1]
o,h(eo’U)po,j,h,k(e)

Or, Le terme do h(‘eo,u) ne dépend pas de j et k ; on peut donc
’

effectuer "4a part" Lla sommation sur j et k et utiliser (vii) ce qui donne

ble) I & d
heK  usE (o)

(e _,u)

H o,h "o

n ple) (cf. (xii))

‘ce qui est Lla relation Gx).
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L]

2 -~ EXEMPLES DE COUPLES (r, f)

Nous allons maintenant donner quelques exemples de couples (r,f) :

L'interprétation "physique"™ de tels routages sera donnée ultérieurement.

2.1 - EXEMPLE 1 : ROUTAGES "FIXES"

'

On considére le cadre du théoréme fondamental. De plus, pour tout
élément j de J, on suppose qu'il existe une application, définie sur Ej , a

K . , . oA a <
L : . - . . = . él
valeurs dans Z° , qui & eJ élément de EJ associe eJ (ej,k)kGK ément

de ZK.

On suppose que, pour tout éLément (i, k) de (JxK) et pour tout élé-

. ' - a0 - A av -3
ment (ej,e j) de (ijEj) tel que lej,k ej’k<+1],m£k(ej’m ej,m) #0 ,0na

v

. ‘ 1] -
d. k(ej'ej) =0

’

De méme, pour tout élément (j,k) de (UxK) et pour tout élément
(e..e') de (E.xE.) tel que |&' =-&. ,-1] T (8" -& ) #0 , on suppose
i’ iTT3 q L-J,k ik ] mgk dem. dem ’ PP
qu'on a :

a. ,(e.,e') =0
kI

Soit ( une famille de réels positifs

3,300,k 5,30, K EUxIXKK)
telle que, quels que soient i et'h, Z o =1 .
' ik

i,3.0,k
On définit alors les routages r de la fagon suivante ; pour tout
couple (e,e') d'éléments de E :
- ou bien il existe (i,j,h,k) avec i#j tels que &! =, , -1 ,
: i,h i,h

é;lk := éj,k + 1 .et e;’y i=e, , pour (lx-i]+|y-h|)(lx—j|+|y-k!)-¢’O

t alors r. .
e 1IJIhIk

N
(€re = 04,50k
~- ou bien il n'existe pas de tel quadruplet (i,j,h,k) et r. . (e,e') = 0.
i,j,h,k

Soit (xi,h)(i,h)é(JxK) une solution pos1t1ve-du systeme suivant
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n) %i,h T B %5,k Pk
I,

On sait qu'une telle solution non jdentiquement nulle existe (théoréme ergo-

dique élémentaire) ; en général cette solution n'est pas unique.

Soit E' une partie de E telle que, si e appartient 4 E' et si e
appartient a (E\E'), alors r. . (e,e') = 0 (quels que soient i, j, h et
i,3,h,k
k). On peut évidemment prendre E' = E.
Enfin, soit f L'application définie sur E par :
si e appartient a (ENE"),
f(e) := 0
si e appartient a E',

f(e) := 1 I {(x.

-ISPION
jed keK Skt

on vérifie alors que les conditions (v), (vi), (vii) et (viii) du
‘théoréme fondamental sont satisfaites en prenant bj k(ej) =1 (quels que
, .

soient j, k et ej).

vérification

1°)  condition (v)

.+1

o>

. 1 . s . « ~ ' = - [ =
Si (e,e') appartient a F(i,j,h,k), ei,h ih 1 et ej,k . ej,k

et e = e

« ; pour (x=i)(x=j) # 0 . On a donc

N 1 -
M55k, k(88 T 04 5k
ce qui imptidUe (v).

27) condition (vi)

On vient de voir que, si (e',e) appartient a F(i,j,h,k), alors
: 3

(e',e) =p

r. . .
i,i.h,k i,j,h,k

Par ailleurs, f(e') ne dépend de e' que par L'intermédiaire de &' ;



' (u,e) = £(&) [f(a") /£(8)]

©5,5.h,k P3,5,h,k

= pi,j,h,k f(e)[xi’h/xj’k]

‘ce dui prouve (vi).

37) condition (vii)

Si (e,u) appartient a F'(i,h) (cf. 190,

O_i’j’h’k(e’u) = p1,],h,k ¢

ce qui implique (vii).

4°) condition (viii) avec b.  (e.) =1 .
kI

Si (u,e) appartient a F"(i,h) (cf. 2°)),
. ) -
03 5 k,nCur®) =05 Ly f(e)[xj’k/xi ol

’

La condition (viii) devient donc exactement la condition (n).

2.2 = EXEMPLE 2

Cet exemple généralise un exemple donné en [GrP 1 et repris dans

[Len] avec plusieurs classes de clients (cf. 5.4 in fine).

On considére le cadre du théoréme fondamental. De plus, on suppose
que J =J4'U {0} (avec 0 non élément de J'), que E_ := {0}  (ensemble

réduit & un point et que, quel que soit h élément de K, a, h(o,o) 1= dh(o,o)
’

Pour tout élément j de J', on suppose qu'il existe une application, définie

. K .. e .
sur-Ej, a valeurs dans IN ', qui, a ej élément de Ej’ associe

” A Ly K
ej := (ej,k)k&Kv élément de N .

Comme dans L'exemple 1, on suppose que, pour tout élément (j, k) de

(J XK) d. . ,e! j gl et = 8. - é! = 8
, J’k(eJ,e]) # 0 impligue eJ K eJ’k 1 et ej,m ej,m pour m#k

I 4

(ej,e;) # 0 implique é! , = e. k-+1 et e! = e, pour m#k.
’ .

et gue a. '
q ik j,m j,m

ik

>
—
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~

o >
"
"

Pour tout élément e de E, on pose (ej,k)(j,k)é_(JFxK).
) o (XKD . s
Pour tout éléement u..- (uj,k)(j,k)e;(JxK) de iN , soit (u +Gi,h) =
o - WXK) s o C
L'element'u' := (u;,k)(j,k)éinK) de IN défini par ui,h : ui,h-+1
] - t ' .=
et, pour (|x 1|+|y hl) £0, ux,y : ux,y -

On définit de méme (u-6. ) .
i,h

\ Soit z un réel eﬁ (xi,h)(i,h)éL(J'xK) une famille de réels posi-
tifs tels que x* = L Xsn > 0 . Pour tout élément e de E, on pose :

i,h 7
*

* *
00,3,k Y/ (x +z e )

e := I e. et (e) := (x.

e,
ok ok Ik

Soit E' une partie de E telle que, pour tout élément e' de E',
E .

on a (x +2 éj k) % 0 . Pour z >» 0, on peut prendre E'

ik 1,
On déffnit les routages r de la fagon suivante :

a) Pour tout élément (e,e',h,k) de (ExExKxK), on a r (e,e') :=0

0,0,hk

et, quels que soient i et j éléments de J', r. . (e,e') :=0 .
X ~ i,j.h,k

b) Pour tout élément (j,h,k,e) de (J'xKxKxE), on pose (e,e') =0

r .
0,i,h,k

oo e + &. . 1y .= o* oA =
si e!' £ e 63,k et ro,;,h,k(e’e ) po'J’k(e) si e e + ¢,

¢) Pour tout élément (i,h,k,e) de (J'xKxKxE), on pose r. (e,e') =0

i,o,h,k
e $

’
s .- ' . : ' - oA
si e' £ e di;h et ri,o,h,k(e’e Y 1= (1/n) si e e ih ot

Pour tout élément e de E', on pose :

Cfe) = a®Um M+ 2T D (T x +z D))
j<ex A ied' hek j<e, 7

Si e appartient a E\Ei;'on pose f(e) := 0 .

G

Enfin on suppose que, pour tout élément (e,e') de (E'x (ENE')),

L} -
ri,j,h,k(e’e ) =0

(quels que soient'i, i, het k).
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On vérifie alors que les conditions (v), (vi), (vii), (viii),
(xi), (xii) et (xiii) du théoréme fondamental sont satisfaites en prenant
bj,k(ej) = 1 (quels que soient j, k et ej). Le cas z = 0 correspond a des
routages fixes. Par contre, si z # 0, les routages dépendent profondément
de L'état.

Vérification

1%)  condition (v)

~

Si (e,e') appartient a F(o,j,h,k), é! =e. +t1 et
ik isk

e;’y = e, , pour (|x—j|+}y-k|) # 0 ; on a donc

(e,e') =p (e)

roo. *
0,i,h,k 0,i,h,k

ce qui implique (v) dans ce cas.
Cette condition (v) est évidente pour lLes quadruples (i,j,h, k) avec

i=j=0 et ceux tels que i et j appartiennent & J' (car r=0).

. 3 3 ' 3 > 1 ot = e - et :l
Enfin si (e,e') appartient & F(i,o,h,k), ei,h ei,h 1 et ex,y ex,y

pour (|x-i|+|y-h|) # 0 ; on a donc

r Ce,e’) = (1/n)

i,o,h,k

ce qui implique (V).

2% condition (vi)
Comme au 10), cette condition est trivialement satisfaite pour les

~quadruplets (i,j,h,k) avec i =j =0 et ceux pour lesquels i et j appar-

tiennent a J' (car r=0).
Si (e',e) appartient a F(o,j,h,k), on a vu au 10) que

(e',e) = p* C b k(e') avec e' = e-SJ K * Ceci et le fait
YN ALY 4 ’

T0,j,h,k
que f(e') ne dépend de e' que par L'intermédiaire de e' (et donc de

e pour j et k donnés) impliquent la condition (vi) dans ce cas.

Enfin, si (e',e) appartient a F(i,o,h,k), on a vu au 10).que

~ a

r (e',e) = (1/n) ; ceci et le fait que e' = e-+6i h et que
’

i,0,h,k

f(e') ne dépend que de é' impliquent la condition (vi).
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condition (vii)

Considérons d'abord le cas i =0 ; on se donne donc h élément de K et

(e,u) élément de F'(o,h). On a donc (cf. 1%

*
. (e, u) = . (e)
Po,i,h,k 7 P0,3,h,k
La condition (vii) se déduit alors immédiatement de la définition de
p* et de p_ (e,u) = 0. Considérons maintenant le cas i élément de
o,0,h,k

J' ; on se donne donc (i,h) élément de (J'xK) et (e,u) élément de

F'(i,h). On a alors (cf. 1%)) 0. (e,u) = (1/n) ; par ailleurs
i,o,h,k

0. . (e,u) = 0 pour j#0. Ceci implique La proprieté (vii).

}1IJIhIk

condition (viii) avec bj,k(ej) = 1

Considérons d'abord Lle cas i=0 ; on se donne donc (h,e) élément de
(KxE). Soit (j,k) élément de (J'xK) et (e',e) élément de F(j,o,k,h) ;

on a :

D]’o K, h(e ,e) = 1-f(e')
avec e' = e +6j,k . . . k
On adonc  p! ., (e, = f(e) J; - eiL
et Jfk p! 5,0k, h(e' e) = f(e)

Considérons maintenant le cas i élément de J' ; on se donne donc

Gi,h,e) élément de (J'xKxE). Si j appartient a J' , op! . =0 .
isisk,h :

Considérons le cas j=0 et soit k élément de K et (e',e) élément de
FCo,i,k,h). On a :

(e ,e) = f(e") po ik, h( ")

o s ,k,h
ot = ._
avec e e Gi,h -
On a donc
_ 1 Frzeton Xint2CinV
p! (e',e) = — f(e)
o,i,k,h "0 n . + 208 -1 *, ( *_1)
i,h T2 ,n x vzte

=1
n

ce qui implique (viii) dans ce cas.
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2.3 - EXEMPLE 3

"En utilisant la deuxiéme partie du théoréme fondamental, il est

possible de construire des couples (r,f) en "composant® les exempLes 1 et 2

donnés ci-dessus.

A titre d'exemple, nous allons éxpliciter le cas ou L'on construit

un couple (r,f) & partir de couples comme ceux définis en 2.2 ci-dessus,

mais ceci n'est qu'un exemple.

On considére toujours lLe cadre du théoreéme fondamental. De plus,

on suppose que J = J'U {0} (avec 0 non élement de J'), que E := {0} et

que, quel que soit h élément de K, a (0,0) :=d (0,0) := 1 . Pour tout
o,h o,h :

élément j de J', on suppose qu'il existe une application définie sur Ej ’

«

~

, K o s ara e .
a valeurs dans IN" qui, a ej élément de Ej , associe e, (e],k)kéK élément

]

de N, Comme dans les exemples 1 et 2 on ‘suppose que

k(e ,e ) + aJ (e',e ) # 0 dimplique e! =e, -1 et, pour m#k ,

e'-u =
J,m

positifs (x k)(],k)é(JxK)

famille de réels (Zi)i

e.

j,m

sk ik

On se donne une partition (J(i)). de J°', deQx familles de réels

1€l
et (Vs 1) (4, k) EIxK)

. On suppose que, quel que soit i élément de I,

, un réel w et une

el
x?:: L ¥i, >0 etaue y¥ 1= % Yi >0 ¢ -
1 jedG) kek I/ ik
~
On définit (u-+6 ) et (u- Sj k) comme dans Ll'exemple 2 ci-dessus.
I
Pour tout eLement j de J on désigne par ]* L'élément i de I tel que j appar-
: Y
Ctient & J (3M).
~Pour tout élément e de E, on pose :
3
e¥ = I e W ¢ E} K z e. ; gi ) E} K = z z e. K
ik e , jed (i) I’ keK % keK jed(iy I
of Lo () 1= (x, | *+z. e. J(y. twoe.. /T +zp g. Yy  +w e™)
0,j,k jok Tix T,k iR,k IL2 S LA L R L

Si e appartient 3 (E\E') on pose f(e) =0 .

Si e appartient & E', on pose :
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* .
fe) :=n® {0 N { I (x, +z, mMI{0 T {1 (y, +wum}/
" J - 1’k s

3 ' J[k .
jed' keK m<ej,k iel keék m<e, K

’

* ' *
{.H { o, (Xi tz, m}{ 0 . Cy +wm}
iel m<ei m<e

Enfin les routages sont définis comme dans L'exemple 2 du paragraphe 2.2 qui
précéde. On vérifie exactement de La méme fagon que (v), (vi), (vii), (viii),

(xi), (xii) et (xiii) du théoréme fondamental sont satisfaites.
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3 '~ RESEAU DE FILES D'ATTENTE

L'exemple de base associé au théoreéme fondamentat‘est celui d'un

réseau de files d'attente dont on étudie la probabilité stationnaire et qui

se compose d'un ensemble (Rj)jeJ de sous-réseaux.

Chaque sous-réseau Rj comprend une ou plusieurs stations ; entre les
diverses stations évoluent des clients qui peuvent appartenir a plusieurs

classes : pius pricisement , K désione U'ensembie des classes de clients.

Sujvant les cas, L'évolution d'une station, et donc d'un sous-réseau
peut, ou non, dépendre de la classe des clients concernés et (ou) de leur
ordre d'arrivée dans la station. Dans tous les cas, on suppose que L'ensemble
des états est suffisamment *'riche™ pour que, relativement a cet ensemble

d'états, le réseau évolue de fagon markovienne homogéne.

Chaque sous-réseau peut &tre considéré comme "ouvert" au sens indi-
qué plus loin ; le réseau global peut &tre ouvert ou fermé. On adopte les
conventions usuelles : notamment les clients se déplacent un a un et la bro—{
babilité d'occurence de deux événements entre t et (t+dt) est un "infiniment

petit*: par. rapport a dt.

Pour chagque sous—-réseau Rj ’ Ej est L'ensemble dgs états possibles
de ce sous-réseau. On suppose que chague sous-réseau Rj est "propre" (cf.
[Pet-1] ) c'est & dire que L'évolution '"interne" de ce sous-réseau ne dépend
que de L'état ej du sous-réseau. Plus précisément, Les fonctions pj ,tj , dj,k
et aj,k peuvent &tre interprétées de lLa fagon suivante :
~ on suppose que le sous-réseau Rj est soumis, pour chaque classe de clients,

a un flot d'entrée poissonnien de paramétre 1.

Pour tout élément (u,v) de (ijEj), c'est a dire pour tout couple
(u,v) d'états "possibles" du sous-réseau Rj , considérons Les événements

sujvants :

Tj(v at+dt|uat) est L'"événement""Rj est dans L'état v & (t +dt)
sachant qu'il était dans l'état u & t et le passage de u a v correspond au

. L]
transfert d'un client & L'intérieur de Rj (avec ou sans changement de classe)'.

Aj (V@ t+dt luat) (resp. Dj (v oa t+dt|ua t)) est L'"événement™
’ ’ .

np. est dans L'état v & (t +dt) sachant gu'il était dans L'état u-a t et le
passage-de u a v correspond a4 'arrivée (resp. au départ) d'un client de

classe k dans (resp. de) Rj“.
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G (v 2 t+dt |u 8 t) est L'"évenement® "R, est dans L'état v &
, A

(t+dt) sachant qu'il était dans L'état ua t" .
On a alors :

tj(u,v) := Llim. Proba chv a t+dt Ju a )

dtvo
a. k(u,v) := Llim. Proba A. k(v a tdt |u a t)
3, dtyo ), .
d. k(u,v) := Llim. Proba D, k(v 4 t+dt |u a t)
e dtvo 3
gj(u,v) := Lim.‘Proba Gj(v a t+dt Iu at)

dtVo

gj caractérise le générateur infinitésimal.

La condition (1')j signifie que, pour chague classe de clients, le
flot d'arrivée est poissonnien et de paramétre 1. Les conditions (ii)j peu-
" vent étre considérées comme des définitions de bj,k . La condition.(iii)j
signifie que pj satisfait aux conditions d'équilibre d'une probabilité
stationnaire ; plus précisément , si le systéme ici considéré est ergodique

et si z p.(u) =1, alors p. est la probabilité stationnaire de ce
uek (j) J ‘
systéme.

Enfin, la condition (ix) est une condition de "balance Locale"
relativement a W textérieur de R." : autrement dit, on suppose que R.j est
un sous-réseau échangeable comme défini en [Pel-1]: |

Notons que, jusqu'ici, on n'a pas introduit d'hypothése de
“halance locale par classes". Toutefois, pour la plupart des applications,
on a bj k(u) = 1 (quels que soient j, k et u), c'est & dire que La condi-
’,

tion (ii)j devient une condition d'"échangeabilité par classe" (cf. [Len]).

La composition des divers sous-réseaux s'effectue de la fagon

suivante : on ne soumet plus les sous-réseaux & un flot d'entrée poissonnien

mais on les relie entre eux suivant des "routages" r

On suppose qu'un état e du réseau global R est caractérisé par les

états (e.). -ré .o
i'5ed de chacun des soys-réseaux RJ

Puisqu'il ne s‘*agit que d'un exemple, nous allons nous Llimiter-a

un cas, déja trés général, ou les "routages" entre sous-réseaux ne dépen-
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dent que du nombre de clients de chaque classe dans chaque sous-réseau.

L'exemple 1 donné en 3-4 rentre dans ce cadre.

Si le réseau global R est fermé, pour chaque état ej de Rj" soit

e. 1= (e, ' : . S . omb
j (eJ,k)kéK le vecteur ol, quel que soit k, e],k désigne le nombre

(fini) de clients de classe k dans le sous-réseau Rj (quand celui-ci est

/
dans L'état ej).

Si le réseau global R est ouvert, on suppose que J :=J'U{=} ;

pour tout élément j de J', on définit éj et éj | comme ci-dessus (et on
’

suppose éj K < 4+ ) : par contre, L'indice ® correspond & L'"extérieur"
, .
et on suppose que les probabilités considérées ne chargent que les états

e pour lesquels on a :

~

= - I e,
mlk JéJ' Jlk
e, :=e  := (ew,k)ch
soit E_ <& ZF
o
Dans les deux cas (R ouvert ou fermé), on.pose e :=.(§J.)J.EJ .
On suppose que f et r ne dépendent que de e. Plus précisément,

pour tout couple d'états (e,e'), on suppose que f(e) ne dépend que de é,
‘qu'elle satisfait a (iv) et que rs ih k(e,e') ne dépend que de (i,j,h,k,é)
TN AAN 4

au sens suivant

si e!, =z e, -1 e!  =e,  +1 et o' =e
i,h i,h ’ ik ik X,y X,y

pour (|x=il+|y=h|) (|x-j|+|y-k|> # 0 , alors on suppose qu'on a

2 (e = '
pi,j,h,k(e) : ri,j,h,k(e’e ) .

Dans les autres cas, on suppose que r. . (e,e') =0 .
i,j,hk

Les conditions (v) et (vi) sont alors satisfaites. Notons que,
dans le cas d'un réseau ouvert, on aurait pu prendre E, réduit a un point
mais il faudrait, ici, définir différemment les routages (cf. exémple 2
donné en 2.2). La condition (viii) peut €tre considérée comme une défini-‘

tion de f, gquand cette fonction f existe.
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Plus précisément, cette condition (viii) peut &tre interprétée
de lLa fagon suivante dans le cas bj k(ej) = 1 (quels que soient j, k et
’

e.).
]

Considérons un réseau ﬁ constitué de stations (SJ.)jeJ , Ltétat
de Sj (pour tout j) étant caractérisé par éj ; on suppose que le taux de
service vaut 1 dans chague station et pour chaque classe de clients. On sup-
pose que les routages sont ceux étudiés précédemment (ne dépendant donc que .-

de o).

Soit f une probabilité stationnaire de R ; la condition (viii)
signifie alors que f satisfait a une propriété de "balance locale par
classe™ pour chaque station. Un cas particulier de cette situation est celui

ot Les routages sont fixes (exemple 1 donné en 2.1).

Les échanges entre lLes sous-réseaux s'effectuent alors de ta fagon
sujvarnte : un client de classe h qui quitte le sous-réseaU'Ri , Ltétat global
du réseau R étant e (juste avant la fin du service du-dit client), va dans
&e sous-réseau Rj ou il entre en étant de classe k avec la probabilité

L3k

Avec cette interprétation, la condition (vii) est une condition
normale pour des routages. La propriete (x) (la conclusion) signifie que
Lla fonction p (qui satisfait, par définition, & une "sorte de forme produit™)
remplit les conditions d'équilibre d'une probabilité stationnaire. Notamment,
si le systéme global R est ergodique, p est la probabilité stationnaire a

une constante multiplicative prés.

Avant de terminer ce paragraphe, rappelons qu'il s'agit d'un exemple '
pour lequel on n'a pas cherché a donner la situation La plus générale. Notam=
ment L'exemple 2 donné au paragraphe 2.2 ne rentre pas dans le cadre considéré
ici. De méme, contrairement au théoreéme fondamental, ce cadre ne prend pas
en compte le cas ou certains sous-réseaux Rj sont ouverts pour certaines
classes de clients et fermés pour d'autres.

Par contre, Le cadre considéré dans ce paragraphe contient Lle
théoréme B.C.M.P. puisqu'il contient le cas des réseaux ouverts ou fermés a
routages fixes (exemple 1 du paragraphe 2) ; Les divers exemples classiques
de sous-réseaux réduits a une station seront considérés au paragraphe 4 qui
suit.
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4L - EXEMPLES DE SOUS-RESEAUX ECHANGEABLES PAR CLASSES

4.1 - INTRODUCTION

Pour ce paragraphe 4, on considere le cadre formel du théoréme
fondamental mais avec L'interprétation "physique" et la nomenclature Liées

.aux réseaux de files d'attente.

Plus précisément, on va donner gquelqgues exemples de sous-réseaux

Rj tels que ceux considérés dans le théoréme fondamental.

4.2 - DEFINITION

On considére le cadre du théoréme fondamental. Soit j un élément
de J et R. le sous-réseau de files d'attente associé. On dira que ce sous-
réseau est '"échangeable" par classe si, quelvque soit k élément de K,

bj K- 1 et si les conditions (i)j ’ (ii)j et (1'1’1’)j sont satisfaites.
’

Cette notion généralise la notion de sous-réseau standard intro-
duite dans [PeL-1] et de station échangeable par classes définie en [Len].
Elle correspond & une propriété de balance locale par classes relativement
3 U'extérieur du réseau : ceci est beaucoup moins restrictif que de supposer

qu'il y a balance .locale pour chaque station.

Les exemples fondamentaux de sous-réseaux échangeables par classe
sont donnés par la deuxiéme partie du théoréme fondamental ; toutefois, pour
pouvoir utiliser ce théoréme, il faut d*abord disposer d'exemples élémentai-

res de sous-réseaux échangeables par classe.

4,3 - STATION CLASSIQUE

1°) Rappelons qu'on est toujours dans le cadre du théoréme fondamental et
qu'on considére un élément j de J et le sous-réseau associé.
Formel lement, on suppose que Ej :=1NK et tj = 0 . Pour tout élément
L )
‘ .z . I . + . 'l » . N --
u (uk)k€K de EJ , on désigne par (u 63,k) L'élément v de EJ défi

ni par v := u +1 et, pour h#k, v, :=u. . 0On définit de méme

-5 . .
Y05,k
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On suppose que

1y = : ' =
: aj’k(e,e ) 1 si e e-+6j'k
1}y = 3 l. + .
aj'k(e,e ) .0 si ‘e # e 6J,k
. ]
b, (W = 1 quels que soient u et k
ik
[] = : ]
dj,k(e ,e) =0 si e'# e-+65’k

% - ‘_ . * .= . =
On pose dk(u) = dj’k(u,u aj,k) si uk.¢0 et dk(u) =0 si u 0.

Enfin, on suppose que la condition (1'1')j est satisfaite, c'est a dire

que, quel que soit (ej,k) élément de (ijK), on a
(e.+6. ) d. (e, +§. e.) = p.Ce.)
PiCes * 85,10 95,k % "5,k %50 T P
ce qui peut aussi s'écrire :

L K A * P .

(ii) pj(u) dk(u) p].(u Gj,k) si uk#O ..
on vérifie alors facilement que les conditions ('i)j , (1'1')j et (iii)j
sont satisfaites. Le sous—-réseau Rj est donc échangeable par classe.

2°) Le cas particulier le plus fréquemment utilisé dans les applications

consiste & prendre :

* .
dk(u) hk(uk) et

1/7{1 i hk(i)}

p. (W)
] keK  igu(k)

. R
ou Les fonctions hk sont des fonctions strictement positives surIN
et hk(o) =’0.

Physiquement, Up correspond au nombre de clients dans la station quand

, . * . PP
L'état est u ; supposer que dk<u) = hk(uk) signifie que le taux de
‘service d'un cliént de classe k ne dépend que du nombre total de clients

de classe k présents dans la station. !

3 La situation considérée au 2% peut 8tre généralisée de la fagon sui-

vante :
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Soit (K(1'))1.€I une famille de sous-ensembles de K et (h.) une

171el

famille associée de fonctions définies sur IN et strictement positives

+ e s oara :
sur N ; quel que soit i élément de I, on suppose que hi(o) =0 .

*
Pour tout élément u := (up) de WK , on pose u. =1 U,
k” kekK g
keK ()

Pour tout élément k de K, soit H(k) L'ensemble des éléments i de I

tels .que k appartient a K(@i).
On suppose que :

di(u = T hou) et
ie H(k)

*

p.(uw) :=1/7{1 . h.(x)}
j . i
1el xéui

. : _ Lok . .
On vérifie alors que la condition (ii) est satisfaite.

On peut, évidemment, envisager d'autres généralisations.

4.4 - DERNIER ARRIVE, PREMIER SERVI

On est toujours dans le cadre du théoréme fondamental ; on consi-

dére un élément j de J et le sous-réseau Rj associé.

Formellement, un état u de Ej est la donnée d'un entier n(u),
positif ou nul, et, si n(u) > O, dfun n(u)-uplet (u1,... Un(u)) avec, quel
que soit x, 1 € x & n(uw), u, élément de K. Physiquement, n(u) est Le nombre
total de clients dans la station et u, est la classe du client arrivé en

iéme L.
X position.

On suppose que : ' -

aj k(e,e') =1 si n(e;) = 1-+h(ej) et

’

' = .,k
eJ (e:| , K

et aj'k(e,e') = 0 dans les autres cas.
’

dj’k(e,e')b= p(k) si n(ej) =1 +n(e5) et
ej = (?3 , K
' djlk(e,e') = 0 dans lLes autres cas
bu  (uek))

KeK est une famille de réels strictement positifs.



Physiquement, ceci revient a dire que seul le dernier client arrivé

peut &tre servi et qu'il l'est avec un taux de service u(k) si ce client est

de classe k (la Loi de service étant toujours la Lloi exponentielle).

. Enfin on pose :
n(u)
p.(uw) :=1/{ 1T plu)}
) x=1 X

On vérifie facilement que le sous-réseau Rj ainsi défini est échan=

gedble par classe.

4.5 - LOIS NON EXPONENTIELLES

1

2

)

)

Jusqu'ici, quand on a donné des interprétations "physiques"! on a
toujours supposé que les lois étaient exponentielles. Quand Les lois .
de service ne sont pas exponentielles, on se raméne a des lois exponen-
tielles en "grossissant"™ L'ensemble des états. On peut, par exemple,
considérer des réseaux de Cox (cf. [Cox]). En fait, il est en général
plus commode techniquement de ne pas se Limiter a ce type de réseau
(cf. [MaP]) : pour s'en'cdnvaincre, il suffit de considérer une loi

de service qui admet comme densité de probabilité %-(f-+g) ou f est
la densité de probabilité d'une loi exponentielle et g la densité de
probabilité d'une Loi Erlang 10 (proche de la Loi constante) ; une
approximation raisonnable d'une telle loi par un réseau de Cox néces-
site une centaine d'états fictifs alors que la décomposition naturelle
n'en nécessite que onze.

Pour faciliter les explications, nous allons nous L{miter au cas ou .
card(K) = 1 (il n'y a qu'une seule classe de clients). L'extension de
ce qui suit au cas de plusieurs clients est lourde & formaliser mais

facile & comprendre.

On considére donc une station Rj pour laguelle tout se passe comme s'il
n'y aviit qu'une seule classe de clients. Pour alléger la présentation,
nous allons -supposer qu'il y a une infinité de serveurs dont la loi de

service peut étre modélisée par un sous-réseau R' (ceci n'est pas une

restriction au niveau des applications) ; dans ce sous-réseau R', les

routages sont fixes.

On peut donc, pour ce sous-réseau R', utiliser la deuxiéme partie du,
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théoréme fondamental (cf. §2), c'est a dire que R' est échangeable. La
station Rj peut alors &tre considérée comme un ensemble fini (cf.
exemple 2.2 avec Z = -1 et, quel que soit i, Xi= 1), ou infini de stations

r

telles que R' ; elle est donc elle~méme échangeable.

Il est bien connu (théoréme B.C.M,P.) que, si les routages sont fixes,
La probabilité stationnaire a une forme produit quand certéines des
stations ont des Lois de service non exponentielles, une infinité de
serveurs (ou "temps partagé') toutes les classes de clients étant ser-
vies de La méme fagon. Ce qui précéde généralise ce résultat au cas

des réseaux & routages pouvant dépendre de L'état.
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5 - RESEAUX AVEC BLOCAGE

5.1 - CAS " INTUITIVEMENT TRIVIAUX"

IL y a quelques cas ou le blocage en une ou plusieurs stations

s'étudie facilement.

Considérons un réseau R dont on sache calculer la probabilité
stationnaire quand toutes les stations ont une capacité infinie, les taux
de service d'une station pouvant dépendre du nombre de clients dans la sta-
tion considérée. Par exemple, considérons le cas ou R satisfait a La "forme

produit classique™ .

Considérons maintenant un réseau R' identique & R sauf que L'on
introduit des limitations de capacité, pour une ou plusieurs classes de
clients et pour une ou plusieurs stations. Considérons les deux politiques

suivantes :

a) (politique optimiste) quand la station est saturée (pour une ou plusieurs
classes de clients) elle devient "transparente™, c'est & dire qu'un

nouveau client d'une classe saturée est immédiatement servi.

b) (politique pessimiste) quand la station est saturée, tout le reste du

réseau bloque son service pour Les clients des classes concernées.

Il est facile de voir que la probabilité stationnaire est la méme
dans les deux cas : par contre, évidemment, les délais de service sont beau-

coup plus longs dans Le cas b).

Or, La probabilité stationnaire dans le cas a) correspond au cas
de taux de service "infinis" pour les situations de blocage ; en général,
cette probabilité sera donc la limite de pnobabitités pour des réseaux sans
saturation quand on fait tendre certains taux de service vers t'infini. No-
tamment, en général, ce passage a la limite n'altére pas la propriété clas-
- sique de forme produit. Pour une étude plus systématique et rigoureuse,
cf. [Len] .

L'intérét des politiques a) et b) introduites ci-dessus est de

donner une borne supérieure et une borne inférieure des délais de service.
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5.2 = CAS DIT “REVERSIBLE"

Nous allons maintenant étudier, avec le formalisme introduit pré-
cédemment, un cas ou on a la forme produit avec blocage (cf. [Pit]). Disons

tout de suite qu'il s'agit d'une situation tout a fait exceptionnelle.

On se place dans la situation du théoreme fondamental. On suppose
donc que toutes les hypothéses de ce théoréme sont satisfaites. On suppose,
de plus, qu'on a les propriétés qui suivent :

Pour tout élément j de J, soit E; C E. (on peut avoir E; = Ej pour certaines

J
valeurs de j) et on pose E;' = Ej\‘Eg .

a) On suppose que, pour tout élément (j,ej) de (J xE;), il existe une par-
tie K(j,ej) de K telle que,

) ‘ ]
. . . + d. . . . " g -
si aJ'h(eJ,v) dJ'h(v,eJ) # 0 , alors v appartient & EJ si et seu

lement si h appartient & K(j,ej).

b) Par ailleurs, on suppose que tj(u,v) #0 imp(ique "(u,v) élément de

(E; xE;) ou (u,v) élément de (Ej'in')".

c) De fagon analogue, on suppose que I d. h'(u,v) + a, h(v,u) #0 et
. h Js _ Js

u élément de E; implique v élément de E; .

Pour tout élément (j,h,e) de (JxKxE), on pose :

EGi,h,e) t=ple) T L I P d.  (e.,v)a.  (e.,udr, . (e,e' (u,v]
. 5EJ KEK UEE(i) veE(jy /K 3T AN, T Rk

ou e':=e'(u,v) est défini par e% = u, e; 1= v et, pour (x=i)(x=j) #0

"¢i,h,e) := £ I I z d. . Cu,edr, . e'(u,v),elple'(u,v)a, (v, e.)
S jEJ Kkex ugE(i) vee(jy o0 "v”h’k[ kel o S

avec e'(u,v) défini comme ci-dessus.

On suppose que, pour tout élément (e,j,h) de (E'xeK(j,ej)), cn a-:

(r) £(¢j,h,e) = E£'(j,h,e)
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On pose E' := ~ (produit ensembliste)

et E"™ := E\E'.

Pour tout couple (e,e') d'éléments de E, on pose
g'(e,e') := gle,e") 1E,(e')

et p'(e) := p(e) 1E,(e)

On a alors :

(x)! quel que soit e élément de E

p'(e) - Z g'Ce,w) = & p'w) g'(w,e)
WEE wEE ‘

PREUVE :

Si e n'appartient pas a E', p'(e) =0 et g'(w,e) =0 (quel
que soit w) par définitions de p' et de g'. La relation (x)' est donc tri-

viale dans ce cas.
On suppose donc, désormais, que e est un élément fixé de E'.

On pose

Yq i= pCe) I gle,w)
WwEE

y; :=p'(e) T g'(e,w)
weE

Yy ! L pw) glw,e)
weE

Y5 : p'(w) g'(w,e)

:A):
WweE
On sait que Yq = Yo il faut donc prouver que y1-y{ = Yz-—yé .

D'autre part, y1-yi est une somme de termes de la forme
]
p(e) ai,h(ei’U)dj,k(ej'V) ri,j,h,k[e'e (u,v)]

avec e' := e'(u,v) défini par e! :=u , e! =V
i 77

et, pour (x-i)(ij) #0, e; =e, .
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Or de tels termes (non nuls) n'apparaissent dans la somme associée

aY,-v! que si a,  (e.,,u) #0 et si u n'appartient pas a E! (puisque
1 1 ih i 1

vV  appartient a E; si dj k(e].,v) # 0 ). Ceci impligque que h appartient a

’
K(i,ei). Réciproquement, si h appartient & K(i,ei), le terme correspon-

dant apparait dans la somme associée a Y1-—yi . On a donc :

Y'1"'Y' = p(e) I z z z b) z a.

1 ; h(ei’U) d, k(e‘,v)
i€d heK(i,e(i)) j€J keK ucE(i) veE(j) ’ AN

ri’j’h'k[e,e'(u,v)]

D'autre part, YZ-—yé, est une somme de termes de la forme

] " ]
di,h(u?ei) aj’k(v,ej) p[e (u,v)] ri,j,h,kLe (u,v),e]
ou e'(u,v) est défini comme plus haut.

Un tel terme n'apparait dans la somme associée & 'YZ'-Yé que
si e'(u,v) n'appartient pas a4 E' ; or aj'k(v,ej) 20 impLique que Vv,
appartient a E} ; U ne doit donc pas appartenir & E; , c'est a dire que h
appartient & K(i,Ei). Réciproquement, si h appartient & K(i,ei), et si le
terme ci-dessus n'est pas nut,uvn'appartient pas a E; et le terme ci-dessus

apparait dans la somme associée a y?-yé .

On a donc :
Yo=Yl = & % D NS I d.  (ueDa. (v,e.)
S % ey heK(i,e()) jed keK ueE(i) ver(j) oM T ik

ple* Cu,v)] ri’j’h,k[e'(u,v>,e]

la relation (r) implique alors y1-yi = yz-yé par sommation sur i dans J

et sur h dans K(i,ei).

5.3 - REMARQUES

1%) Dpans le cadre de L'exemple de base, on utilise usuellement La proposi-

tion qui précéde de la fagon suivante :

Soit I' L'ensemble des indices i pour Llesquels E% est différent de Ei ;
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ce sont ceux des stations pour lesquelles il y a blocage. Pour ces

indices, on suppose que Ei =INK ; si u:= (uk)kéK est un élément

de Ei ;U est Le nombre de clients de classes k dans Ei . On suppose
qu'on a la propriété d) qui suit :

' 3 : .= :
1)) ~Ei est une partie de Ei telle que, s1 u : (uk)kéK appartient
. . - . - . .
4 E},siv: (Vk)keK appartient a E; et si, quel que soit k,

Vi € Yy, alors v appartient a E% .

Ceci correspond & la condition ¢). On notera que cette condition, tres
simple , est plus générale que la condition usuelle consistant & impo-
ser des contraintes affines. Celles-ci impliquent une propriété de

convexité parfaitement inutile.

Par ailleurs, pour tout élément e, = (ei,k)keK de Ei avec i élément

' . .‘= Al - »
de I', soit (ei +6i,h) = v L élément de Ei défini par Vp ¢ ei,h+1 )

et, si k#h, Vi FT8 e Soit alors K(i,ei) L'ensemble des élLéments
, .

-h de K tels que (ei +51 h) appartienne a E%‘. On vérifie immédiatement
’

gque la condition a) est satisfaite : dans ce cas, cette condition se

simplifie car, h et e, étant donnés, il existe un seul élément u de Ei

tel que ai,h(ei’U) +di,h(v'ei) #0 .

Enfin, La condition b) est satisfaite si on suppose que ti =O pour

tout élément i de I'. (Cas d'un sous-réseau réduit a une station).

Dans Le cadre usuel, la condition d) implique donc les conditions a),
b) et ¢).

Toujours dans Le cadre usuel, la condition restrictive est donc lLa
condition (r). En simplifiant, elle revient & peu prés a dire que, si
on inverse le temps (réversibilité), la probabilité stationnaire reste
la méme et il y a encore '"balance Locale™ pour les stations suscepti=

bles de connaitre un blocage.



33 ¢

5.4 -~ BLOCAGE REGULE

v Nous allons maintenant donner un exemple ou il peut y avoir blo-
cage dans certaines stations sans que ceci ne bloque l'ensemble du réseau
et tout en gardant la forme produit au sens du ''théoreme fondamental™ de

ce papier.

Nous nous plagons dans le cadre de l'exemple 2 donné au pagagraphe
2.2 ci-dessus. De plus, on suppose que 2 <0 et que, quels que soient j et

k, 1= (X k/|z|) est un entier ; E' est L'ensemble des éléments e' de
’ .

ik

E tels que, quels que soient j et k, 0 < e} , <.
ik T Tk

Physiquement cela revient & dire que, dans le sous-réseau Rj il
y a yj,k places pour des clients de classe k ; quand un client de classe
k rentre dans le systéme global, La probabilité (le routage) pour aller
dans le sous-réseau Rj est égal au rapport entre lLe nombre de places dié-
ponibles en Rj et Le nombre total de places restant dispohibLes dans le
systéme global. Ce client est bloqué § L'extérieur gquand le systéme global

est saturé (en ce qui concerne les clients de classe k).

Ce systéme nous semble intéressant & deux points de vue. D'une
part il est physiquement raisonnabLe,.surtout s'il s'agit de la maintenance
d'un parc de matériels qu'on peut faire réparer en diverses stations Rj .
D'autre part, méme si la situation physique.concréte ne correspond pas aux
hypothéses données ci-dessus, tout du moins ces hypothéses sont associées
3 une politique intermédiaire entre les politiques a) et b) du paragraphe

5.1 ci-dessus.

E

Cet exemple de '"blocage modulé™ généralise un exemple donné en

[GlP ] et\repris dans [Len] quand il y a plusieurs classes de clients.
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6 - CONCLUSION

_Le théoreéeme donné au paragraphe 1 est donc une généralisation
de la quasi-totalité des résultats Lliés a la forme produit dans les réseaux
de files d'attente.

Un point important - et presque surprenant - est que ce théoréme
repoée essentiellement sur une sorte de "décomposition'" du générateur infi-
nitésimal : on peut donc espérer que cette décomposition se retrouve dans
des exemples autres que celui d'un réseau de files d'attente. A ce sujet,
cf. [Cou] et D(el] dans le cas réversible.

Un autre point important est le caractére itératif de ce théoreme.
Cet aspect avait été mis en évidence dans [Pel] et ‘repris dans [Len]. Il

semble qu'il n'ait pas été noté par Lles autres auteurs.

L'exemple donné en 2.2 est profondément nouveau. Au niveau des
applications, par itération, on peut composer des réseaux dans lesquels se
mélangent des routages fixes, des réutages'comme ceux donnés en 2.2, des
routages "réversibles™, etc... Pour pouvoir effectuer de telles composi-
tions, il n'est pas nécessaire d'avoir balance Locale dané chaque station :
il suffit d'avoir balance locale (ou balance locale par classe) pour les

noeuds associés a la décomposition du réseau (cf. §1)
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