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RESUME

On démontre que dans un réseau de Jackson, les distributions des
interentrées et intersorties ne sont pas, en général, égales. L'égalité a
lieu, 1) si le taux de service de la station considérée est constant, ou
2 i diti .g.. = e.q..

) si la condition e; % j 391
des arrivées, est vérifiée. On étend ce dernier résultat’ aux réseaux clas-

, portant sur les routages et le taux

S

siques & forme produit, avec ou sans limitation de capacité.

7

ABSTRACT

It is shown that, in a general Jackson network of queues, the dis-
tributions of interinput and interoutput times are not equal. Equality holds
if, 1) the service rate in the studied station is constant or 2) the follo-

ving conditiecn : e, = is satisfied. The latter result is extended

i915 7 %5951
to classical product-form networks, with or without blocking.
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INTRODUCTION

Dans un réseau de files d'attente, fermé ou ouvert, nous appelons
arrivée en station 1, une arrivée d'une station autre que la station 1, ou
de l'extérieur. Une entrée est une arrivée de L'extérieur, ou d'une station
quelconque. Nous avons des définitions analogues pour les départs et les

sorties :

s

reste du réseau
: +

(extérieur éventuel lement)

\_/a\ "’//ﬁ

_ )
Nl Cég: "'l-q.l’1

arrivée entrée sortie  départ

Nous étudierons les distributions des intervalles de temps entre
3 » . @ I
-deux entrées (interentrées), entre deux sorties (intersorties). Nous évoque-

rons aussi les flux d'entrée, sortie,

En L'absence de rebouclage les entrées sont égales aux arrivées ;
si on désire étudier les arrivées a une file avec. rebouclage, il suffit

d'éliminer le rebouclage en multipliant Hq Par a4 1 (w1 par qr dans les
, ,r 11

réseaux multiclasses), et d'étudier les entrées a cette file fictive.’

Dans la partie A nous nous intéressons aux réseaux de Jackson, et
dans la partie B aux réseaux dits '"classiques & forme produit®, multiclasses,

- avec ou sans Llimitation de capacité.

Nous verrons que les interentrées et intersorties n'ont, en géné-
ral, pas méme distribution, méme dans le cas d'un réseau de Jackson sans
rebouclage. Il est précisé des conditions suffisantes pour L'égalité des

distributions.‘




A - RESEAUX DE JACKSON

0 Notations

Considérons un. réseau de Jackson comportant n stations. Il y a ki
clients en station i, et 1 = (k1,...,kn). Si le réseau est fermé, Le nombre

total de clients est fixé dans toute la suite a N.

Les routages a5 j et les taux A, Uy sont donnés par le dessin
’

ci-dessous

réseau ouvert réseau fermé

Q.

qy_ )

1] a;
3

Q:\'o !

\\)(,
> C
O‘ :

7

Le taux des arrivées A est constant.

k.
e.!
Probabilités stationnaires ; posons g.(k.) = L ; ona:
- 11 ”i(1)"'ui(ki)

Kg1(k1)---9n(kn) ou (ei)1si<n est la solution de :

* cas ouvert P(t)

n .
e, = A qo,i + jE1 ej qj,i si ki‘<0 pour un i, alors pk) = 0
* cas_ferme P(K) = K 91(k1)"‘9n(kn) oU (e;)q s¢n €St une solution non
n
nulle de : .= L e. Q.
ulle ae e = j 01’1

on pourra avoir & considérer des réseaux fermés fictifs contenant M clients ;
on pose alors :

PyCR) = Ky 91Ckg)eun g k), ainsi Py = P et Ky =K;
par convention, si kq *...* k> M, alors PM(K) =0 .

De méme si ki < O pour un i, alors PM(z) =0 .



>
* P représente aussi la matrice ligne de terme général P(k).

On note E L'ensemble des états possibles. Dans le cas fermé, on

note EM {'ensemble de états possibles s'il y avait M clients ; ainsi E =EN.

Dans le cas ouvert, E =N".

Enfin E& (resp. ED est L'ensemble des états de EM (resp. E) pour lesquels

ta station i est vide.

1 Interentrées et intersorties

1.1 Probabilité stationnaire aux instants d'entrée/sortie

. >
Considérons tout d'abord le cas ouvert, soit P2(k) La probabi-
Lité que le réseau soit dans L'état & juste aprés une entrée dans la file 1,
->
Pb(k) juste aprés une sortie. En utilisant L'appendice, on obtient :
a _ - e -1
1 p .= n PC avec n =n' = —

1
@  p°

nl Pcl
ou C.est La matrice des transitions "entrée" et (' des transitions -

> > > >
sorties. ¢ C(k,Ll) = C'(k,L) = O sauf :

> >
(3)  C(k, k. ¢ = ustk:)q, et Clk,k.y) = A q
i=,1 P | 1

~

+> > > >
- . ' -
(4 C! k’k1-,i+) = u1(k1)q1’i et C (k,k1_) = 111(k1)q1’o

on peut écrire aussi @

> >
(5) Pa(K) = P (k)

R
6 PPk

n o3

> . >
P(k)q1’o + P(I<1._)q1’_i

i=1

Dans le cas fermé, on obtient : (N est fixé une fois pour toutes)

K
7 P2 = n PC avec n = n' =~R—£LJ—-
. e
N 71
¢:9) Pb =n' PC'
avec C et C' fixés comme en (3), (4), (ou q = g =0
o,1 1,0




On peut aussi écrire :

a -> _ -> )
(9 PoCk) = Py _, (k-

b = n ->
(10) PP = I Ay Py (k=)

1.2 Equations de renouvellement

Soit a; la transformée de Laplace-Stieltjes (T.L.S.) du délai
‘osqu'a la prochaine entrée sachant que le réseau est dans L'état I. De méme
Bﬁ pour L.es sorties.

Les équations de renouvellement, obtenues en conditionnant par
rapport 4 la prochaine transition, s'écrivent, dans le cas ouvert

[LabetouLLe, Pujolle et Soqu].

n , n n n
“an ai(s)(x-+i§1 U1(k1)+ s) = Aqo’1.kiz1 “i(ki)qi,1 +i§1 j£2 ui(ki)qifjaii-’j+(5)
n n
+ j=2xqo’1uﬁj+(s)-+i§1 “i(ki)qi,oa?i_(S)
n n n n
A2 B+ T gk +9) Tuglhp+ L 351 by kpay s Bii',j"(S) £ 521 qo,io‘Ej+
n
"z H 95,08

Dans le cas fermé, les termes contenant A ou % o disparaissent.
’

Ces équations peuvent s'écrire matriciellement ; dans les deux cas

on a @

(13 (D+sIDa = CJ + (A-Oq
(14) (D+sI)B = C'J + (A~C")B

avec les notations suivantes :

- A est la matrice dont Lle terme général est nul & L'exception de :

Ak, K ) = . (ks) K*-n (
K=, T Mg ARy qi,j , ACk,k) = 151 Uy ki)qi,i



ainsi que, dans le cas ouvert :

> > -+ >
A(k,kj+) = A qo’j A(k,ki_) = “i(ki)qi,o
(matrice des transitions)

n
- D est la matrice diagonale telle que : D(E,z) = A+ I Ui(ki)

i=1

- C et C' sont définis en 1.1

- o est la matrice colonne op

- I est la matrice identité

- J est la matrice colonne de terme général égal a 1.
(15) On note 8(s) la T.L.S. du témps entre deux entrées :

a - a, > a

(s) = L P (k)ai(s) = P a(s)

keE
o . - _ b> _ _b
(16 de méme pour ‘les sorties : -b(s) = »'Z P (k) =P B(s) .
k €E ‘

1.3 Délai jusqu'a la prochaine éntrée-temps moyen d'interentrée

Soit A(s) la T.L.S. du délai jusqu'é la prochaine entrée, en

régime stationnaire. On a donc :
[

~ -
17) ~A(s) =,+Z P(k)ag(s) = Poals)
keE

It existe une relation simple entre Aeta:

en multipliant (13) & gauche par P, il vient :

P(D+sl)qa = PCJ + P(A-C) ¢

or PD=PA et PC=—pP%, avec n = PCJ ; d'ou :

s|=

sPa=n ' (1-p? o)

soit : _ ' ' cas ouvert :

(18) A(s) = *ﬁ'

3=
T
@
-

avec (rappel)

cas fermé : =




Cette relation sera utilisée dans le paragraphe 2.1. Elle donne

aussi, en faisant tendre s vers 0, la valeur moyenne du temps d'interentrées :

19 | E(temps d'interentrées) = n
1 1-b(s)

de fagon analogue on obtient B(s) = Y et on peut retrouver que le

s
temps moyen d'intersorties est égal au temps moyen d'interentrées.

1.4 Période d'inoccupation de La file

Une relation analogue a (18) existe entre les T.L.S. de la pé-
riode d'inoccupation de La file, et du délai jusqu'a la pfochaine entrée
sachant que la file est vide.

Soient respectivement C et 50 ces deux fonctions. On a :

@0 e = 3 PPag(e)
P (E ) ke&E
et
- 1
Qn a (s) = 5, P(R)ayp(s)
© PcEH ket k

Décomposons les matrices A, C, C', D, P, a, J suivant la partition

'(E-E1;E1) de E :

file 1 occupée P=(P, PZ)
A = . D = /0y
file 1 vide _ Coas
V2 | n e
file file 1
occupée vide

Une entrée en station 1 aboutit & un état ou la file 1 n'est pas vide, et
toutes les transitions d'un état ol la file est vide & un état ou la file 1

n'est pas vide sont des entrées. D'oU :

et de méme c!' =

Avec cette décomposition, (13) entraine, en prenant la deuxiéme composante,

et aprés multiplication par P2 :



P2 02a2 + s P2 0‘2 = P2A2J2 + P2A40L2

Mais la relation PD = PA entra1ne_P202 P1A3+PZA4

. de méme Pb = n PC' entraine : Ptz) =1 P1A3

- - _1 b
(22) d'ou : sPZuZ(s) = P2A2J2 . P2 oaa(s)

o b b .
or P2 o¢2(s) = P(E,])éo(S) et 92 0c2(s) =P (E1)§(s)
nécessairement : P,A J, = -1—Pb(51) (faire s =0 dans 22)
: 22°2 n
‘d'ou :

- _ b, 1

(23) 50(5) =M —1—-—:(—5-)— avec M= lPF (E1)

: T peED

Dans cette formule, M est L'inverse du temps moyen d'inoccupation

de la file 1. Il est possible de préciser Pb(E1) :

Cas ouvert : en utilisant (6) on obtient :

n

PPe™y =g, PCEDY + I q . PGED

1,0 oo M,

1=2
soit : PP(EDY = (1-q, ,) PCED)
1,1
(24) d'ou :  w=n peel) coit : L=-0 - L
M (1—q11)P(E1) Mo1-a, 91(1"111)
_Cas_fermé : en utilisant (10) on obtient :
PP = (1=q,,)P CEl )
117 N-1""N-1
1 P
(25) d'ol : v =7 7
' (1-q11)PN—1(EN—1)- .
| n-1 _ 51
K u
(26) . Si u, est constant, on a : 1 s ! E N_ L
N M e
: e,(1-qa.,.) N-1 "1
1 11 1 K




2 Cas oU le taux de service de la station 1 est constant

2.1 Distribution des interentrées et intersorties

Théoréme Dans un réseau de Jackson, ouvert ou fermé, si le taux de ser-
vice de la station 1 est constant, alors les interentrées et

intersorties de la station 1 ont méme loi de probabilité.

Ce résultat a été obtenu par Labetoulle ~Pujolle - Soula dans Le cas
ouvert. Nous donnons ici une autre démonstration.

Remarguons tout d*abord que sous L'hypothése du théoréme, la proba-
bilité stationnaire sachant que la file 1 n'est pas vide est égale a la
probabiiité stationnaire aux instants d'arrivée. Donc 8(s) est aussi la
T.L.S. du délai jusqu'a la prochaine entrée, sachant que la file 1 n'est

pas vide. D'ou :

ACs) = P(E1)éo(sz-+(1—P(E1))5(S)'
file vide file occupée

En comparant avec la relation (18), il vient :

3(s)(1+ ns(1=P(E)) =1 = nsP(ED 3 (s) .
' & N 1.- 1 = z T - K - 1
Or, d'apres (), (8 :L=pct =52 POy =y, T PR = (1-PED)
n keE keE
2" 3(s) = — [1- nsPeEDE ()]
u1+S n o]

De plus, le dé{ai jusqu'd la prochaine sortie sachant que la file est

occupée, suit une loi exponentielle de paramétre Mq s d'ou :

- VR -
(28) b(s) = - [-pPEh +pPEDHEcs]
U1+S
u .
En utilisant (23) et (27), il vient : 4&(s) = » 13 [1 -ryMP(E1)(1-E(s))]
0 1

1 b ' . .
orn MP(E') =P (E1) par -définition de M ; d'ol le résultat par comparai-

son avec (28).

v



2.2 Flux d'entrée = flux de sdrtie

Malgré L'égalité des distributions d'interentrées - intersorties,
les flux d'entrée et de sortie de la file ne sont pas équivalents.

Pour le montrer, considérons

L'exemple suivant :

N
oo me—
station1 station 2

Prenons N=2, un état du réseau est donné par le nombre de clients

en station 1.
Pour étudier le flux des entrées, calculons :

: -$(S4=Sy) =S'(53=5,)
a(s,s') = E(e e ) ou Sos 81, 82 ... sont les

instants d'entreée.
Par la propriété de Markov forte, on a :

-5(S,=S.) =S'(S,5-S.)
170 2 "1 - s iy - '
E(e e ] XSo = i XS1 = j)= ai(S) aj(s )
d'ou a(s,s') = r ¢ P (i).ai(s) Ji(i,j)_a.(s')
i=0 j=o0 ]

ol J est La matrice de transitions de la chaine de Markov des états aux

jnstants d'arrivée. D'aprés l'appendice, J vérifie : (A+C-D)J = C, d'ol :

o 1 o ]
_ A Y
J = 0 X:E o
0 ) AQ Ar+p
At Aty

P? et q sont obtenus d'aprés la partie 1. En posant s =-% s'_=-%, ’

2
_2%GrnwfarasartDul gy 4 oyr coxxn
(Aq+u) (A+p)

on obtient : a(s,s")

avec Lim e(X,x') =0 .
(X,X")>0

Calculons de méme La loi jointe correspondant aux instants de sortie :

Ss,sh =5 38,0 Pb(i)J'(i,j)Bj(s).




10

qa ro+qf rg
La matrice de transition J4' vaut ici : J' = [qua ro+qpf ri
0 0 r

- A -
(avec a~m,8-1a)

- 2 2
Bs,st) =2 [aOrtw v ruOD] 4 g €' (X, X")
(A+u) (u+ia)

On obtient :

(avec X = J—, X' = é%‘ , Lim  e'(X,X") = 0) .
S (X,X")~0

Le coefficient de XX' dans a,contient Ar+yu eq\facteur, contrairement a
celui de 83 . cela suffit a prouver que . # 35.

Par La méme méthode, on peut voir que EL(s,s') # a(s) a(s') et
SB(s,s') = b(s) b(s") , ce qui prouve que les flux d'entrée et de sortie ne

sont pas de renouvellement.

3 Cas ou les taux de service dépendent de L'état de la file

3.1 Contre-exemple : cas ouvert

Dans ce cas, on ne peut pas conclure & ('égalité des distribu-

tions des interentrées et intersorties. Considérons L'exemple suivant :

udi) =y v(1) =2
pim) =6(m>2) vin) =8(nx2)
A=1 S
RO NG —
I 9=1/4
) r=3/4

Les équations de renouvellement permettent d'écrire un développement
Limité d'ordre 1 en 0 de A, qui'a L'aide de 1{18), donne un.développement

Limité d'ordre 2 en 0 de 2. Cela permet d'obtenir le moment d'ordre 2 pour



1

la distribution des interentrées (de méme pour les sorties). Les calculs,

assez longs, sont donnés en appendice.
| . . . : o 1 :
Les 1interentrees et intersorties ont méme moyenne Gg— = 0,25)
1

(cf. 1.3). Par contre, les carrés des coefficients de variations, Ka et Kb
sont différents : voir tableau ci-dessous. Pour pu=6 (taux constant en

station 1), on vérifie que Ka =Kb .

Dans la partie B, nous verrons qu'une conditinn =uifisante pour
obtenir L'égalité des distributions est : '
€A%)) Vi e [O,n] Vi é_[o,n] : e.q. . = e.q. . (avec e_ = M).

) 17,] 11, o
L'égalité des distributions est annoncée par Labetoulle - Pujolle - Soula
dans le cas ouvert, et démontrée dans Lle cas d'une seule station : lLa rela-
tion (29) est alors vérifiée. Notre contre-exemple prouve que si L'on s'en

affranchit,. les distributions sont, en général, différentes.

" ST R
0,07 1,595 2315 1,595 058 6
0,05 1,577 217 4 1,576 409 8
0,1 1,557 1,556
0,2 1,522 1,520
0,5 , 1,453 1,449
1 1,402 1,398
2 1,397 1,39
3 1,437 1,435
6 | 1,6 1,6
P 1,701 5 1,701 8
10 : 1,790 3 1,91
100- 2,592 4334 - 2,592 330 5
1000 2,776 912 4 2,776 891 6

3.2 fContre-exemple : cas fermé

Comme on peut s'y attendre, il existe aussi des contre-exemples
dans le cas fermé. Il peut cependant &tre intéressant d'en posséder un, car

les calculs sont beaucoup plus facilement vérifiables que dans le cas ouvert.




Le réseau est décrit ci-dessous :

nécessaires, sinon La.relation

e.q.
'lq'l

u1(1) =10
u1(2) =2

()]
| |

12

. = e.q.., est vérifiée).
] Jnm

u2(1) =5

H3

3

Ho2) =1

_®____

(trois stations au moins sont

(1) =20

Nombre total de clients N=2

Les résultats sont les suivants :

s 0 0,1 1 4 10 100
a(s) 1 993 3406 | 9379508 | 6268463 .339 7185 .196 4131 .028 067 7
b(s) 1 9933423 9380954 | .6302926 .343 5143 .197 856 1 .028 0718

coefficients moyenne C.C.V.
. . _ 47
interentrées n =g = 0,671 1,457
\ , _ 47
intersorties n=<5= 0,671 1,536
Exposons maintenant le détail des calculs :
Caleul _de_als)
Les équations de renouvellement s'écrivent
f' (1+s) ao,o,2(5> =1
(25+s) a0’1,1(s) =5 a0,0,2<s) + 20
=1
6 (30+s) a1,o’1(s) 0 ao'1’1(s) + 20
(Zfs) ao,Z,o(S) =2 ,1’1(5)
(15+ =
15+s) a1,1,o(3> 10 o ,2, (s) + 5 a1’0’1<s)
(2+ =
L s) a2,o,o(5) 2 a1,1’ (s)
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Elles forment un systeme triangulaire qu'on résout de proche en

proche. a se calcule ensuite par :

(s) + P1'<o,1,o)a1 1588 + Py(1,0,000, - (s)

a(s) = P1(o,o,j)a1’o’1 A, 2,0,

(s) + 4o (s) + 20

" __1_
als) ==« 1,1,0 2,0,

> o(s)).

0L1,o,1

Cela permet d'éfablir La premiére Lligne du premier tableau.

Calcul des momegtg

Le systéme (E) pérmet‘aussi d'obtenir des développements Limités a L'ordre

1 en 0 des fonctions o, . , ; on obtient :
1,3,k

ao,o,Z(S) =1-s +0(s) ao'z,o(s) =1-0,7s +o0(s)

. ' » 5,38

- - - —-—L—
.do’1'1(s) 1-0,24s +0(s) , a1'1’0(s) 1 9 s +0(s)

0,34 9,88

- ———;-, el -—-;.
a1’0’1(s) 1 3 s +0(s) _ a2,o,o(5) 1 9 s + 0(s)
“d'ou on sort :
A(s) = «L050a002+~q,010a011'F0,005d101-F0,100@020~F0,002a110-FO,OSOa

0,235

Als) = 1 - —el883 o 4 o¢s)
9%0, 235

gréce a la formule (18), on a : a(s) = 1-nsﬂ(s)

K
o M o,235 47
°r NTEX, 70,350 70 0,671
d'ou é(s) =1 —-%%—s + 347336'52 + 0(52)

La formule précédente donne le moment d'ordre 2 des interentrées :

m, = 31(0) = 34,886 x 2 | 4 1074921

7 x9

et le carré du coefficient de variation :

' m, :
Ka =-;§ -1 = 1,456637_

200

)
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Intersorties : on a, de maniére analogue, pour les sorties :

[ (2+s) B,  (s) =2

r~s

(30+s) 81’0’ (s) = 10+20 82 (s)

1 rve

(15+s) 61’1’0(3) =10+ 5 61’0’1(5)

C(1+s) Bo, (s) = )

Bi,0,108

’1(3) 5 BQ'O,Z(S)-+20 B

0,2
(25+s) BO 1
7

1,1,0
(s)

i

(2+s) 80,2’0(5) 2 60’1’1

. V| :
d'ol : b(s) = > (2 81’1,0(5) +4 Bo’z’o(s)~+80'1'1(s)) qui donne Lles
valeurs du tableau.

On obtient aussi : é(s) =1 - _949991,5 + 0(s)
- 3x0,235

d'ol : b(s) =1 - ﬁz—s +.E¥llill¢§991 52 + 0(s) ;
70 7 x 3

on obtient le moment d'ordre 2 : mé = 1,143 0476

et le C.C.V.

mé ‘
Kb == - 1=1,5355063
m _
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B - RESEA-UX A FORME PRODUIT REVERSIBLES

Nous avons montré en partie A que dans un réseau a forme produit,
it n'y a pas nécessairement égalité de distribution entre les interentrées
et intersorties. Dans cette partie, nous verrons que, sous une hypothése de
réversibilité de la chaine de Markov des stations visifées, ces distributions
sont égales, bienque les flux d'entrée et de sortie ne soient pas nécessai-

rement équivalents.

1 Réseaux classiques & forme produit

Nous considérons des réseaux fermés ou ouverts, contenant 1 stations
de service, et R classes de clients. Dans le cas ouvert, on notera l'exté-
rieur comme la station 0. Un client de classe r qui sort de la station i
(qui arrive dans le réseau-si i=0) peut se rendre en station j (quitter le
réseau si j =0) avec la probabilité q: i* Les flux des arrivées sont pois-

’

. o r ‘
sonniens, de paramétre X\ pour la classe r.

Il peut y avoir des limitations de capacité dans certaines stations

ou sous-ensembles de stations.
Un état est décrit par o= (31,32,...,31) ou ;i =(;1 ,...,3?) ou
n: est le nombre de clients de classe r en station i. L'ensemble des états

possibles est noté D.

. v L.
Dans Le cas fermé, (e1.)1<1.<I est, pour tout r, une solution.non nulle
- -

1
de : ez = 5 e qT ; ;
j=1 3 3.
r_.r r . .
dans le cas ouvert on pose ey = A et (ei)isisl est la solution de :
r I rr
e. = I e.q, . .
1 j=o J‘ o

Le taux de probabilité gu'un service de classe r s'achéve en station"
“i(ni) n; n S
i est supposé avoir la forme : ————x —;L— ,ou .= ng

;1 est Le
i,r i

nombre total de clients en station i.

&«

On obtient ainsi les modéles simplifiés des réseaux BCMP et extensions
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classiques

- si W, 1, la station i est de type 1 (PAPS)

i,r =
H; | .
- si wi,r = T et “i(ni) = M xn.o, La station est de type 3
’ (infinité de serveurs).
u.
- si W = —2 et p.(n.,) = u. , la station est de type 2 (temps par—.
VL P i i
’

tageé).

S'il y a des limitations de capacité, la politique de blocage peut
_ &tre.de trois types :

type 1 (station transparente)  S§i un client est refusé & une station, il
r

la traverse instantanément, et continue suivant les routages a; j
. ’

type 2 (blocage partiel) Si un client sortant de la station i est refusé
4 une station j, il reprend instantanément son service en station 1.
(Dans le cas ouvert, si le client refusé, arrive de L'extérieur, il

est perdu).

type 3 (blocage global) Dans Lle cas de limitation par station, si une sta-
tion est pleine, Les autres stations interrompent leur service jus=
qu'a Llibération de la station (les arrivées de L'extérieur sont

suspendues, dans le cas ouvert).

De tels réseaux ont été étudiés par PITTEL et LE NY, dans le cas fermé.

Pour Le type 2 ou le type 3, La forme produit est assurée. Pour le type 2

(PITTEL), elle lL'est & La condition suffisante : e. qf . = e, qr . 1)
1,0 0,) 1.0 )0

Ces résultats s'étendent facilement au cas ouvert.

Sous ces hypothéses, et sous réserve d'ergodicité, la probabilité

stationnaire est donnée par :

1 R (e. w. )

(2) P = ¢ T fi(_r’mi) ot f.(h.) =
. i=1

C étant une constante de normalisation. [BCMP-—PITTEL-LE N{l .
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2 Réversibilité

2.1 Deéfinition

Soit (yt)tEJR+ un processus de Markov ergodique d'ensemble
d'états E, de matrice de transition A, de probabilité stationnaire P. On

dit qu'il est réversible si la condition suivante est vérifiée :

30 Vkere VYkre £, PUAk,k' = PKDAK',K)

Lorsque le processus de Markov est réversible, pour toute suite de

réels 0 t1.s t2 Luew £ tn < T, les suites (yt1 ...ytn) et (yT-t1 coe Yot )
ont méme distribution de probabilite. [GELENBE-PUJOLLE]. Si un réseau de

f1Les d'attente est représenté par un processus de Markov réversible, on le
dit aussi réversible. Il faut remarquer que le processus de Markov ne donne

pas d'information relative aux eventuels rebouclages.

Pour une chaine de Markov, la réversibilitée s'exprime par :

a; s probabilité de transition
e;q; 5 = ejQ; i avec S
4 s e, probabilité stationnaire
2.2 Condition de réversibilité
Théoréme Les réseaux classiques a forme produit sont réversibles si
1égalité (1) |
_ r
e. = e, 0. .
.‘Ir Jlr JI-I
(1sis1 1<j<I  1<rgR dans le cas fermé
est vérifiée pour -
: [ 0si<I  0sj<I  1<r<R dans le cas ouvert.

(Rappel : dans le cas ouvert on a posé e =A).
’

Démonstration

i . . .. .
a) Etudions tout d'abord les réseaux sans limitation, ou avec

blocage partiel (type 2).

3 —> » N . + "
Soit n un état possible (neD) et notons_ag_ j+ L'état obtenu
’

3 _> . 3 i . - kY
4 partir de n aprés transfert d'un client de classe r de la station i a la
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station j. Par convention, la station O représente l'extérieur ; ainsi

>r >r ' . . . . .

R (=ni+) est L'eétat obtenu aprés arrivée dans le réseau en station i
I 4

: . >r >r . , .,
d'un client de classe r ; n.- ot = n.. est L'état obtenu aprés arrivée
. ’

dans le réseau d'un client de classe r quittant la station i.

' > > .
Si i#j , le taux de transition de n a n:_ .4+ est donné par :
4

H:Cn.) n.
s . AR AT = . r_ I
. Si i#0 : A(n,ni_’j+) - o qi,j,r 1D(ni ,j+)1D(n)
i,r i
(4)
PV ed o N >r >
- s1 1=0 : A(n,no_’j+) A qo,j 1D(no',j+) 1D(n)
ol 1D(;) =0 si médD (mest un état impossible)
10(3) =1 si m ~ D (m est un état possible).
Posons n' = n.. -+ (et n =_(;',...,;')) ; on a
1 ,) 4 I

.. . . - > > >, >, > r
. si i#0 et j#0 : fi(ni)fj(nj)A(n,n ) fi(ni)fj(nj)ei,rqi,j

>.r - .
ni. .+ =n , on obtient

en remarquant que i,
(4

>4 > r
fi(ni)fj(nj)ej,rqj,i

., ADAG', )
i1
comme l'égalité (1) est vérifiée par hypothése, on en déduit que :

> >
MAGLAD = PCGUIAG,D .

. si i=0 ; alors : fj(;j)A(;,K') =Aa, fj(ﬁ.)

et £.(ADAM' M) =
it

|
—4
~
3V
.

~
(]
Q

on conclut de La méme fagon
- 81 j=0 ; on a des résultats analogues.

b) Etudions maintenant les réseaux avec blocage de type 1. (Sta-

. ->
tions transparentes). Notons P: J.(n) la probabilité pour un client de
Id

» . - . . ’ —>
classe r quittant la station i alors que le réseau est dans L'état n, de
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- L . ' _ . .
se rendre en station j. Notons aussi Fi(n) L'ensemble des stations accessi~

bles & un client de classe r quittant la station i, le réseau étant dans

. > . .
L'état n juste avant son départ.
ona: F (M ={k.n_.,ed}.
i i=,]
Par convention, dans le cas ouvert, l'extérieur est la station 0. Ainsi

.> B
F;(—;\) ={j#0, ;j+é D} et pour tout i#0 : 0& F:(n) .

Nous allons montrer gque, sous L'hypothése du théoréme, on a :

5 si je i) alors ef P .(m) = e P (n._ .
-0 T 1,3 1T ), 17,)

Pour cela, considérons la chaine de Marlov (Yt)teiN définie comme

suit

> .

- n, i et r sont fixés.

- Ll'ensemble des états de Y est Ll'ensemble des stations 1 a n, (avec
éventuellement la station 0 dans le cas ouvert). '

est la premiére station disponible rencontrée par un client de

= Vi _
classe r sortant de la station Yt , alors que le réseau était dans
>r ' :

n.- , 4 (juste avant son départ).
i ,Yt _

Ainsi, si X1 ere X est la chafne de Markov des stations abordées

t a8 e
(suivant les transitions q. . ), posons T, = inf{t e, EC_ +€0} ;
T L, 1 i, X{
= i o= 13 ' | >r : o =
alors Y1 = XT1 - Ensuite T, inf {teiN, t > T1 ’, ni',xg‘é'D} et Y, XT2
etcu..
Appelons Xy 8 les probabilités de transition de cette chaine ;
’
X est L'unique solution de :
o,B , A .
xd 8 = q; 8 + z q; X 8 si B € F.(;)
, . y¢F1.(n) Y Y, 1
6) . p) N
| xa,B =0 - si B¢ Fi(n) .

En appligquant le Lemme énoncé et démontré plus bas, on a :

r“=r‘
(7) ' e, Xa,B eB XB,a .
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r
Remarquons d'une part que Xi j = P{ j
' > . ‘ 7 .

états n et ng_ i+ sont simultanément possibles, 'alors un client de classe
' ’ > T

r sortant de la station i quand le réseau est dans L'état n peut se rendre

- . .
(n). D'autre part, si les

dans les mémes stations que s'il sortait de La station j quand le réseau
> > .
est dans 'état ;g_ i+ d'ou Fg(n) = Fj(ng_ j+)' En considérant la chaine
’ . . ’ , > . ->
Y{ associée a la station j au Lieu de i, et a L'état n:_ i+ au lieu de n,
. ’
on obtient les mémes équations (&), d'ou :
r

T (nt_ D)
X. . = P. .(N._ .
I ), 00 IJ+

Appliquant (7) avec (a,8) = (i,j) , on obtient la relation (5).

La relation (5) étant démontrée, on obtient le théoréme comme dans

. . r
le premier cas (mais a. j

est remplacé par pr .(;) ).
’ . 1']

On a utilisé, pour obtenir (7), le lemme suivant :

. Lemme Si la chaine (Xt)tC)N est réversible, alors (Yt) l'est aussi ;
de plus ‘
(7> er X = el our tous q,fB
o Ta,B 8 *B,a P LA
Démonstration

La chaine X est supposée ergodique. Comme Fi(;) #0 , il est facile
de voir que la chaine Y posséde une seule classe de récurrence.
Soit fu la probabilité stationnaire de la chalne Y. Alors :
of
(8) f, =———— si acF M ; f =0 si adF M.

7. e& o
BeFi('ﬁ)

En effét, en muttiptiant la premiere égalité de (6) par e&. , et

en sommant sur tous les ¢ , on obtient

r _.r r
e X = e + z e X
q ¢ 0B Y Y4Fi(ﬁ) Y Y8
d'ou u¢g§.(ﬁ) e; Xu,B = eé ; ce qui suffit pour obtenir (8).
ki
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Montrons maintenant que la chafne Y est réversible ; soit T1

défini plus haut (premiére entrée daas'Fi(g)).~On a XT = Y1 . Calculons,
1

@, ¥y E 8 = fa Xa,B

: >
pour a&F.(n) et B & Fi(—r)m), la quantité PY_

On a : 'IP(Yo =aq Y1 =B % T1 = t)

- . > PP(XO =0, X1 = Y1 “oe xt"1 = Yt_1 4 xt = B)
Y1§Fi(n)...Yt_1¢ Fs(n)

comme ta chaine X est réversible par hypothése, cela vaut aussi :

> COP(X =B, X, T Y, g eaX e =Y, X = Q)
Y EF My, dF.my ° T T

qui est exactement :

lP(X0 =B, XT =a, T1 = t) car cxeFi(E) par hypothése

=B = L P(X;=a,Xp =B8,T, =t) =P =8X =.a)

D'ou : lP(XO
1 - t>1 1

i
Q
N
>
—

ce qui démontre due : iP(Yo =a, Y1 = B) =Py = B ,Y1 = q)

d'ou le Lemme & L'aide de (8).

c) Cas des réseaux a blocage de type (3) (blocage total). Dans ce
; .

- T o — e — e e - .o P T_IJ'

r et pf nh ) = qr .
3

L. (
..{N = . ..{Nn. .
ij 9,j jioam,it

A partir de ces remarques, on poursuit ta démonstration comme-en a).

2.3 Remarques

a) Le théoreéeme précédent exprime une nouvelle propriété d'insensi-

bilité des réseaux classiques & forme produit, avec ou sans limitation de
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capacité : ils sont réversibles dés que les chaines de Markov des stations

visitées sont réversibles, c'est & dire, dés qu'une condition portant sur

Les routages est vérifiée.

Cette propriété n'est pas assurée si le réseau n'a pas la forme

produit. Considérons l'exemple suivant : ‘

station 1 station 2

m— @ — @____i

Il y a1 client de classe 1, 2 clients de classe 2. Les taux de service pour
la classe 1 sont k1 et AZ ; pour la classe 2, Hy et PE En station 1, il y
a un seul serveur, avec priorité au client de classe 1. En station 2, il y

a un serveur par classe.

On peut résoudre les équations de Chapmann-Kolmogorov et constater que ce
réseau n'a pas la forme produit. Montrons qu'il n'est pas réversible : un
état est noté (11 ,iz) ou ir est Lle nombre de clients de classe r en sta-

tion 1.

Une équation de Chapmann-Kolmogorov est :
p(1,0)(k1-+u2) = p(0,0)>\2
qui est incompatible avec la condition de réversibilité :

"
p('I,O))\1 = p(0,0) AZ .

Cependant, comme il n'y a que deux stations, les chaines de Markov des sta-
tions visitées sont révérsibles.

b) La condition de réversibilité (1) est réalisée si les matrices

r .
(q ). . sont symétriqgues, ou encore si elles sont de La forme :

1,171,]
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[a, ¢, 00— 0] (c'est & dire qu'un client
b, "a, ‘\\\O\ 0 ne peut se diriger que vers
0 A N ‘\'\~\ la station précédente ou la
' \\\\\\\ \\\ o1 station suivante).
N 0 0 b \ a ‘1
L I | G

[PITTEL] .
Un réseau cyclique comportant plus de deux stations n'est pas réversible.

Dans le cas ouvert, il faut considérer L'extérieur comme une seule station

(numéro 0).

3 Interentrées et intersorties

On pourrait penser que les flux d'entrée et de sortie sont équiva-
lents si le réseau est réversible, mais cela n'est pas vrai en général,

comme le montre L'exemple A-2.2.

En général, on a cependant le résultat suivant :

Théoréme Dans un réseau a forme produit classique réversible, les

interentrées et intersorties de classe r ont méme distribution.

Démonstration
Considérons d'abord le cas fermé.

Notons d: J.(—5) le taux de transfert d'un client de classe r de la
’ .
[

station i & la station j : (df ,(A) = A(R,AL_ ., si i#f et
1,3 17,1
> > K I r > . r.-> I I r ->
A(n,n) X z di 1.(n) Y. Notons aussi d (n) = 2 X di LG .
r=1 j=1 7] = j=1

CalcuLons les probabilités stationnaires aux instants d'entrée d'un

client de classe r, Pa(r et aux instants de sorties Pb'r
(8) \ Pa'r(z) = n Z > P(;:*_ 1_) d: 1(})1:_{. 1_)
ie;F1(n) ’ ’ s
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9 pPT @) = 5 PGAT_ . d
A - 1
Wq1eFﬁn) ’

(Nous verrons plus tard que 1 - ', wais cela peut aussi se démontrer direc-

->
tement par sommation sur n).

Posons r =1 et notons . (resp. Bn) la T.L.S du délai jusqu'a la
prochaine entrée (resp. sortie) de classe 1 sachant que lLe réseau est dans
> -
L'état n. 3 (resp. b) est la T.L.S d'une interentrée de classe 1 (resp.

intersortie). .

Les équations de renouvellement, analogues & A-(11) (12) s'écrivent :

Ko, K 1 1 N
(100 (Z dM+sdals) = 3 I I di (Mo, (s)+ & d ,(n)
| r=1 r=2 i=1 j=1 70 Rl ., i=t Y
’ 17,)
1 1
+ I I dl e, O
.oy T4,
i=1 j=2 n1._’J.+
Ko, K 11 I,
an (Z d (n)+s)8;(s) =2 I I d;.(nB, (s)+ I d; .(n)
r=1 r=2 i=1 j=1 1 el j=1 '
’] :
I,
oo rds (mB,, (s)
i=2 j=1 '/ N
17,)

En multipliant (10) par 8;(5) P(R) et (11) par an(s) P(n) , Puis en
sommant sur n, on obtient deux membres de gauche identiques, d'ol on déduit
L'égalité : [ LABETOULLE - PUSOLLE ~SOULA ] : A1+A2 +A3 = B1+B2 + B3 ,

avec :

K I I

M= o§ I 'R NGO 10
= 1= = ] ’
r=2 i=1 j=1 net.qﬁi_’j+£u oo i+
I
A2 = 3 dl . Brpa n
R z Sr i1 BE SIP(n)
i=1 nebt.gn,_ .,ed 7 :

17,3
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I I
A3 1 Do, d} oy, (©BRP®
P, i, ] ,
i=2 j=2 neDt.q ni_’1+eD ni-,j+
K 1 I : R N
B1= I I I > S d; j(n)8+r (s)a;(s)P(n)
e s sl ,
i=1 i=2 j=1 neD t.q ni‘,j+eD ni',j*
I 1 -> >
B2 = I X N d1 j(n)a;(s)P(n)
- ’
~j=1 nebdt.qg nj+’1_eD
| 1 I 1. N
B3= 2 I . I . di (B, () (sIP(R)
i=2 j=1 nebdt.q ni_ .4ed ') e
17,) 1 ,]

Remarquons que, d'aprés (1) et (7) df PGy = d] (AL .+)P(;f_ )
1,3 I, ) 17,)

Or, aprés le changement de variable n -> nr_ .+ » On obtient

L
K 1 I C e oy
A= I X X z d. .(m,e 00> B P(m.y .0
=2 i=1 j=1 med t.q me, ._€p v AT Mot .t
17, 17,)
d'ou
K I I ‘ >
M=3 3§ ¢ .3 d" .(mo> B P(m)
r=2 i=1 j=1 med t.q m., ._ed 7 " oml, ..
17,) 17,]
et donc A1 = B
Dé’méme on obtient A3 = B3 .
Enfin, on a, d'apres (8) :
I r ro -
8) =n I I o Pniy 1005 4 (nis 4 20(s)
i=1 ned t.g g . +&D
’)
"On obtient alors de fagon analogue : %-5(5) = B2 .

De méme aussi : %3 b(s) = A2 .

D'ou L'égalité %—5(5) =-%35(s) . En faisant s=0, on obtient n=n' d'ou

a(s) = b(s) .

pans le cas ouvert, il faut remplacer I par I , grdce a la convention
i=1 i=o0

station 0 =extérieur. La démonstration est alors tout & fait analogue.
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Les exemples A-3 montrent que, méme en l'absence de rebouclage,
dans un réseau de Jackson, les interentrées et intersorties n-unt pas méme

distribution. L'égalité de distribution est assuree :

- dans les réseaux de Jackson & taux constant dans la station considérée,
- dans les réseaux classiques & forme produit réversibles (multiclasses,

avec ou sans lLimitation de capacité).

, NP . . o rr rr
La réversibilité est assurée dés que la condition e, qij=:ejqji ,

portant sur les routages, est vérifiée.
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APPENDICE 1

CHAINE DE MARKOV INCLUSE

Soit (Yt)teiR+ un processus de Markov ergodique. L'ensemble des

états, noté E, est dénombrable.

- AGL D) est‘le taux de trahsitibn de L*état i & L'état j (éventuel~
Lement i =3j), et posons d(t) = . L AGL,I) .
J et _
Considérons certaines transitions, dites "privilégiées™. Elles sont’
définies par :
- d'une part, un sous-ensemble F de ExE ; on pose C(i,j) =A(i,]j) DF(i,j)
si i¢3j ,

- d'autre part, des nombres rié[b,1]; on pose C(i,i) = riA(i,i).

La loi de probabilité d'une transition privilégiée du type (i,j) est expo-

nentielle de parametre C(i,j) ; elle méne de L'état i a l'état j.

Par exemple, si (Yt) est Le nombre de cltients en station 1 du réseau sui-

vant :
- A il y a N=2 clients
—— | L—(?:) > I l (7;}———*>ﬁ - réseau de Jackson
ur! ua’' 0 0 Ha' 0]
A= AQ Ar+ur! ua't C = 0] Ar ug*
0 Aq xr 0 0 Ar
¢ représente les entrées en station 1, ona F = {(0,N ;(1,2)}
o - Ar _
et ry =0 f2 = Yrrur rg =1
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Soit Xn L'état atteint par le processus apreés la ne transition
(queLconque) .
On a le théoréme :

Théoréme Soit P la probabilité stationnaire du processus de Markov.
La probabilité Q d'état aprés une transition privilégiée est

donnée par :

Q@ =n PC ‘ou 1 est une constante de normalisation

Démonstration

Soit T1 T2 -.. Lla suite des instants de transition privilégiée.
On suppose C#0 ; alors comme le processus est ergodique, sup Tn==+w .

Considérons alors la chaine de Markov (XT XT ves). Elle poSséde une
i 1 2
seule classe d'états récurrents : c'est L'ensemble des états de E que L'on

peut atteindre aprés une transition privilégiée.

JGi,j) =P {xT1 =j | x, =i}

) J@i,j) =‘DC P(X1=j |X0=1') + kiE P(X1=k | Xo=e)J(k,j)
t.q €(i,k)=0

(i,j)>0

Soit K la matrice de transition de La chaine de Markov X s on a :

K==Df1 A ou D est la matrice diagonale de terme général d(i),
d'ol (1) peut se traduire par : J =D_1C-+(D—1A-D-1C)J

d'ou

(2) .(D+C-A)J =C

En multipliant (2) & gauche par P, il vient, comme P(D-A) =0 :

PCJ = PC ; comme J est la matrice d'une chaine de Markov possédant

une seule classe de récurrence, cela entraine que PC et Q@ sont colinéaires.
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- APPENDICE 2

CONTRE-EXEMPLE 3.1 ; DETAIL DES CALCULS

uco)d =0_ v(o) =0
(1) =y ‘ V(1) =2
A= p(m) =6(m>2) v(n) =8(n>2)
—s
O—IG
) . q=1/4
r=3/4
’ m=-1
£(m) = 5—(%» siom 1
Probas stat. : P(m,n) = K f(m) g(n) avec H
f(o) =1
_ 4 1.n .
-1 12 gin) = > (-2-) si n > 1
K = (1+—)x S5
H gCo) = 1

But Calculer . coefficient de variation des interentrées et intersorties

de la station 1.

Méthode Obtenir un DL, de den 0, a L'aide d'un DL1‘en 0 de A.

(idem pour sorties).

n
Equations_de renouvel Lement (m=1,nt*)
(m,n)
délais jusqu'a la prochaine entrée :
, : (m,n—1)
> m
' : o 4.3 1
6) [1+um)+vn)+s] G aCS) = THF VD Fumay Lt vda
n
M) (ne,n)
.‘_—‘—‘J
délais jusqu'a la prochaine sortie : : i *(m+1,n-1)
. ’ ) (m,n-1) ’
-' ~ . 3 0y 1
M [Trumrvtes]B () =6y MV ()
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Relation
-1 1-3¢s) A A(s) = T.L.S. délai jusqu'a la prochaine
(8) 2232 = A(s)  ou entrée
3(s) = T.L.S. interentrées.
9 = os P(m,n)[A+%\)(n)]
m>0 ‘
n>o
. . -1 .
(cf. §A-1.3) ici n =4
10 de'méme n'-1 1-5(3) = B(s) pour les sorties
“n or n'-1 = n-1 =4 .

Pour calculer 3(s) et 5(5), nous chercherons a établir des DL1

P

de A et B au voisinage de 0.

A - ETUDE DES INTERENTREES

A1 Décomposition

(12> Acs)

K 2 % f(mglma (s
m,n
m>0 N0

K 2 fm) I g a h(S)

m>0 n>o ’ ,
P —
X (s)
m
A2 Calcul de XO
La relation (6) donne :
(1+v(n)+sda (s) = 1-+§-v(n)-+1-v(n)a
o,n 4 T4 o,n-1

en multipliant par g(n), puis en sommant sur n, on obtient :
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1+ - ) -
(1+8+s) I g(n)oco’n(s) 89(1)(10’1,(5) 89(0)%

(s) +2g(Ma
N30 o o,

1(5) =

’

I gn)+3 2 gn-1D+ I gln-NHa _1(3)
nxo n>1 n>1 o,n

or I gtn) =5 d'olu :
n>o

13) (8+s)Xo(s) e 120L0 1(s)'+80t0’0(s) +20

’

o et %y 4 sont donnés & l'aide des équations (6) :
, ,

1
Trs 1-5+0(s)

”~~

-

~

N
R

~
7]

~
{]

2,5+0,5 a
(s) 9

(15> 060'1 : T+ s

28 = 1-0,5s+ 0(s)

d'ou, a L'aide de (13) :

S5 19
(16) Xo(s) =5 3 s + 0(s)

A3 Calcul de X,

La relation (6) donne :

’

» o) =143 1
[1rutotni+s]ay () = 1+ 00 *pay g () 47 viay g ()
En multipliant par g(n), et en sommant sur n, il vient :

(1+p+8+s)x1<s) —89(1)@.",I (s) -Bg(o)a,]’o(s) + 2@1’1(s)g<1) =

vin) _qy
n(s)g(n) G + 3 °‘1,n-1 gln=-1)

n1

r gm +3 5 gn=1)+y I R
N0 nx1 ny1 ’

d'ou :

“7n (87"'1'1"'5)')(1(5) = 120@1’1(5) +8(x1'0(s) +20+ 2y Xb"?}pao'.‘(S)'Zuao'o(S) .

» Calculgns Oy 0 :

(1+u+5)a1’0(5) = 1+y 0‘0,1(3) = 1+u=~0,5u s +0(s)
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o(s)=1-1—+9-‘—5-}-1- s + 0(s)

"o
18> d'ou o T+

1,

Pour obtenir « , il faut d'abord déterminer o ' :
1,1 0,2

(1+8+s)a°’2(s) = ?‘+2a0’1(s) = Q-5 +0(s)

(s) =1 ~ g—s + 0(s)

(19 % > 5

(s)

d'ou (1+u+2+sia 2,5+u o (s) +0,5a (s)

111 0’2 1,0

_ .2 1+0,5u
3+u (9u+0,5 T+ ) s +0(s)

(20) et o

=1 - 1 2z 140,50,
1’1(5) =1 T [1 *3 up+0,5 ] sf-O(s)

1+u

d'ou finalement :

21 Xﬁs)=5-us+0@)

_ 1 5 1+0,5u 12 2 1+0,5u
avec u -y [5+4 u+8 T+ +3+U(1+9 u+0,5 T+ )

A4  Calcul du reste

On obtient, aprés multiplication de (6) par g(n) et sommation sur

(1S+s)xm(s)-8am’1 g(1)--8am o g(o)+20zm’1 g(1) =

’

v{n+t1) '
5+3x5+6 I «a gnt1) ——=+ I a___. g(n-1)
S0 m=-1,n+1 4 n>1 m,n=1

Soit

+ = - -
(14+s)X () =120 +8a  teo+i12x . -12a R g(1>-+3am_1’1g(1) 12am-1,og(°)

1 m, 1 m=1
d'ol :

(22)  (14+s)X _(s) =120 -18a +8a -12a +20+12%x_* .-
m m m m-

.1 -1,1 m,0 m=-1,0 1
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L 4 2,m1 . i
En muitipliant (22) par ﬁ-cgo , et en sommant sur m>2, on obtient :
(+s) T FmX_ (s) =-2& o, 1(s)-§3— TINE »+8% 48 2 fmx
m>2 H ’ H ,0 " m>1
d'ou : - ‘
6t It (==L o (-3 (s +18% 4 g £ (13X, ()
2 u e u /0 u ,
=4 -
=1 ( 12@1’1(5) 8a1’o(s) +40'+8X1(s))
= 4 02 2 -
Y [60 (5+4 u pu)s]+0(s)

" (u défini en 2.1)
d'ou finalement :

(23 I fmXx () - L [60- (15 +2u-uu)s] +0(s) .
m>2 3u 4 '

A5 Regroupement

KX €D +£CDX () + T fmX_(9)]
m>2

On a : R(s)

= 1-k L2 _2yu
= 1-K Grts (ut5) -5 s + 00s)

p—2)
~
i
~r

d'ol

A6 C.C.V, des interentrées

On .obtient :

i) = 1-S Reey = q-S.K7T7 2 &
a(s) = 1-7 Als) =1 4+4[24+ @u+s) -24] 2+ ocs) .
M2 2 2 '
or &(s) =1 =m,s + 7?-3 +0(s7) ou my et mo sont les premiers moments de

L'intervalle d'interentrées.

D'ot on obtient, pour les interentrées :

. moyenne : 0,25

) __7_3 Ui,
- ccv = K_ = 8K [24 " (uts) 3} 1

U= =252 1+0,5y 12 2 _ﬂbiﬂ
et u e [5-+4 u+8 Ty + T+ 1+ M u+0,5 T4y )

S -
avec K = 50+ 12)
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B - ETUDE DES INTERSORTIES

B1 Décomposition

B(s) =K I I B_ (s)flm)glnd
mxo no M0

26) B =k( = By ()M +f(1) L B, (s)gtm+ I I B (s)f(m)g(n))

n»o ° n>o T,n n>o m>2 ’
\ S ) N / \ -~ —_
Yo(s) Y1(s) Y(s)

B2 Calcul du reste Y(s)

Ici, si mx2, B (s) =6

6+s
dlou ¥(s) =g It = S xS x5 =2 -2+ 00en
B3 Calcul de Y1£§)
La relation (7) permet d'établir :
(141B+$)Y 1 (8) = 8g(1)B, | (s =B8g(0IB () +29(1)B, () =6—f;x'4xs FUXS Y (s)
@7 dlou @Y () =5 (B2 +128; ((s) + 8B, (o)

- Calcul de 81’0(5) :

(141408, () = B, (s) + p = Z‘E's‘ -
’ ’,

1.7

(28) d'ou : By (s =1~ T 8 S + 0(s)
l
- Calcul de B1 1(s) :
’
(1+1:+2+5) = -2 o
ut2+s 81,1(5) = g:;'+ ut+t1,57— Gis +0 SB1
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d'ou 81’1(5) =1 - 15?%157-(17-+ 7%;; ) s + 0(s)
=1--,T12-vs+0(§) avec v=3—1-ﬂ(17+-1—}l—1-)
On obtient ;Lors Yyt |
@9 Y1<§> =5 - gﬁl%s“' ST (7 + 35 + 3(ffu)] s + 0(s)
=5 - g%i-s +0(s) avec w = %§-+ v +-§?%§EY

B4 Calcul de Yo(s)
De fagon analogue, on obtient successivement :

(1+8+S)Yo(s)-1680’1(s)-880’0(5)'+4BQ'1(S) = Y1+3Y1 + Yo

(30) (8+s)Yo(s) = AY + 1280’1(5) + 880’0(3)_

1

= tot =1-=TL
(49X () = By () d'ol B () = 1-Gumg+ Ds+00s)

(1+2+S)BO’1(S) = 81,1(5) + 1,581’0(8) + 0’580,0(5)

1

13 7
() =1-7 [ 2 Y30 TG

;
(17 +1+u>J s + 0(s)

1 .
M TE TV

BS Calcul de B(s)

En regroupant, on obtient :

(s) + Y(s))

B(s) = K(Y (s) + 2y
o o1

R A S +—"’-(o,5+ﬁ-> + &5 + 0

B(s) = 8 "3 26V N 30

|
-
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Bé6 Coefficient de variation des intersorties

On obtient, pour les intersorties, par la méme méthode qu'en A6 :

. moyenne : 0,25

. C.C.v.

avec (rappel) : K =501+ 7;0
1 7
v 3ﬂ1“?+1w)
_ 25 28
Lv =5 v 3

C - CONCLUSION

Si n =6, c'est a dire si le coefficient pl(m) de la station 1 est

constant, on obtient : Ka = Kb =1,6

Par contre, en général (u#6), on a Ka¢Kb ; par exemple si u=3:

_ = 00318

Kg = 1,8367677 (= 5 o5 ~ 1)
) : _ _487x8

Ky = 1,4350000 (= 2252~ 1)

Ce qui montre que les interentrées et intersorties n'ont pas méme distribution.
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