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RESUME :

On présente un algofithhe qui permet de déterminer la décomposition spectrale d'une
matrice hermitienne 3 partir d'une décamposition approchée. La méthode est une méthode
de correction d'ordre 2 employée itérativement. On montre aussi camment calculer,

sans diagonalisation, la matrice (I + R)—”2 lorsque R est une matrice hermitienne

de norme inférieure & 1l'unité.

ABSTRACT

We present an algorithm which calculates the spectral decomposition of an hermitian
matrix from an approximate decomposition. The method is a second order correction _
method which is used iteratively; We show also, how to calculate the matrix (I + R)-1/2,

where R is an hermitian matrix whose norm is smaller than one, without diagonalization:
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Soit A une matrice hermitienne d'ordre N, dont on connaft la décompo-
sition spectrale : soit X une matrice unitaire telle que la matrice A = X* A X

soit diagonale.

On se propose alors de déterminer la décomposition spectrale de la ma-
trice A + A, oll A est une perturbation hermitienne "assez petite' dans un sens

3 préciser.

Une des difficultés du probl@me réside dans la non-continuitd des Vecteurs
propres de A + A, lorsqu'ils correspondent, quand A tend vers 0, 3 une valeur
propre multiple de A. Pour y remédier on utilise les sous-espaces propres ou

plus généralement les sous—espaces invariants.

-~

L'exposé se divise en trois parties ; on montre d'abord comment obtenir
une décomposition spectrale approchée et partielle de A + A i partir d'un sys-
téme complet de projecteurs sur des sous-espaces invariants de A ; on calcule
ensuite des majorations pour les erreurs commises ; enfin on décrit les formu-

. les de calcul de cette décomposition spectrale approchée de A + A, avant de

les mettre en oeuvre dans un algorithme général.

1. DEFINITION ET APPROXIMATION D'UNE ISOMETRIE ENTRE LES SOUS-ESPACES INVARIANTS
DE A ET CEUX DE A + A.

1.1. Définition de.1l'isométrie a partir des projections orthogonales sur

les sous~ensembles considérés.

On reprend d'abord un résultat que l'on restreint aux espaces de dimension
finie (pour le cas général voir [4] p. 266).

i

Lemme (1) :

Soient E et F deux sous—espaces de l'espace vectoriel euclidien & de di-
mension finie ; on note respectivement p et q les projections orfhogonales sur
E et F. La condition : '

Ip - gl €1 (%)

assure que les sous-espaces E et F ont méme dimension. De plus, dans ce cas,

Note :

(*) La norme matricielle utilisée est la norme subordonnée 3 la norme eucli-

dienne de &.



la transformation :

-1/2 N
/ P

U=qH ol H = id + p(gq~p)p

définit une isométrie de E sur F.

Démonstration :

On note n, et n, les dimensions respectives de &, E et F. On suppose

"
que n, et n, scat Jifférents et par exemple que n, >.n,.

dim(F*) + dim E = n-n_+n, > din &,
2"

On en déduit que :

L ~ o - .
F~ étant le complément orthogonal de F dans E. On est ainsi assuré qu'il
existe un vecteur non nul dans 1'intersection F¥NE ; Or ce vecteur est inva-

riant par p-q ce qui prouve que lp-qll 3 1.

On suppose maintenant que lp—qll < 1 et donc que lp(g-p)pll < 1. La trans-
formation H définie dans 1'énoncé est donc hermitienne, définie positive. Les

. -1/2
transformations p et H commutent et p et H /

aussi. En remarquant que :
pH = p(id+p(q-p)p) = pgp, on calcule la composée v'u

Cu = p a2 q wl/2,

-1/2 -1/2
=n !/ papH

-1/2

a2y 12 | o

=P

% : P '
Cela prouve que U UIE = idE ce qui assure que UIE est une isométrie de E sur F. @

-

On applique maintenant cette propriété i deux systémes complets de pro-
jecteurs orthogonaux de 1'espace &. (Par systéme complet de projecteurs ortho-

gonaux, on entend une famille (p,) de projecteurs orthogonaux vérifiant :
‘Pelg=1,.. .k 9€ PTOJ

PgPps = Og lorsque € # £' avec £, ' = 1,...,k
et Kk '
L pp = ide.
g=1 ¢ &

,» La proposition suivante est alors une conséquence directe du lemme (1) :

Proposition (2)

On suppose que (pQ)Q=1 k et (q2)2=1 ) sont deux systémes complets
yeeny s

de projecteurs orthogonaux tels que : "pQ—qQ" < 1, 2=1,...k. Pour tout £, on note



UQ la transformation définie dans le lemme (1) 3 partir des deux projecteuré

pQ et qQ.

La transformation U =
L

i~ x

Up est ainsi une isométrie qui transforme im Py

. 1
en im g, pour tout £,

On peut remarquer que cette isométrie U peut encore s'dcrire :
k

(l)v U =QZ (QQPQ)(PQQQPQ)
=]

en considérant PQdgPp comme un opérateur hermitien défini positif sur im Pg -
Donc im(quQpQ)-_-1 est aussi im pg- Cela entraine que tous les &omposés :
(qg.pgy)(quQpQ) .~ sont nuls lorsque £ et 2' sont différents. Ainsi on a .
bien la relation :

k

- -1/ -1/2
(quQ)QZ (pgagPy) 2z 1
1 =1

Pae)
N~
[

(agpg) (ppagpg)
=1

Cette formulation est avantageuse pour les calculs car si on suppose que

1'on exprime U dans une base orthonormée constitude de bases orthonormées des

sous—espaces im Pg, cette matrice U sera obtenue par juxtaposition de matrices

3 n lignes et dim(im pQ) colonnes

-1/2
Pgdg Py @ﬂwp/

! qePq (Ppdgpy) 71
/[

w ¢

1
i
1
i
"
H
§
t
]
1

t
|
[
[
[
!
i
| ;
f i
| B
!
i

l
-

L ¥ SR _’- -u.
\ - ’ / . )
9o Py \\\ matrice U en construction

1.2. Approximation des projections.

Dans cette partie, on exprime la projection orthogonale sur un sous-—

espace invariant d'une matrice hermitienne M par la formule :



1 -1
— I -M
M,J 211 fc (z ) dz
ou J est un intervalle de R ne contenant pas de valeurs propres de M sur sa fron-

tidre, et ob C est le cercle de diamétre J dans ; est alors la projection

P
M,J
sur le sous espace engendré par les directions propres correspondant aux valeurs

propres de M qui appartiennent 3 J.

On considére maintenant une matrice hermitienne A et une matrice de pertur-

bation hermitienne A. On cherche alors 2 exprimer une relation entre LIV g et
>
PA 3 ol J est un intervalle donné.
3
N

Proposition (3)

(zI - A)_1 la résolvante de A

Soit R(z2)

On considére un intervalle J ne contenant pas de valeur propre de A sur sa
frontiere, et C le cercle de diamétre J dans d: . On note r le rayon de ce cercle et
c le maximum de || R(z) || pour z appartenant i C. Alors, si la condition suivante

est vérifide :

1) e fal <t
on peut approcher la projection PA+A j par la formule
b
(2)P,.. .=P, _+ I 1 S, (R(z)MD" R(z)dz + R
A*h,J A,J 1<n<p 2ri ¢ P

ol p est un entier donné positif

et ou :
r P2 [p P!

fl Rpil

1= el

De plus, si la condition suivante est vérifiéde
(€2) cl|l all (1+re) < 1

alors les matrices A et A + A ont méme nombre de valeurs propres dans J, en tenant

compte de leur multiplicité.

Démonstration :

N

Soit z appartenant i 1'ensemble résolvant de A et & C

En remarquant que 1'on a alors la relation :

(zI-(+))=(GI-4) (I1-(zI-a1a

.
>
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on peut affirmer que la condition (C1) assure que z appartient aussi a2 1l'ensemble

résolvant de (A +A). La relation précédente s'écrit alors. :

(zI -+ =1 -R@DH N RGE)

sous la condition (C1), la série suivante est convergente :

_ (I-RHOD V= 1 ®R@D®
/ n0

Soit p un entier positif. De ia relztion

L Iq (zI -(a+8))"" dz

Paen,3 = Tmi

On déduit directement la formule (2) ou le reste Rp est défini par :

- 1 n
R = z T IC (R(z)A) " R(z) dz
nxp+1

D'autre part :

“‘l“'fC(R(z)A)n R(z)dz|| <

27r n+1 n
271 5 ¢ “A H

27

d'olu
i p+2 p+1
la < = we™ eyt - 2o —lel
nyp+!1 1 - c |laff
Enfin pour que les matrices A et (A+A) aient le méme nombre de valeurs propres
dans J il faut et il suffit que les images des projecteurs P et P aient méme

A,J A+A,J

dimension. D'aprés le lemme (1), une condition suffisante pour 1l'assurer est que :

1 Ppen,s = Ba gt <

2

c'est a dire que || Rolf < 1. Cetté dernidre condition s'écrit encore : —= & <1

1-clf afl

elle correspond exactement a la condition (C2). - &



2. ESTIMATION D'ERREURS

2.1. Choix des intervalles J.

On introduit les notations et hypothéses suivantes :

. les valeurs propres de A sont énumérées en ordre croissant (AiSAi+ i=t,..., N~-1)

1 H

. le spectre de A, o(A),est partitionné en k parties :

L= {1, A T peur L =1, ... %
2 LZ_1+1 12 .
oui1 =0 et ik =n
. d2,2+1 = Ail+1— Xiz > 0 est la distance entre Ll et L2+1
e = A, = A 3> 0 est 1'étendue des valeurs propres dans L

2 i, 12_1+1 L

. chaque ensemble L, est inclus dans un intervalle ouvert et borné J , ces intervalles

L L
étant disjoints deux a deux ;

le cercle de € de diamétre J, est noté C et son rayon r

L L L°
1
. pour toutg , on note ¢, = max |{R(z){| = max TorT
* zecl zeCy 2=A
xeG (A)
ce maximum est atteint pour un z de JQ.
. d = min d2,£+1 ; C = max 5 ; e =max ey
2=1,...,k-1 2=1,...,k 2=1,...,k
r = max r
2=1,...,k
2r2
m——>
Iy o+t R
&~ 1/c2 +
€ >
d2,2+1

On suppose maintenant que la partition de o(A) est connue, et on cherche une distri-

bution (Jz)z 1 K d'intervalles qui minimise la quantité c.
3s ey :

P
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" Soit s yun entier tel que d =d et a’la borne supérieure de JS.

-8,8+1

Suivant la position de a par rapport au milieu de cet intervalle, on peut assurer

2 2 2
que ¢ z-g ouc_., z-a . Donc dans tous les cas c z-a .

. . . . , : 2
Or on peut construire une distribution d'intervalles (JZ) telle que ¢ = 3

i i . = - d g’_

il sgfflt de prendre : J, ]Ai a5 T3 [
- L

on obtient alors r, = d* e et donc r = dre

2 ' 2

i

La condition (C2) est alors assurée pour chaque partie L2 par la condition :

28l e EE<
d
que l'on peut écrire :

€3 || <« —94—
| 2(1+%—§)

ou encore

(C3bis) (4 + 2 %) llall < a

N ' e . s
Remarque : On espere que le rapport~g est petit, c'est a dire que les valeurs propres

sont bien groupées par paquets.

2.2. Majoration de l'erreur commise sur 1'isométrie
. t .
On introduit encore quelques notations ; pour tout & de 1'ensemble {1,...,k}

on note

.P =P 3 =P

2Ty 5 Qp A+8,3)

. QQ est l'estimation d'ordre p de Q2 » définie par la relation (2)
vV, = P'W=(PQP)-1/2'U=VW'U=IZ< U

"V T B Wy [ A ) RS S i A =1 %
T A TR S LI T A I T

Ve T QP s W T B G B T Uy =V W U 2T

=1

Dans ce paragraphe, on désire calculer une majoration de HU - UH . Les projections
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K formant un espace complet de projecteurs on obtient immédiatement

®oer,...,
que :
n, n
Ju-0ll =max (v, - 0|

2=1,...,k

On cherche donc a majorer I'UZ_ 82” a partir de la majoration de la quantité
Il QE - 62” . On a montré dans la proposition (3) que :
+2 ‘p+1
r,cP*2|[a]f?

i 2 "6 fg & avec ¢, =-Zo
' L 2 W e
: e, 114

On démontre maintenant la proposition suivante :

Proposition (4) : Pour tout entier g de 1'ensemble {1,...,k} on a la majoration :

N _ 1 + 62
HU2 - Uzi!s 8, L 1+ . ]
(1-p )
2
.2

eie, ol -

ol p, = ——— < 1 (condition (C2)).
1=, llall

Démonstration : Pour obtenir la majoration cherchée, on utilise 1'inégalité

suivante :
oy =B, ¢ v, = 0wl «fv e liw, -

Pour alléger 1'écriture, on omet 1'indice % dans la suite de la démonstration. Sur
{

les quatre normes 3 majorer, trois s'obtiennent immédiatement :

v -Vl =lle-d |l <ol < s

IV« vl + v -3 ¢1+6

—1/2“ -1/2

| wil = [l qP) = (lpqerl) €1

I1 reste maintenant 3 majorer la quantité lw- wH. Pour cela on utilise le lemme
suivant :
n s, LAY ’ -\
I a X une série entiére de rayon de convergence égal a 1,
n>o

te11eAQue sup Ia I =a<k + =
nelN

lemme 5 : soit f(x)

il

Soient A et B deux matrices hermitiennes et telles que :
p = max (p(A), p(B)) < 1.

Alors : || £(a) - £®) || < (13 | a - B

-p
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Démonstration du lemme : On part de la relation suivante :

Cf(A) - £(B) = £ a (A" - BM
: nx1 n

Qs n n . <oz s . .y 2
Soit dn la norme de A” - B . Pour majorer cette quantité on utilise 1l'identité
suivante :

n-1

A -B = (A~-B)A  + B(An_1 - B“”')

afin d'écrire 1'inégalité :

d £d | p +p dn_1.

La majoration.obtenue pour la norme de f(A) - £(B) est alors :

@ -£@® cada, = n oV = ——
nx1 (1.-p)
I}

‘montrer que

fin de la démonstration de la proposition :

-1/2

On applique le lemme a la fonction f(x) = (1+x) qui -se développe en série entiére

au voisinage de O :

f(x) = I a X" avec a_ = (--1)_n 1. 3. ....(201) , 0 31
n30 n 2. 4. v... 2n
et '
a =1
o .
le rayon de convergence de cette série est 1, et a = sup [a | =1

nzo

' Les matrices A et B du lemme seront ici les matrices{P Q P - P)et([P a P - P). Elles

sont hermitiennes, de rayon spectral inférieur a 1 ; en effet on peut facilement

feqer-p| e (o Q P - Pl| sont toutes deux majorées par le majorant'
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2

trouvé pour ‘lRo“ c'est 2 dire E—E——ﬁfﬁf— qui est inférieur a 1 lorsque la
1 - cllA

condition (C2) est vérifiée.

D'autre part, on a les relations suivantes :
-1/2

f(P QP -0P) (P QP

1/2

N, - . o, s .
f(PQP-P)=(P a P) , car P représente l'identité sur im P

On en déduit

En conclusion, on a obtenu la majoration,
8

2
N -0l €6.1+(1+8) ;
bR g Y (1-p)

Corollaire (6) :

On a les estimations suivantes :

lu-70) =0 P

ko, p+1

U U=1I+0 (A" ")

La premiere estimation est une conséquence directe de la proposition (4). On peut

. . v :
donc écrire U =U+E avecE =0 (Apf1)

*

R o0, * % * *
U U=(WU=~-E) (U-E)=I-E U-U E+EE ]

ITI - CALCUL EFFECTIF DE L'ISOMETRIE

3.1. Calcul des projections

Les calculs de ce paragraphe sont réalisés en supposant que la matrice A est
diagonale, ce qui correspond & avoir effectué le changement de base de matrice X.

On calcule ici l'estimation d'ordre 2 de la projection Q = PA+A 7o En fait la
. ’ 2

relation (1) assure qu'il suffit de calculer la matrice QP ou P = , Puisqu'ensuite

P
A,Jz

on calculera la matrice QP (P Q P)-1/2 et cela pour chaque intervalle T
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On remarque d'abord que P peut s'écrire :

paam ' ' —
\‘ 1 :
1
Nyo0 . . .
\ ) ot N, = dim. im P
b . 2 ‘
L |
. ‘| |
1 1
P = q Nz:
e b
[} N
! "
0
1 NN
[] ) N
e k_.'-) -
P
2
La matrice QP aura la forme suivante :
[]
S S 2
R ' 1
D ; :
! _ t )
— P = S 4 0
b i 1 ]
Lo . :
N : ] : '
W w
) )

I1 suffit donc de calculer la matrice rectangulaire ag de type N x NZ , qui

approche 4 l'ordre 2 la matrice Ql' Cette matrice peut s'écrire

(2)

En reprenant les notations du paragraphe 2-1, on sait que les valeurs propres de

3 sont Xi PR Ai

A appartenant a J
‘ =1

L

( donc Nz =i, -1

La matrice A est de terme général Gij'

.Soit z un élément de 1l'ensemble résolvant de A, alors.

Gi.
———;;T '
|

(AR(2)).. =
ij

On partage l'ensemble I = {1,...,N} en trois parties : I

1 .

= {1,...,12_1}

{i

{i

oy tlse

o1

+ 1,..,N}

}
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3.1.1 terme du.ler ordre

1) 1
TJL = (Z;i fcg R(z) AR(z) dz) PJL o
1
= T J'C'Q (R(z) AR(z) PSL) dz
S..
1]

Or (R(z) A R(z)).. =
oz - Ai)(z - J\j)

I1 suffit de calculer ce terme pour j € I

2
S..
_A—_}J_X_ pourisI1ul
CIRTUD
13
0 pour 1 ¢ I

2

(1)

Remarque : Si on note T

! 9 e ey

(1) _ (D (1)
T = (T, T, )

e

on remarque que T est antihermitienne.

1'assemblage des matrices T

Il suffira donc de calculer

dans ce cas on trouve que :

3

(1)
P

(1)
(T, ",

13 pour 1 ¢ Il"'

§.1.2 : terme du 2e ordre
Té"—) =1 s (R(2) AR(z) ARGz) P ) dz
o C %
TL 2
N .5 .
or (R(z)AR(z)AR(z))ij = 3 - LY
u=

On montre facilement que :

0 si a, b,

1
1 1

— J

27i

C dz =
(z = a)(z - b)(z - ¢) _ 1

(c~a) (c-b)

C : contour d'un domaine .
0 si a, b,
D fermé

(c~-a) (c-b)

1 @) =)@ - Ay)

c, extérieursa D
si a et b extérieurs et c intérieur aD
si a et b intérieurs et c extérieur a D,

¢, intérieurs a D
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d'ol :
bX 6iu 6uj _ T Sju Suj
I
telivly G0y YL, Gooa -))
. (2) : ] 1 ] u J 1 u
pour j ¢ 12 : T2 ]ij = o .
‘ Sl 1 ¢ I1.L) 13
z Giu auj si iel
we LULy o aL-) 2
: u 173 Tu
3.2. Calcul de Hf1/2 lorsque H est une matrice hermitienne définie positive

P o A . . . 1
Dans le calcul de 1'isométrie, il est nécessaire de calculer la pulssance - 7

de blocs diagonaux. Méme si on espére que ceux.ci sont de petite taille par rapport

a N, il n'est pas souhaitable d'avoir 4 les diagonaliser, car cela pénaliserait

1'algorithme. On recherche donc une formule de récurrence de la forme suivante ;

nyo Tn+1.= p (Tn,H)

oll P est un polyname 3 deux variables. Si T et H sont hermitiennes et admettent une

base commune de vecteurs propres alors il en est de méme pour les matrices T +1 et H,

- car pour cela il faut et il suffit que T et H soient hermltlennes et commutent.

Afin d'assurer cette propriété au premler rang on peut choisir T = I.

On suppose que Y est une matrice unitaire qui diagonalise simultanément Tn et H :

*

. % )
H=Y JtnY et T =Y D Y, ot J\n et D sont diagonales.

La relation D = P(D s ) assure ainsi que 1 on peut raisonner sur chaque composante.

Il suffit donc de trouver un polyndme P tel que le schéma :

dn+1 = P(dn,x) n>0 avec A>0

do\= 1

. . . 1
définisse une suite (dn) qui converge vers — .
. - ’ A
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2 ' )
Le polyndme P (d,A) -4 (3 -d 1) répond au probléme lorsque A ¢ J0,3( . En
2 , |
fait on ne l'utilisera que sur l'intervalle )0,2(. _ .

Proposition (7) :

Soit H =1 + R ol R est une matrice hermitienne telle que ‘|| Rf| < 1.
Alors le schéma : To =1

T =

1. 2 ~ "
el =37 ’I‘n (31 ~ Tn H)

définit une suite de matrices hermitiennes (Tn) commutant avec H et qui admettent

. , -1/2
pour limite la matrice H 1/ .

Ce schéma est d'ordre 2.
. X 2
Soit £(x) = 5 3-x AN.

Sur 1'intervalle (0,2) 1la fonction a le sens de variation suivant .

Pour - X ¢ )0,2{ :

_1
“ £ =5 06G-0 >0
YA ’ f donc d, e )O, 1—] .
! \ 1 5
// | 1 1
/ : \ - comme f(Jo, =)) = Jo, )
: A A

) { ' 2 on en déduit que pour tout n 3 1
O 7 \'.1" ' . 1 B

A i: | \ - omad e Jo, -7x)

Va
Soit A = 1. d . Alors
oA
3 1 3 3

n+l 2 (- - dn) - %'(( - o 4n )

VA /x

= -2 @1 an a
2 n x
or lorsque dn e )0, l—] onalOg1- % (d2 1 d) <1,
e n o4 on

ce qui assure la convergence du schéma.
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Ce schéma est d'ordre 2 car :

) A 2 2
A+1="2' (d + — )A
n n o n
d'ol la_ .| <K A avec K =3 /% v
n+t! N n 2 e

Pour la patrice initiale To’ on peut prendre i la place de I 1'estimation d'ordre k

~1/2 dans la série de Taylor.

n
Soit T = T + A s la proposition précédente montre que & = 0 (Aé ) et donc

('k+1)2n)4

u'avec la matrice initiale T choisie on aura A =0 (R
q le) n

Cette précision sera obtenue au prix de (k-1) produits de matrices pour

calculer To et de 3n produits de matrices pour calculer Tn'

Soit ¢(k,n) = (k+1)2n, 1'exposant de R dans l'ordre de 1'estimation de An, et

- M(k,n) = (k-1) + 3n le nombre de produits de matrices nécessaires pour y parvenir.

On cherche alors & minimiser la fonction M, pour une valeur de f donnée. En se

. . 2
plagant dans]R.+ le probléme devient :

sous la contrainte - ¢ (x,y) =a

minimiser M(x,y)

On trouve que le minimum est atteint pour x = 3 -1 3;3 et yo = 10g2(§2179
| Log 2 o

La valeur k sera donc 3 ou 4.

Un. petit raisonnement permet de montrer que si on choisit k = 3, ce choix est optimal

avec une probabilité de %—.-S'il n'est pas optimal on aura effectué deux produits de

. matrices en trop.

Dans 1'algorithme on choisit donc k = 3, c'est a dire
=1- 1 3B ¢
To =1 5 R + 8 R 78 R

qué l'on calcule sous la forme :

_ 1
TO—(( 4

w

l

3 1
R +-§ )R E-I) R+1

(oo}

On remarquera aussi que tous les produits de matrices effectués le sont sur des

matrices hermitiennes et commutant. Le produit est ainsi hermitien lui aussi, ce

qui réduit les calculs de moitié environ.
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3.3. Algorithme général

On suppose que l'on désire diagonaliser une matrice A' hermitienne et qu'on
connait une matrice unitaire X qui approche une matrice de vecteurs propres de A'. »

Soit D la matrice diagonale obtenue par :
* *
D = diag (X A'X) et soit A' =X A'X-D

On en déduit donc que :

]

*

X D X
*
X A" X

A' = A+ A ol A
et A

]

on est ainsi dans le cadre de 1'étude. Soit U une matrice unitaire de vecteurs propres
de D + A" alors XV est une matrice unitaire de vecteurs propres de A'.
En fait cet algorithme est employé itérativement, jusqu'a obtenir la précision cherchée

dans la décomposition spectrale de A'.
Sa structure est la suivante :

données : A' : matrice a diagonaliser
X : matrice unitaire qui approche une matrice de vecteurs propres de A'

é. : paramétre de précision.

Boucle :
— %
calcul de 1a matrice réduite : A = X A'X

calcul de la norme de la partie hors diagonale de A v

tant que (norme 3} &)

seuil := 4 % norme

(1) groupement

Pour chaque tranche :

faire

calcul de la norme de la partie extérieure au bloc diagonal
(2) si(largeur tranche>t)alors diagonalisation partielle du bloc diag. fsi

choix de 1'ordre de la correction de la tranche.

fait

3) Correction des tranches

Orthonormalisation de X.

Fin Boucle
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On détaille maintenant les trois parties encadrées de 1'algorithme.

Groupement (1)

On note (Ai)1 N la diagonale de A; cette partie de 1'algorithme vérifie que cette
s
suite de valeurs est croissante au seuil de discernement pres :
pour j > 1 : 'Ai+j > Ai - seuil
5i ce n'est pas le cas, on réordonne la suite en effectuant les permutations corres-
pondantes sur A et X. _ '
Ensuite, on regroupe les valeurs (A ) en paquets dans lesquels la distance entre deux
valeurs consécutives est 1nfer1eure au seuil, tandis que ces paquets sont distants

les uns des autres d'une distance supérieure a ce seuil.

Diagonalisation des blocs (2)

On choisit maintenant 1'ordre de correction de la tranche :

. : %
* Pour un groupe on considére la tranche correspondante dans X A' X :

-
S _ v 1
bloc o e =max (|l z I, [l 2,
B R '
| ot Ml = sup Im, . |
) 1,]
[ 2y

On applique a B une étape de 1' algorlthme de jacobi a tous les é1éments de B dont le

module est supérieur 3 p.

si p < f alors 1'ordre de correction est 0 (pas de correctlon)
si €< p<E- 2/3 alors 1'ordre est 1.

2/3
E

si- < 9 alors 1'ordre est 2.

correction des tranches

Cette partie correspond & 1'étude de 1'article. On y calcule une matrice U de vecteurs

propres approchés de A. On effectue alors le produit X := X UJ .

<5
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L

CONCLUSION

A partir de l'algorithme présenté ici, on a écrit un code (dans le cas
d'une matrice symétricue réelle) qui a permis de vérifier les résultats établis
dans l'exposé. Il reste maintenant a reprendre ce programme pour y minimiser
les calculs et en faire un code compétitif avec la meilleure méthode (tridiagonali-
sation et QL). En effet dans le cas ol il est nécessaire de diagonaliser campldtement
une matrice hermitienne qlii dépend d'un parametre, en une suite de valeurs de ce
 parameétre, on espére aboutir a une méthode plus rapide que celles qui ne tiennent
pas compte de la diagonalisation de 1'étape précédente.
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