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UNE REPRESENTATION VISUELLE DES CLASSES EMPIETANTES :
LES PYRAMIDES.

E. DIDAY

Resume

Le probléme de la recherche de classes emp1etantes plutdét que de partitions
se ‘pose fréquemment dans la pratique. Les pyramides permettent une représentation
visuelle de telles classes et constituent une extension naturelle des hiérarchies;
elles sont plus riches que les hiérarchies du point de vue des informations four-
nies en faisant apparaitre des recouvrements emboités au lieu de partitions ;elles
induisent un indice de dissimilarité particulier appelé "indice pyramidal" plus
proche des données initiales qu'une ultramétrique. L'ensemble de ces indices (qui
font intervenir la notion d'ordre sur les singletons) est en bijection avec 1'en-
semble des pyramides et contient 1'ensemble des ultramétriques. Des procédés cons-
tructifs pour Tla représentation d'une pyramide sont donnés ; on étudie le probléne
du choix optimal d'une pyramide et plus particuliérement la notion de sur-dominante
et sous-dominante pyramidale. On montre comment enrichir une hiérarchie en la "“py-

~ ramidisant" ou comment "hiérarchiser" partiellement une pyramide. On propose enfin
‘d'autres formes de représentations d'un indice pyramidal (planes, polygonales,
curvilignes, arbres "épais" ou “guirlandes"). ,

Mots clés : Analyse des données, reconnaissance des formes, classification auto-
matique, h1erarch1es, u1trametr1ques, ordres.

Abstract

The problem of overlapping clusters is frequently encountered in practice.
Pyramids allow a visual representation of such clusters and constitute a
natural extension of hierarchies ; they give more information than hierarchies.
They induce a special dissimilarity index called ''pyramidal index'' closer to the
data than ultrametrics. The set of indices (which use the notion of order on the
single objects) 1s in bijection with the. set of pyramids and contain the set of
ultrametrics. Contructive procedures for the representation of a pyramid are
given ; the problem of optimal choice of a pyramid is discussed and more speci- .
fically the concept of ''dominant' and ''sub-dominant'' of pyramids. It is shown
how hierarchies may be enriched by '"pyramization" and how it is possible to
"hierarchize!' a pyramid. Among other results, we show that it is possible to
obtain a computer program which gives a representation which is more or less

a hierarchy or a pyramid depending on a given threshold. We give different

other types of representations of a pyramidal index (planer, polygonal "thick
tree" and ”gulrlande”)

Key-words : Data Anadlysis, Pattern recognition, clustering, hierarchies,
ultrametrics, orders.
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INTRODUCTION.

Confronté & la réalité multimensionnelle on a cherché de tout temps des
représéntations visuelles permettant d'appréhender plus simplement cette réa-
1ité ; la classification hiérarchique est un mode de représentation visuelle
utilisé de 1ongué date ; depuis Aristote et son arbre de vie, jusqu'aux tra-
vaux récents de Sokal et Sneath (1973) et de Benzecri et collaborateurs (1973),
en passant par Adanson (1757) et son algorithme (de construction hiérarchique)
pour agglomérer des plantes, les hiérarchies ont constitué un outil utile pour
la représentation de données mu]t1d1mens1onne]]es

Etant donné 1'importance et la variété_des retombées pratiques du au dé-
veloppement rapide de 1'outil informatique, de nombreux auteurs se sont 1nﬁé—
réssés dans ces derniéres années & la recherche de classes recouvrantes, quatre
types d'approches ont été principalement étudiés : 1) utilisation de la théorie
des graphes avec Hubert (1974)-par exemple™ 2) par 1‘appf0che probabiliste :
décomposition de mélanges de lois (Hartigan (1975 et 1977), Diday et co11.(1979))
3) 1'optimisation d'un critére par 1'approche "multidimensionnal Scaling" avec
Shepard et Arabie (1978) et Arabie et Caroll (1980) ou par 1'approche nuées
dynamiques (Diday (1982) : en utilisant des noyaux qui forment un recouVrement
ou les formes faibles). 4) 1'approche hiérarchique avec Jardine et Sibson (1971)
et des améiiorations du type dé celles de Rohlf (1975) (i1 s'agit en fait de
techniques permettaht d'améliorer les hiérarchies obtenues avec 1'indice du

saut minimum qui sont sujettes a 1'effet de chaines).

Une hiérarchie est formée d'une suite de partitions emboitées ; nous mon-
trons dans ce travail que l'ensémble des hiérarchies peut é&tre piongé.dans un
ensemble plus vaste donndnt des représentations (appelées pyramides), plus
riches d'informations, plus proches des données 1n1t1alns, faisant apparaitre
des recouvrements emboités au Tieu de part1t1ons

On saft qu'il existe une bijection entre 1‘ensemble des hiérarchies indi-_
cées et 1'ensemble des ultramétriques (voir [ 81 par asxemple). L'intérét de ce
résultat vient du fait que la recherche d'une hiérarchie ayant une bonne adéqua-

tion aux données initiales peut étre remplacée par la recherche d'une distance

x» Voir aussi B. Monjardet (1981).



ultramétrique. Ce résultat c]assidue a été étendu de la facon suivante : on a
montré qu'il existe un ordre qui rende "Robinson" une matrice de distance ul-
tramétrique ; cette matrice doit tenir compte de 1'inégalite uitramétrique ;
en supprimant les contraintes dues a cette.inégalifé, on débouche sur une
classe d'indices de dissimilarité particuliers appelés "indices pyramidaux",
qui contient-1'ensemble des ultramétriques (voir [12] ) ; & ces indices, on
peut associer une nouvelle forme de représentation visuelle qui contient la
représentation hiérarchique et donne des informations plus riches & 1'utili-
sateur ; 1'objet essentiel de ce travail est 1'étude de cette nouve]]e‘forme
de représentation qui a 1'allure de "pyramides". (voir la figure 1).

P
3f---- a b c
—_— a /0 1 3
1.4-- b 0 3
R C 0
a b c Ultramétrique
a b c Hiérarchie du lien induite
: maximum
a 0 1 3
b 0 2
C . 0 '5.
Tableau des distances (.
initiales 3 1°° | a b ¢
——— a /0 1 3
1 4--- b 0 2
S C O k]
a b ¢ indice de dissimilarité
Pyramide du lien induit (appelé 1nd1ce »
max imum . pyramidal)

On voit sur cet exemple que :
1) - 1a h1erarch1e est incluse dans la “pyramide" (chaque pa11er de la
hiérarchie est un palier de la pyramide),

é) - la représentation pyramidale est plus fidéle au tab]eau de distance
que la representat1on hiérarchique.

Figure 1.




On fait d'abord quelques rappels concernant les différentes formes de
compatibilité entre un ordre et une distance en s'appuyant essentiellement
- sur les résultats obtenus dans [12] ; i1 en ressort, que les représentations
hiérarchiques expriment de facon visuelle la compatibilité entre une ultra-
métrique et un ordre et que les pyramides en sont une extension naturelle
puisqu'elles permettent la représentation visuelle de la combatibi1ité entre
un indice pyramida]»et un ordre : en effet, on montre en 5.2. qu'une ultra-
métrique est un cas particulier d'indice pyramidal ; le tableau 1 montre
clairement que les pyramides permettent de combler des cases qui seraient

~restees vides.

En 3) on donne la définition axiomatique de la notion de.pyramide 3 il
résulte de cette défihition que les hiérarchies sont des pyramides pakticu-
Tiéres : on démontre notamment en 4) que contrairément aux paliers d'une
hiérarchie qui ne peuvent avoir qu'un seul prédécesseur, les paliers d'une
pyramide peuvent en avoir deux :.en-4) on donne également un algorithme
pérmettant de construire un ordre "compatible" avec une pyramide si 1'on
connait uniquement les paliers qui la constituent. ’

La connaissance du paragraphe 4) n'est pas indispensable pour la compré-
hension de la suite de 1'article.

En 5) on définit la notion d'indicage d'une pyramide.qui permet d'associer
une hauteur & chaque palier d'une pyramide afin de la visualiser.

En 6) on propose un algorithme de classification ascendante pyramidal
(CAP) ainsi qu'un algorithme accéléré basé sQr la notion de voisin réciproque.
Comme pour les hiérarchies on peut utiliser une formule de type Lance et
Williams et faire des épurations pour é]iminekvdes paliers inutiles dans la
vicyalisation d'une pyramide. L'a]gqrithme'de CAP induit un indice pyramidal
d'ol 1'on peut déduire un ordre "compatible" avec la pyramide construite grdace

d un algorithme donné en 6.5.

Nous donnons en 7) un résultat fondamental : il existe une bijection entre
~ 1'ensemble des indices pyramfdaux et T'ensemble des pyramides indicées "au sens

large".



Pour définir cette bijection on utilise deux applications : ¢ et y;
T'application ¢ permet d'associer simplement & une pyramide un indice pyramsj -
dal : 1'application y associe une pyramide a un indice pyramidal ; elle est
plus comp]iqUée c'est bourquoi nous: donnons en 7.2 un éxemple permettant de
1'illustrer,

On montre en 7.3 qu'il y a équivalence entre Tes notions de croisement
et de compatibilité entre un ordre et une pyramide et entre un ordre et un
indice pyramidal ; toutes ces notions peuvent s'exprimer sous forme matri-
cielle en terme de matrice Robinson.

L'existence d'une bijection entre les pyramides et les indices pyramidaux,
permet de poser le probléme de la recherche d'une pyramide en terme d'optimisa-
tion : nous abordons ces problémes en 8) en nous interessant surtout & la re-
cherche de la sur-dominante et sous-dominante pyramidale : contrairement 3 ce
qui se passe pour les ultramétriques la sous-dominante pyramidale n'est pas
atte1nte autrement dit ce n'est pas nécessairement un indice pyramidal (on
sait que 1a sous-dominante ultramétrique est une ultramétrique (voir [ 81)).

On montre entre autres 7jue 1'algorithme de CAP muni de 1'indice d'agragation
du saut maximum construit & partir d'un indice pyramidal une pyramide qui in-
duit par ¢ cet indice.

Une pyramide peut devenir difficile & interpréter, quand elle a beaucoup
de paliers (elle peut en avoir jusqu'a Qiﬂﬁll— (si n est le nombre d'individus)
alors que ce nombre est réduit & n-1 dans le cas d'une hiérarchie) ; différentes
techniques peuvent étre imaginées pour réduire le nombre de paliers (entre autres
celles qui sont utilisées en classification hiérakchique) ; profitant du fait
‘que les pyramides constituent une extensioﬁ des hiérarchies, nous proposons une
technique de "hiérarchisation" qui permet de réduire le nombre de paliers tout
en déformant Te moins possible 1'indice pyramidal associé. Dans le cas od 1'on
désire enrichir une hiérarchie déja construite pour faire apparaitre des classes
recouvrantes, nous proposons une technique de "pyramidisation" d'une hiérarchie.

Dans la derniére partie (§ 10), on s'intéresse a d'autres formes de repré-
sentation d'un indice pyramidal : on remarque d'abord que comme pour tout indice
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de dissimilarité on peut associer & un indice pyramidal une distance respectant
le méme ordre sur les couples. Si cette distance est euclidienne, il est facile
de voir que 1'on péut représenter les n individus par n points du plan respec-
tant 2n-3 distances ; il en résulte qu'il est possible de représenter dans le
plan au moins les 2n-3 plus petites distances pyramidales autrement dit les
distances respectant les hauteurs‘deslzn-3 plus bas paliers de la pyramide

associée.

En utilisant la propriété de compatibilité entre un ordre et un indice
pyramidal on.s'intéresse 3 la représentation d'un tel indice (et donc de Ta
pyramide associée) par un polygone, dont les cétés et diagonales satisfont

des propriétés particuliéres.

Par analogie & la représentation de hiérarchies sous forme d'arbres, il
est tentant de chercher ce qui correspond i des arbres dans le cas de pyramides;
nous proposons la notion "d'arbres épais" ou "guirlandes" (pour simplifier on
peut dire que cela revient 3 remplacer chaque sommet d'un arbre par un polygone).

On sait qu'il existe toujours un ordre cdmpatib]e avec un indice pyramidal
d'od 1'idée d'utiliser cet ordre pour représenter cet indice par une courbe
telle que 1la bosition des points qui représentent les individus sur cette courbe
ordonnés selon cet ordre ,respéctent au mieux 1'indice.



2. LA REPRESENTATION VISUELLE DES DIFFERENTS TYPES DE COMPATIBILITE ENTRE
ORDRES ET INDICES DE DISSIMILARITE

2.1. Quelques rappels concernant différents types de compatibilits.
(Pour plus de détails concernant ce paragraphe on pourra se reporter
& £121.) : '

. On dit qu'un indice de dissimilarité d et un ordre © sont faiblement
compatibles si et seulement si pour tout triplet ordonné selon 0 et
ayént deux éléments consécutifs, la distance des éléments consécutifs
est inférieure a la distance des éléments extrémes (voir figure 1)

d(wi,wi+1)’s d(wi,wk)
Figure 1 : compatibilité faible.
B
. On dit que 0 et d scnt compatibles.si et seulement si pour tout triplet

ordonné selon @, la'distance entre les &léments extrémes est supérieure
& la distance entré une extrémité quelconque et 1'élement intermédiaire.

2
- T - 2 S e -

W_i. Wj Wk

d(w{,wk) > Max(d(wi;wj), d<wj’wk))

Figure 2 : compatibilité.




. On dit que © et d sont semi-compatibles si et seulement si pour tout
quadruplet ordonné selon © dont les é&léments intermédiaires sont consé-
cutifs, la distance des éléments extrémes est supérieure & la distance -

des éléments consécutifs.

d(wi,wk) 2 d(wj,wj+1)
Figure 3 : semi-compatibilite.

7.2. Aspects matniciels : matnices de Robinson et matrices SOR et SOD

Matrices de Robinson

Soit D la matrice de dissimilarité associée a d, autrement dit :

La matrice D .étant symétrique, on peut définir 1a_matrice de Robinson et
Tes matrices SDR et SDD en ne considérant que la partie triangulaire supérieure

de D.

Définition d'une matrice de Rubinson (voir, par exemple, Kendall (1969);
Hubert (1974)).

Uné matrice est dite de Robinson si et seulement si les termes des lignes
et des colonnes sont croissants a partir de chaque terme de la diagonale (voir

figure 4).
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0 2 4 6 0 2 6 5 0 2 5 3
2 0 4 5 2 0 4 7 2 0 4 6
4 4 0 1 6 4 0 1 5 4 0 1
6 5 1 0 5 7 1 0 4 6 1 0
Matrice de - Matrice . Matrice
Robinson SOR SbD
Figure 4.

Considérons la matrice tr1angu1a1re supérieure dedu1te de D ; la diagonale
de D étant exclue, la sur-diagonale est la plus grande diagonale de cette ma-
trice. Par exemple, dans la matrice de Robinson, 1nd1quee figure 4, la sur-
diagonale est : 2 4 1.

A chaque terme de la sur- -diagonale, on peut associer un rectang]e dont les
cotés sont formés de la ligne et de la colonne contenues dans la matrice trian-
gulaire super1eure et issues de ce terme.

 Par exemple, dans la matrice de Robinson, indiquée figure 4, le rectangle

(qu1 est dans ce cas un carré) issu du terme 4 de la sur-diagonale est 2 g.

A

Définition d'une matrice SDR

Une matrice est dite SDR (sur-diagonale "rectangle") si chaque terme de la
sur-diagonale est inférieur aux termes du rectangle qu1 lui est associé (voir
un exemple figure 4),

" Définition d'une matrice SOD

Une matrice est dite SDD (sur-diagonale dominée) si dans la matrice triangu-
laire supérieure associde a D les termes des Tignes et des colonnes sont plus
grands que Te terme de la sur-diagonale qu'elles contiennent (voir figure 4).

- Dans toute la suite on note M(d.®) Ta matrice de dissimilarité associée
a d et dont les lignes et colonnes sont rangées selon 1'ordre 0.
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Définition d'une matrice ultramétrique

Dans [12] on démontre que si § est une ultramétrique, il existe toujours
un ordre 0 (non unique) tel que § et © soient faiblement compatibles ; la ma-
trice M(8,0) est alors dite “ultramétrique" ; on montre qu'elle est Robinson ;
elle n'est pas seulement Robinson car elle satisfait de plus 1'inégalité ultra-
métrique : ' ‘

V(i,j,k) : S(Wi,wk) < Max(d(wi,yj), 6(wj,wk)).

Le Tecteur désireux de mieux situer les différents types de compatibilité

et leurs propriétés pourra se reporter a 1'annexe.

2.3. La repriésentation visuelle des -différents types de compatébi[ité.

Remarquant que la représentation hiérarchique exprime en fait la compati-
bilité entre Qn;ordre et une ultramétrique en donnant une image visuelle au
contenu d'une matrice ultramétrique, i1 vient de facon naturelle 1'idée de -
donner une représentation visuelle aux autres formes de compatibi]ité'et.plus
| précisement aux matrices Robinson, SDR et SDD.

Ces compatibilités sont une extension de la notion de compatibilité entre ﬁ
un ordre et une ultramétrique comme le montre le tableau 1, Tleur représentation
visuelle étend également la représentation hiérarchique. On aboutit ainsi a une
nouvelle forme de représentation visuelle qui a 1'allure de “"pyramide" ; nous
‘verkons (en 9) que plus la matrice de dissimilarité représentée se rapprdthe

d'une matrice ultramétrique, plus la forme de la pyramide se rapproche d'une

hiérarchie.



6 est une ultramétrique
=30 : § et 9
faiblement compatibles

 TABLEAU 1

deto

compatibles.

M(§,9) ¢

Matrices ultramétriques

4

-

—

Hiérarchies .

M(d,0) e
Matrices Robinson

A4

\Z

Visualisation

Pyramides

N

[Q—L/L\ |

hiérarchique

A—B : A implique B ; [ x | <y |
A€>B : A implique B et B implique A ;

Visualisation

Pyramidale

§ eto |
semi-compatibles

deto
faiblement compatibled

/|

M(d,0) ¢
Matrices SDR.

M(d,0)e
Matrices SDD

Pyramides avec inversion

v

Visualisation

|

Pyramidale avec inversion

. Représentation graphique (sans croisements)

.« -

: 1'ensemble des x est inclus dans 1'ensemble des
d est un indice de dissimilarité quelconque.

y 3

_Z'[-
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3. LES: PYRAMIDES.

Avant d'énoncer leur définition, nous avons besoin d'introduire la notion
de “compatibilité" entre un ordre © sur et un ensemble P de parties de Q.
Rappelons d'abord qu'une partie h est connexe selon 9 si w' et w" étant les
bornes (i.e. le plus petit et le p]ué grand élémeht) de h selon o, on a la

condition :
{w'compkis entre w' et w" selon @}é;:jv{w'e h}.

- Définition dé la compatibilité entre 0 et P.

Un ordre @ est compatible avec un ensemble P de'parties de ¢ si tout élé-

ment h ¢ P est ‘COHVEXB.SE]OH Q.

- Définition d'une pyramide.

Soit 9 un ensemblé fini, P un ensemble de parties non vides (appelées pa-

Tiers) sur Q, P est une pyramide si :
lg-Q e P (le plus grand palier contient foué les individus)
f2f Yw e Q, {W} ¢ P (les points terminaux)
3° ¥(h,h') < P2 onahnh'=p ou h.n h' e P
4f I1 existe un ordreAé compatible avec P;
Exémp]es

Soit Q = {wl,wz,w3} et

Pyo= {lwds wods {waks {wwol, {wousl,

1

o
{

P1 U {Wl W3}
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On vérifie facilement que P1 est une pyramide alors que P2 qui ne vérifie
‘pas la quatriéme condition n'en est pas une.

3.2. Pyramides et hitranchies

Proposition 1

L'ensemble dés hiérarchies est inclus dans 1'ensemble des pyramides.

Démonstration.

Une hiérarchie H satisfait aux quatre conditions données dans la défini-
tion d'une pyramide ; les 2 premiéres sont identidues é celles données dans
la définition d'une hiérarchie ; pour que H soit une hiérarchie i1 faut de
plus que Y(h,h') ¢ Hx H , on ait h n h' = § ou hnh' identique @ h ou h',
ce qui implique que h n h' = @ ou h n h' ¢ H ; donc la troisiédme condition
est satisfaite. Pour pbouver que la quatriéme condition 1'est également, nous
pouvons .d'abord construire un ordre sur © dinduit bar H, puis montrer que cet
ordre est compatible avec H ; pour construire T'ordre, on utilise le fait que-
les &léments de H sont, soit emboités, soit d'intersection vide : on part de
Q et on ghoi§it un ordre sur les plus grandes parties de H-qui soient contenues.
dans Q, on recommence le procédé avec chacune de ces parties en choisissant un

ordre sur les plus grandes parties qu'elles contiennent et ainsi de suite

| Jusqu'aux singletons qui respectent 1;ordre induit par ce procédé et gque nous
appelons ©. Cet ordre est connexe pour H ; en effet, soit h ¢ H et soit (w' ,w“)
les extrémités de h selon ©, tous les éléments compris entre w' et w" appartien-
nent par construction méme 3 des parties h ¢ H incluses dans h et n appart1en— ‘

nent qu'a celles-ci donc h est connexe se]on e.
ad
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4. VISUALISATION D'UNE PYRAMIDE . -

4.1. Notion de successeuwrs, prédecessewrs et niveau.

Etant donné une pyramide P, on dira que h ¢ P est successeur de h' ¢ P si
h < h' au sens strict et sauf si h' est un singleton ou si h = @ , s'il n'existe
pas h" différent de h et h' tel que h ¢ h" < h' au sens strict ; on dira aussi
que h' est prédecesseur de h. |

On sait que Q ¢ P, 1'ensemble des successeurs de @ forme un recouvrement
de Q puisque P contient les sing]etons 3 un tel recouvrement‘est appelé niveau
de la pyramide ; 1'ensemble des successeurs des paliers qui forment ce recou-
vrement forme un nduveau niveau qui est également un recouvrement ; bn peut
passer ainsi d'un niveau au suivant jusqu‘au hiveau‘formé uniquement de sin-
gletons puisque d'un niveau au suivant la taille des paliers va en Se réduisant.

4.2. fpé;quaine aspects d'une visualisation

Pour visualiser une pyramide il faut : ,

a) préciser comment les paliers s'imbriquent les uns dans les autres.

b) Construire un ordre sur les singletons qui soit compat1b1e avec Ta py-
ramide.’ 4 .

C) Indicer la pyramide, c'est & dire associer une hauteur a chaque palier.

d) Dire comment se fait la représentation graphique.

En 4.3) nous répondons & la premiére question en montrant que dans ‘une
‘ pyram1de chaque palier peut avoir jusqu'd deux prédécesseurs alors que dans
une hiérarchie chaque palier a au maximum un seul prédécesseur (voir figure 5).

En 4.4) nous donnons quelques résultats qui débouchent sur un algorithme
permettant (en utilisant uniquement les propriétés ensemblistes des pyramides)
de construire un ordre compatibTe avec une pyramide.

En 5) nous définissons la notion d'indicage d'une pyramide ; la notion de -
compatibilité entre un ordre et une pyramide s'exprime en terme de “"croisement" ;
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il en résulte un aTgorithme simple permettant d'obtenir un ordre sans croisement
(i.e. compatible) avec une pyramide indicée (voir 5.4.).

~ Enfin, en ce qui concerne la représentation graphique, on utilise les trojs
caractéristiques suivantes des pyramides ' '

i) deux paliers peuvent atre d'intefsection non vide.
ii). i1 existé au moins un ordre pour lequel chaque palier est connexe.
ii1) chaque pa]jer a au maximum deux ascendants.
. Chaque palier est représenté par un segment horizontal , i1 est relié a ses

ascendants par une ligne oblique ; chaque ligne oblique relie le milieu du seg-
ment associé & un palier & 1'extrémité du segment associé & son ou (ses) préde-

cesseur(s);

o

Pyramide - Hiérarchie
' Figure 5

4.3. Nombre maximum de prédécesseur d'un paliern d'une pyramide.

Deux paliers h et h' sont dits connexes s'il existe une suite de paliers
hys o hq telle que hy = h, hq =h'ethgonh. =P pour i=l,...,q-1. Une
partie connexe est un ensemble de paliers connexes entre eux : 1'ensemble des
Plus grandes parties connexes, appelées classes connexes associées & chague .

niveau forme une partition de @ (Darfois'rédUite d un seul élément si tous les
paliers du niveau sont connexes entre eux) ; en effet, la relation R :
h Rh'¢€{h et h' sont connexes} est réflexive, symétrique et transitive.
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Etant donné un ordre © compatible avec P ; un palier h est dit & "gauche"
(resp. & "droite") d'un palier h' si parmi les paliers qui contiennent Te plus
petit (resp. le plus grand) &lément de h' selon 0, h a unerjntersection de plus

grande taille avec h'.

Propositidh 2

Soient h et h' deux paliers d'uhe méme classe connexe si h est & gauche ,
(resp.'a droite) de h' alors h' est 1'unique élément & droite (resp. d gauche)de h.

Démonstration.

Tous les paliers de P sont connexes selon un ordre © compatible avec P.
Soient Wy et W, (resp. wi et wé) 1'81ément & gauche et a droite de h (resp. de.
h') selon © ; si h est & gauche de h' la seule configuration possible est celle
de la figure 6 ; en effet, W, ne peut étre & droite de Wé car alors h' serait
inclus dans h et ne pourrait étre successeur du niveau précédent ; si W, était
a gauche de wi T'intersection serait vide ; w, ne peut étre compris entre wi et
W, car alors h serait inclus dans h' et ne pourrait &tre & son tour successeur

.du niveau précédent.

hl

Vi ! >
[ [ ] ]
L L |
Wl. wioow, wé

¢ . 3

h
Figure 6

On peut maintenant voir facilement que h' eét 4 droite de h ; en effet,
"s'i] existait un palier h" contenant.wé et d'intersection plus grande que

hf n b avec'h, son plus petit élément w{ devrait étre supérieur ou égal i wi
car s'il était inférieur son plus grand élément devrait étre inférieur ou égal
a W, (par définition'de h qui est de plus grande intersection avec h') et donc
égal a Wy 3 h" serait donc inclus dans h et ne pourrait étre successeur du ni-
veau précédent ; h' est donc une partie de plus grande intersection avec h.
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IT reste @ montrer que c'est la seule ; en effet, s'il en existait une autre
h", son plus petit &lément devrait &tre Wi et son plus grand &1ément devrait
étre soit strictement plus petit soit strictement plus grand que w2 ; dans le
premier cas on aurait h".c h* strictement et h" ne pourrait étre un successeur
du niveau précédent dans le second cas c'est h' qui ne pourrait &tre un succes-

seur car on aurait h' < h". ~ 0
Proposition 3.
Chaque palier d'une pyramide a au maximum deux prédécesseurs.

- Démonstration.

Tout palier h de P a au moins un prédécesseur ; nous allons montrer que
le nombre .de prédécesseur est au maximum &gal & 2 et que h est identique a
leur intersection ; [soit hch' ah" ol h' et h" sdnt deux prédécesseurs de
h, h ne peut &tre strictement inclus dans h' n h" car par définition d'une
pyramide h' n h" ¢ P et h' n h" &tant successeur du niveau contenant h' et h"
on-aurait h < h' o h" < h' strictement, h ne pourrait étre successeur de h' ;
donc h = h' n h" si h" contient e plus grand élément w' (on peut faire un rai- -
sonnement analogue si c'est le plus petit) de h' au sens de O, h" est & droite
de h' ; en effet, s'il existait une intersection de h' str1ctement plus grande
que h' a h" contenant w' elle coritiendrait strictement h = h' n h" et h ne pour-
rait étre un successeur de h' et h" ; h' est donc & gauche de h" d'aprés la pro-
_position précédente qui prouve également qu'aucun autre palier ne peut contenir
Teur intersection h sinon i1 n'y aurait pas unicité du palier & gauche et & -
droite. I1 en résulte que les seuls prédécesseurs de h sont h' et h“ZJ

Une autre démonstration plus simple serait :
[Si 1e palier h est dans plus d'un palier prédécesseur, il est identique & leur

plus grande intersection sinon i1 serait inclus dans cette intersection et ne
pourrait étre un successeur (1'intersection est un successeur car elle appartient
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a P par définition d'une pyramide et elle n'appartient pas au niveau précédent
puisqu'elle est strictement incluse dans les pé]iers successeurs qui la créent);
~ la plus grande intersection est obtenue par deux‘pa]iers qu1 sont uniques d'aprés
la proposition précédente puisqu'ils. sont par définition & gauche et & droite

1'un de 1'autre.] 0

4.4. Comstruction d'un orndrne compatible avec une pyramide.

4.4.1. Une condition nécessaire et sugfisante pour qu’un ondre O 404t compa-

tible avec une pyrdmide P.

Avant d'énoncer un algorithme constructif, nous avons besoin du résultat
suivant

Proposition 4

~Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ordre O sur Q soit compa-
tible avec une pyramide P est que toute classe connexe C soit ordonnée selon une
suite unique hl - hq caractérisze par_]es 2 propriétés suivantes : pour tout
1=1,...,q‘:

A

Tiers de C, ceux aui sont de plus grande

a) hi-l Ft h1.+1 sont parmi les p
intersection avec hi'

b) h. n h est différent de h, et de hs,

i i+l 1°

.Démonstration

Soit C une classe connexe d'une pyramide P et sOit‘@ un ordre compatible
avec P ; soit Wy Te p]Us petit élément (au sens de @) de C ; le palier h1 de C
qui contient Wy € Q ne peut avoir de palier a gauche car alors wq ne serait plus
le plus petit él1ément de C : le palier h2 qui se trouve & droite de hl est uni-
que d'aprés la proposition 2 ; on peut définir ainsi d partir de h1 une suite
finie hi pour i=1,...,% telle que hi+1 est 1'unique élément qui se trouve a

droite de hi et hR est le palier qui contient w, ¢ Q le plus grand.élémeht de C.

g .
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Cette suite contient tous les paliers de C ; en effet, soit h5 un palier quel-
conque de C ; il existe certainement une suite de p§1ier h% qui relie h1 a hé
et satisfait & la condition h% n.h1!+1 2 ) sinon hé et h1 ne seraijent pas. con-
nexes ; parmi les paliers qui précédent hé dans cette suite, il en existe cer-
tainement au moins un qui contient w le plus petit élément de hp (dans le cas
-contraire si hé , ne contient pas wp, comme h5 1" hé = f, hp 1 doit contenir
le plus grand élément de hé et ne peut contenir d'éléments inférieurs a wp pour
rester connexe, il en est de méme pour hé ” puisque hé 2N hp 1 P et ainsi de’
suite, donc Wy ne pourraijt étre atte1nt), notons hh-l le palier a gauche de h&
(i1 existe certainement d'aprés ce qui précéde) ; en reprenant le méme raison-
nement on peut montrer que hé p @ un élément & gauche et ainsi de suite jusqu'-
au pa]1er h 'd'intersection non vide avec hl ; Si h1 n‘est pas & gauche de h'

on poursu1t la suite avec h' -1 qui est a gauche de h' h' -2 d& gauche de h' -1
etc... tant gue h1 n'‘est pas atteint (tous ces hj_q ont un élement a gauche
puisque leur intersection avec h1 n'est pas vide) ; par ce procédé, on atteint
certainement h1 car on finit par tomber sur le palier hk qui contient Wy et qui
ne peut étre strictement plus petit que h car il ne pourrait étre successeur du
niveau précédent, ni plus grand que h car alors c'est h1 qui ne pourrait étre
un successeur. On a ainsi défini une su1te hi = hl’ hk+1, ce s h qui relie h1

a hi avec hj+1 3 dro1te de h' pour j=k a j=i-1 ; comme chaque e]ement a droite

- est unique d'aprés la propos1t1on 2, les termes des u1tes h' et h sont identi-
ques & part1r de i=k pour la suite h‘ et pour la suite h : I] en resu]te fina-

Tement que h5 appartient bien a Ta su1te h

On voit enfin que Ta suite h, satisfait bien aux conditions a) et b) de
la proposition puisque h1._1 est @ gauche de hi et h1.+1 d droite.

Reste & montrer la condition suffisante ; autrement dit, que si les &lé-
_mehts de_foute-c1asse connexe d'une pyramide P, sont ordonnés selon une suite de
paliers connexes satisfaisant aux conditions a) et b) alors 0 est compatible
avec P. Ceci se démontre facilement ; en effet : soit h e P, il existe certai-
nement un niveau ol h apparait ; les classes connexes de ce niveau forment une
partition des paliers qui le composent donc h appartient a T'une de ces classes;
chaque classe connexe &tant formée d'une suite de paliers connexes selon @, il

en résulte que h est connexe pour 0.
[
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4.4.2. Un .algorithme constructif d'un ordre compatible avec une pyramide.

On part du palier @ ; 1'ensemble des successeurs de Q forme le premfer
niveaq de la pyramide. On note N1 ce niveau._On considére h un palier quel-
conque_de Nl‘ét on construit la suite unique (d'aprés Ta proposition 4) asso-
ciée & la classe cqnnexe de N1 qui contient h ; cette suite notée hl"‘hq est
facile & construire en utilisant les propriétés a) et b) de la proposition 4 :
- on part de h = hi’ on construit h. , et h. , pu1s hy_, et hy - etc..

On cho1s1t un ordre sur les éléments de cette classe ; on recommence le
procede -avec d'autres paliers du niveau N1 tant qu'ils ne sont pas tous atteints.
On choisit un ordre entre les classes connexes ainsi obtenues ; cet ordre est
arbitraihe pour le niveau N1 car si un ordre est compatible avec P, en ordonnant
autrement les parties connexes du niveau Nl’ on obtient un nouvel ordre qui reste
compatible avec P puisque tous les paliers restent connexes (cette propriété
n'est généralement pas vraie pour les niveaux suivants).

Ayant ainsi défini un ordre sur chaque classe connexe et entre ces parties,
on a un ordre 01 sur les paliers de N

On dit qu'un ordre © sur Q est cohérent avec 01.51
s i) chaque palier de N1 est connexe pour 0O
ii) si hi précéde hjse1on O1 alors tout élément de hi qui n'est pas
dans hj précéde tout élément de hj selon O.

Soit O(N ) 1'ensemble des ordres sur @ qui sont ”cohérents"'aveco1 ; a
1'étape 1 ¢cn ordonne les successeurs des paliers de N de facon a obkenir un
ordre 0.+l qui soit cohérent avec des ordres de o(Nj)‘, il suffit pour cela

S d! ordonner chaque classe connexe de N, comme précédemment et ces classes

i+l
entre elles de facon que le dernier palier de chaque classe connexe et le pre-
mier palier de la classe connexe qui suit selcn 0. +1 aient méme ascendant ;

. On obtient ainsi un ordre 0 +1 SuUr les paliers du niveau 4 +1 0 soit O(Ni+1)

1'ensemble des ordres sur Q coherents avec 0, , et appartenant & o(N, )

i+1
recommence le procédé jusqu'a parvenir au niveau N dont tous 1es pa11ers sont
des singletons ; @(NQ) n'est pas vide (et & forc1or1 aucun des O(N ) n'est vide)

car s'il l'étaft, il n'existerait pas d'ordre compatible avec P et_P ne serait
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pas une pyramide. Pour avoir un ordre compatible avec P il suffit d'en choisir

un quelconque dans Q(Nz) ; en effet, d'aprés la condition suffisante de la pro-
position 4 @ ¢ @(NZ) est compatible avec P puisque par construction toutes les

classes connexes de P sont ordonnées par © selon une suite de paliers connexes

selon 0 et caractérisée par les conditions a) et b) de cette proposition.

En 7.4. nous construisons la représentation visuelle d'une pyramide &
1'aide de 1'algorithme que nous venons de décrire.

En 6.5 nous verrons un a]gbritﬁmelrapide (utilisant la notion d'indicage)

pour donner un ordre compatible avec P.
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5. INDICAGE D'UNE PYRAMIDE -

5.1. Pyramides Aindicées

- Définition d'une pyramide indicée

.Une pyramide indicée est un couple (P,f) ol P est une pyramide et f une

application de P dans R* telle que :
1° f(h) = 0 si et seulement si h ne contient qu'un seul élément.

2° Pour tout h et h' dans P, h < h' (inC]uéion stricte) implique
f(h) < f(h'). |

-D&finition d'une pyramide indicée au sens large et au sens stricte.

. Une pyramide indicée est indicée au sens large si h < h' strictement et
f(h)A= f(h') impliquent 1'existence de h1 et h2 dans P différents de h :
h=h, nh,. (sih pouvait étre égal a hl'ou h2, la condition serait toujours

1 2
satisfaite avec h = h' n h).

. Une'pyramide indicée‘est indicée-au sens stricte si { heh! Stfictement
=> £(h) < f(h')}. -

. La quantité f(h) est appelée hauteur du palier h.

Exemples = {a,b,c,d} (voir figure 7)

O
1}

{{a}, {b}, {c}, {d}, {abc}, {bc}, {bcd} , }
f(Pl) = {O’ 03 09 Os 2> 13 2’ 3}

P1 est une pyramide indicée au sens strict.
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P, = {{a}, {b}, {c}, {d}, {abc}, {bc}, {bed), @)
F(Py)= {0, 0, 0,0, 1, 1, 2,31 voir ffgure 7.b

P2 est une pyramide indicée au sens 1argé puisque

hy = {bg:}}c‘h2 = {abc} ‘gt f(hl)_= f(hy).
Py =P v {ab} w

Py = {{ab, (b}, {c], (d), {abJ, {abc}, (be}, {bed), 0}
f(P3) = {D,-O,.O, 0,2, 2,1, 2, 3} voir figure 7.c

, P3 est une pyramide qui n'est ny indicée au sens large ni indicée au sens
strict car {ab} n'est pas 1'intersection de deux paliers dont 1'un est différent
de {ab}. |

”
1

| [
a b o d
Pyramide indicée au . Pyramide indicée au Pyramide indicée
sens strict , sens large
(a) ' - (b) , (c)
Figure 7

- Pyramide binaire

C'est une pyramide dont chaque palier, non réduit & un singleton est formé
de la réunion de deux paliers distincts. '
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- Remarquons qu'une pyramide peut étre indicée au sens large et étre
binaire (voir par exemple P2 dans 1'exemple precedent) et que toute pyram1de
peut étre rendue binaire.

Définition d'un indice de dissimilarite

"Un indice de dissimilarité est une application de O x Q > RrY qui satis-
fait aux deux propriétés suivantes : . '

1° s est symétrique : ¥Y(w,w') ¢ @ x Q s(w,w') = s(w',w)

2° s(w,w') =0 siwzw'.

5.2. Indices iyramidaux.

5.2.1. Deginition d'un indice pyramidal.

C'est un indice de dissimilarité qui vérifie en plus les deux conditions

suivantes :

1° s(w,w') =0 <= wzw'.

2° 11 existe un ordre 0 sur  tel que tout triplet w, w', w" avec w' com-
- pris entre w et w" selon 0 Ssatisfait-a 1'inégalité suivante :

S(w,w") = Max {s(w,w'), s(w',w")} " (inégalité pyramidale).

On voit donc (d'aprés 2.1) que tout ordre qui sat1sfa1t 1'inégalité

"pyramidale est compat1b1e avec S.

5.2.2. Proprilitis des indices pyramidaux.
On a Tes résultats suivants

Proposition 5

L'ensemble des u]trametr1ques est inclus dans 1'ensemble des indices

pyram1daux
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Démonstration

Une ultramétrique étant une distance, ja"premiérézcondition est satisfaite;
d'autre part on sait qu'une ultramétrique § &tant donnée on peut lui associer
des ordres @ tels que M(8,0) soit une matrice ultramétrique (et donc Robinson),
la 2°™® condition est donc satisfaite (voir 2) et (107, [12]).

Rappelons que ces ordres sont ceux qui sont sans croisement dans la visua-

lisation de la hiérarchie induite par §. 0

Proposition 6

Les conditions suivantes sont équivalentes si s est un ihdice pyramidal.
1) © est compatible avec s.
2) M(s,0) est Robinson

3) Tout couple d'éiéments (w,w') compris (ad sens large) selon @ entre

deux &léments W et W; est tel que s(wi,wj) 2 s(w,w').

it

Démonstration

1) = 2)

Nous savons (voir le §2) que si © est compatible avec un indice de dissimilarité
alors la matrice M(s,o) est Robinson. '

2) => 3)

Nous savons (voir le § 2) que si M(s,0) est Robinson alors M(s,0) est SDR ce qui
implique que s et o sont semi~compatibles d'od la condition 3).

3) = 1)

I1 suffit de prendre Wi = wouw' = W; pour retrouver la condition 1).
S 0
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6. CONSTRUCTION D'UNE PYRAMIDE.

6.1, Algonithme de classification ascendante pyramidale (CAP)

Par analogie a la classification ascendante hiérarchique, aprés avoir
choisi un indice d'agrégation (C'est.un indice de dissimilarité entre classes,
voir par exemple dans [ 871 une Tiste de choix possibles) on peut construire
un algorithme de classification ascendante de la facon suivante :

a) chaque élément de g est appelé “"groupe".

b) on agrége les 2 groupes les plus proches parmi les gkoupes qui n'ont
pas été agrégés 2 fois.

4 c) on recommence b) jusqu'a ce qu'un groupe qui contient Q soit formé.

Si 1'on ne veut pas produire des conf1gurat1ons du type indiqué figure g
et g ; 11 faut ajouter les conditions suivantes :

d) chaque fois qu'un groupe est formé on lui associe un ordre sur les 2
groupes qu'il réunit.

s

e) Deux groupes ne peuvent &tre réunis s'ils ne sont pas connexes.

f) Soient i et j les éléments extrémes de la partie connexe de Q associée
d un groupe h ; aucun groupe ne peut se connecter a un groupe inclus
dans h qui ne contient ni i ni j. '

Remarque :

~ La condition d) induit un ordre o sur les é&léments de Q ; 1a.condition e)
impliqué que tous les groupes formés par 1'algorithme sont formés d'une partie
connexe selon @ de @ ; la condition f) en s'ajoutant a e) permet d'éviter les
croisements au niveau de la représentation visuelle. | '
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Figure 8 : B : Figure 9
f = e ' e => f

On voit sur la figure 8 que la cond1t1on e) n'est pas satisfaite (h
h3 ne sont pas connexes & cause de h2) alors que la condition f) 1'est. Par
contre, sur la figure 9, on voit que la condition e) est satisfaite mais pas
la condition f) puisque h contfent h3 c h et h ne contient ni b ni e les

extrémités de la partie connexe associée a h2

- Les-étapes a) b) c) et les conditions d) e) f) définissent un algorithme
dit de “c]ass1f1cat1on ascendante pyramidale" (notée CAP) ; on a le résultat
suivant :

Proposition'7

L'algorithme de CAP construit une pyramide.

Démonstration

Soit P 1! ensemb]e des groupes construits par 1' a]gor1thme de CAP ; montrons
que P forme une pyramide.

- On voit d'abord que par construction méme les singletons et 1'ensemble des
individus o sont dans P.
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La'condition'd) construit un ordre © qui est compatible avec P d'aprés

la condition e).

IT reste donc a montrer que si h1 et h2 sont deux groupes construits par

- 1'algorithme tels que h1 n h? =z @ alors h1 n h? = h est dans P. Si h1 et hz'sont
d'intersection non vide, leur partie commune est formée d'un ensemble de groupes
notés £ < P ; soient Hl; cees Hn les plus grands groupes de E (ce sont des grou-

" pes qui ne sont strictement contenus dans aucun groupe de E) ; nous allons mon-
trer que ces groupes sont en fait identiques. '

Soient i et j les extrémités de 1'ordre O associé & h1 par 1'algorithme
(condition d)) ; les H, étant des groupes de h, qui sont dans h, doivent con-
_ ) 1 ? ,
tenir i.ou j (d'aprés la condition f). '

Si ]'uhe_des ektrémités (par exemple j) n'apparait dans aucun de ces groupes
tous les HQ contiennent i ; soit i’ 1fé1ément le plus éloigné de i selon 0 et
contenu dans 1'un de ces groupes ; il existe donc un groupe H ¢ {Hl,...,Hn} qui
contient i et i' ; d'aprés la condition e) ce groupe contient tous les é&léments
intermédiaires entre i et ' ; 11 contient donc tous Tes Hz puisque les éléments
des HQ ;ont par définition de i' compris entre i et_i' selon 1'ordre 01.'Comme

par définition, les H, ne sont strictement contenus dans aucun groupe de E, ils

Hsdoldh nh,=HeP.

oy o

sont tous identiques

1 2

Si les éléments i et j apparaissent dans la réunion des groupes HQ, il en
ﬁésu]te que hzvcontient (d'aprés la condition e)) tous les &léments compris
entre i et j selon 0 et donc que h1 c h2 ; d'ol dans ce cas aussi h1 n‘h2 e P

" puisque h1 n h2 = hl' .

6.2. AMgonithme des voisins réciprogues.

On peut définir, pour les pyramides, un algorithme de voisins réciprogques
analogue a celui qui est utilisé pour Tes hiérarchies (voir [20]) ; i1 suffit
de remplacer dans 1'algorithme CAP 1'étape b) par :
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b") on agrége les groupes qui sont voisins réciproques parmi les groupes
qui ne sont pas agrégés deux fois.

IT serait intéressant d'étudier les conditions nécessaires pour que la
pyramide ainsi obtenue soit la méme que ce]]e donnée par 1'algorithme de CAP ;
Ces conditions sont-elles les mémes que celles obtenues dans le cas des higrar-
chies (voir [20], [113]) ?

6.3. Utilisation d'une formule de néeurrence.

Pour construife une pyramide par l'a]gorﬁthme de CAP on peut utiliser tous
les indices d'agrégation classiques (voir [8 ]) et se servir de la formule de
récurrence générale de Lance-Williams-Jambu.

s(h, h1 u h ) = a; 8(h, hl) *a, §(h,h as a(hl,hz) + 3y f(h) +

2) *

+ag f(hl) +ag f(hz) + a7I6(h,h S(h,h

{
2) . 1)!
Dans le cas oG 1'indice d'agrégation choisi est celui du minimum ou du
maximum on obtient des propriétés. particuliéres qui sont énoncées en 8.
.

6.4. Epuration d'une pyramide.

Comme cela se fait pour Tes hiérarchies, 1'épuration porte d'abord sur
Tes paliers redondants donnés par 1'algorithme de construction pyramwda] (CAP
par exemple) .; on e11m1ne tous les pa11ers qui sont inutiles pour la représen-
tation visuelle de 1a pyramide ; autrement dit tous les paliers h ¢ P tels
qu'il existe h' ¢ P avec f(h) = f(h'),h' < h et qu'il n'existe pas h" ¢ P
différent de h tel que h' c h" (voir figure 10) ol f définit 1'indicage choisi
pour la pyramide (par exemple f(h) = 5(h1,h2) si h est formé de la réunion de
h-1 et h2). De cette fagon on aboutit toujours a -une pyramide indicée au sens
large. ’ '
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hll
h”
- h'
: - h _ ' —ih
AN AR
h' = hanh" h' < h f(h') = f(h)
=> h' n'est pas supprimé h' est supprimé.
Figure 10
Epuration

Une autre forme d'épuration qui n'existe pas pour les hiérarchies concerne
les "crétes" de la pyramide. Une aréte est le segment de droite qui relie un
palier aux plus petits paliers qui le contiennent (2 au maximum). '

En effet, une fois 1'épuration des paliers réalisée, on s'apercoit que
certains d'entre -eux sont reliés par une aréte, & plusieurs paTierquu'i1s
contiennent (par exemple, dans la figure 10 on voit que le palier h est relié
par 4 arétes notées a, b, ¢, d aux paliers hl’ h2, h3, h4) ; ces arétes servent
3 montrer 1'inclusion.d'un palier dans un autre (par exemple 1'aréte 2 sert a
montrér'l'inc1usion du palier h2 dans le palier h); les arétes “extrémes" (comme
1 et 4 dans la figure 11 ) sont indispensables mais certaines arétes "intérieures"
(comme 2 ou 3) deviennent inutiles si T'inclusion est monfrée par un palier inter-
. médiaire (1'aréte 3 peut &tre supprimée car elle est redondante avec 1'aréte 4
qui relie h3 a h par le palier intermédiaire h4).

"La régle générale de suppression est la suivante : étant donné un'palier
h, on supprime toutes les arétes "intérieures" qui relient plus d'une fois un
palier avec les paliers qu'il contient. '
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Dans 1'exemple de la figure 11, les arétes 1 et 4 qui sont extrémes doivent
étre conservées ; 1'aréte 3 doit étre supprimée et 1'aréte 2 qui n'est relié
qu'une fois au palier h doit &tre conservée.

Figure 11

6.5. Indicage d'une pyramide obtenue par L'algornithme de CAP ot con&t&uatﬁon
d'un ondne compatible.

Pour ne pas avoir d'inversion (i.e. un palier plus haut que le palier.qui
Te contient) dans Ta représentation visuelle de la pyramide obtenue par 1ﬁalgo~'
rithme de CAP, on peut toujours définir la hauteur de chaque palier de la facon
suivante : '

fi(h u h') = Max (s(h, h'), f(h), f(h')) o h u h' est 1'ascendant
de h et h', .

Cependant, la représentation visuelle d'une pyramide est plus facilement
interprétable si elle est indicee de facon a ce que la hauteur d'un palier
corresponde a la valeur prise par 1'indice d'agrégation pour les deux paliers
qui 1'ont formé. Autrement dit : fo(h) = JUI h,) si h est 1'ascendant de
h1 et h2' '

Avec un tel choix i1 peut apparaitre des inversions. Dans [9 ] nous avons
largement étudié ce qui se passe en Tiaison avec la formule de Lance et Williams.
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Ainsi la pyramide est indicée au sens large par fl mais pas toujours par

Nous verrons en 7) (proposition 8) que si 1'on associe a chaque couple
(wsw') € @ x @ la hauteur du plus bas pa]iek d'une pyramide P indicée au sens
large, on définit un indice pyramidal s(w,w') ; on montrera de plus (proposi-
tion 9) que si é est compatible avec s alors il est compatible avec P ; d'ol
1'intérét du paragraphe suivant car ayant obtenu les paliers d'une pyramide
- par 1'a1gdrithme de CAP et ayant définjt par>f1 ou f2 leur hauteur il est
nécessaire de connaitre un ordre sur les singletons qui soit compatible avec P.

6.6. Construction d'un ordrne © compatible avec un indice pyramidal s.

Connaissant un indice pyramidal s, on peut construire un ordre compatible
0, de la facon suivante : on part d'un élément quelconque w et on construit
successivement la suite obtenue en passant de 1'étape Wi"'wj a 1'etape suivante
en ajoutant 1'élément W, 3 gauche ou a droite suivant que c'est parmi les élé-
ments de  non encore placés, ce]uj qui est le plus proche de wi ou de wj 3 Si
1.,wj) S 7 Wy est a droite de Wj
et s(wQ,wj) z s(wi,wj) si W, . n'‘est pas unique on

peut toujours en choisir un qui satisfait & cette inégalité sinon il n'existe-

W, est unique on a nécessairement s(w ’Wi) > s(w

L
est a gauche de W, o3 ST w

rait pas d'ofdre o compatible avec s, ce qui serait contraire & la définition
d'un indice pyramidal. '
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7. EXISTENCE D'UNE BIJECTION ENTRE LES INDICES PYRAMIDAUX ET LES PYRAMIDES
INDICEES.

L'existence d'une telle bijection est un résultat important qui étend le
théoréme de bijection entre hiérarchies et ultramétriques (voir par exemple
[81) ]'énoncé de ce résultat est court mais sa démonstration est beaucoup

plus longue.

‘Proposition 8

I1 existe une bijection entre 1'ensemble des pyramides indicées au sens

Targe, et 1'ensemble des indices pyramidauy dS

Démonstration

Nous allons montrer qu'il existe une application ¢ de  dans ds et une
application y de § dans 1 puisque ¢ et Y sont inverses 1'une de 1'autre.

Constrdction d'une application ¢ de m .dans §
Soit ¢ : 1 —>.Stelle que
o((P,f)) = s avec s(k,2) = inf {f(h)/h e P,(k,2) ¢ h x h}
ou (P,f) est une pyramide notée P indicée au sens large par f.
Montrons ‘que s est une dissimilarité pyramidale.
$(2,k) = 0 <=> 2 = k 3 en effet £ = k => s(g,k) = 0 car s(&,2) = f(h)
‘avec h = {2} d'ot f(h) = 0 par définition de f ; s{2,k) =0 => 2 =k
puisque le plus bas des paliers contenant £ et k étant de hauteur nulle
ne peut ‘contenir qu'un seul &lément par définition de f.

s(,k) = s(k,2) car évidemment (k,2) ¢ h x h => (2,k) e (h x h)

Reste & démontrer que s satisfait 3 1° inégalité pyramidale ou autrement dit,

qu'il existe un ordre compatible avec s.
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Soit © un ordre compatible avéc_]a pyramide P ; nous allons montrer que
© est compatible avec s. Considérons un triplet quelconque i,j,%2 de Q tel que
J soit compris entre i et & selon © : le plus bas palier noté'h,,:2 qui contient
-1 et 2 contient i et j puisqu'il doit étre connexe, donc le plus bas palier

noté h.. qui contient i et j est au maximum a la hauteur de hig puisqge P est
indicé au sens large par f donc s(i,%) < s(i,j) ; on démontre de méme que
$(2,J) =< s(i,J), d'od finalement s(i,j) = Max s(i,%), s(2.j) . Donc © est
bien compatible avec s et s est bien un indice pyramidal.

Construction d'une applicationyde é; dans 1
Soit y : § — T telle que w(s) = (P,f) od

. P est T'ensemble des parties h de © qui satisfont & la condition :

Ja:h={xecQ/V¥ech s(x,y) <a} (1)
ou { hl_et h2 d"intersection non vide dans P tels que

h=hp,h=hyeths=h ah) (2)

. . Liensemble des parties h de Q qui satisfont & la condition (1) est noté
- P(a)-

. f est 1'application P >R
f(h) = Min {o/h ¢ P(a)}

Remarquons'que-P(a) est généralement un recouvrement et non une partition
| car la relation x R y <=> s(x,y) < a bien que réflexive et symétrique n'est pas
transitive ; remarquons aussi que 1'ensemble P' formé de tous les élémehts des
P(a) pour o quelconque dans R" est inclus et non nécessairement identique & P
car des intersections de classes de P"peuvent ne pas étre dané P' mais sont

dans P.
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En conséqUence P' n'est pas toujours une pyramide.
Exemple. Q= {a, b, c, d;}
P = {{a}, {b}, {c}, {d}, {abc}, {bc}, {bcd}, Q)
 f(P) = {0, 0,0,0, 1, 1, 2, 3] - (voir figure 12)

: :

3¢ —

2 | —i— 2
1 1 /
i a » b ¢ d
Figure 12

On voit que P' = P - {bc} puisque {bc} < {abc} ne satisfait pas a la
condition (1) qui est satisfaite par le palier {abc} : on remarque qué
{bc} = {abc} n {bcd} satisfait bien & la con&ition-(Z) et que plus générale-
‘ment toutes les intersections non vides d'é&léments de P sont dans P ; P qui
contient Q et les parties réduites a des sing]etoné est donc une pyramide ;

ce qui n'est pas le cas de P'.
IT faut montrer que (P,f) est une pyramide indicée.

- Montrons d'abord deux résultats qui nous serviront par la suite :

1° £(h) = Min {o/a ¢ R*, h ¢ P(a)} autrement dit : h e P(f(h)).

2° f(h)

Max {s(%,k)/(2,k) e h x h}
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Montrons le 1° :

Si h est réduit & un seul &lément, on a f(h) =0 et h e P(0) donc
h ¢ P(f(h)). Si h contient plus d'un Elément, soit o = inf {a/a « R ,heP(a)};
considérons une suite décroissante a, aozet soit 2 un élément extérieur a h
tel que s(2,J) = Min {s(82,1)/8 £ h, i e h,s(2,1) >ayl}, (pour tout & ¢ h, il
existe au moins un i ¢ h : s(2,1) > o sinon il serait dans h). Il existe N
suffisament grand tel que pour tout n > N on ait s(2,j) > Qs s(i,j) < o,
pour tout (i,J) € h x h ;. en passant & la limite on a donc s(2,j) > aert
¥(i,j) €« h x h s(i,j) < o, donc tous les éléments de h sont dans une classe
-de P(ao) et cette classe ne contient aucun élément qui n'est pas dans h ; donc
h ¢ P(ao) d'ol f(h) = Q-

Montrons le 2° :

Soit s(x,y) = Max {s(i,§)/(i,3) ¢ h x h} 5 si s(x,y) < ay, il existerait
o tel que s(xf,y') <a <o < s(2,y) ol 2 ¢ h est défini comme ci-dessus ; on
. aurait donc h ¢ P(a) et a, ne serait pas la plus petite valeur telle que

h e P(ao) ; donc s(x.,y) 2 a, 5 0navu ci-dessus que s(x,y) =< o, d'ol finale-

ment o = f(h) = s(x,y).
Montronslmaintenant qde le couple (P,f) définit bien une pyramide indicée.

P satisfait bien aux'quatre conditions qui définissent une pyramide :

1° Q ¢ P ; en effet, prenons o = MaX’{s(x;y)/(x,y) e O % Q} ; la partie

 ho={x e Q/¥y € Q s{X,y) < a} est par définition un élément de P et
elle est identique a Q.

2° YW e Q, {W} ¢ P ; en effet, soit h = {w}, on a h = {w/¥y ¢ h s(w,y) = 0}
puisque s(w,y) = 0 <=> w = y par définition de s. '

3 h)eP,hycPeth=h nh,=p implique h c P ; en effet, si
h = h1 n h2 satisfait a la condition (1) ou si h = h1 ou h = h2,
h est dans P ; dans le cas contraire h ¢ P d'aprés (2). '
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4° I1 existe un ordre 0 compatiblelavec P.

Soit O un ordre compatib]e avec s, nous allons montrer qu'il est compatible
avec P.

Soit h e P, i1 faut montrer que h est connexe selon 0 : autrementldit, que

si Wy et W sont les bornes de h selon © on a : i) tout élément w compris au sens
de O entre Wy et W, est dans h et 11) tout élément extérieur & 1'intervalle

[wl,wzj est hors de h.

i) Soit w e h tel que w, s w < w d'od d'aprés la proposition 6 Yw'e h on
a s(w,w') < s(wl,wz) = Max {S5(x,y)/(x,¥) € h x h} d'ou s(w,w') < f(h) ; or

h = {x ¢ Q/(wl,wz) e hx h, W' e h. s(ww') < f(h)}
d'oll w ¢ h.

ii) Siw ¢ [WI’WZ]’ w est soit & gauche de w1 soit & droite aé“w2’se10n 0;
-dans le premier cas on a : s{w, w2) >_s(_1,w2) = f(h) ; dans le second cas :
‘ s(w,wl) > s{w 1,w2) = f(h) donc dans tous les cas w n'appartient pas & h.
- Montrons maintenant que Ta pyramide est indicée au sens large ; autrement
d1t que f sat1sfa1t aux trois conditions de la def1n1t1on :

°® f(h) = 0 <=> {h est un singleton} ; en effet,
f(h) = 0 <=> min {a/h ¢ P(a)} = 0
<=> {h ¢ P(0)} <=> {¥y ¢ h s(x,y) = 0}
<> {Vy e h x =y} <=> {h ne contient qu'un seul &lément}.

2° (h,h') € P x P et hc h' strictement =» f(h) < f(h') ; en effet, soit
w' ¢ Q contenu dans Te complémentaire de h dans h' ; on a nécessaire-
ment s(w,w') = f(h') pour au moins un &lément w ¢ h sinon w' serait
dans h, d'autre part g(w, w') = f(h') = Max {s{2,k)/(%,k) € h x h}
puisque (w,W') ¢ h' x h' d'ol f(h) < s(w,w') < f(h') ; on a bien
1'inégalité chercheée. ‘
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'3° f(h) = f(h') et h c h' strictement imp1iquent 1'existence de h1 et h2
dans P tels que h = h1 n h2 et h 2 hl’ h = h2 car h n'étant pas iden-
tique au plus grand palier de hauteur f(h) ne peut satisfaire la con-
dition (1). ' |

. Les applications ¢ et ¢ sont inverses 1'une de 1'autre.

I1 faut démontrer que ¢ « P(s) = s puis yue y o ¢((P,f)) = (P,f); montrons

d'abord que ¢ < P(s) = s, autrement dit que si ¢((P,f)) =0 et y(s) = (P,f)
alors g = s ; soit h un palier de plus petite hauteur qui contient x et y, par
. définition de o, on sait que o(x,y) = f(h). ' ‘

Soit f(h) = o, on a s(x,y) 5va puisque par définition de y, h est formé

d'un ensemble d'éléments dont la distance est inférieure a f(h)=Min{a'/heP(a')};

d'autre part s(x,y) ne peut étre strictement inférieur a o car 1] exjsterait h'

contenant x et y, plus bas que f(h) ce qui est contraire & la définition de h {

d'ol s(x,y) = a = g(x,y), comme ce résultat pent &tre prouvé pour tout x ety
dans @ : on a donc bien.¢ ¢ P(s) = s. ‘ '

- Montrons maintenanf que ¥ o ¢((P,f)) = (P,f) : soit ¢((P,f)) =g et
w(g) = (P',f'), il s'agit de montrer que P = P' et f = f'.

¥

- L'identité entre P et P' se déduit de la suite d'équivalences suivantés :

a(i,3)} (1)

A

(a) 3“ ¢ P%“"%G(i,a‘) chxh:h=(xeQ /¥ e h g(x.y)

ou {3h' et h" dans P avec h' # h et h" = h : h =

n
=
2
=
7

—
~No
~—
—

o
~—

<=> h.e P'  (c)
Montrons que (a) => (b)

o((P,f)) = o et h « P impliquent 1'existence de i et j dans h tels que

¥(x,y) € h x h, o(x,y) < o(i,j) ; d'aprés la proposition 2, on peut choisir

i et j de facon qu'ils constituent les éléments extrémes de Ta partie connexe -
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4
associée a 3 h selon un -ordre O compatible avec o ; puisque o est pyramidale
on a bien o(i,J) 2 o(x,y) V¥x,y compris entre i et J selon 1'ordre 6 : si h
contient tous les &léments w de Q tels que ¥y ¢ h o(w,y) -< o(i,j) alors 1la
condition (1) est satisfaite ; sinon, soit w £ h tel que o(w,y) < o(i,J)
Yy €« h 5 si i se situe entre w et j au sens de 0 on a o(w,Jj) = o(i,j) puisque
o est pyramidale ; or par définition de w on a : o(w,j) < o(i,j) d'ou _
o(w,j) = o(i,j) (on fait bien sur le méme raisonnement si c'est j qui se situe ]
entre w et i) ; donc le palier h' de plus basse hauteur qui contient w et j
est & la méme hauteuf que h ; comme il contient w et j, i1 contient tous les
€léments intermédiarires, donc ceux compris entre i et j, donc h ; 11 en résul-
te que h c h' et que f(h) = f(h') ; par définition d'une hiérarchie indicée au
sens large, il existe donc h1 et h2 distincts dans P : h = h1 et h ='h1 n h2.

Montrons maintenant que (b) =» (a).

I faut montrer que si (1) ou (2) est satisfait alors h ¢ P.

Supposons (1) vrai ; soit h' un palier de P de plus basse hauteur qui
contient i et j (les 2 points les plus éloignés de h selon @) ; d' ou
f(h') =g(i,j) et hc h' ; h' ne contient que des é&léments de h car tout
élément w extérieur & h est tel qu‘il existe y ¢ h : g(w,y) > o(i,j) s1non
il serait dans h ; donc w et Yy ne peuvent étre simultanément dans h' pu1squn

f(hf) = ¢g(1,J) ; d'ol h' < h, donc h' = h qui prouve que h est bien un &lément
de P. Si (2) est vrai h est dans P par définition d'une pyram1de.

car par définition de P(q) on a :
h={xeq (i) ehxh:V ch o(x,y) < o(i,j)}
<=> h = {Xx ¢ Q/ ¥y ¢ h a(x,y) < a} si d = o(i,3)

(b) devient alors équivalent & (c) par définition de P'.
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Reste a montrerAque f = f' ; autrement dit, que f'(h) = f(h) Yh ¢ P ;
en effet, pour tout h dans P' = P on sait que
f'(h) = Min {o e P/h ¢ Bla) => f'(h) = o(i,])

ol o(i,j) = Max {o(2,k)/(2,k) € h x h} ; d'autre part o(i,j) est la hauteur
= P' qui cont1ent i et j ; comme i et j sont dans h
on a donc 0(1 J) = f(h) ; soient x et y les deux &léments de h les plus éloi-
gnés selon-T'ordre O : comme o est pyramidal on a o(x,y) = o(i,j) d'ol
o(i,j) = o(x,y) 3 montrons que o(x,y) = f(h) ; si on avait o(x,y) < f(h),'par.
définitions de o, il existerait h' b]us bas que h (i.e. f(h') < f(h)) tel que

o(x,y) = f(h‘) ; or he h' puisque (par définition de 6) h et h' contiennent
tous 1es e]ements compris entre x et y et que.h ne contient que ceux-ci ; d'ol

f(h) < ') i 11 en résulte que f(h) = f(h!) = o(x,y)=0(i,j), d'ol finalement
Yh e P f(h) = 0{i,§) = f'(h). | . '

)/
du plus bas palier de P
)

- 7.2. Exemple de conAtnucixon d'une pynam&de a parntin d'un indice pyramidal
4 R'aide de £'application .

L'indice pyramidal s est défini figure 13

[ c e
3 7 | a
2 51b
0 {2,5] 4| c
0|4 1id
1 01 e

Figure 13

Les pa]iers de la pyramide P sont définis a 1'aide de ¢ ; on range les
~valeurs du tableau de 1abfigure 13 par ordre décroissant et on associe & |
chaque'vaTeur o le palier h de P formé de 1'ensemble des éléments de @ qui
sont entre eux d une distance inférieure 3 o et dont les &léments les plus
&loignés sont une dissimilarité égale é f(h) = o. On obtient ainsi : '



-

a=7~—> h1 = Q.cér‘ f(hl) = s(a,e) =7
o=6-— h2 = {.a b c d} car f(.hz) = s(a,d) =6
a=5 — hy={bcdel car f(hy) = s(b,e) = 5
a=4 —>hy={cde} car f(h,) = s(c,e)

a =3 -— h5 = {abc} car f(hé) = s(a,c)

a = 35— h-6 = {c d}

a.=2—>h7 {bc}

A ces paliers, il faut ajouter le palier h8 = h3'n h2 = {b ¢ d} de hau-
teur f(hg) = s(b,d) = 4. |

Pour trouver un ordre o compatible avec P, on utilise 1'algorithme indiqué
en 4.4 (on aurait pu aussi appliquer 1'algorithme défini en 6.5).

Le premier niveau Nl est formé d'une seule classe connexe h1 h2 ; on‘a

ensuite :
N4_.>{a} {b} {c} {d} {c}.

On retrouve 1'ordre du téb]eau initial qui est généralement inconnu
(par exemple, dans le cas d'un indice pyramidé] induit par la pyramide indicée
obtenue par un algorithme de CAP).

Ayant ainsi obtenu 1! ordre 0 et les hauteurs de chaque pa11er on obtient
la visualisation pyramidale indiquée figure 14 :
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Figure 14

Nous verrons en 8.2 et 9.2 qu'il est également possibTe d'obtenir cette
pyramide avec 1'algorithme de CAP muni de 1'indice d'agrégation du maximum.

7.3. Croisements, ondies et pyramides.
D&finition

_ On dit qu'un ordre O donne Tieu & un croisement pour une pyramide P s'il
existe un palier de P qui n'est pas connexe selon 0.

I1 résulte facilement de cette définition, de la proposition 6 et des ré-
sultats obtenus au cours de la démonstration de la proposition 8, le résultat
suivant ol ¢(P) = s.
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Proposition 9

Les propriétés suivantes sont équivalentes
. © est sans croisement pour la pyramide P.
. 0 est compatibTe avec P.
. 0 est compatib]e'avec s.

. s est Robinson.
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8. OPTIMISATION D'UNE CLASSIFICATION PYRAMIDALE.

1. Quelques problemes d'optimisation.

Sachant qu'il y a équivalence entre une pyramide et un indice pyrémidal,
i1 est naturel de se poser le probléme du choix de la meilleure pyramide sous
la forme de la recherche de 1'indice pyram1da1 ayant la meilleure adéquation
avec la distance d donnée par 1' utilisateur ; autrement dit : “Optimiser
{A(d,s) S e S)oldest la distance donnée par 1'utilisateur, S 1'ensemble
des indices pyramidaux et A une mesure de 1'adéquation entre d et s ; dans
le cas ot § est réduit aux ultramétriques,différents auteurs ([ 51, [ 61, [14])
ont étudiés le critére : | B |

| | . . : :
d,s) = )P (W) (d(WyaWs) = S (Ws oWy
| A4 (dss) 1.Z’J,P(w1)p(wj)( (wysws) = s(wyawg))

Defays (1975) a étudié le critére suivant :

A (d,s) = I Ws) -
p(d:5) = I 10 05) = sl wo)l

I1 serait intéressant de reprendre ces études et en particu]ier celle de
Fichet (1980) (qui optimise le critére Ay avec des contraintes d'ordre) dans
le cas d'indices pyramidaux.

On peut remarquer que le probléme de 1'indice pyramidal le plus proche de
d peut se ramener a celui de la recherche de 1a matrice Robinson la plus proche

de la matrice de dissimilarité associée a d.

Hubert propose dans [18] et [19] plusieurs critéres mesurant 1'adéquation
entre une matrice Robinson et une matrice de dissimilarité et des algorithmes
permettant d'obtenir des solutions approchées.

Un probléme d' opt1m1sat1on classique en c]ass1f1cat1on h1erarch1que est
celui de 1' enveloppe supérieure des ultramétriques inférieures a un indice de
dissimilarité d. On montre que cette enveloppe est une ultramétrique (la “sous-
dominante"). Par contre 1'enveloppe inférieure des ultramétriques supérieures
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d d (Ta "sur-dominante") n'est pas nécessairement une u]tramétrique.
On démontre &galement que la hiérarchie du saut minimum (i.e. celle qui’
utilise 1 1nd1ce d'agrégation du saut minimum) est unique, ce qui n'est pas

toujours le cas de la hiérarchie du saut maximum.

Le paragraphe suivant est consacré a 1'étude des enveloppes supérieures
et inférieures 3 d dans le cas des indices pyramidaux.

8.2. Sous-dominante et swri-dominante pgramidale.

La sous-dominante pyramidale d'un indice de dissimilarité d est ‘1'enveloppe

super1eure de 1'ensemble des indices pyramidaux inférieurs 3 d s on la note %);
S étant 1'ensemble des indices pyramidaux, on a donc :

2

V(w,wf) e 0°,s sup {s(w,w')/s(w,w') < d(w,w'), s ¢ § }

t

O(Wswl)

sup {s/s < d, s e‘S’ }

ou encore SO

On définit de fagon analogue la sur-dominante notée s, et donc :

s, = inf {s/s = d, s;e'S@

Une pyramide notée PM1n est dite du "saut mihﬁmum" si elle est construite
par 1'algorithme de CAP muni de 1'indice d' agregat1on dit du "saut minimum py-
.ram1da1" : '

5Min( 1°1p) = Min {d(x.y)/x € hiay e hyux ety ¢ hyon hy)

et indicée par f(h) = (h sho) ol h est 1'ascendant de h, et hy-

Smin(hy

On note de méme P la pyramide dite du "saut maximum" constru1te avec

Max
1'indice du “"saut maximum pyramidal"
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GMax(hl’hZ) = Max {d(w,w')/w € hl’ W' e h2}

(= Max {d(w,W')/W & hy, W' e hy, wet w' ¢ hynhyl)

On note'¢(P,f) 1'indice induit par une pyramide P indicée au sens large

par f.

On note sM?n(P) 1'indice induit par une pyramide P indicée par

fMin(h)'="6Min(h1’h2) si h est 1'ascendant de h1 et h2 dan; P.

De méme SMax(P) est 1'indice induit par une pyramide P indicée par

Max<h) = GMax<h1’h2)'

.f‘
Nous allons démontrer 1‘ensemble des résultats suivants : (on utilise
V'application ¢ qui a été définie dans la proposition 8)

- Une pyramide P étant donnée 1'enveloppe supérieure de 1'ensemble des
indices pyramidaux s = ¢(P,f) quand f est un indicage de P qui varie de facon
que s reste inférieur a d est sy. -

Autrement dit : si ¢(P,f) < d alors ¢(P,f) < o (PFyin)) -

" - 0n a un résultat analogue avec 1'enveloppe supérieure :

¢’(Paf) 2 ¢’<P’fMax)
si (P.f) < d.

- L'enveloppe supérieure (resp. ﬁnférieure) de 1'ensemble des indices
pyramidaux inférieurs (resp. supérieurs) a d est d; ce n'est donc générale-

ment pas un indice pyramidal.

- La hiérarchie du saut minimum notée HMin (resp. du saut maximum notée

HMaX) est contenue dans la pyramide du saut minimum PMin (resp. du saut maxi-

mum.PMax).



- 48 -

L'ensemble de ces résultats peut étre résumé dans la proposition suivante
(ou rappelons-le, § est 1'ensemble des 1nd1ces pyramidaux et d un indice de
dissimilarité que]uonque) :

Proposition 10

IN

1) o(P.f) < d => ¢(P,F) < o(P,f

¢(P,f)

v

d => ¢(P,f)

v

¢(P,fMax) > d
2) sup{s e /s<dt=infisc§ /s=>d} =

=d ; si de plus

3) Si d est un indice pyramidal alors d)(PMaX Max)

PMin gst une pyramide indicég au sens strict alors ¢(P Min? fMin) =d.
‘Démonstratﬁoﬁ
1) 11 faut vérifier que ¢(P,f) <d =>l¢(P,f) s 9(Pfysp) < do
Montrons d'abord que Suin = ¢(P;fM1n) < d.

So1t P une pyramide indicée par fM1n et h un palier de P admettant deux
%uccesseurs h1 et h2 ; par définition de 1 1nd1gage de P on a V(wl,wz)ehlx h2
avec Wy et W, hors de h1 n h2 tos(w 1,w2) fM1n(h) ; en effet s'jl existait
un palier h' ne contenant que des é1éments de h1 —hl hl” h2 et h2 h2 - h1 n h2

h hz) (strictement supé-

M1n(h) M1n( 1’

rieure si h’ ne contient pas de couple QNl,WZ) € hi X hé :os(w l,w2) Mm(h1 h2)

€gale sinon ; si h' contient des &léments différents de hi et hé compris entre
wi et wz,f(h ) peut &tre inférieur & f(h) mais alors f(h' v h, ) < f(h) (avec
i=1 ou 2) par définition de s, et on ne peut avoir f(h' u h, )« f(h) car alors
1'ascendant de h serait h‘ U h et non h).1I1 en résulte que V(Wl,Wz)Ehi"hé

ona :

il serait & une hauteur supérieure 3

S(WpsWp) = Fyin(h) = Syip(hyshy)

Min {d(x,y)/x « hl,y € hZ,‘xAgt y £ h1 n h2} < d(wl,wz)
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d'od s = ¢(P,fMin)-s d. IR

Soit d'autre part w et w' :

dwsn') = Min {d(x,9)/ (x.¥) € hi x hs} = s (hohy).

_ Si s = ¢(P,f) = d, on a-V(wi,wé) € hi x hy s(wi,wé) < sMin(wl,w2)=d(w;w')
car sinon on aurait s(w,wf).é d(w,wﬂ) (puisque (w,wf) € hi x hé et que s ®st ‘
égal a f(h) pour tous les couples_qpi sont dan; hi X hé) ce qui est contraire
ad s < d. I] en résulte que s_s Smin et donc que ¢(P,f) < ¢(P’fMin)'

- L'implication ¢(P,f) = d => ¢(P,f) = ¢(P,fMaX) > d se démontre de fagon
~ tout & fait analogue. : '

2) 11 faut vérifier que
sup {s € §/s < d} = inf {s ¢ §/s = d} = d,.
Montrons d'abord que sup {s ¢ S/s < d} = d.

Soit s* = sup {s ¢ §/s < d}, il faut montrer que V(iw,w') € 2 x Q
s*(w,w') =:d(w,w'). o

Soit (w,w') un couple quelconque de @ x Q on peut toujours construire une
pyfamide~P munie dfun ordre compatible 0 = Wis ...; W, avec wy = w et W, = w'
et indicée par f de la facon suivante : la hauteur du plus haut palier
f(Q) = d(w,w'), la hauteur des autres paliers inférieure &
d(wi;wj) = Min {d(x,y)/(x,y) € © x Q} : i1 suffit poUr cela de construire le
plus bas palier h qui contient W et Woo1 a une hauteur f(h) < d(WZ’wn-l)'

La pyramide indicée au sens large (P,f) ainsi obtenue induit par¢un indice

s tel que s(w,w') = d(w,w') ; de plus par construction V(wg,wk) e 0 x Q avec
(wé,wk) = (wl,wz) on a : s{wy,w,) < d(wi,wj) < d(wz,wk) et's(wl,w2)= d(wl,wz)
d'ol s < d. ' : : '



- .50'-.

On a donc s*(w,w') = sup {s(w 1,w )/s €S, s <d} =d(w,w'). Comme on
peut faire le méme raisonnement pour tous Tes coup]es (w,w') de Q on a le
résultat.

Pour démontrer que s” =1inf {s ¢ S/s = d} = d, on utilise un raisonnement
analogue en choisissant cette fois-ci w et w' consécutifs selon 1° ordre 0;
1'indice f est construit de 1a fagon suivante : f(h) = d(w,w’ ) ou h est le
plus bas palier de la pyramide P et contient w et w' ; les autres paliers sont
situés & une hauteur supérieure i la plus grande d1stance notée d(w SWi) qui

J
sépare un couple que]conque d' e]ement de Q. L'indice s induit par ]a pyramide
indicée au sens large (P,f) est tel que s(w,w') = d{w,w') et V( 2,wk) € N xQ

avec (wz,wk) =z (w,Ww') on a s(wz,wk) 2 d(wi,wj) 2 d(wz,wk) d'ol finalement s > d
et.s(w;wf) = d(w,w") impliquent que s*(w,w')'= d(w,w') pour tous les couples

de Q.

3) 11 faut montrer gque ¢<PM1n’ M1n) = ¢(PMax’fMax> =d si d est indice
pyramidal. -

Nous avons vu en 6.4 qu apres épuration, 1'algorithme de la CAH donne une pyra-
mide indicée au sens 1arge donc s = ¢(P Min® fM1n) est un indice pyram1da1 si

Puip, est épuré. Pour montrer que s= d, i1 suffit de ver1f1er que y(d)= (Pusn > fain

puisque d'aprés la proposition 8 on aura ¢ o Y(d) =d = ¢(P Min’fMin)

Soit (P,f) = y(d) ; soient hy et h, deux paliers quelconques de P ayant
Te méme ascendant h ; nous allons montrer que f(h) = 5Max(h1’h2) ; en effet,
soit Te couple (Wi’wj) tel que d(w WisWs ) = Max {d(Xx,y)/(x,y) « hy xhy} 5 la
hauteur de h est &gale & d{w i’WJ) ; en effet, elle ne peut &tre inférieure
puisque nous savons que f(h) = Max {d(x,y)/(x,y) € h'x h} (page 34) ; elle
ne peut étre Supérieure sinon il existerait par définition de ¢y au niveau
= d(Wi,w-) une partie connexe contenant h1 et h2 a une hauteur - inférieure
a ce]le de h et donc h ne serait pas 1/ ascentdant de h1 et h2 D'ol finalement

f(h) = d(w.,ws:) = Max {d(x,y)/(x,y) « hy x hy} = Spax (N7:h5)
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Supposons que la pyramide P = y(d) soit indicée au sens strict ; on a
V(w,w') € hi x hé = (h1 - h1 n‘hz) X,(h2 - h1 n hZ)' f(h) = d(w,w') sinon

il existerait un palier h' contenant des &léments de h; et h, a une hauteur
inférieure & celle de h (si f(h') = f(h), h' contiendrait h par définition de
P = ¥(d)) 5 h' n hi donnerait un pé]ier a la méme hauteur que h1 et donc la
pyramide P ne serait pas indicée au sens strict. Or si V(w,w') ¢ hi x hé

f(h) = d(w,w') on a en particulier

f(h).% Min-{d(w,w')/W e hy W' e hy,w et w' £ hyn ho}
d'oll f(h) = §y;,(hqsh,).
Remarqgues :

. ¢(d) = (P,f) est certainement une pyramide indicée au sens strict si
toutes les distances d{w,w') Y(w,w') € @ x @ sont distinctes. '

. Nous donnons figure 15 un exemple d'indice pyramidal d qui n'induit

pas par y une pyramide du saut minimum puisque h4 = hi u h2 (avec h1={w1 Wy w3}

et h2={W3 W4 WS}) ?St tel que 4 = f(h4) 2 5M1.h(h1,h2) = d(WZ,W4) = 3

Wy o Wy Wy Wy '
Wy //6 1 2 4 S R
wzl 02 3 N I
W3 O 2 2"1» - - - bl
W4 0 14 ---
Wg _
! W) W3 Yg g
indice pyramidal d : (P,f) = y(d)

Figure 15 .
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. Remarquons enfin que HMin (1a hiérarchie du saut minimum) n'est pas
"nécessairement incluse dans PMin(une pyramide du saut minimum) ; en effet,

si 1'indice de dissimilarité est

(=)

on obtient la hiérarchie HMin

voit alors que le palier h =

M m e e e e ——————

CIN W o

O = o U 0
[= N T o ol 1)

et Ta pyramide PMin données figure 16 ; on

b, c, d appartient & HMin mais pas a PMin‘

31 3

2 5

ﬁ 2
14
a b c d
Hyin

' Figurevi6

. On peut montrer aussi que Hyayx (hi€rarchie du saut maximum) n'est pas

toujours contenue dans PMax(]a pyramide du saut maximum) ; cela se voit en
prenant par exemple les 4 sommets'd]un carré de cdtés de longueur égale a

1'unite.
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9. ‘HIERARCHIES ET PYRAMIDES.

9.1. Hidranchies et pyramides saturdes.

- Définition

Une hiérarchie ou une pyram1de est saturée quand le nombre de ses paliers

est max1mum

On donne figure 17 des exemples de hiérarchies et pyramides saturées ou
on. Il résulte de cette définition qu'une hiérarchie sur n objets est saturée
quand le nombre de ses paliers est égal & n-1 ; une pyramide est saturée quand
le nombre de pa11ers est égal au nombre max1mum de distances différentes entre
obJets, c'est a dire Qi——-l IT y a donc 2 fois plus de paliers dans une py-
ramide saturée que dans une hiérarchies saturée ; ainsi pour n = 200 il y a

100 fois p]us de paliers dans la pyramide saturée et 1'utilisateur aura du
mal & 1nterpreter une pyramide a ZQQ_%_}QQ_ = 19.900 paliers ! Afin d'éviter

cette difficulté on est conduit & se ramener & des pyramides non saturées.

a b ¢ d e a b c d e a b ¢ d e a b ¢ d e
Hiérarchie Hiérarchie Pyramide ‘ Pyramide
non saturée saturée non saturée saturée

Figure 17
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9.2. Construction de pyramides non saturées.

- On peut imaginer deux stratégies : i) partir d'une hiérarchie pour 1'enri-
chir par des paliers qui la rende pyramidale sans créer d'inversions (i.e. un
palier ne doit pas étre plus haut qu'un palier qui Te contient) ; ii) partir
d'une pyramide saturée et supprimer des paliers inutiles parce que trop voi-
Sins voyons comment procéder dans ces deux cas.

i) "Pyramidisation" d'une hiérarchie :

Elle peut se faire en trois étapes : 1) on construit une hiérarchie 3
1'aide d'un indice d'agrégation § : 2) on choisit un ordre @ sans croisement
(voir en 7.3 la définition de cette notion) pour cette hiérarchie ; 3) on con-
sidére toutes les classes consecut1ves selon © ; en commencant par 1es plus
basses, on les réunit pour former un nouveau palier chaque fois que sa hau-
teur est inférieure 3 la hauteur du plus bas palier qui le contient ; si les
paliers ainsi obtenus sont tfop nombreux on utilise la stratégie ii).

Exemple

Considérons la matrice de dissimilarité de la figure 18.

Figure 18 Figure 19 . .Figure 20

_ Py T
M1 Y2 W3y 4t - - . ‘, ad. L h
0 1.3 34 - - — b - | 34 - -,,h3
0 2 2 2
0 14 - -, [ 1 h
P N
o e
wl w2 w3 w1 w2 w W4
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'Si on choisit la distance du maximum, on obtient la hiérarchie de la
figure 19. La pyramidisation de cette hiérarchie donne la pyramide de la
figure 20. La pyramide ainsi obtenue contieht deux'paliers de plus que la
hiérarchie : Tes paliers h2 et h3 qui peuvent successivement apparaitre
puisque'leur.hauteur est plus basse que celle du plus bas palier qui les

 contient : h
4 .

i) Hiérachisation d'une pyramide.

Une pyram1de {construite par 1' a]gor1thme de CAP, par exemple) induit
un'1nd1ce pyramidal s et donc une matrice de dissimilarité M(s,0) ou © est
un ordre associé d s. En utilisant s on peut rendre chague triangle i j k
isocéle avec la base plus petite que les cHtés en utilisant un nouvel in-
dice de dissimilarité s' tel que

s'(w{,wk) = Max(s(wi,wj),_s(wj,wk))

si S(Wi’wk) n'est pas le plus petit coté du triangle W, wj Wy (au Tieu de
Max, on pourrait prendre le Min). Ainsi on transforme le triangle Wy Wy Wa
défini par la matrice de dissimilarité de la figure 18 de la fagon suivan-
te s(wl,wz) =1->s (wl’WZ) =1 _s(wz,w3) =25 (wz,w3) = 3 et

s(wl,w3) =3 -+5 (wl,w3) = 3. :

Chaque fois qu 'un triangle est rendu 1soce1e, on’ rapproche la pyramide
d'une hiérarchie ; i la limite quand Tes C §TTE—§TT fr1ang1es sont ren-
dus isocéles avec la base plus petite que 1es cHtés 1'indice s' est une ul-
tramétrique. Pratiquement on peut utiliser 1'algorithme suivant :

- - Algorithme de Hiérarchisation d'une Pyramide. (HDP)

(:/Comparer toutes les valeurs consécutives sur 1es lignes et les colonnes
de la matrice M(s,p) et retenir le couple de valeurs dont 1'écart est m1n1mum

(:}Remp1acer ces deux valeurs par une valeur un1que (1a plus petite m, la

plus grande M, ou toute valeur comprise-entre m et M, ; M par exemple), on
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obtient ainsi un nouvel indice de dissimilarité noté s'.

@Recommencer en@en rem‘p]agant‘s_ par s tant que le pourcentage p de
saturation de la pyramide définit par 1'utilisateur n'est pas atteint.

Le nombre de valeurs distinctes contenues dans la matrice M(s,0) peut
&tre généralement confondu avec le nombre de paliers de la pyramide. (Ce
n'‘est pas vrai pour 1'indice de prox1m1te du minimum mais c est vrai pour
celui du maximum et la plupart des autres).

. Le pourcentage p peut donc &tre def1n1 de la fagon suivante : s'ily
n{n - 1)
2

a valeurs d1st1nctes, la pyramide est saturee a 100% ; s'il yena x

Ta pyramide est saturée d p = ﬁ?g ﬁ)% ; remarquons qu' 'une hiérarchie est
alors une pyramide saturée a 200nn1§ 200 %. Le choix de p par 1' ut1-

11sateur Tui permet de def1n1r le "taux de saturat1on" désiré de la pyramide
(compr1s entre ZOO/n et 100 s'il desyre obtenir une pyramide qui ne soit pas
réduite a une hiérarchie).

Proposition 11.
A chadue étape de 1'algorithme HDP le nouvel indice créé s' est un indice
pyramidal et le nouveau triangle formé est isocéle avec la base p]us petite que

les cotés.

Démonstration.

Remarquons d'abord que les longueurs des cotés de tout triangle sont des
yaleurs de la matrice M(s,p) qui se trouvent deux & deux sur la méme Tigne ou
la méme colonne (T'une d'elle se trouve .nécessairement & 1° intersection de
cette Tigne et de cette co]onne) d' autre part, comme M(s,o) est Robinson, les
-lignes et les colonnes sont croissantes a partir de Ta diagonale principale
dans la matrice triangulaire Supérieure ; on est ainsi assuré qu'en remplacant
2 valeurs : m et M consécutives (sur une méme ligne ou une méme colonne) par
une valeur comprise ehtre m et M; la nouvelle matrice M(s',0) reste Robinson
et donc que s' ‘est pyramidale.
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Chaque fois que 1'on réalise une nouvelle égalité dans la matrice M(s,0),
on crée un nouveau triangle isocéle avec la base plus petite (au sens large)
que les cotés ; en effet, deux valeurs™ consécutives 543 54441 sur une ligne

(resp. S4j Si41j Sur une colonne) caractérise un triangle (i,j}j+1) (resp.
(i,i+1,j)) dont Te troisiéme coté (j,j+1) (resp. (i,i+l)) est de longueur
S5+l S Sij+l (resp. Siipl S sij)‘puisque dans la matrice triangulaire supé-
rieure i < i+l < j les colonnes (resp. les lignes) sont croissantes & partir

de la diagonale principale. D'autre part s resp. s

| ji+1 = Sig ¢ §i41 S Siej)
puisque ;5 et Sy54 i et Si+ij) 5qnt les 2 valeurs (consécutives et
méme non consécutives puisque M(s,0) est Robinson) les plus proches par cons-
truction méme de 1'algorithme. Finalement, Te plus pétit coté du triangle
(1,3,3+1) (resb.(i,i+1,j) est (j,j+1) (resp.(i,i+l)); i1 en ressort que 1'éga-
lisation effectuée donne aux deux plus grands cotés du triangle (i,J,j+1)

(resp.(i,i+1,J) une méme valeur supérieure au plus petit c6té on obtient donc

(resp. s

“bien un triangle isocéle avec la base plus petite.
‘ _ _ 0

Remarque : Chaque fois que 1'on crée une nouvelle égalité on n'augmente pas

nécessairement le nombre de triangles isocéles en raison des'triangles équi-
latéraux.

- Exemple 3

On part de la pyramide saturée donnée figure 21 et de la matrice Robinson
qui lui est associée. ‘ ‘

a o o w
o
QO NN o0
(s N S AN =

Figure 21

On note pour simplifier s;: =
* P P “ij = s(wyswy)
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L ega11sat1on la plus avantageuse est- obtenue dans le tr1angle bcd

pu1sque s(d,b) - s(d c) = 1 est le plus petit écart. On obtient ainsi voir

figure 22 une nouvelle pyram1de ol Tes paliers (b c d) et (c d) sont réunis

en un seul

-palier b ¢ d devient inutile et est supprimée.

LA

Figure 22

Q0 o o

o

d la hauteur 4.5 ; on remarque alors que 1'aréte qui relie ¢ au

b ¢ d

1 4 7

0 2 45
0 45

0

9.3. Une n&gle générale pounr £a Auppﬂ@béLOn d'anétes inutiles dans une

pyramide. .

Quand des égalités apparaissent de fagon consécutive dans une matr1ce de

dissimilarite pyramidale (i.e. une matrice Rob1nson) que 1'on désire représen-

ter par une pyramide, i1 apparait dans cette pyramide des arétes inutiles ; la

régle de suppress1on générale est décrite par les trois schémas de la figure 23.

S.. = s.. . - .
13 S1J+1 SiJ — S1J+1'

»/T, | ’l‘ | T n

-1~ Si-1j41 Si-13 7 Si-15+1

(a) | “(b)

Figure 23

Sij T Sij+1

:F_ !

i-1j —£> Sq-1541

(c)

ol la fléche barrée indique 1'aréte 3 supprimer 3 ainsi, dans le schéma (a) ol

S..
1J

= 51J+1 il faut suppr1mer 1'aréte qui relie le plus bas palier noté h -1j
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~ contenant wi_q et W; al plus bas palier contenant w, et Wy 3 de méme dans
~le cas (p) 00 S; 1541 = Sij+

1° c'est 1'aréte qui relie le palier h'-1j+1 au
palier hid*l qu'il fagt supprimer, ‘

i

Ehfin, dans le cas (c) on supprime 1'une des deux arétes qui relijent

he ;s @hsseth, . ah

-1 © iJ 15 2 Mi-15+1

Exemple

L'indice pyramidal et la pyramide associée sont données figure 24

¢
b ¢ d e 4
1.2 2 4_ a 3
0 1 2 ' 4 b
0 1 4 o 2
0 2 d
| 0 e 1

Figure 24

B

Aprés suppression des arétes inutiles, on obtient la pyramide de la figure 25.

/p
on sUppfime les arétes | 4
reliant
e @ hyg T
Ppg @ Mpe 2 r
hcd 8 hce 1+

Figure 25
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Remarque : Un indice pyramidal s étant donné, 1'algorithme de CAP du lien
maximum. permet de construire la pyramide qui induit (par ¢) justement cet
indice pyram1da1 (voir en 8.2, la proposition 10) ; i1 en résulte que dans
le cas ol s est u]trametmque, en appliquant la régle de suppressmn, la
r‘epresentatmn V1sueHe de la pyramide est une h1erarch1e
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10. DIVERSES REPRESENTATIONS D'UN INDICE PYRAMIDAL. .

10.1. Tndices pyramidiux et distances :

On sait qu'il est toujours possib?e d'associer & tout indice de dissimi-
larité une distance respectant le méme ordre sur les couples (voir par exem- -
ple [ 87, chap. 1 ) ; un indice pyramidal étant un indice de dissimilarité

" particulier, on a le résultat suivant :

Proposition 12

A tout indice pyramidal on peut associer une distance qui satisfait au
méme ordre sur les couples.

10.2. Représentation de 2n-3 distanées exdctes, sespectant Le méme ordre
qu'un Lndice pyramidal. '

Soit Wy ... Wooun ordre 0 sur Q. compatible avec un indice pyramidal s, et
soit d une distance associée satisfaisant au méme ordre sur les couples que s;
on peut toujours associer a Wy Tes sommets W, et w3'en les représentant dans
~le plan de facon & respecter exactement les distances d(wl,wz) et d(wl,w3). De
méme & W on peut_assocfer les distances exactes d(wi,wﬁ+1) et d(wi’wi+2) ; ayant
. représenté dans le plansuccessivement]estriangTesuq Wp W3s Wp W3 Wp... Wp o Wp g Wn
on s'apercoit que 1'on a respecté de facon exacte 2n-3 distances (a chaque
élément on peut associer 2 distances exactes sauf & 1'avant dernier (1 seul)
et au dernier (aucun)). On trouvera plus de détails concernant cet algorithme
© dans [22]. |

Remarquons gue les hauteurs des pa]iers.d'une pyramide saturée permettent
de respecter Qiﬂgl—l) dissimilarités pyramidales.

10.3. Représentation polygonale.

Nous avons montré en 5.2 (Proposition 6) que si s est un indice pyrami-
dal et © un ordre compatible avec s alors tout couple d'éléments (w,w') compris
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(au sens large) selon @ entre W et wJ est tel que s(w i’WJ) 2 s(w,w'). I1 en
résulte que tous.les polygones dont 1'ordre des sommets sur le périmétre res-

pecte p ont 1eurs d1agona1es de Tongueur supérieure aux cotés et diagonales
1ntermed1a1res (1 e. aux cOtés et diagonales qui réunissent des sommets com-
pris selon © entre ceux qui sont sous-tendus par la diagonale).

Exemple
{wl,wz,w3,w4,w5,w6} : 0 est 1'ordre Wy Wy Wy W, Wg W

On suppose que 1es'wi sont des points du plan répartis selon 1a figure 26.

Figure 26

. )
La diagonale Wy We @ une Tongueur supérieure aux cotes intermédiaires : W3 Wy,
w4 5> Wp W et aux d1agona1es intermédiaires Wg Wgs We wy.

On peut toujours représenter de fagon exacte les longueurs de n-1 cotes
du polygone et on ne peut généralement pas respecter les Tongueurs de plus de
n-2 diagonales. |

10.4. Représentation par des "arbries Cpais" ou "guinlandes'.

Nous savons que 1'on peut associer la not1on d' abre de 1ongueur minimum
da celle de hiérarchie du saut minimum (voir [ 8] chap1tre 2§2) ; i1 est
donc naturel de chercher d représenter sous forme d'un graphe une pyram1de
du saut minimum. '
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. On appelle "guirlande" uﬁ ensemble de'p61ygones "connexes" et sans "cycles";
"connexe" signifie que deux polygones quelconques peuvent &étre reliés par une
suite (appe1ée “chaine") de polygones ayant ‘successivement un coté commun et un
seu1~i un “cycle" est une chaine de polygones dont le premier et le dernier élé-
ment sont identiques. Si tous les polygones sont de méme type on dit que la guir-
lande est de ce type; On obtient ainsi des guirlandes triangulaires, quadrilate-
res etc... voir figure 27.

RVAVAN A 7=

Guirlande triangulaire . Guirlande quadrilatére

Figure 27
Une guirlande triangulaire est obtenue en utilisant les deux premiers ni-
~veaux d'une pyramide P ; si © défini par la suite Wy eel Wy est un ordre compa-
tible avec P, la guirlande triangulaire induite est une "chaine de triangles"
définie par la suite de triangles suivants : ' ‘

M1 Wp W3» Mg Wy Wgs e Wy3 Wyp Woi1o Wi Wnel Mne o
Les “"greffes" voir figure 27,peuvent &tre obtenues du fait que la pyramide
est sépakée en plusieurs parties connexes ; le premier sommet d'une partie con-
nexe pouvant &tre plus proche (au'sens de 1'indice de dissimilarité initial)
des sommets d'une aréte qui n'est pas nécessairement la derniére aréte de la
partie connexe qui précéde.




- 64 -

En utilisant en 10.1 et 10.2 on peut remplacer 1'indice de dissimilarité
par une distance euclidienne ; i est alors possible de représenter dans le
plan la guirlande triangulaire en respectant de facon exacte les longueurs des
2n-3 cOtés des triangles.

On peut obtenir de méme une guirlande quadrilatére en utilisant 1'ordre e
induit par P ; on définit ainsi la suite de quadrilatéres (qui satisfont &
1a propriété indiquée en 10.3) suivante :

M1 Mg W3 Mo Wy Mg Wg Mg s W g W g M g W s W oW o W Yin
(i1 peut se produire que Te dernier quadrilatére soit en fait réduit & un
triangle). Les greffes s'obtiennent de fagon analogue en cas des guirlandes

triangulaires.

Le nombre de distances exactes dans le cas d'une guirlande de quadrila-
téres est de 1'ordre de 4 + Lﬂ~é}£i X 3 = é%n - 3 ; si les longueurs des dia-

gonales sont respectées i1 est de 1'ordre de %? -4,

Il serait intéressant d'étendre la théorie des arbres de Tongueurs mini-
mum concernant leur lien avec les hiérarchies (voir [81) & 1'étude de guir-
landes de Tongueur minimum et de leur lien avec les pyramides.

10.5. Représentation d'un indice pyramidal par une courbe.
‘ Nous avons vu en 10.3 que 1'on peut associer a un indice pyramidal s un .
polygone P particulier puisque chacune de ses diagonales W Wj est de taille
Supérieure aux diagonales et cdtés qui relient des sommets compris entre w,
et wj selon un ordre e'associé is ; d'o0 1'idée de chercher 3 donner une
représentation visuelle approchée de ce polygone, sous forme d'une courbe

plane.

Le probléme général peut s'énoncer sous la forme suivante :
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Trouver une courbe C du plan (voir figure 28), représentée par une ap-

plication f :
D(F(w;), F(W:)) = s(wss ws)

ot f(wi) =2z; = (Xi, yi) est un point du plan associé & 1'individu W, € Q3
f est une application de RP dans mz qui dépend'de_m coefficients (f peut étre
polynomiale par exemple) ;s est1'indice dedissimilarité donné ; D est une dis-

tance & choisir (euclidienne, Ll’ cen)

Y

xN

Figure 28
o ;
Comme s est connu et card Q = n, on a un systéme non-linéaire de Qiﬂ%ll
équations & 2n + m inconnues & résoudre (car il faut trouver les 2n éléments
(xi; y{) et les m coefficients qui définissent f).

IT y a donc plus d'équations que d'inconnues, on se raméne donc & résou-
dre le probléme d'optimisation non linéaire suivant :

) - F(w, wj,a))z/a e R™M}

Min{ 1 (s(wi,wJ

LEN

ol F(wi,wj,a)= D(f(wi),f(wj)) et a représente les m coefficients dont f dépend.

On peut simplifier le probléme en chérchant.la cburbe plane C représentant'

‘1'application f :
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(1) IR - Fxp ] = sCnpng) Ve e n

ol f est une application R+R, les X; représentant les individus Wi € Q. (voir
figure 29) ; ils sont ordonnés 3 intervalies egaux sur 1'axe des abcisses en
- respectant un ordre 0 compatible avec s. Si f est une application dépendant de
m paramétres (polynome de degré m-1, par exemple) avec m < Eiﬂ%ll on cherche
d'abord les Y5 =~f(xi) qui satisfont au mieux Ta relation (1) ; f est ensuite

calculé par interpollation.

<V

Figure 29

Dans le cas ol 1'on dispose de plusieurs tableaux de données que 1'on
désire comparer, on peut utiliser les courbes C mais cela pose le probléme
intéressant d'un ordre "consensus"* compatible avec plusieurs dissimilarités

pyramidales.

FIN

* Pour plus de précision concernant la notion de consensus, ‘le lecteur pourra

se reporter 3 [10].
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CONCLUSION

~ En approfondissant les liens existants entre ordres et ultramétriques on
a débouché sur une théorie qui généralise celle des hiérarchies et permet de
représenter de fagon'visue11e des classes recouVrantes ; les pyramides indui-
sent des ordres sur les individus en nombre plus restreints que les hiérarchies
(2 pour une pyramide binairevsaturée, 2n—1 pour une hiérarchie binaire). Pour
construire une pyramide on peut utiliser un algorithme de CAP qui induit un
ordre sur Q : on peut aussi chercher 1'indice pyramidal-s le plus proche de
1'indice de dissimilarité d et en déduire la pyramide de. la CAP avec 1'indice
d'agrégation du maximum (qui induit justement cet indice s} ; on peut enfin

“pyramidiser" une hiérarchie.

La difficulte due au risque d'un trop grahd nombre de pa]iérs'dans la
pyramide est levée grdce a la possibilité de hiérarchisation et a la propo-
sition .11 qui permet & 1'utilisateur de préciser le taux de saturation dési-
ré. En "pyramidisaht“ une hiérarchie on peut aussi obtenir un nombre raison-

nable de paliers dans la pyramide associée.

De nombreuses directions de recherche restent ouvertes : étude des struc-
tures pyramidales dans le cas oG 1'existence d'un ordre compatible n'est pas
imposé ; 1'étude du probléme des inversions dans le cas des pyramides et’ ses
conséquences en "inférence pyramidale" devrait déboucher sur des indices
d'agrégation plus souples et plus précis que ceux obtenus en inférence hiérar-
chiquet I1 seréit intéressant de vérifier que les conditions nécessaires pour
| obtenir une pyramide sans déformation en utilisant 1'a1gorithme accéléré des
" voisins réciproques sont les mémes que dans le cas hiérarchique . Il y a aussi
_ beaucoup a faire pour la recherche d'une pyramide optimale au sens d'un critére
, donné‘(i,e. chercher 1'indice pyramidal le plus “proche" d'un indice de dissi-

milarité donné).

Les liens avec 1'analyse factorielle sont & approfondir : on peut bien sir
représenter les classes empiétantes  (obtenues en coupant une pyramide & un niveau
"significatif")sur le plan d'une analyse factorielle ; mais on peut aussi poser
1e probléme suivant : Te ler axe d'une analyse factorielle induit un indice
pyramida],.un ordre compatible étant défini par la position des projections des

individus sur cet axe et 1'indice pyramidal par la distance deux & deux de ces
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projections. Quel est le degré de proximité de cet indice avec la dissimilarits

initiale ?

Les arbres épais et les guirlandes posent é&galement de nombreux problémes
ouverts : comment obtenir une guirlande de Tongueur minimale ? Comment la repré-
sénter ? Peut-on étendre & ce cas les algorithmes de Prim et Kruskal ? Ayant
Plusieurs tableaux de données caractéristiques du méme ensemble d'individus,
nous avons vu que par 1'intermédiaire d'indices pyramidaux on peut leur asso-
cier une courbe du plan ; mais cela poée tout unautre champ de recherche : celui

-

des consensus entre pyramides, etc...

_ Prolongement naturel de mes Fravauk sun Les ordres ot wlthamétriques (voin
(707 e£€ [12]), Le zableau ! qui contient L'idée de base de ce thavail g constitud
Le dennien tansparent que §'ai présents pour La premire fois Lons de ma con-
ference devant L' auditoine international réund par Les professeuns J.Geoﬁﬁnoy
¢t M. Tenenhaus du petit séminaine qu'.ils ont onganiss a £'1SUp (juillet §3), ot
qui a préeide Les journdes internationales de classigication automatique et de
Psychomitnie & Jouy en Josas.

- En ce qui concerne £'avenin, P. Bentrhand qud a eu La gentillesse de neline
cet anticle Lons de sa n@daction définitive (em permettant ainsi d’ epargnen au
Lecteun un nombre appﬁéc&abﬁe de coquilles !) va pownsuivie ce thavail dans Le
cadre d'une these de 3° cycke ; sur Le plan théorique, {8 va entre autres dtudiern
Les pyramides plus générales qui ne satisfont pas nécessairement & La condition ‘
d'ondre (4° condition de La deginition d'une pyramide) ; sur Le plan pratique il
va réalisen un pnOQAammé’génénaﬂ permettant d'obtenin une neprésentation visuelle,
plus ou moins pyramidal ou hiéna&chique,éuivantvﬂe taux de saturation desire pat
L' utilisatown,
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ANNEXE
Quelgues propriétés concernant les différents types de cbmpatibi]ité.

Dans [12] on démontre entre autres que si § est une ultramétrique, il
existe toujours un ordre (non unique) tel que § et © soient faiblement com-
patibles ; cet ordre est sans croisement (voir figure30) pour la hiérarchie
induite par 1'ultramétrique.

‘hiérarchie avec croisement - sans croisement
Figure 30

On note C(d;e), Ta chaine dont les sommets (les éléments de Q) sont or-

donnés selon un ordre ©, le poids de chaque aréte Wi W étant d(w,

i+1 Wigp)

Le tableau 2 résume un ensemble de résultats qui sont donnés dans [ 12].
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de d et ©

Robinson

Compatibilite

[

M(d,0) est

, Semi-compatibi]ﬁtq

de d et ©

]

 M(d,0) est SDR

T

| €(d,0) est un ar-
bre de Tongueur

minimum

| .

1M(d,0) est SDD

Compatibilité
de d et 0

!

[

N

chaine de lon-
- {gueur minimum

C(d,0) est une

- A= B : A implique B.
Av-B
A« B : A implique B

et B implique A.

. aucune 1mp11cationventre AetB

 TABLEAU 2

Imprimé en France

par

© est sans croise-
mént'pour une hiérar-
chie du saut minimum
A
!
dd et © sont faible-
ment cqmpatib]es

!

C(dd,@) est un arbre
de 1ongueur'm1n1mum
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