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APPROXTMATION RAPIDE ET INTERPRETATION
D'UNE PARTITION CENTRALE POUR LES ALGORITHMES
DE PARTITIONNEMENT

Gilles CELEUX

Résumé

Les paftitions obtenues par des algorithmes de classification de type nuées
dynamiques dépendent de 1'initialisation de la méthode.

Les stratégiesiles plus répandues pour s'affranchir de ce probléme (sélection
de la partition fournissant la meilleure valeur du critére, construction de la
partition des formes fortes, ...) sont peu satisfaisantes.

A partir des diverses partitions obtenues par un algorithme de partitionnement;
nous proposons une méthode trés rapide pour construire une partition centrale.

Cette partition est une approxhnation de la partition qui optimise le critére
majoritaire de Concordet. Vu le caractére particulier des similarités considérées,
1'approximation obtenue est excellente.

Nous nous intéressons ensuite 3 1'utilisation de cette partition centrale,
consensus entre les partitions obtenues. \

On montre, en particulier, que cette partition centrale est trés peu sensible.
au nombre de classes demandé lors de 1'initialisation de 1'algorithme de partition-
nement. '

Dans les cas ol il existe un ''bon'' nombre (inconnu) de classes, pour 1'algo-
rithme considéré, la partition centrale permet de le retrouver ainsi que la parti-
tion associée sous des conditions tré€s larges d'initialisation de 1'algorithme de

partitionnement.

H D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



Abstract -

Clusters obtained by dynamic clustering algorithms depend on starting states.

The most used strategies to rid of this problem are unsatisfactory.

We propose a fast construction of a middle partition from those obtained
by a clustering algorithm.

This middle partition approximates the middle partition which optimizes
Condorcet's majority rule.

Applications of this strategy show that this middle partition is not- very
sensitive to starting states and to the asked number of clusters.

In particular, if data are well structured in k clusters, this middle partition

gives back the right partition in k clusters under very large ¢onditions on

starting states of the clustering algorithm,



APPROXIMATION RAPIDE ET INTERPRETATION
D'UNE PARTITION CENTRALE POUR LES ALGORITHMES
DE PARTTTIONNEMENT

1 - Le probléme :

Généralement les algorithmes de classification par partitionnement

donnent des solutions qui dépendent de 1l'initialisation de la méthode.

C'est le cas, en particulier, pour les méthodes de partitionnement de la
bibliothéque MODULAD (cf. [M083]) : méthodes des nuées dynamiques, classifica-
tioncroisée d'un tableau de contingence, d'un questionnaire, méthodes des boules
optimisées, méthodes k-means, Isodata, méthode des transferts.

Dans cet article, nous proposons la construction d'une partition concensus
entre les m partitions obtenues aprés m applications d'un algorithme quelconque
de partitionnement.

Auparavant nous présentons les approcheé les plus répandues pour s'affranchir

du probléme d'initialisation en classification.

2 - Les stratégies actuelles :

~

La stratégie la plus répandue, car la plus simple, consiste 3 retenir
la partition qui fournit la meilleure valeur du critére 3 -optimiser par 1'al-

gorithme utilisé.

La pratique montre que la partition obtenue n'est pas trés stable. C'est en
particulier le cas si le nombre de classes demand€ par l'utilisateur est inadequat
avec la structure des données étudiées.



-~

Une straté€gie plus élaborée consiste 3 construire la partition des formes
fortes [Di 72]. Cette partition est la partition intersection des m partitions
obtenues. Elle correspond 3 un consensus unanime: [BaleMo 83].

En pratique, cette partition s'aveére trop fine pour &tre interprétée
globalement. Seules les classes de cardinal &levé de cette partition permettent
de dégager des regroupements de points trés typés [Di 79, ch 23].

Une autre approche consiste 3 rechercher, par diverses heuristiques, une
position initiale de 1'algorithme de classification qui conduit a des résultats
meilleurs que éeux obtenus aprés initialisation au hasard.

L'idée générale de ces heuristiques est de partir d'une partition dont les
Classes sont assez séparées les unes des autres pour la distance considérée.

Ces heuristiques sont assez lourdes i mettre en oeuvre, et n'atteignent pas
en général leur but. ‘

La méthode des pdles d'attraction [Le 81 chap. 81 , [MO 83] est plus utile
pour une bonne initialisation des algorithmes de partitionnement ol chaque classe
de la partition cherchée est caractérisée par un point.

Par contre, rien ne permet d'affirmer que l'on obtiendra une meilleure
valeur du critére en bartant des pdles d'attraction plutdt que d'une partition

au hasard.

| Enfin, la méthode des péles d'attraction exige le calcul du tableau de
distance des objets & classer. '

3 - Notion de partition centrale :

Soient m partition P1,. .o, P™ sur wn ensemble E de n objets. A chaque partition

L

p* de E est: associ€e la relation d'équivalence v* sur E définie par :




1siieti' appartienneht a une méme
%
¥(i,i') ¢E x E V (i,i") = | classe de P

0 sinon.

Munissons 1'ensemble S des partitions sur E de la distance de la dlfference
symétrique :

VP QeS d(R,Q =q1 IV(i,1%) - w(i,i')]

i,itekE

v étant la relation d'équivalence associée a P, w étant celle associée i Q.

On appelle partition centrale des partitions (P,1,. . Pm) la partition p*

dont la relation d'équivalence associée u* minimise le critére :

Cu = L lu(i,i') - v* (1,i]

=1 1,i'e E

Il M3

_2'
u ¢ U (ensemble des relations d'@quivalence sur E)

Intuitivement, la partltlon centrale P* minimise le nombre de désaccords
moyen avec les m partitions (P Ceey Pm) .

Le probléme de recherche de la partition centrale revient donc i trouver

la relatlon sur E, reflexwe, symétrique et transitive qui minimise le critére
C(w).

Ce probléme a €té considéré, en classification automatique par Régnier
[Re 65] pour construire une partition d'objets décrits par m variables qualita-
tives.



En effet, chaque variable définit une partition sur E, la partition centrale
approximera les relations induites par les variables qualitatives.

Dans ce cadre, Régnier a défini 1'algorithme des transferts. Partant d'une
partition P, cet algorithme construit une suite de partitions par transfert, a
chaque pas, d'un objet d'une classe 4 1'autre. A chaque pas, 1'algorithme choisit
le transfert qui assure le meilleur gain du critére C. La solution obtenue a3 la

convergence dépend de la position initiale.

L'intérét de 1l'algorithme des transferts dépasse le cadre de recherche d'une
partition centrale et peut s'appliquer a d'autres critéres que celui mentionné
ci-dessus [Le 811 , [MO 83].

Récemment, des auteurs ont situé le probléme de recherche d'une partition
centrale dans le cadre générale d'agrégation de relations binaires .par une autre
relation binaire particuliére. Ils ont ainsi montré les liens existants entre
les problémes d'agrégation des préférences etd'agrégation de similarités (recherche
d'une partition centrale) [Ba Mo 8131, [Ma Mi 791.

A partir de ce cadre, des algorithmes performants de résolution du probléme
de recherche d'une partition centrale ont été Proposé.

Marcotorchino et Michaud [Ma Mi 82] formulent le probleme en un probléme de
programmation lin€aire en nombres entiers. Pour la résolution effective ils rem-.
placent les contraintes d'intégrité u(i,i') = 0 ou 1 par les contraintes
0 < u(i,i') < 1. Ils traitent de maniére analogue le cas de 1'agrégation de
préférence.

Pour ce dernier probléme, Arditi [Ar 83] a proposé un algorithme de
relaxation Lagrangienne.

Les résultats obtenue par ces deux méthodes semblent trés bons.

Malheureusement, ils sont d'un cofit prohibitif si le nombre d'objets 3
classer est important.




Notons enfin, que le probléme de recherche d'une partition centrale est
NP - complet. Il est donc impossible d'assurer, sauf cas particuliers, 1'obtention
d'un optimum exact. '

4 - La partition centrale comme consensus entre partitions :

Soient m partitions P1 .., P" obtenues a 1'issue de m passage d'un algorithme

de partitionnement sur un ensemble E de n objets.

La partition centrale dedulteckacesvnpartltlons fournlt un bon compromis
entre les différents résultats obtenus.

Dans ce cadre, la recherche d'une partition centrale doit &tre extrémement
rapide. Il s'agit de fournir une information supplémentaire pour des algorithmes

usuels de classification sans entrainer une détérioration de leur performances.

I1 est donc exclu d'utiliser des algorlthmes du type de ceux proposés dans
(Ma Mi 82] ou [Ar 83].

On peut plus sérieusement envisager d'utiliser 1'algorithme de transfert.
Cela étant, 1'algorithme de transfert est surtout un algorithme de classification.

11 serait assez lourd de 1'intégrer systématiquement a des programmes de
classification pour la recherche d'une partition centrale.

4.1. L'heuristique proposée :

Rappélons le probléme de recherche de la partition centrale

On cherche parmi les relations d'équivalence sur E, 1la relatlon u” - qui
minimise
o : )
Lo fu(iif - v (4,10
2=11i,i'¢ E

c(u) = -7

avec ¥2 =1, m v2 relation d'équivalence associée 3 la partition pr



On définit la matrice carrée a de dimension n par :

m
Vi, Vi'e E a(i,i") = ¢ vA(i,in
=1

a(i,1') est le nombre de fois oli les objets i et i' de E ont €té classés
ensemble dans les partitions P1,...,P"

Pour ‘simplifier 1'expos&, nous allons supposer que m est impair (m = 2 p + 1,
avec p entier supérieur ou égal i 1). -

La généralisation ne pose pas de probléme. Si 1'on s'affranchit de la
contrainte de transitivité, la solution optimale est .obtenue par la relation u®
associ€e a la régle majoritaire de Condorcet.

. . R
Vi,i'E E uo(i,i') = %1 51 a(l’l ) 2 p+1
0 sinon

Cette relation u® n'est pas en général transitive . De manidre analogue,

on peut définir les- relations u’ » J variant de 1 3 p par :

: Iy 1 sia(i,i') = p+1+j
¥i,i'e B u!(i,i") =3 ,
: 0 sinon.

Ces relations ne sont pas en général transitives. Seule uP est transitive,
la partition associée est la partition des formes fortes.

De méme, on peut définir les relations u_J, j variant de 1 & p+1, par :

Vi,i'eE u’ (i,i") = ;1 sia(i,i') = p*1-j

0 sinon.




. P ‘- -(p+
Ces relations ne sont pas en général transitives. Seule u (p*+1) est

transitive, elle correspond & la partition grossiére.

11 est facile de voir que :

c(u®) < c(u1) < i < c(up)

et c(u®) < c(u_1) cosc Py

Considérons la fermeture transitive de chacune de ces relations. A partir

d'une relation uJ, on notera U? sa fermeture transitive et T' 7 la partition

associée 3 u’.

La suite des I constituent une suite de partitions emboitéeset constitue

une hiérarchie sur l'ensemble des partitions de E.(cf. [Di 723)

rP ¢ UL I‘1 cTr°c r! < ... c F—pf r-e+1)

On a noté la relation ''plus fine que'" par c .-
L'heuristique est la suivante :
Pour j variant de -(p+1) & p , détermination de o et calcul de c (o)

La procédure ci-dessus est arrétée dés que la relation déterminée est

associée 4 la partition grossiére sur E.

La partition central r'* construite par cette heuristique est associée 3 la

. —% e s e e
relation u qui vérifie :

c@ =min (@), j = -(p+1),p)



5 - Applications i des probldmes de classification sur variables qualitatives :

Insistons sur le fait que 1'heuristique proposée ci-dessus n'a pas la
prétention de rentrer en compétition avec des méthodes plus &laborées de

recherche d'une partition centrale.

Elle a pour but de fournir rapidement un consensus entre partitions
obtenues 3 1'issue d'un algorithme de classification. Dans ce cadre, sa
simplicité n'est pas un handicapcarles partitions considérées ont tendance
a se ressembler de par la nature de leur obtention. C'est en particulier
le cas, lofsque 1'ensemble E des objéts est "bien classifiable".

Y

I1 est toutefois important de voir comment cette heuristique se comporte pour
des problémes de c1a551f1cat10n sur variables qualitatives.

Exemple 1 : classification de félidés.
Cet exemple est tiré de [Ma Mi 82].

I1 s'agit de 30 fé€lins décrits par 14 variables qualitatives concernant

des caractéristiques morphologiques et de comportement.

Par notre heuristique, la partition optimale I'™ est associé 2 la fermeture
transitive de la relation‘u1 définie par :

Vi,i'e E (1 i) = 1sia(i,i') 210

0 sinon

La valeur du critére associé a I'" est : c(u1) = 2124

La borne inférieure, définie par u”, du critére est : c(u*) = 1994




La partition r comporte 4 classes :

~classe 1 : 134

classe 2 : 5,8,11

classe 3 : 6

classe 4 : 7,9,10,12 3 30.

Par leur méthode, Marcotorchino et Michaud obtiennent une partion P*

en 4 classes :

classe 1 : 1,2

classe 2 : 3,4,5,7,8,11
classe 3 : 6

Classe 4 : 9,10,12 a 30

La valeur du critdre associé a P* est : C(uZ) = 2094

Commentaires :
Les deux partitions I'* et P* sont trés analogueé :

- elles comportent toutes les deux le mBme nombre de clasées

- les classes 3 sont identiques, les classes 4 ne différent que par un
€lément. _

- la différence la plus sensible concerne la classe 1. Nous avons regroupé
les gros félins (lion (1), tigre (2))avec le jaguar (3) et le léopard (4).

Malheureusement nous n'avons pas d'élément pour falre une 1nterpretat10n _
zoologique de la partltlon r*

- la détérioration du critére de r* par rapport a 3 P* est faible.



- 10 -

Exemple 2 : classification de c8tacés

I1 s'agit d'un ensemble de 36 cétacés décrits par 15 variables qualitatives

concernant des caractéristiques morphologiques et de comportement.

Cet ensemble de domnées avait &té proposé, dans un but de confrontation de
méthodes, au workshop d'analyse de données de Bruxelle (Juin 83).

Par notre heuristique, la partition optimale r* est associée 3 la fermeture
transitive de la relation U définie par :

. . o |
Vi,i'.e E u1 (i,it) - 1 si a(i,i ) > .11

-0 sinon

La valeur du critdre associé & I~ est C(u1)= 2715

La borne inférieure, définie par u” , du critére est c(u*) = 2666

La partition T comporte 7 classes :

classe 1 : 1,9,21 (Baleen Whales)
classe 2 2,3,8,18 (Grey Whale, Finback Whales)
classe 3 4,12,19,34,36 (Beaked Whales)
classe 4 : 5,7,10,11,15,17,22 a 25,28 a 32,35 (Dolphins Porpoises)
classe 5 : 13,16,27,33 (River Dolphins)
classe 6 : 6,20 (White Whales)
classe 7 : 14,26 (Sperm Whales)
Commentaires :

-Cette classification est exactement la méme que celle obtenue par la méthode
de Marcotorchino et Michaud [Ve 83].
Un autre auteur; Hinde [Hi 83] a proposé une méthode, pour ces données, basée

-~

sur un critére de rapport de vraisemblance, conduisant 3 une suite de partitions
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emboitées. Pour son critére le meilleur resultat conduit & une partition en
9 classes. Mais pour 7 classes, son résultat est exactement le méme que le notre.

Par ailleurs, la partition est trés satisfaisante du point de vue zoologique

(cf. 1'intitulé zoologique des classes obtenues).

Nous pensons que cet accord parfait entre différentes méthodes et 1'inter-

prétation zoologique aisée montre qu'il s'agit d'un probléme facile.

Cela tend 3 prouver que dans de tels cas simples a traiter (en particulier
Celu1 de la recherche de consensus de classification) 1'heuristique proposée est

satisfaisante.

Pour terminer ce paragraphe, nous citerons la remarque suivante dfie & Lerman
(Le 81] '

"Le point le plus faible de cette méthode (recherche d'une partition centrale)
provient de ce que les différentes partitions définies par les différents caractéres
qualitatifs sont considérés, a priori, comme également discriminantes d'un point

de vue statistique'.

De fait, il existe bien d'autres méthodes intéressantes pour classer des
objets décrits par des variables qualitatives (cf. [Le 811 , [Go 83],[Mo 831)

6 - Applications # la recherche de consensus en classification

Exemple 1 : Dormmées de Ruspini.

I1 s'agit de 75 points répartis dans le plan. Leurs images ci-dessous montre
-qu'il s'agit d'un ensemble de points bien classifiable, le bon nombre de classes

étant quatre.



Classe D
Classe A .

Classe B

Nous avons utilisé notre heuristique 3 1'issue de 15 tirages de 1'algorithme
des nuées dynamiques, la distance étant la distance euclidienne usuelle (cf. [Di 79]),

Nous avons fait des essais en faisant varier le ncmbre de classes de 3 3 9,
1'initialisation &étant faite au hasard.

Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

f
; Nb de classes

N N ! !

Borne inférieure Critére pour la ; Nb de classes
, des partitions f
!

T

N ! .. ST

du critere ;  partition cen- de la partition,
|

, €tudiées trale centrale

I ] ] : ! I
L 3 : 4 837 ; 4 837 ; 3 ,
I 4 ! 5 617 ! 5 617 ! 4 !
I T T T i
L 5 | 7 070 | 7 070 ! 4 !
! 6 ! 4 399 ! 4 399 [ 4 !
T 1 T T v
L 7 , 5 720 ) 6 092 | 4 ;
! 8 ! 4 274 ! 4 830 ! 4 !
I . T T T i
; 9 , 4 058 : 4 744 ; 10 ,
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Commentaires .:

Lorsque la partition centrale a 4 classes, il s'agit de la partltlon

"naturelle' visible sur la figure.

Lorsque la partition centrale a 3 classes, elle regroupe ensemble les classes

’

A et B de la partltlon naturelle.

I3

la partitioh centrale 4 10 classes est inintéressante. Cet exemple, montre
que la partition centrale est trés peu sensible au nombre de classes demandé lors

de 1'initialisation de 1'algorithme des nuées dynamiques.

Du moins, cette constatation est vraie pour un ensemble d'objets "bien clas-

sifiable",

Cet exemple semble montrer qui'il vaut mieux partir d'une sur-estimation

du bon nombre de classes que d'une sous-estimation.

I1 est remarquable que pour 3,4,5 et 6 classes la partition centrale est
associée 3 la relation optimale u*. De plus, lorsqu'on s'éloigne du bon nombre
de classes 1'écart entre le critére pour la partition centrale et la borne infé-

rieure du critére augmente.

L'analyse de -cet &cart doit donc permettre de cerner le bon nombre de

classes lorsqu'il existe.

Exemple 2 : Données médicales

I1 s aglt d'un ensemble de 211 patlents décrits par 11 paramétres quantltatlfs,

résultats de diverses analyses.

Ces patients sont atteints soit de bronchite, soit d'emphiséme. Mais il y a
‘une évolution entre ces deux diagnostics principaux et les médecins distinguent
quatre groupes : Bronchite (B), bronchite dominante et emphiséme (Be), emphiséme

dominant et bronchite (Eb), emphiséme (E).
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Notons que les frontiéres entre ces quatre groupes sont floues et qu'ils

sont assez mélangés.

Ici nous ne nous intéressons pas au probléme de discrimination (traité dans

[Ce Le 82]).

La considération des groupes a priori nous ermettra juste d'interpréter
group p P ] Irp

les classes des partitions centrales.

Nous avons construit une partition centrale a 1'issue de 20 tirages de

1'algorithme des nuées dynamiques, la distance &tant la distance euclidienne

usuelle.

Les essais ont été réalisés en faisant varier le nombre de classes de

3 @ 7 classes, 1'initialisation étant faite au hasard.

Les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

]
Nb. de classes des

partitions étudiées du critére

A SN
Borne inférieure ; Critére pour la
| partition centrale

r
Nb. de classes de,
la partition cen-

r T

! ! !

1 | !
L : X | trale ]
| ! { ! I
i 3 X 80 304 X 106 594 i 10 i
T T ] T ]
i 4 | 49 351 X 52 011 i 4 i
! I : T I L
I 5 , 53 571 | 60 395 | 14 i
I ! ] I 1
| 6 | 35 030 ; 36 992 | 16 (
T ! ] I !
! 7 | 41 040 | 46 254 I 29 |
Commentaires :

Contrairement 3 1'exemple précédent, la partition centrale obtenue ne se

fixe pas sur un nombre de Classes. Cela vient du fait que 1'
n'est pas classifiable de manidre irréfutable.

ensemble E considéré




L'examen du tableau ci-dessus conduit, cependant, 3 retenir la partition
en 4 classes.

En effet, la partition centrale a également 4 classes, et la différence
relative entre la valeur du crit&re obtenue et sa borne inférieure est le plus
faible. Enfin, les autres partitions conduisent a des partition centrales ayant

des nombres de classes élevées et sont difficiles & interpréter vis 3 vis, en

particulier, des groupes a priori.

Nous donnons, ci-dessous, le tableau de contingence croisant les groupes

a priori avec les 4 classes de la partition centrale.:

! ! ' ! !

c P P By Py
, | L ' ! ! ;
(B b29 Lo1rotoo2 0 0 ! 42
, | - ! ! ! Y
. B b16 ! 38 1 25 1t g o 87 |
—t i ! z ' :
, B! 8 I 6 t 26 ! 15 ! 55 |
b, ; ' ! 1 |
PEb o2 0 1t 12 b 12 27
L z ! ' z ' !
PSS t-s6 ! 65 1 35 1 211 !

Ce tableau montre que.la partition centrale P = (P1,P2,P3,P4) s'interpréte -

aisément vis d vis des groupes a priori :

La classe P, est reli€e au groupe B. ~
La classe Pz-est reliée au groupe Bef
La classe P; est reliée aux groupes Eb et Be-
La classe P, est reliée aux groupes E.et Eb.

La construction d'une partition centrale a 1'issue des nuées dynamiques a
permis d'exhiber une partition synthétique et facile i interpréter. Ce n'est pas
- le cas de la partition des formes fortes qui contient 37 classes. De fait, les

formes fortes sont avant tout un outil d'une grande utilité pour extraire d'une
population les regroupements de points les plus significatifs (cf.[Di72]).
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7 - Aspects informatiques

En théorie, pour pouvoir construire les relations en jeu pour obtenir une
partition centrale, on doit disposer de la matrice carrée a de dimension n {(nombre

-~

d'objets a classer).
En pratique, il n'est pas nécessaire de stocker cette matrice a.

Le programme travaille a partir du tableau des formes fortes (cf. [MO 831).
En effet, soit F = (fT""" fq) (gq<< n)

Par définition, pour la recherche d'une partition centrale, les objets
appartenant a une méme forme forte sont €quivalents car ils ont toujours
été classés ensemble.

I1 suffit donc de stocker la matrice carrée b de dimension q définie par :

=

¥, &' e {1,..,q} bR, =1 VJ(fz,fz,)
j=1

b(%,2') est le nombre de fois ol les formes fortes f et f ont été classées
ensemble dans les partitions (P1,..., P™.

Le critére 4 minimiser prend alors la forme suivante :

Clw = » 7

N

‘ .
s 222' card £, . card £ [u(fl,fz,) v (fn,fz,)]

Si le nombre q de formes fortes n'est pas trop grand, on stocke la matrice
carrée b de dimension q. Siﬂon, le programme calcule les accords entre les formes
fortes 2 chaque fois qu'il en a besoin. Le surplus de cofit, dans ce cas (rare en
pratique) reste supportable Compare au temps mis pour calculer les m partltlons
‘par un algorithme de partitionnement.
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8 - Conclusions :

L'heuristique présentée de recherche d'une partition centrale va &tre
intégré a la bibliothéque MODULAD et au logiciel de classification automatique
SICLA développé a 1'INRIA.

Elle fournit rapidement une excellente approximation de la partition centrale
(vu la nature des similarités en jeu) & partir des partitions considérées.

Du point de vue statistique, elle fournit une partition simple i interpréter
qui est un bon résumé des différents tirages effectués par 1'utilisateur.

On a vu d'autre part, qu'elle devait fournir, dans les cas od 1'ensemble

des objets a classer est bien classifiable, une bonne estimation du nombre de
classes indépendamment de 1'initialisation.

Incontestablement, ce point mérite d'€tre approfondi. On peut envisager de

construire des indices statistiques, dérivés par exemple de 1'€cart relatif entre
la valeur du critére pour la partition centrale et sa borne inférieure, permettant

de juger du degré de classifiabilité d'une ensemble d'objets. |
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