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SIMULATIONS NUMERIQUES DANS LA FABRICATION DES CIRCUITS

A SEMICONDUCTEUR (PROCESS MODELLING).

AMERICO MARROCCO (I.N.R.I.A. Rocquencourt).

RESUME . On présente dans cet article des méthodes de simulation numériques,
de phénoménes intervenant dans différentes étapes technologiques de la fabri-
cation des circuits intégrés au silicium. Ces simulations sont faites & 1'aide

d'éléments finis et méthodes itératives.

On fait tout d'abord une étude assez détaillée sur un probleme modele
de diffusion d'une impureté . Différents algorithmes ont été élaborés et testés

et de nombreux resultats numériques sont présentés.

On s'intéresse ensuite & la diffusion couplée de deux (ou plusieurs)
impuretés et on généralise les algorithmes les plus performants élaborés lors
de l'étape précédente. On envisage ensuite le probléme de diffusion d'impuretés
dans un milieu non-homogéne, silicium et oxyde de silicium. Il faut tenir compte,
lors de la modélisation, du phénoméne de ségrégation qui se traduit par une
discontinuité des concegtrations d'impuretés & 1l'interface Si - Si 02. L'ap-
proche par la technique des perturbations singuliéres permet d'utiliser avec
profit les algorithmes developpés antérieurement. On passe ensuité a la simu-
lation numérique d'une étape trés importante dans la fabrication des circuits
intégrés : la diffusion d'impuretés due & une oxydation thermique localisée.

' L'approche choisie consiste & travailler dans le plan physique et 1'on doit
alors simuler des équations de diffusion couplées dans un domaine variable au
cours du temps. Des résultats numériques relatifs & un exemple typique sont

présentés.

Dans une derniére partie ou donne quelques indications sur 1'implan-
tation ionique trés utilisée dans la technologie moderne et pourtlaquelle on
utilise souvent une approximation analytique. On donne aussi différentes for-
mulations du systeéme d'équations permettant de décrire le comportement éléctrique

d'un composant élémentaire.
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ABSTRACT. We present in this paper several numerical algorithms using finite
elements and iterative techniques for the simulation of various steps in

silicon process fabrication of integrated circuits.

We begin with a careful study of one impurity diffusion model. Various
numerical algorithms have been derived and used ; numerical results are

~ presented.

After we are interested with the numerical simulation of coupled
diffusion of impurities and the best previous algorithms are generalized for

~this case.

We give also numerical results for the simulation of impurities
diffusion in non homogeneous media : silicon and oxide. We have to take into
account the segregation phenomena which leads to discontinuities at the S5i - Si 02
interface for the impurity concentration. A singular perturbation approach for
the solution of this problem, allows us to use with benefit the previous algo-

rithms.

We are after interested by the numerical simulation of a major step
in modern process of silicon integrated circuits : therma} local oxidation.
We choose to work in physical plane and this leads to numerical simulation of
coupled diffusion equations within time variable domain. Numerical results

related to a typical example are presented.

In the last part ve give some information about ionic implant. An
usual analytical approximation model is given. Different formulations for the

set equations describing the electical behaviour of a device are given.
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INTRODUCTION

Les techniques de simulation numérique de dispbsitifs a semjconducteur
connaissent depuis quelques années un regain considérable d'intérét, en pafticu1ier
de la part des fabricants de circuits intégrés silicium. En effet, la densité
d'intégration (nombre de transistors par circuit) éugmente de fagon considérable
dans 1'industrie des circuits intégrés au silicium. Elle atteint déja 105 et le .
million est au stade de la recherche et du développement. Cette “Very Large Scale
Integration" (V.L.S.I.) ne peut &tre obtenue que par une réduction importante des
dimensions géométriques du composant élémentaire de tels circuits, & savoir, le
transistor MOS. Grace aux nouvelles méthodes de lithographie et & 1'amélioration
des étapes élémentaires de la technologie planar, on a réussi a faire passer la |
Tongueur de canal (zdne active du transistor) de 15 um & 2 um au stade industriel,
voire a moins d'un micron dans les centres de recherche.

Les modéles analytiques (unidimensionnels) utilisés jusqu'alors par les con-
cepteurs et les téchno]ogues, se sont malheureusement révélés caducs pour de tels
"micro-MOS" et Tes progrés obtenus 1'ont été souvent de fagon empirique et aux
prix de campagnes d'expériences trés coiteuses.

.

Des effets physiques considérés jusqu'alors comme négligeables deviennent
prépondérant, en particulier ceux dis a 1'aspect géométrique. La forme des zdnes

de source et drain par exemple, influe fortement sur les caractéristiques électriques
du transistor (voir sur la figure 1, Ta coupe schématique d'un transistor MOSFVLSI).
Un modéle réaliste doit, pour de tels dispositifs &tre bidimensionnel, voire
tri-dimensionnel.

Deux -grandes classes de problémes vont se dégager au niveau de 1'étude des
composants élémentaires des circuits (chaque classe conduisant a des prdb]éhes
plus spécifiques selon la technologie utilisée ou 1'étape de fabrication considérée
ou selon Te dispositif étudié) a savoir :

- les problémes Tiés aux étapes de fabrication des circuits intégrés

(PROCESS MODELLING) '
- les problémes 11és au comportement éléctrique (caractéristique électrique)
du composant élémentaire de tels circuits (DEVICE MODELLING). =~ ¥
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Dans ce qui suit nous ne nous intéresseront essentiellement qu'a 1'aspect
PROCESS MODELLING et plus précisément 3 la simulation numérique de certaines étapes
technologiques intervenant-lors de la fabrication des circuits intégrés au sili-
cium, et nous ne donnerons que quelques indications tres succintes en-ce qui con-
cerne les problémes 1iés au DEVICE MODELLING.

Dans la technologie moderne de fabrication de transistors MOS on peut dis-
tinguer parmi les plus importantes les étapes suivantes.

a) imp]antation jonique (ion implantation)
b) 'prédépot d'impuretés (chemical prédéposition of dopants)
' c)"fedistribution en ambiance inerte (inert drive-in)
'1d)' oxydation thermique (thermal oxidation)
e) epitaxie (epitaxial growth)
" f) gravure ~ (etching)
g) dépot d'oxyde (ou autre matériau) (oxide depos1t1on)

, “ Certa1nes de ces étapes se passent a a "froid" (a,f,g) et d'autres (b),c), d),e))
a trés haute température ( 1000° ). Dans le deuxiéme cas, les impuretés se trouvant
dans le d1spos1t1f vont diffuser et ce sont essentiellement les problémes 1iés a
cette diffusion que nous allons simuler numériquement.

_ On pourra voir sur les planches 1 a 3 les différentes étapes dans la techno-
1og1e NMOS. ' -

De méme sur 1es planches 4 & 6 sont détaillés les différentes etapes pour la
techno]og1e C.MoS.

La publication de ces différents schémas s'est faite. grace a 1' amab111te du

;T .CENET-CNS (Grenoble). D'ailleurs les travaux présentés ici ont été menés en étroite
.. collaboration avec le CNET-CNS.

‘Bien entendu, pour la mise au point d'algorithmes pour la simulation numé-
rique de diverses étapes du process de fabrication certaines simplificdtions seront
nécessaires, .tout au moins au début.

[
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I - DIFFUSION D'UNE IMPURETE DANS DU SILICIUM

1 - Modéle pour la diffusion d'impuretés dans du Silicium

Si les mécanismes de Ta diffusion d'espéces dans un matériau cristallin sont

- relativement bien connus, de nombreuses questions restent ouvertes quant a la modé-
lisation précise de la diffusion de dopants tels que 1'arsenic, le bore, le phos-
phore dans le silicium. En effet la technologie a souvent précédé la physique et
Tes concentrations d'impuretés obtenues actuellement sont voisines de la solu-
bilité limite. Les modéles simples (Lois de Fick), corrects pour de faibles concen-
trations ne conviennent plus et 1'on a di rajouter de nombreux termes correctifs

~ pour obtenir un modéle susceptible de donner des résultats quantitatifs valables:
dans le domaine des concentrations employées.

En particulier, aucune réponse n'est actuellement fournie sur le caractére
lacunaire: (1'impureté pénétre dans la matrice de silicium par occupation d'un site
vide entre les noeuds du réseau) ou intersticiel d'une telle diffusion. I1 s'agit
vraissemblablement d'un mélange des deux processus dans une proportion qui reste
a définir et qui dépend des conditions technologiques.

Néanmoins au niveau microscopique, plusieurs phénoménes ont &té compris.

- Comme les impuretés sont chargées électriquement, la diffusion est accélérée,
a ‘haute .¢oncentration, par le champ électrique interne créé par le gradient de la
disfribution de dopants. Lorsque plusieurs impuretés diffusent en méme temps, elles
sont couplées par ce terme de "drift". |

= Une autre augmentation de la diffusion a haute concentration d'impureté vient,
(en supposant:un mécanisme lacunaire), de ce que la concentration de lacunes varie
avec la concentration d'impuretés.

- Enfin, a trés haute concentration, en particulier pour 1'arsenic, la solu-
bi]ité Timite peut-&tre dépassée. Le dopant peut alors précipiter et former des
‘agglomérats (cluster) ou des molécules de As2 Si par exemple. Ce phénoméne se
traduit par une chute brutale de 1a diffusion & trés haute concentration (clustering).

Un des principaux avantages de 1'emploi du Silicium sur .les autres matériaux semi-
conducteurs dans la réalisation de dispositifs &éléctroniques est la possibilité
d'utiliser la technologie "planar". L'oxyde de silicium (ou silice) est un masque .

presque parfait pour 1la diffusion d'impuretés.l] est donc possible en oxydant
la plaquette de silicium et en gravant une partie de 1a couche de silice
obténue en surface .d'effectuer des diffusions localisées . Dans . de
domaine d deux indices , Tla continuité des potentiels chimiques
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conduit & une condition d'interface du type discontinuité sur les concentrations
dans les deux milieux. On reviendra plus tard sur ce phénoméne qui est connu sous
le nom de ségrégation.

Les corrections précédentes ont permis de définir un modéle physique de la
d1ffus1on qui rend compte de facon trés correcte des profils de dopage dans
presque tous les cas technologiques rencontrés, mais les recherches dans ce .domaine
continuent. |

1.1 - Equations

’ . . . A .
- Si on note Je le flux de 1"impureté e, alors ce flux peut &tre écrit comme
la somme de deux termes :

(1.1) _J: = ;DEVCe o+ Z_e/uece £

D est le coefficient de diffusion de 1'impureté e
est la concentration de 1'impureté e
est la mobiliteé

()

e

e

Le
E est le champ électrique interne
z

e “est la charge de 1'impureté e et vaut + 1
S1 on note ¥ le potent1e1 electrostatique dans la structure, le champ electr1que

E est alors donne par
wy  E = _Ty

La loi de conservation s'écrit, dans le cas ol il n‘y a pas de terme”source
a 1'intérieur de la structure, '

4 s | —
(1.3) e = _ .
PX7 VI'

La'thermodynamiqué permet de relier le coefficient de diffusion De a la mo-

"~ bilite Ko par 1'intermédiaire de la relation d'Einstein

(1.4) De £T
. e 3

avec k : constante de Boltzman
T ¢ température absolue (en K°)
q : est la charge de 1'é&lectron
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Comme on le verra par la suite ces paramétres n'interviendront pas directement
dans la formulation du prob]éme de diffusion :

Utilisant (1.2) et (1.4) on peut réecrire (1 1) comme suit :
—

s T = (Vc:e - Ty)

Prenant en considération la différence existant entre les constantes de temps

relatives a la diffusion d'impuretés (~1mn) et de porteurs de charges (-us), les
Hypothéses suivantes sont souvent admises :

a) - la densité globale de charges est nulle

b) - les populations d'électrons et de trous sont & 1'équilibre thermodynamique
et obéissent & une statistique de Boltzman.

Si 1'on note, comme on le fait habituellament par n la concentration (ou densité)
d’@lectrons et par p celle de trous, alors 1'hypothése a) conduit & écrire :

(16) ?ZZQC;.‘.P_V\: O

La somme en j étant faite sur toutes les impuretés présentes dans la structure.
Si on note n, la concentration unitrinséque d'électrons @"1a ‘température con-
sidérée, 1'hypothése b) donne :

(1.7) P.n - hf = constante
et
(1.8) n= n, exp ( vy
. | T
(1.6) et (1.7) donnent
2 +
- (; ZJ' CJ) n _n,G2 = O

d'ol Ton tire

(1.9) n = %(;zjc,- +\/(;z,- ;)24-4"1?5
(L1 p= -3- (—;7;'(3 | +/(;zé CJ‘)2+ 4,

- (1.8) donne évidemment

() Y ;-,( ﬁ_v_r ‘eog (-20)

En reportant dans (1.5) on obtient

~
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—

(1.12) Je = - D, v—Ee v 2 V(&j ;\h‘b)

avec n donné par (1.9)
D'ou, compte tenu des hypothéses précédentes,on peut exprimer le flux J en

fonction des impuretés présentes ;

Si on note
N_h
ng

N

alors V(1og N) = __.___.

et 1'opération de der1vat1on étant une opération 11nea1re on obt1endra

g JE: z; ‘1(:
(1.13) J =_D [T"(:e + 2 C
¢ e (§69)+4n°

Regardons maintenant comment est pris en compte 1'influence des différents
types de lacunes dans Ta définition du coefficient de diffusion De' Les lacunes
(absence d'un atome de Si sur un site du réseau cristallin) peuvent se présenter
sous différents états électriques : Tacunes neutres, chargées positivement, néga-

tivement, etc....
Le coefficient de diffusion De est alors la somme de divers coefficients de
diffusion tenant compte de la diffusion de 1'impureté avec chacune de ces lacunes.

14 D= D°+D +D +D T

En normalisant ces différents coefficients de diffusion par rapport au coef-
ficient de diffusion intrinseque Di qui correspond au cas de la diffusion a faible
concentration (C < n1) et en supposant que la diffusion ne s'effectue pour les
donneurs (par exemp]e) que par 1'intermédiaire des lacunes neutres et chargées né-
gativement (deux premiers termes dans 1.14), on obtient

n
1) - D= Dy 1+ A=
1 4+ fa

(1'indice d indiquant que 1'on considére les impuretés dmmtricesze:>0, telles que

1'Arsenic, le phosphore) avec

Pu= 2 =
On aura de méme pour Tes impuretés acceptrices telles que le Bore (z.< 0), la rela- o
tion |




e
1 4 a T

4+ﬂa,

Regroupant toutes ces informations nous obtenons pour 1'express1‘on du flux

(tiwe) D = Dia

de 1'impureté e : V
7 .., 28t [VC, « zC, £V
1+ Pe \f(zz )*4’%

Die est le coefficient de diffusion intrinseque de 1' 1mpurete e

(1.17)

f= 2. pour une impureté donnatrice ( ze >0 , A, ,Ph )
f= -r-‘:- pour une impureté acceptrice (Ze<o , B )
¢

Le clustering est pris en compte de fagon suivante :
on remplace la concentration Ce totale de 1'impureté e par une concentration
"effective” N, d'atomes susceptibles de se mouvoir dans Te silicium.

La relation Ne en fonction Ce est obtenue de facon empirique par

(1.18) Ne = Ce

[4 *(TJJCJ =

ou A et NMe sont des parmétres de lissage dépendant de 1a température

1.2 - Application pratiques

La réalisation d'un transistor nécessite la présence de deux types d'impuretés :
des donneurs et des accepteurs.
Pour cette premiére approche nous considérons le cas ou une seule impureté est

diffusante, 1'autre étant considérée comme fixe ; c'est ce qui se passera, en pre-
miére approximation, dans la pratique, lorsque 1'on considére, par exemple la pré-
déposition d'Arsenic (ze> 0), (ou la redistribution aprés implantation ionique),
dans du silicium uniformément dopé (faible valeur) en bore (ze< 0). (On peut évi-
dement tout aussi bien considérer 1a prédéposition de bore, ou bien la redistri-
bution dans du silicium dopé en Arsenic).

Nous noterons CA la concentration en arsenic et CB la concentration en bore
dans la structure étudiée.

Si on considére le cas ol une seule impureté est "active", (1.17) donne

alors (par exemple si 1'impureté Arsenic est active)
—

(1.19) J;=_D. b 1., -5 _ | V¢,
1 p V(G- G ) e
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avec n donné par

(1.20)  n = 42 [(CA-CB) + (CA-CG)Z,,A"i

I1 est plus commode pour les calculs d'utiliser les concentrations normalisées
(coefficient de normalisation n. ) définies par

-
(1.21) _ "c"
Ce = _'.‘.?

alors

- = - =2
wa we 2 e 2f@a) ofGa)

La loi de conservation (1.3) pour 1'impureté Arsenic s'écrira

(1.23) 36 V D, 1+ AN [y + -é_ V(]
(c

. " s fa -c) 44

avec N donné par (1.22)
De méme on obteindrait si c'était 1'impurté Bore qui diffusait

DCB '1+F8 ) E-B VZ—
(1.24) - V. 1 __
[ 4‘!‘/36 N V(a-fa)z-rll ’

On voit donc apparaitre dans les équations de diffusion (1.23) ou (1.24) un

coefficient de diffusion dépendant des concentrations des impuretés présentes dans
le dispositif

e DG) o2, An{tle-a)Jeard (4, G

4+ Pa W

. 4 -
-‘D‘:B 14 ‘PB{ }[(EA-EQ) +V(('4-?B)‘+4 lj 4 + Cs‘

4+P8 . V((-A-Es)z-&l'
En fait (1.26) est analogue a (1.25) car on peut réécrire _
XCHI PR CEAN cxvornil Y PP
1 fs Gotaae
Si 1'on tient compte du phénoméne clustering donné par la formule (1.18),

alors la loi de conservat1on (1.23) ou (1.24) s'écrit

,(1.27) (Dcc V (D (H V” )

12 D (G7)




- 15 -

c'est a dire, si 1'on explicite en fonction de Ce (impureté diffusante)

1.25) )Q .7 (D [n] dNe VC)

On voit donc comment est modifié le coefficient de diffusion de fagon a prendre
en compte le clustering.
En récapitulanton voit donc que le coefficient de diffusion est fonction de la

doncentration de 1'espéce diffusante mais gussi dépend d'autres parmétres, et on pourra
‘définir les familles de fonctions '

(1.29) CA ANy DCG)DQJP/“/N" (CA)

De méme pour certainsalgorithmes de résolution, on verra qu'il sera utile de
connaitre la derivée ou la primitive de la fonction définie. en (1.29)

/ .
(1'30) CA, T L W 2 DCB D¢ P’;(/ Nt (CA)

et
G

Aw""'—‘> Y (CA) = D (u.) du

C, . .
‘/D“/ﬁ/"/’m CGI‘D‘/.P/A’“"

(1.31) C

(]
Ces différentes fonctions sont représentées sur les figures 8 & 27.

I1 est de méme intéressant de représenter les fonctions des 2 variables
(concentration C, et CB) ; celles ci sont représentés sur les figures 28 & 34.

La fonction 7 donnée en. (1.31) peut &tre calculée de fagon analytique (voir
annexe 1).

Le coefficient de diffifusion intrinseque Di’ dépend évidemment de 1'impureté
considérée (As ou B), mais aussi de la température T du process.

La dimension de ce coefficient est : EEEfEEE-, et nous avons choisi pour unités
temps ‘
le micron et 1'heure. Ainsi les valeurs de D que figurent sur les dessins sont
exprimés en micron? /H.
On peut trouver dans la littérature, une expression analytique donnant Di en

fonction de la température, ainsi pour 1'Arsenic
n (~47579.92 /(T4293) ]

>

- (1.32) 8.244 10

L
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et pour le bore

. 39754.19 /(T4273)]
1:33) D,, = 4.9992 10" e b

avec T, température du process en degrés C.

De méme les paramétres B dans (1.23) et (1.24) (sans dimensions) sont
fournis dans la littérature et si la plupart des auteurs semblent d'accord
B = 100 en ce qui concerne 1'Arsenic, la valeur de B pour le Bore semble
moins &tablie ; certains prennent 3 d'autres 19. (La valeur retenue est 3).

- Pour la simulation du clustering par la formule (1.18) donnant la concen-
tration effective Ne en fonction de la concentration réelle Ce, il est intéres-
sant de voir comment agissent les paramétres NM et a.

Sur les figures 2 & 7, on a représenté des courbes Ne(C
valeurs de NM,uétant fixé.
Sur les figures 8 a 11, on a représenté la variation du coefficient de dif-

e) pour différentes

fusion en fonction de la concentration normalisée d'impuretés (donnée par 1.21)
et pour les températures 800, 900, 1000, 1100, et 1200 degrés C. (la courbe en
trait épaissi correspond a la premiére valeur : 800°). Les figures 8 a 11 cor-
respondent au coefficient de diffusion de 1'Arsenic ; sur la figure 8, on ne
tient pas compte du clustering, et la concentration en bore est 10'4(normalisée).
Sur la figure 9 cette concentration vaut 17,6 (correspondant a une concentration
réelle ~ 1021). Sur les figures 10 et 11, on tient compte du clustering avec
pour paramétre o = 1.2 et NM = 100. ' |

Sur les figures 12 a 19 nous allons voir comment réagi la courbe donnant
le coefficient de diffusion lorsque 1‘'on fait varier un paramétre.

Sur - la figure 12 on fait varier la concentration en bore CB (Te clustering
n‘est pas pris en compte).

Sur la figure 13 : analogue & la figure 12 mais avec clustering.
Sur la figure 14 : on fait varier la valeur de B (pas de clustering).
Sur la figure 15 : on fait varier la valeur de B (clustering).

Sur les figures 16 et 17 on reprend le contexte des figures 14 et 15 mais
avec une concentration en bore plus forte (CB = 17,6 au lieu de 10'4).

Sur Tes figures 18 et 19 sont représentées les actions de « et NM pour

la prise en compte du clustering.

La figure 20 est 1'analogue de Ta figure 8 mais pour le Bore en tant qu'im-

A . v temmm  dmae Rna e A - P B I N S
CYHOTGIVL TYUWGT MM UL Tlainiycr auar e uuliiice e e e eny ae

4]
....... 5 ! Qe
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~ diffusion du bore est plus élevé que celui de 1'Arsenic. La figure 21 donne les

courbes analogues & celles de Ta figure 20 lorsqu'on prend en compte le clustering
(bien que dans la pratique i1 ne semble pas y avoir de clustering pour le bore).

Sur les figures 22, 23, 24 nous représentons la fonction donnée par (1.30) ; la
courbe en pointillés correspond au cas ou i1 n'y a pas de clustering (~NM = @, o= 1).

Sur la figure 22, la concentration en 1'autre impureté est 10'4, celle ci vaut
1.76 sur la figure 23 et 17.6 sur la figure 24.

Les figures 25, 26, 27 reprennent les conditions des figures 22, 23, 24 mais _
cette fois pour la fonction donnée par (1.31) (primitive du coefficient de diffusion)

Si dans (1.29), (1.30), (1.31), on favorise le paramétre Cg en le considérant
comme unevariable, on obtient alors des fonctions de 2 variables que 1'on peut re-
présenter dans H%3 et obtenir des 'vues perspectives données sur les figures 28 a
34.

Sur la fiaure 28, on représente D(CA,CB) = Z (X,Y) ; les bornes sur les variables
X et Y sont en concentrations réelles et non normalisées (comme sur les figures
précédentes). '

Les figures 28 et 30 .donnent le coefficient de diffusion, avec ou sans cluste-
ring ; les figures 31 et 32 représentent des dérivées (par rapport a la variable
diffusante) et Tes figures 33 et 34 des primitives.

2 - Formulation du probiéme modéle - Approximation numérique

Dans ce paragraphe nous n'allons nous intéresser qu'au cas ol une seule impureté
diffuse (c'est une premiére apppoximation, qui est fondée dans la pratique dans le
cas ol la ou les autres impuretés présentes sont en faible concentration).

Nous allons simuler deux étapes technologiques différentes & savoir :

a) le prédépot :

Du point de vue pratique cela revient & imposer la valeur de Ta concéntration
de 1'impureté diffusante sur une partie de 1a frontiére du silicium (condition de
Dirichlet non homogéne).

Sur Tes autres parties de la frontiére, on imposera que le flux de 1'impureté soit

nul, ce qui correspond a une condition de Neumann homogéne.

b) la redistribution :
Une solution initiale étant donnée (obtenue soit par implantation ionique, soit
par un prédépot), les conditions aux Timites qu'il faut imposer & la frontiére du

silicium sont de type flux nul ; on empéche que les impuretés puissent sortir du
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domaine considéré soit par les conditions naturelles de symé€trie, soit arti-
ficiellement en déposant une couche d'oxyde (qui se comporte comme une barriére).

Ces deux étapes technologiques sont réalisées a haute température ce qui fait
qu'il y a migration des impuretés dans le silicium, selon la loi donnée en (1.3) ;
la seule différence entre ces deux étapes provenant seulement des conditions aux
limites imposées & la frontiére du domaine de calcul (le silicium). Dans la pratique
ces deux étapes différentes du process pourront &tre simulées par un méme logiciel.

Si C est Ta concentration de 1'impureté diffusante, elle:.satisfait (Q représente
le domaine de calcul) '

¢ ( -

ﬁ__V, D)V ) =0 .
(2.1) + conditions aux .limites

+ condition initiale

(2.1) est une équation de diffusion non linéaire classique et sera approchée de '
la fagon standard habituelle.

On discrétise la dérivée en temps par une méthode de différences finies qui
transforme le probléme parabolique (2.1) en une suite de probléme elliptiques.
(ne faisant plus intervenir que des dérivées par rapport aux variables d'espace).
Ces problémes elliptiques sont ensuite exprimés sous forme variationnelle et ap-
prochés pér la méthode des éléments finis.

2.1 - Approximation de la dérivée en temps

La discrétisation en temps revient a ne calculer la solution du probléme
(2.1) qu'a des temps t°,t!,t2,...t",..., T, de 1'intervalle de temps considéré.

On notera 2} = (tn-tn'l) le niéme intervalle de temps (n=1,2,3...), et on no-
tera C" 1a solution (concentration) au temps t". (Noter que 1'on connait C° : con-
dition initiale dans 2.1)

On peut envisager différents schémas en temps :

a) Le schéma EXPLICITE

2.0y 3¢ ., ¢'-C

.Y Th évalués au temps "n-1"

!

-4 « ) )
et Tes autres termes dans 1'équation

Ce schéma est du premier ordre et n'est pas toujours stable.
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La condition de stabilité est facile & établir dans le cas d'un probléme de
diffusion linéaire, elle relie le pas de discrétisation h en espace et le pas de
discrétisation en temps , au coefficient de diffusion. Dans le cas non Tinéaire
cela dépendra du probléme traité. ‘

Nous n'avons donné ce schéma que par pure information, nous ne 1'avons pas
utilisé dans nos simulations.

b) Le schéma IMPLICITE

(2.3) ’)C C"_ C"" et les autres termes dans 1'équation
'36 T, évalués au temps "n

Ce schéma est toujours du premier ordre en temps mais est inconditionnellement -

n-l’ donne de fagon "explicite" la valeur de

stable. Le schéma (2.2), connaissant C
la concentration au temps c"..Le schéma (2.3), 1ui ne donne pas directement la so-
Tution au temps "n", mais celle-ci s'obtient, comme nous le verrons plus loin, par
la résolution d'un probléme non 1linéaire.

. Ce schéma implicite a effectivement 6té utilise pour nos simulations numériques.

Pour avoir un schéma plus précis en temps on peut songer & utiliser le

c) Schéma de Crank-Nicholson
qui est un cas particulier d'une famille de schéma (© schéma) allant du schéma
implicite (0=0) au schéma implicite (o=1).

Le sohéma de Crank-Nicholson correspond au cas ©-= %u~
. i iy
- (2.4) D_C évalué au temps n-;. par -C
€ , T

€t les concentrations intervenant dans les autres termes évalués par
1 (C” + C”")
2

En fait pour différentes raisons, nous lui avons préféré le schéma de GEAR

d'ordre 2.
d) Schéma de GEAR
En général ce schéma est plus robuste que le schéma de Crank-Nicholson pour

les problémes non linéaires,
De plus 1'extension des algorithmes a partir du schHéma IMPLICITE-est beaucoup
plus aisé pour le schéma de GEAR que pour le schéma de Crank-Nicholson.
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Le schéma de GEAR (& pas variable) consiste a remplacer

T het n-1
o) 2 e | 2T M BB €M, Zae
ot z;m(Tn + 'Z’,,,.,) T Chse (rn+1 +2:) Tn

éu temps (n+1), les autres termes etant aussi évalués en (n+l).

Ce schéma pose un probléme de “démarrage" car la formule générale (2.5) fait
intervenir 2 pas de temps ; dans la pratique on amorce le processus par une
étape de schéma implicite par exemple.

(2.5) redonne évidemment le schéma de GEAR classique donné par

3 Cmﬂ_ Cn 1 Cn- Cn-")
26) .;( T )- ! (————T

lorsque le pas de temps t est constant.

2.2 - Formulation variationnelle & chaque pas de temps

Aprés discrétisation en temps par 1'un des schémas précédents, nous avons a
chaque étape de temps, un probléme de type elliptique non Tinéaire a résoudre, dont
une formulation variationnelle peut §'écrire : (classique)

Trouver c eéZXte] que

O [y [pavcpe = [ et

ol b;"ZZ’peut étre pris comme un sous espace de 1'espace de Sobolev H1

(2), prenant
en compte les conditions aux limites et ol @Qfo est 1'espace associé aux fonctions
tests, (correspondant aux conditions aux limites homogénes);,&est une constante
positive dépendant du pas de temps (et du schéma de discrétisation en temps uti-

l1isé) ; f est une fonction connue.

Pour résoudre numériquement le probléme (2.7), ou 1'approche tout d'abord par
la méthode des &léments finis, qui conduira & un probléme a un nombre fini d'in-
connues (Pb non hinéaire dans R?) ; on verra ensuite différents algorithmes per-
mettant Ta résolution de ce probléme discret.

Nous prendrons pour approcher le probléme (2.7) la méthode des €léments finis,
avec les éléments finis les plus simptes; & ‘savoir, les éléments finis lagrange
Pl conformes ; cela revient & se donner (ou & construire) tout d'abord un maillage
de 24 1'aide de triangles et a dire (ou imposer) que la concentration est une
fonction continue, et dont la variation est linéaire sur chaque triangle (é1ément).
On construit de la sorte un espace de dimension finie approéhantéaf(et@?fo).
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IT1 est classique de noter @Z?h (et Qﬁbh) les sous-espaces et aussi le pro-
bléme discret revient a : ‘

trouver Che @h tel que

) farap 260 Tun | e 19¢ Y,

Par la suite nous omettrons 1'indice h, méme lorsque nous parlerons du probléme
discret.

Si on regarde d'un peu plus prés (2.8), 1'integrale sur flh, se décompose en une
somme sur les triangles d'expressions du méme type ; aussi on aura 3 évaluer

(2.9) j Co. f o

(2.10) f:D(Q} VQV‘{’ da ,v o T est un triangle du maillage
. A .

Si on considére (2.9), chaque terme de ce type contribue & ce qu'on appelle en
termino]qgie éléments finis, 1a matrice de masse. Chaque fonction Ch et etant 1i-
néaire sur le triangle, Te produit est quadratique et 1'on sait intégrer exactement
un polynome du second degré sur un triang]e. En fait pour préserver certaines pro- i
priétés de 1'opérateéun discrétisé de diffusion, ou utilisera une formule d'intégra-
tion dite de mass-lumping conduisant a une matrice de masse diagonale.

a) Intégration exacte de (2.9)

¢ J Cofde = "‘;ﬁ’.[c;(-) ¢a) o Gl 1) 4 GE) ‘((*J]

T
o2

b) Mass-Tumping (2.9)

méme expression, avec cette fois ci a, b, ¢
sommets:ldu triangle T

Si on considére (2.10), chaque terme de ce type contribue a ce qu'on appelle en
éléments finis (et pour le cas Tinéaire) & la matrice de raideur. Vue 1'approximation
choisie pour les fonctions, VCh et V¢ sont constants sur chaque éléments et ne

.. posent pas de problémes d'intégration. Par contre 1'évaluation de




- 22 -

(2.11) ‘S. D (G) de
T

&tant donné 1'expression de D donnée en. (1.25) par exemp]e,necessitera 1'uti-
lisation d'intégration numérique. On peut trouver difféerentes formules plus ou

moins précises dans la Tittérature (donnons les plus classiques)

c) formule a 1 point (O(hz))

Calcul approché de ,/; f(u) dx avec u
variant linéairement sur T

ws “ jT §l ba 22 einlr) $( “u:nu;)

d) formule & 3 points (O(hz)) ~ mass-lumping

fi = 5[ -]

3 "
e) formule & 3 points, exacte pour polynomes zéme degré (0(h3))
(déja donnée en a))
oy .
(-\\.“ -~ (UrC(T) [ Aly 4 Ay Uy Uy {‘é'*“l)
// \ “““‘ 2 SR, fla). fee
// T
VAR
4
f) formule a 6 points (degre 3)  (0(h%))
/!\ Uy : :
Y i ~ ire (T) U +U2 U U ) Uy ¢4y
/ \ Lg(u)&x_ 30 [{(7— )+{( z’+{(1‘ )]
S e\
)l*
/ e o : L f(f‘:‘_iﬁ_“s)+f(‘_‘__".‘i_*_“s)
A \ . 30 6 6
uy - »

+ £ (E;:i%:Lﬁ:ﬁ) |
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g) formule & 7 points (degre 3) (0(h4))

f{(u)d« ~ am(f)[?: ({(«,) - g(%) g[us))
+8({’(«ua¢} {(«,.a, (u,,u})
2 f(zgmr) ]

" h) formule & 7 points (degre 5)  o(h®)

- On évalue 1' integra]e par : .
” ~ -9 0"’6(7) -"44+qu u,)
f{(}da = . { e
<+ B« aire (T [{(“ us*ﬁ “z“'ﬁ u’) {(Piui'*JiUI +ﬁ1 “3)
T e penn) ]
+ C.a,n.rc (T) *‘(4 u”ﬂzu”ﬂ 5) {(3«144,4124.} )
f (e poean) ]
B= 4554V _ 043239415%
0.0533 458 717

Pus 6+ AT 0.4301ul0641

455- V15, 042593 91205
L2V ., 0.7974269053
01042865073
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“Une fois choisi le schéma en temps-et les formules d'intégrations numériques
sur chaque élément, on obt1ent chaque étape de tempg un probiéme non linéaire
dans RP & résoudre.. ‘

Comme nous 1° avons déja 1nd1que nous omettrons 1'indice h referengant au probléme
discrétisé pour ne pas alourdir les notations.

Nous nous sommes intéressé au schéma implicite et au schéma de GEAR (a deux
pas) ainsi, dans (2.8)

po= e
(2.12) 0.1
£=C
pour le schéma IMPLICITE, et
___'Un ('C.-,.,'Z')
F 2T  +Thus

(2.13) f—- (fz—_'+z, )?- Cu-f _ ‘z,hz C‘"‘z
(lz' + Tha) e (l 2;, -;Tn,nl
pour le schéma 'de GEAR (& pas variable)

En ce qui concerne les formules d'intégration numérique du coefficient de
diffusion, nous avons testé Ta formule & 1 point c), la formule & 3 points d),
Ta formule & 3 points e) et la formule & 7 points g). : ;

"3 A]gorithmes'de réso]utionﬂ-

3.1 A1gor1thme 1- L1near1sat1on

Nous a]Tons indiquer ma1ntenant un algorithme, qu'est le premier auquel on
“peut penser lorsque 1'on a ce type de probléme a résoudre. On va en quelque sorte
‘'simplifier.le probléme que 1'on a effectivement & résoudre, en se ramenant a un

probléme que 1'on sait traiter ; un probléme'linéaire.
On suppose donc que 1'on connait Ta solution (concentration de 1'impureté

diffusante C) au temps n-1, on cherche la solution c" au temps n, en résolvant
le systéme linéaire ' . v

o) LC".W, . FJ:D(CM) VC".W&%]{?M Ve U
che ) " | - |

En calculant le coefficient de diffusion D(C) & 1'étape de temps précédente, on
simplifie évidemment le probléme & traiter mais un tel schéma.ne donnera pas toujours
des résultats corrects. Les résultats numériques ne seront accepféb]e que si le pas
de temps est suffisamment petit et/ou si Te coefficient de diffusion varie trés peu
avec la concentration (dans le cas de faibles. concentrat1ons d' 1mpuretes) ; cela
est effect1vement constate dans les app]1cat1ons prathues
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3.2 - Algorithme 2 - Point fixe

Pour assurer la convergence de la méthode 'de linéarisation précédente, nous
pensons qu'il est nécessaire de faire des itérations du type de (3.1), a 1'intérieur
du pas de temps lui méme surtout lorsque le coefficient de diffusion dépend plus
fortement de la solution.

Partant de ¢ ¢ 1, on construit la suite de problémes linéaires (k= 0,1,2..)

(3.2) fc“l“(fd’ *"fD(C"')VCW’W“ f{‘f"“ vee U]
o k+1 c /(f

Lorsque la suite en k a convergé (ou bien aprés un nombre d'étapes fixées a
1'avanceé . (k<.k )), on pose = ¢ k+l et 1'on change de pas de temps. Un tel type
d'algorithme d1t de point fixe est souvent utilisé pour des problémes de diffusion
non linéaires.

Pour simuler numériquement le probléme de diffusion, on définit 2 suites imbri-

chaque fois. Si on utilise

quées de problémes Tinéaires dont 1a matrice change &
une méthode directe de résolution de systémes linéaires, la factorisation de la

matrice (qui est 1'opération lla plus coliteuse) doit &tre faite a chaque fois et
cela peut devenir prohibitif du point de vue temps calcul.

En général pour Tes problémes de diffusion (pb paraboliques) approchés de 1'une
des fagons précédentes, i1 est intéressant d'utiliser des méthodes itératives podr
résoudre Tes systémes linéaires : en effet, une bonne approximation initiale du pro-
cessus itératif consiste a prendre-la solution connuve3 1'etape précédente ; de plus
lTesprocessus itératifs de résolution de systémes Iinéaires‘(de type surrelaxation
ponctuelle) se généralisent assez facillement au cas non linéaire. .

Ainsi, si 1'on utilise une méthode itérative de type surrelaxation ponctué]]e

pour résoudre chaque probléme linéaire (3.2) on peut aboutir & la variante suivante.

3.3 - Algorithme 3 - Variante itérative de Tinéarisation

En résolvant (3.2) par une méthode itérative, on confond 1'indice k avec 1'indice
de la méthode itérative, autrement dit, lors de Tla résolution duv sytéme linéaire,
on n'effectue qu'un seul "balayage" (qu'une seule itération) de 1a méthode de rela-
xation ponctue11e et puis on change les coefficients de 1a matrice en reca]cu]ant
les D(C ﬁ) Un tel processus s'est avéré extrémement efficace du point de vue temps

calcul et encombrement mémoire.
IT n"était pas évident a priori qu'un processus aussi simple puisse étre ap-

pliqué a Ta résolution de problémes non linéaires elliptiques de ce type. Nous
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avions 1'expérience & 1'INRIA de problémes non linéaires dans lequel le "coefficient
de diffusion D" ne dépendait pas de C mais de lVC] (une telle dépendance se ren-
contre par exemple en magnétostatique ou en écoulements subsoniques compressibles),
et pour ces problémes, le type d'algorithme précédent "trop explicite" conduisait
"souvent a une convergence difficiteddu processus itératif (oscillations). Pour cela
nous avions développé des algorithmes de type relaxation non linéaire et de Newton
Raphson (avec variantes) et c'est ce genre d'algorithmes que nous avons d‘abord
adaptés et appliqués gu probléme de diffusion d' impuretés.

3.4 - Algorithmes 4 - Relaxation non linéaire

Différents algorithmes de relaxation non Tinéaire avaient été étudiés en parti-
culier pour le probléme de magnétostatique, mais nous n'avons retenu ici que celui
qui s'était montré Te plus efficace, & savoir E.G.S.N. (extrapolated-Gauss-Seidel-
Newton). |

Le probléme non Tinéaire que nous traitons est le suivant :

Trouver Cne @a, solution de

LC".‘(dx + ,LL.'D(C”) VC" V¢ ae .-.Lg.‘fdz Ve Q&

Dans la formulation (3.3) qu'‘est en quelque sorte la "vraie formulation" on
tient compte implicitement de la non linéarité du coefficient de diffusion et cela

conduit donc a un probléme non linéaire dans RP (si p est le nombre d'inconnues
du probléme), que 1'on pourra aussi expliciter sous la forme du systéme suivant :

Fo(c ¢ ¢ CCh) -
- F? (c;‘,c:,c;,..:.. ,C)-o0
P, o, .. , G )=o0

Les Ci étant les inconnues du probléme, représentant la valeur de la concentra-
tion d'impuretés aux sommets des triangles (noeuds de la triangulation). Les
fonctions Fi découlent de (3.3) lorsqu'on prend successivement pour ¢ , les dif-
férentes fonctions de base wi de o

Evidement comme dans le "cas linéaire", toutes les inconnues ne sont pas pré-
sentes dans chaque équation, i1 est facile de voir, vu 1'approximation par éléments

finis retenue, que seuls les Cki voisins de Ci'interviennent pour 1'équation n°i.




L'algorithme E.G.S.N. s'explicite sur (3.4) par

. . . +1
¢ donné, on calcule successivement chaque composante de Cn’] par

' n bt tet nlt  _nl n, )
¢ n,
a5\ " Cf'e w F. (Q T I O G
4

LY
’D F.,, nbr b a1 ot n{ )

BCL(Q 'Q ’"mcl'ra ) Cf
i= 1: 2’ 3,... P .

W : paramétre de relaxation (0cw<?2)

1=0,1, 2, ... est 1'index d'itération de 1a méthode E.G.S.N.
Ev1dement pour un probléme de type parabolique, il est tout & fait indiqué de
choisir ¢"% ¢!, '

Un critére«d arrét des itérations en 1, facile 3 intégrer a 1'algorithme et qui
s'est revelé statisfaisant est le suivant :

I (1m£m : me‘
(3.6) g - ‘_IL < € 40'5_
‘ l C;' +1

Par rapport a 1' a1gor1thme 3, qui ne nécessite que le calcul de la fonction
D(C), 1'algorithme E.G.S.N. nécessite en plus 1'évaluation de 1a dérivée D' (C).
(Voir T1'annexe 2 pour le calcul de la dériveée).

Cet algorithme a donné de bons résultats et converge sans pscillations méme pour
de trés fortes concentrations d' impuretés ; Ta mise en oeuvre de E. G.S.N., nécessite

qu'un minimum de .place mémoire,et bien qu'il soit plus codteux que 1° algorithme 3,
il est sGrement plus robuste.

3.5 - Aldgorithme 5 - Newton-Raphson

Si pour résoudre (3.3), on applique la méthode de ‘Newton-Raphson, on obtient une
suite de problémes Tinéaires (index k), qui sous forme variationnelle s'expriment

par :
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on pose "% c"! et on cherche MK+l gans i}bsolution de

[ g b [ DETO T p 2GR

(3.7)

= L%Yh ’ F'J ZD’(C""} et VC"'&.V}” dx Vc/é/]/:

k=0, 1, 2..., D! désigne 1a dérivée du coefficient de diffusion par rapport

i C.A la convergence de cette suite en k, on obtient Cn, et on progresseainsi de
suiteldans le temps. I1 faut noter que la matrice du systéme linéaire (3.7) change
d-chaque étape k (comme pour la formulation (3.2)) et si 1'on veut utiliser une
méthode directe de résolution de systémes lingaires (cholesky par exemple puisque
la matrice est symetrique et définie positive), la factorisation qu'est 1'étape
coliteuse en temps calcul doit &tre refaite & chaque pas.

Pour un probléme de diffusion non lingaire type, i1 a fallu en moyenne 6
jterations de Newton pour chaque pas de temps (celui-ci valait T= 2,5mn) pour
atteindre la convergence. Cette méthode qui comme EGNS nécessite le calcul de la
dérivée du coefficient de diffusion, demande plus de place mémoire et est autant,

sinon plus, coliteuse en temps calcul.

3.6 - Algorithme 6 - Variante itérative de Newton-Raphson
Si on utilise,comme dans 1'algorithme 3, une méthode iterative du type relaxa-
tion ponctuelle, et que 1'on fait jouern & k dans (3.7), le rdle de 1'indice de

balayage, on obtient ce que nous appellerons une variante iterative de la méthode
de Newton-Raphson qui converge nettement plus vite que cette derniére (on veut dire
par 1a, qu;e11e demande moins de temps calcul pour atteindre la convergence).

Cet algorithme a de nombreux points communs avec 1'algorithme E.G.S.N. et semble
atre plus rapide que ce dernier. Le nombre de cycles pour atteindre la convergence
est & peut prés toujours le méme, mais il y a moins de calculs de fonctions (D(C))
dans la variante de Newton-Raphsén que dans E.G.S.N.

3.7 - Une autre formulation du probléme de diffusion non lineaire

Si on note ¥ la fonction de la concentration C, définie par

5.8) ¥ (<) = f D(v)dv

alors (2.7) (ou(2.8)) devient




r'u&
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f trouverlCe/’f, tel que .
(3.9 ¢ fnc.‘fdac +/¢f V(X(c)).Vyda -.-_/f%l« VVGQO

Des calculs analytiques nous ontipermis d'obtenir explicitement la fonction
(vpir annexe 1) ; et nous utilisons évidement cette expression pour la simu]ation'
numérique. De toutes fagons, i1 subsiste toujours un probléme d'intégration numérique
sur un élément triangulaire pour le terme faisant intervenir‘Y?C)

Pour la mise en oeuvre pratique, nous avons procédé de la fagon suivante (nous
omettrons les indices h pour le probléme discrétisé, de facon a ne pas alourdir les
notations) : - ,

Soit (‘/1,7’2,...¢N) la base usuelle de V(espace discret) dont les p (p<N)
premiers éléments appartiennent 3 Z}'. Dans ce qui suit on identifie les fonctions
vel? avec les N uples (vl, v2, v3,?.., VN) J J.), X etant le sommet
associé a la fonction de base ‘(

La fonction ¥, si nous conservons 1'approximation linéaire pour les concen-

ou v© = v(x

trations devrait s'exprimer par
¢
(3.0 ¥(¢) = Y(Z. C (ﬂ)
<=z

nous remplagons cette expression par

(3.11) (c) Z ¥ C) ¢,

ce qui revient a dire que 1'on prend une approximation de X’(C ) qui varie 11nea1re-
ment sur chaque triangle.
De cette facon, la mise en oeuvre d'un algorithme du type E.G.S.N. est immédiate,
et évidemment la dérivée de 5’(C) qui intervient dans 1'algorithme est donnée par
D(C). | |

La réalisation pratique de E,G.S.N. sur cette formuldtion " ést apparue
plus couteuse que sur la formulation initiale (les évaluations de fonctions sont
nombreuses et coliteuses). '

Cet algorithme aura pour numero 7 et sera aussi référencé comme E.G.S.N. sur

formulation intégrale ; i1 peut s'expligiter ainsi
Cn’o-dqnné on calcule successivement chaque composante de ¢ 2141 par :

o e s s p [T0) T - [

(3.12) C
Jlaln o p () [ 190
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i=1,2,...p

@ : paramétre de relaxation choisi dans Jo,2L

Yﬁ est la fonction de base associé au noeud i

Evidemment, les sommes sur £ (domaine entier) dans (3.12) se réduisent a une
somme d'intégrales sur les tr1ang1es ayant le noeud i pour sommet. De méme chs 1 st
identifié au vecteur dont les composantes d'indice < i sont a 1'état (1+1) et dont
les composahtes d'indice 2 i sont a 1'état 1. Pourlle calcul de vfﬂﬂlz dx on utilise
soit le calcul exact , soit le mass-lumping comme indiqué précédemment.

On peut de méme définir des méthodes de Newton sur cette formulation.

3.8 - Algorithme 8 - Newton-Raphson sur formulation intégrale
Rappelons que 1'on veut résoudre le probléme non linéaire

[ pae p [ V)T s = [ g1 Vel
che )

Si on applique la méthode de Newton-Raphson sur la formulation discréte et avec

(3.13)

1'approximation (3.11) pour ¥, on obtiendra la suite de problémes linéaires suivants:
On prendra ¢Ms0z ¢N” -1
et puis pour k=zo et ¢ K Z} donnés, on déterminera ¢ Sk+l Z}P solution du
probléme linéaire -

f(c""”' )4 dx 4 ,LiY ! (C " )iw VY e
(3.14) :J{‘Q IC""(J« /*[ X(("' jVﬁ'.V‘/jc’«

{=t

C'est & dire,

hgo' h‘ ":L" “o{
(3.15) fC <f b 4 ,LZ D(( C, LV%V?}* dx = 9).
J=12...p '

avec le second membre gn K donne par

(3.16)9;"‘ - Z [D(c"‘ " X(Q"“/]]W.x V) &
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Bien entendu, si on utilise comme dans les formulations antérieures, une
methode de type relaxation ponctuelle pour résoudre le systéme 1inéaire (3.15),
on obtiendra encore une variante en confondant 1'index k de la méthode de Newton
avec 1'index de la méthode itérafive.

Cette variante, assez efficace sera notée Algorithme 9 :

Newton itératif sur formulation intégrale.

3.9 Remarques

Etant donné que les concentrations sont des fonctions positives, que les
technologues, bien souvent représentent les résultats sous forme de logarithmes
de Ta concentration, il apparaissait que le changement de fonction inconnue suivant

était justifie
g
(3.17) C- e

conduisant a des problémes du type suivant (c'est une formulation possible)

trouver v GU— tel que

(3.18) f"‘“ﬂ/‘jj’(ﬁ Vo 0 o Sl P(c)lV«rl }%u {’?’0‘(
¥/ﬁﬂ e;‘l;%

o1 _
Ce type de probléme semble plus délicat & étudier numériquement et étant donné
que Tes formulations précédentes ont donné des résultats satisfaisant les techno-
Togues dans la pratique Tes recherches ne se sont pas poursuivies sur la formulation
(3.18).

4 - Expériences et résultats numériques

4,1 - Présentation des problémes traités

Trois problémes-tests ont été traités

A. Diffusion d'arsenic par prédépot a 1000 degrés durant 20 minutes

B. Redistribution d'Arsenic aprés implantation ionique (dose 1014, énergie
- 80Kev), a 1000 degrés durant 20 minutes. ' _ '

C. Diffusion de Bore prédéposé a 1100 degrés durant 20 minutes.

La‘concentration initiale en 1'autre 1mpurete est supposée uniforme et égale

15 atomes/cm (valeur norma]1see 1.76 107 ) Lors des prédépots la concentration

21 atomes/cm3.

10
‘1a surface varie de 1016 10

fzn o
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On a représenté sur la figure 35, le domaine de simulation. C'est un simple
rectangle (pour les problémes tests envisagés), et la présence de 1'oxyde n'in-
terviendra dans les équations que par la. condition aux limites imposés a 1'in-

terface S =S, 02 (élément de frontiére du domaine S , repérée par(:)) Dans ces
s1mu1at1ons, 1'oxyde est supposé étre un masque parfa1t pour 1a diffusion, ¢ est
i dire qu'il empéche les impuretés de sortir du silicium. Le flux est donc nul sur
cette part1e(§) De méme pour raison de symetrie, cette condition de flux nul est
aussi valable pour les part1es(:) et (:) Sur la partie (:) de la frontiére (fond
du caisson), on peut en fait soit prendre une condition de flux nul, soit imposer
une concentration nulle ; en principe les impuretés restent au voisinage du bord
super1eur (zone intéressante).
. La condition aux limites qu'il faut imposer sur la partie (:) dépendra du
probléme traité

- Conditions de flux nul dans le cas de redistribution

- Condition de Dirichlet non homogéne dans 1é cas de prédéposition (valeur de

la concentration au bord)

Un résultat de simulation intéressant sera bien entendu la répartition de la
concentration des impuretés (et nous donneront différentes représentations de ce
résultat) mais aussi la représentation de 1a jonction (ligne ol la concentration
d'impuretés de type négatif égale la concentration en impureté de type pos1t1f) qui
dans nos problémes tests sera représentée par une équipotentielle part1cu11ere Sur
certaines parties du domaine, les résultats des simulations numériques pouvaient
atre comparés a des résultats de simulation unidimensionnelle (numérique ou ana-

“lytique).

4.2 - Maillage du domaine

Le domaine qu'il faut mai1]er ne présente aucune difficulté, (domaine rectan-
guTaire). Cependant, en vue de réduire 1'erreur. d'approximation compte tenu du fait
que les choses intéressantes vont se passer au voisinage du bord supérieur, il est
préférable d'avoir une triangulation plus fine dans cette région. Nous avons donc
spéciaTement dévéloppé un logiciel de maillage permettant de prendre facilement en
compte cette contrainte.

On a représenté sur la fiigure 36 le mailiage triangulaire retenu pour les si-
mulations numériques. I1 comporte 1271 noeuds et 2400 triangles.

Nous avons développé parallélement un algorithme de régularisation d'un maillage
~ (sur un domaine convexe) et 1'on montre sur la figure 37, le résultat obtenu lorsque
1'on applique au maillage de la figure 36.
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4.3 - Traitement de Ta condition au bord dans Te cas du prédépot
L'étape technologique de prédépot se présente comme suit : un gaz contenant
les impuretés circule au dessus de la tranche de silicium. Les impuretés pénétrent

dans le Si sur quelques centaines d'Angstroms. La concentration en surface atteint
la "solubilité Timite" de 1'impureté dans le silicium (cette solubilité limite est
fonction de la température T). '

Pendant le prédépot la concentration en surface n'atteint pas spontanément la
solubilité lTimite mais croit de fagon monotone vers cette limite. D'ol 1'idée de
prévoir dans le logiciel de simulation, une condition aux limites sur (:)(figure
35), qui dépend du temps. On peut féire évoluer la concentration au bord, depuis
la valeur 0 jusque la valeur limite CO.

Si tmont est Te temps de "montée" pour atteindre la valeur Co’ la condition au
bord est donnée par la relation (K coefficient & choisir)

—>
C

Disons tout de suite que si le process dure suffisamment longtemps par rapport
a tmont’ les résultats obtenus a la fin du process sont les mémes. )
- Cette condition de concentration évolutive au bord avait &té introduite pour.
étre plus prés de la realité physique d'une part, mais aussi pour éviter d'avoir
& prendre en compte des discontinuités trop fortes de concentrations. (On suppose
en effet au départ que la concentration de 1'impureté diffusante est nulle 3 1'in-
térieur du silicium).

En fait, méme du point de vue numérique, cela ne posait aucun probléme de
partir directement avec la condition C, au bord.
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4.4 « Choix du pas de temps et du paramétre de relaxation w
Au début de nos expériences numériques nous avons adopté la stratégie suivante

pour le cho1x des pas de temps :

On part d'un pas de temps trés petit, & chaque é&tape on mu1t1p11e le pas de
temps par un certain facteur jusqu'a atteindre un pas de temps maximum que 1'on
s'est fixé a 1'avance, on poursuit alors le processus avec un pas de temps constant
jusqu'a la fin de la simulation.

Le choix de cette stratégie provient en autres du probléme de discontinuité
initiale dans le cas du.prédépot. Ainsi nous avons choisi

cn

42) Tow 23 08 107 hens (~ 0.2034)
Le pas de temps était ensuite choisi selon la formule de récurrence

(43 T, - min (T (A

N+t = max /

ol nous avons pris«= 2,

Différentes valeurs de T&ax ont aussi été enyisagées. (Valeurs correspondant
a0.312mn, 0.625mn , 1.25mn , 2.5 mn , 5 mn).

D'autre part, étant donné (comme nous 1'avons vu précédemment) que les méthodes
de type iteratif (surreTaxatioh ponctuelle) se prétaient bien au traitement nu-
mérique de problémes de diffusion,rrestait & choisir le paramétre W (aussi optimal
que possible). .

On sait que lorsque le pas de temps est "trés petit" (notion relative) ;
1'opérateur linéaire ou non linéaire de diffusion est proche de 1'ldentite et
donc le paramétre de relaxation optimal est proche de 1. Au fur et a mesure que
le pas de temps augmente la contribution de la partie diffusion proprement dire
augmente et le parmétre @ doit augmenter aussi.

‘Ainsi & chaque fois que le pas de temps était modifié par la formule (4.3), on
faisait de méme

(4.4) w,,,, = Mhan (w»w ) w, Vﬁ)

avec de toute fagons wmaxé'z‘

Difféerentes valeurs de.ﬁ ont &té considérés entre 1 et 1.04 et la valeur
= 1.025 a donné des résultats acceptables dans tous les cas simulés.
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Fort de cette expérience on a voulu ensuite déterminer les pas de temps suc-

cessifs en contrdlant 1'erreur & chaque pas de discrétisation en temps (cela revient
a évaluer une dérivée seconde en temps pour le schéma implicite et une dérivée
troisiéme pour le schéma de GEAR utilisé) ; parallélement a cela, et compte tenu

des résultats précédents, il fallait trouver une expression analytique donnant

le parmétre @ en fonction du pas de temps T, mais tenant compte aussi du coef-
ficient de diffusion dt du maillage. Une telle technique a &té intégrée dans le
Togiciel de simulation TITAN, utilisé au CNET-CNS.

4.5 - Resu]tats'numériques

a - Remarques sur 1'intégration numerique (§2)

Le probléme test est le suivant : Predépot d'Arsenic, durant 20 mn & 1000 °C.
La concentration au bord (D) est prise a 176. (h.1021). On tient compte du
clustering. Les paramétres importants pour le technologue sont d'une part la
profondeur de jonction et d‘autre part la diffusion latérale. (Le substrat est
uniformément dopé en bore : 1.76 10"4 en normalisé (~1015)).

Le schéma en temps utilisé est le schéma de GEAR avec un pas de temps maximum
de 0.625 mn, (Ce qui conduit a 38 pas de temps).

Integration r Prolon deur de - Diffusion r C”.U
o Py
L JONCTiON laterale
humgr»qg&
A peink ‘ 0. 1% 729 0. AL2g oox '
3 F':'m"f ) 0.1F 9¢c 2 ’ ‘ 015064 2%
T penk h c. 1% B0 L 6. 1415 h 33 x 1

Pour d'autres tests les résultats ont été comparables ; ils prouvent que 1'in-
tegration numérique la plus simple (1 point) est suffisante (de plus temps de ,
calcul minimum). Cela peut s'expliquer aussi par le fait que la densité de triangles
dans 1a zone intéressante est suffisamment grande.

I1 est pratiquement sir que les résultats seraient en faveur de 1'intégration
plus précise si 1e‘mai1]age était plus gréssier.

b - Remarques relatives aux algorithmes

Le probléme traité ici est le suivant : Prédépot d'Arsenic durant 20 mn &
1000°C. La concentration au bord ( 1 ) est prise & 17.6 en normalisé (ce qui
correspond & une concentration réelle de 1020 At/cm3. Pour ce jeu d'essai on n'a
pas tenu compte du CLUSTERING. Le substrat est uniformément dopé en bore a une
valeur de 1.76 10'4 (c'est a dire 1015At/cm3). Nous allons voir comment se com-
portént . les différents algorithmes exposés au §3. B 7
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ALGCRITHME 1

. ).inean'sahcw

Schene GEAR Schene IMPLIiCITE
’I:max Prol. Janchiow | Diff. lalvale cPuU Prof Jcnd-'uk, DifL. que,ra(a cPy
Sma 0.119%3 0.1021¢ 347 0.15 163 | 20.03 148 36
25me | 013454 0.10 771 449 015470 | 0.12677 447
1.25m 013993 | 611557 615 075432 | 0.7 o4 501
0.645 mu | 0.13 /%6 0.70 054 914 0.15¢ 46 0.72 719 97f
0.3725my | 0.75069 0.12 271 1506 0.15 520 0748 683 1539
A L G CRiIiTMET 3 - an.'cmb Herabive cle fin e"ul’«SaF'uh,
Scheme  GEAR Ceheme. IMPLICITE
?M:l/ €. f Tonchee D. (. ‘a‘l'u.(.k. ey T Pes { Jercha D.HL Jelerst ceu
1 L
Smn | 015138 0.12224 go¢ | | 0.7¢ 07 0.15 425 490
T" S—]
2.5 me 0.75 455 o.“//z_zzy 572 0.0F4/¢ o./¢ 0lo 267
425w | 015274 0.12 376 €75 0.06573 | 0.8 403 748
[ | ~ | A
0.625mn 0.1554§ 0./12.552 12 0.15 924 0./l ¥ 1032
| —
tmsu 0154 0-72 614 1372 0-1512¢ 0.1724¢3 4425
i1
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T ALGORITHME 4

Relaxahon

fion ‘m(@c re

(easN)

A
Scheme GEAR ﬂ . . gc‘\ema IMPLICGTE
e -
l 7)’&/( 'i’r:f. Jouchon | DY, lederate cou ; LProf Tokw | D federale cey
Sma 01802¢ | 075124 410
25 e O./F 421 014010 7387
|
A e 0.76 575 | 0.3 903 Afo1
0.6 a.15 930 0.129/ 2384
* ]
6.3i%5ima | 0.15735 | oaeces | Juf
——
r
ALGORITHME & _ Varcenke terahve de NewTon-RAPHSON
Scheme GEAR Schema IMeLeCciTE
TTmay ?r,f. Jom cl»-'-;; | Db . lakerale cPy Pfo\ﬁ TJondtion | Dfhosn Ioh.’-u‘ cPy
Somie 0.15 140 0. 1424 629
25w | 015 ISE | 0s2219 274
A2Smn | 00527 | 0.0 3% 214 0.4 515 | 073403 4250
-—7 1
O62mn | 015400 | os2 552 | 525
o.3125m- | 0.765427 012624 277
: ' L
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On voit d'aprés les résultats que comme prédit ( § 3 ) , 1'algorithme 1
(linéarisation) ne donne des résultats acceptables que si le pas de temps est
suffisamment petit. Les algorithmes 2 & 9 (tous les résultats ne sont pas
reportés ici) donnent pratiquement les mémes résultats, dans des conditions
semblables , seuls Tes temps C.P.U varient d'un algorithme & 1'autre. On peut
constater que 1'algorithme 3 , trés simple & mettre en oeuvre donne Tes meilleurs
résultats du point de vue temps calcul.

D'autre part au vu des resultats précédents , il apparait que les grandeurs
interessantes du point de vue technologique (la profondeur de jonction et la
diffusion latérale) semblent moins dépendre du pas de temps dans le cas du
schéma de GEAR que dans le cas du schema IMPLICITE

(Le schéma de GEAR est plus précis en temps).

On peut voir sur la figure 38 comment varie la profondeur de jonction en fonction
du pas de temps (pour les schémas de GEAR et IMPLICITE).

S1gnalons enfin que le comportement des algorithmes est semblable dans le cas ou
1'on prend en compte Te clustering (1a jonction:est moins profonde dans ce cas).

c. Influence du choix de ﬂ dans 4.4

Nous allons donner maintenant des indications relatives au coeff1c1entuﬂ dans
la formule (4.4). Nous nous remettons dans les conditions précédentes (#). Le pas
de temps sera choisi & 1.25 mn. Ce qui est intéressant de mesurer, c'est le nombre
de cycles de la méthode iterative utilisée (EGSN, Newton itératif, linéarisation
jtérative) et oussi la valeur moyenne par pas de temps (on effectue 23 pas de temps
pour atteindre le temps final : 20 mn).

Nous présentons des cas avec et sans clustering
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ALGoRITHHE G . Varianh tlevabive New‘u\c-Rarlok . (SANS CLUSTERING ) T=z1,5mn
SCREMA THAVICA\TY !
J3 BalavAges Proﬂ Jorc‘l'u\. 'D.“', lallr‘aLe, CPU
ToTAL MoviNNE
4.01 2538 14.22 0.16 S35 013 403 A435
401 202 | 991 | omsis | ot w3 4249
4.005 | 220 | 951 | ousis | osawz | 45
A. 03 a1 | g | ewsis oz | Azsc
4. 04 26 0r | oksig | e3eoz 13317
" ALQORITHME 6 . Varroute iterabive  New ton -Ro'anou (cLusTeRinG ) v T=z1.25 ma
SCHiWA  TMPLI(ITE - ' :
J3 BALAYAGES Pref. )onck'm Dl Nakrale CPU
torTAL HoYENNE : ] ]
A.04 A31 1.2+ 043953 0.1 462 440
1.0 169 135 | ozasE | enecz | 133p
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En reprenant la méme experience avec cette fois-ci la concentration au bord

10_18 au lieu de 1020 (0.176 au lieu de 17.6 en normalisé) on obtient
ALGDM‘IH:hE 4. Relayaliow non lineaire eGSW (3AvS CLUST:RING ) =425 mn
ﬂ BALATAGE S Pr,f. Jonikion D// (akvele | c Py
i JoTAL NOYE NN
< A4S 5 0.05959° 10.0¢895 735
“4.01 415m—‘m'm_"§;zwm_ 0.05§50 “4a04f;} 77f‘
1.0 Ak ¢.33 0059 s0 0.04P 55 - mm;;;;“ww
“aozs | a1 | oesvse | cowrss | ases
4.0% 481 C18F | cos9se | oossss 1490

Dans le dernier cas la diffusion est moins importante que dans les cas preé-
cédents et il est tout a fait normal que les paramétres de relaxation soient plus

proches de 1.

d. Comparaison des temps de calcul sur VAX 11/780

Nous donnons sur le tableau suivant, les temps de calcul (C.P.U) relatifs au
probléme test a), c'est a dire, diffusion d‘Arsenic par prédépot a 1000°C durant
20 mn, et ce pour la plupart des algorithmes décrits au §3. _

Le pas de temps retenu est 1.25 mn (pas de temps maximum). Les temps de calcul
sont donnés sur ordinateur VAX 11/78u qui est la machine la plus couramment utilisée

dans le domaine.
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ALG: n° Descriplon. TeMps CPU
vax 11/780
14 Linearssab'en _ . A34 4
2 | Point fxe 250 4
‘‘‘‘‘ 3 Variaulke ilerakve e linearisah'on 21¢ 4
4 Reloxabuw non lineaire  (easw) | Soo o
—~—5_ AAAAAAA - MHNQW ‘OK-P&!L}OL:W" o - 4244
6 | Variout ilrahve o Newholophu | 3154
9  Newhs lerabif (formolakis ayrel) | 3684 |

L'algorithme 1 est Te plus rapide mais les résultats obtenus avec un tel
algorithme sont peu fiables.

e. Représentations graphiques des résultats

On a représenté sur la figure 39, les isovaleurs de la concentration d'Arsenic
(10, 1, 0.1, 0.01... en valeurs normalisées) pour le résultat obtenu Tors de 1a
simulation du probléme test (a).(Prédépot d'Arsenic & 1000°C durant 20 mh ; con-
centration au bord 17.6). . ’

La Tigne en trait épaissi (équipotentielle particuliére) représente la jonction.

Sur les figures 40 et 41 on a représenté des vues tridimensionnelles de 1a méme
solution.

La figure 43 représente la distribution d'Arsenic que 1'on obtient aprés im-

plantation ionique (dose 1014

et energie 80 Kev).

Cette concentration d'As, sert d'état initial au probléme de diffusion (bb test
b)), et lTes figures 44 et 45 donnent la concentrat1on d' 1mpuretes que 1'on obtient
aprés riedistribution (20 mn & .1000°C).

La figure 46 donne le résultat pour le prob]eme test c¢) (prédépot de bore a

1100°C, durant 20 mn).

4.6 . Extension - Diffusion du phosphore

Si 1'on considére la diffusion du phosphore dans le silicium, un modéle sim-
plifié du coefficient de diffusion est représenté sur la figure 47. Ce coefficient
depend.de la concentration (comme pour 1'Arsenic et le Bore), mais cette fonction
présente une discontinuité (pour la valeur 5.dde la concentration en valeur nor-

malisée). .
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Nous n'avons testé sur ce probléme, que 1'algorithme 3 (variante itérative de
linéarisation), car il ne fait pas intervenir de derivée du coefficient de dif-
fusion. ' .

Nous avons simulé un prédépot de phosphore avec une valeur au bord de 10, pen-
dant 6 mn (le phosphore diffuse beaucoup plus vite que le Bore ou 1'Arsenic.

La convergence de 1'algorithme a été un peu plus difficile mais a'quand méme -
été réalisée et 1'on peutdvoir sur les fig. 48-5¢ le résultat obtenu. (on peut re-
marquer le plateau et le "kink", typiques de la diffusion du phosphore.

4.7 Validation des résultats

Obtenir directement par 1'expérience des profils bidimensionnels de diffusion
sous masque d'oxyde est une tache trés difficile. La méthode utilisée dans quelques
laboratoiresiconsiste a employer un microscope électronique a transmission de trés
haute résolution. L'échantillon observé sur la tranche est aminci par un amincisseur
jonique. Seules quelques photos de ce type existent au monde. Par contre plusieurs
méthodes expérimentales existent pour obtenir des profils unidimensionnels (SIMS,
Speading-résistance, etc...). '

Plus qu'un accord parfait théorie-expériénce, c'est la forme des profils théo-
riques qui doit coincider avec 1'expérience. En effet les valeurs numériques uti-
lisées sont obtenues par " fittage" de courbes et sont susceptibles de varier d'un

four & 1'autre. Un "calage" des différents paramétres est nécessaire lorsqu'on

passe d'un type de four a 1'autre.

On donne sur la figure 54 la comparaison (dans la zone unidimensionnelle), des
résultats de simulation du probléme test a), (trait plein), lorsqu'on considére ou
pas le phénoméne de clustering et des resultats de mesures (marqués par des po%nts).

Le tableau ci-dessous permet de comparer les resultats de simulation et de me-
sures (relatives a Ta profondeur de jonction) pour les cas tests a) et c)

PRoFoN DU, De  ToNlT(on
Pb  tesk Simvich e vsergie brperienie
) RETEE . ct3
) S oas2 Va0

En fait, la véritable validation des résultats sera obtenue par la comparaison
des caractéristiques électriques (mesurables trés précisément) expérimentale avec
celles obtenues par le couplage de deux logiciels de simulation de fabrication et
de fonctionnement électrique (& condition d'avoir des logiciels de simulation du
~ fonctionnement électriaue efficaces et sfirs) . . . _
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I1 - DIFFUSION COUPLEE DE DEUX IMPURETES

Le modéle physique utilisé pour 1'étude de la diffusion couplée de deux impuretés
(qui seront 1'Arsenic et le Bore) inclut 1'effet du champ électrique interne, 1'in-
fluence des lacunes sur la diffusion et le clustering dit aux trés fortes concentra-|
tions d'Arsenic.

Ce modéle a &té détaillé dans le paragraphe relatif a la diffusion d'une im-
pureté (I-1.13). _

Les différentes méthodes et algorithmes décrits ci-dessous se généralisent sans
peine au cas de plusieurs impuretés diffusantes. Bien souvent nous ne détaillerons ici
que le probléme a deux impuretés (1‘une positive et 1'autre négative), déja parce que
cela est un probléme intéressant en lui méme et aussi pour ne pas alourdir les nota-
tions. ,

Nous reprendrons certains des problémes types étudiés dans le paragraphe précé-
dent et comparerons les résultats obtenus.

1. Formulation du probléme - Equations

Si nous reprenons 1'expression du flux (I,1.13) pour chacune des impuretés, et si
nous écrivons les llois de conservation (I,1.3) nous obtenons (par exemple dans le cas
ou 1'on ne considére pas explicitement le clustering) pour les concentration norma-

1jsées

2, A4 Ba N Ca . Ca VC
1.1) 24 _ %210, {(1+.______)VC S — 8
( ¢ 1+ fa \l(c‘.r,)’u * V(CA-(6)2+9

!

(1.2) 26 _ V.12, "_*_@_(_}_f'_.){ 1, % \V( - Ce V(A}
( - \l(G.(g)'#/ ) ’ VCG-(e)z*(’ '

At 14 Pe
A ces équations (1.1) et (1.2) i1 faudra bien entendu ajouter les conditions
aux limites et les conditions initiales pour chacune des impuretés.
Rappelons que CA représente la concentration normalisée alors en Arsenic et CB

“celle du Bore ; N-est alors donné par

(1.3) N: 1 CA_CB -+ (Ca—ce)za-“
2

Ainsi si m est le nombre d'impuretés diffusantes, on obtient un systéme de m
équations non linéaires couplées, le couplage se faisant par la valeur des concen-v
trations ainsi que-par le gradient de ces mémes concentrations.

Suivant ce qui a déja été fait dans le paragraphe précédent dans le cas ou 1'on
ne considérait qu'une seule impureté diffusante, nous allons formuler le probléme
sous une forme plus adaptée au traitement numérique par é&léments finis.
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2 - Approximation numérique - Formulation variationnelle

Rappelons ici la forme générale QUe prenait 1'équation de diffusion d'une im-
pureté, donnée sous forme variationnelle et aprés discrétisation en temps suivant
le schéma IMPLICITE ou le schéma de GEAR.

~ trouver ¢ € G tel que " | _ :

avec 9/ et ‘QQO espaces fonctionnels dépendant des conditions aux Timites,uet f

dépendant du schéma de discrétisation en temps choisi.
Une telle formulation (2.1) se généralise au cas de m impuretés ; pour cela

introduisons les notations suivantes :

. ? = (Cq Cz' ....’Cm ) € T‘! 'lj; = v
(2.2) —_ / / 1}
(b fn) € TU -V

Alors le probléme de Ta diffusion couplée de m impuretés pourra s'écrire,

trouver ¢ ¢ Wtel que

2 jc':'?"a«,»,cj[b(c W 9w - [ [Fu Vil

Dans (2.3) D(C) est un operateur de dimension m ag1ssant sur Te "vecteur"

VC1
(2.4) 78; ';Cz
(%

On retrouve les m équations en faisant succesivement dans (2.3)
(<F1)O/O/ ,0)~
(0/%)0,_... /o)

N\ 2
~s|—
| 1]

etc _
. -
Pour le cas qui nous intéresse (diffusion de 2 impurtés), D(C) peut &tre
représenté par une "matrice" a 2 lignes et deux colonnes dont les e]ements dependent

de C1 et C2
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DM. (C’; c?. ) :Ddz (Cil Ci)
D(C ) ) qu (Ca, C:.) Dzz (»C"Cl)

C = -
¢, Ce
Utilisant (1.1) et (1.2), on trouve pour les différents termes D .

1)
44 P
R T Gy

44 fa a-Co)tsd

) : 414 Pa
(2.6) %l (CA; 8) A 1+ Pa V(G\-(s)-é‘
D Ca. G e DC 44 pB(AJ ' Ca
2 (40 6) 8 3 P V(G-a) 2t
\ D, 6,6) = Dy hﬁ’e(/ﬂ(a . G )

1+ Pe (CA (’o) 14
L'opérateur D a donc la structure suivante

K, (df-l) - K, &
sks P K&(dfp)

avec KA R KB > 0 et sz Z 0

donc det D = KAKB (1 +2&+B))> 0

“quelles que soient les concentrations CA et CB. Ce résultat garanti 1'e11iptic1té.
du probléme (a chaque pas de temps).

Du point de vue approximation numérique, nous prendrons pour'chaque impureté,
une approximation de type de celle donnée dans le paragraphe précédent.

Nous allons maintenant détailler différents algorithmes permettant de résoudre
numériquemént les problémes discrets analogues a (2.3). Comme dans le paragraphe
précédent nous omettrons souvent 1'indice h réferencant au probléme discret.

3 - Algorithmesde résolution .

IT est tout & fait naturel d'essayer d'utiliser au maximum les algorithmes et
les logiciels développés pour la diffusion d'une impureté. Aussi un premier algo-
rithme auquel on peut songer peut &tre le suivant :

On effectue un pas de diffusion d'Arsenic,c'est 3 dire calcul de CAn a partir

de CAn'1 (en supposant Ta distribution en bore connue) puis un pas de diffusion de

bore (en actualisant Tes différents coefficients avec la nouvelle concentration
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d'Arsenic calculée). Un tel processus ne nécessite que des logiciels de diffusion
d'une impureté (et n*importe lequel des algorithmes décrits dans le paragraphe I
peut faire 1'affaire). ' '
Malheureusement un tel procédé trop simpliste ne donne pas des résultats satis-
faisants ; on a en quelque sorte trop découplé les &quations ; les résultats sur les
concentrations d'impureté différent selon que 1'on considére d'abord 1a diffusion
d'Arsenic puis celle du bore ou inversement,d'abord celle du bore puis celle de
1'Arsenic.
Nous allons essayer de généraliser les différents algorithmés détailleés dans
le paragraphe précédent (du moins les plus significatifs), et nous indiquerons de

- méme comment on peut retrouver le processus que 1'on vient d'exposer.

3.1 - Linéarisation - Point fixe _
Si on transcrit Te schéma donné en (I-3.1) on obtient

) fé’”?’m,»f[wc“ ) 0] %u o [[F o el
C"e'lf'

soit, si nous exp]1c1tons, C1

n-1 n-1

,C2 connus, on calcule Cln et C2n solutions de

(3. 2) j[ ‘fa +#j ﬂ(McM) VC VP‘ e +J (c‘“l(l“ wh Vﬂ _i{ ﬂw{ y
d‘ o1

(3.3) "JC:-‘KM +,¢£2,(€," N (S W‘f"*l‘j (c"c” C:.Vﬁdx:‘é/;-‘ﬁdz
Vel

Méme avec ce schéma, qui comme nous 1‘avons vu dans le paragraphe I ne donne
que des résultats corrects que lorsque le bas de temps est suffisant petit, les
deux équations (3.2) et (3.3) sont couplées : terme VCZ" dans (3.2) et ¥ Cln
dans (3.3). . , "

Le processus que nous avons décrit précédemment dans 1'intfoductionrrevient
& remplacer VC?_n dans (3.2) par ¥ Czn"1 Ce faisant, il n'est pas étonnant que les
résultats d'un tel schéma soient peu satisfaisants.

Pour obtenir 1a convergence d'un tel schéma i1 faut bien évidemment "bouc]er"
a 1'intérieur du pas de temps lui-méme ; 13, différentes variantes sont possibles.




- 76 -

Tout d'abord, les algorithmes exposés au paragraphe I, se généralisent au cas
vectoriel, c'est a dire au casou 1'on considére en chaque noeud de 1a triangulation,
non pas 1a-copcentrqtion d'une impureté, mais un vecteur concentration '
T o= (60 6,00, |

Ainsi si w, est la fonction de base associée au noeud i de la triangulation,
on peut réécrire (3.2) et (3.3) de la facon suivante -

Cln'1 et CZ"’1 étant donnés, calculer Cln‘et ¢." solutions de

(3.4)Jrq". w; de 4| D. (¢, ) VC" Vo e +,Lf . (656 VC:'VW,:CL!.:L{:,.W,'M
Q[ el .

(3.5)JC wc‘urj € c) V6 -V dzqtj t,z'/VC Wy j{zlw;dzx

i=1,2,...p

Si 1'on met en oeuvre 1'algorithme de point fixe, pour résoudre en fait le vrai
probléme & 1'intérieur du pas de temps, on aura une suite de problémes linéaires
analogues a (3.4) (3.5) (se reporter au cas & 1 impureté pour plus de précisions).

Si ces problémes sont résolus par une méthode itérative de type surrelaxation
par blocs (ici les blocs seront de dimensions 2, - de dimension m dans Te cas

général-) et si on confond 1'index de la méthode de point fixe avec 1'index de la
méthode itérative, on obtiendra 1'analogue de 1'algorithme 3 (variante itérative de |
Tinéarisation) pour le cas vectoriel.

En adoptant cette stratégie, on a en chaque pbint,du maillage
résolution d'un systéme linéaire m x m au lieu d‘une simple division.

a effectuer -la

3.2 - Remarques

En fait, i1 n'est pas nécessaire de résoudre complétement le systéme m x m en
chaque point, mais il suffit par exemple d'effectuer un balayage de type ré]axation;
Ce faisant, cela revient a mettre en oeuvre une variante de relaxation ponctue11é
sur le systéme global, et par 1a méme conduit a une implantation plus immédiate. .
C'est cette technique (donnant un bon compromis entre efficacité'du logiciel
et effort de programmation) qui a été retenue dans le logiciel de simu]atioh'TITAN ‘
utilisé au CNET, - -
Les résultats présentés plus loin ont été rea11ses avec la var1ante 1terat1ve de
linéarisation par blocs.
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Dans le cas ou une impureté supporte une condition de Dirichlet et que 1'autre
est laissée "1ibre", alors au point considéré le systéme 2 x 2 dégénére en une seule
équation, et il faudra envisager toutes les possibilités dans le logiciel. Ces con-
traintes sont prises plus facilement en compte la technique qui a été implementé
dans TITAN.

- 3.3 - Relaxation non Tinéaire par blocs

Nous allons maintenant donner la formulation.de 1'algorithme E.G.S.N par blocs.
Comme nous 1'avons vu au paragraphe précédent, c'est un algorithme robuste, ne
nécessitant qu'un minimum de place mémoire, et somme toutes relativement facile 4
mettre en oetivre. .

Le probléme que 1'on veut résoudre est donc le suivant.

-
Trouver Che ?} tel que

(3.6) ,L E'{?(?'dx +/u.f[:l>(5n) VE'!]. V(Fc‘x = g;f cle vff,efz

Réprenant les notations du paragraphe I, avec les extrapolations évidentés,

on pourra décrire T1'algorithme E.G.S.N. par blocs par la formule suivante (cas m=2),
| ' '

ke 3 3.  F. bt 2B g =g RS
N P T T i
( ) 1,0 1,0 ’DC‘O beg ) 71 ) Y1,y pit ) Vg /1
3.7 ('R - - W ' T
- 3
CI'L CJ,L QE/‘: ’DF_;‘; F . C‘d z:‘” '(‘?'“ ?‘ Eﬁ)
’3(1'(_ ’()Cz,i. 0t o

p2 17 Tk bl T e
Le Jacobienii Tocal étant &valué en (tkil,... Ek§}1 ;‘Eki...-fg). La générali-
L. s H s 14

sation pour m 2 est immédiate. On a donc en général pour chaque noeud i du mail-

lage, encore un systéme m x m & résoudre('&néake)

Nous allons maintenant formuler la méthode de Newton-Raphson a laquelle nous
pourrons évidemment appliquer la variante itérative par blocs, qui constituera la
généralisation de 1'algorithme I-3.6.

3.4 - Méthode de Newton-Raphson _ |
Rappelons ici, la méthode de Newton-Raphson, dans le cas général de résolution

- « o m
d'un systéme non linéaire dans R

(3.8) F(Z)-0




c'est a dire

(3.9) §

Cette technique donne

(Fa (“"4, M2y

FZ (4‘1, Mt)

*
.

\F:n '('“4, 4

)
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A )
“m )

./ 4‘n\)

0

lorsqu'on 1'applique a (3.9),

la suite de problémes

linéaire indices par k (i1 est donc nécessaire de se donner une solution initiale

u® pour amorcer le processus)

(3.10)

Le vecteur u

.-

3".‘_ ’Du
oF, (t) I, (%)
52; 5;; ceea
’)Fm (¥) F, (t)
LB_‘; 2,
k+l

oY A
2,

oF,
O

*)

ket
.4.(1 -

LY 1 4

est le Jacobien de 1'application F au point uk,
Appliqué 3 (2.3) la méthode de Newton-Raphson conduit & (cas continu)

(3.11)

AL

Trouver Cn h+%§ 49L ‘solution de

ZC D(”

wt

g

Uy

¢
Fi (’“1 )Y

f?iC] V‘Fu

(3.11) est une écriture condensee du détail ci-aprés.

t

)

rj-(:.""”.ifc‘x N j[b(cng VC»,&u] V(f de o
o [ amale) ) 9] 9F .

f#¥“+#f[

e g M

est 1a solution du systéme linéaire (3.10) dont la matrice

el)
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Considérons le cas o deux impuretés sont en présence, et intéressons nous plus
particuliérement & la premiére équation (la deuxiéme s'obtiendra de fagon analogue).

Appliquant Ta formule (3.10) on obtient (nous n'avons pas inscrit 1'indice n cor-
respondant a la discrétisation en temps).

J("‘ Cl) ¢, o

Ff o (E) V() T
,,H D, (€% VT, (- ¢f) «

SEAGACR NG
+t‘f ! (©) VT QMo ¢f)
+,«f 3, (T¢) Pt g‘)'. V¢, o
" J 3 @YV (6¢) «
= .af €. e ,~ D, (Y wf.m e

N2 In -

+ > | (—") ch"v‘f‘d" - Z{’Y’ o

Certains termes s'éliminent deux 3 deux.
On pourra voir en annexe III

» des formules donnant les différentes dérivées inter-
venant dans les algorithmes.
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4 - Expériences numériques - Résultats .
Nous reprenons ici le probléme test A donné au paragraphe précédent : Prédépot
d'Arsenic a 1000° degrés C durant 20 minutes dans du silicium uniformément dopé en

Bore.

Au cours des expériences numériques, nous ferons varier cette concentration initiale
(uniforme) du bore et nous comparerons les résultats de la diffusion couplée avec
les résultats obtenus ou :seul 1*Arsenic est supposé diffuser. ’

Nous avons fait une synthése des résultats obtenus sur la figure 52. Sur cette
figure on a représenté la variation.de Ta profondeur deljonction ainsi que la va-
riation de la diffusion latérale en fonction de la concentration initiale, supposée
uniforme, de bore. Le pas de temps maximum pour la simulation a été pkis a 0.625 mn
(selon la statégie déja indiquée au paragraphe I). .Pour la simulation de la diffusion
a une seule impuketé (As)’ nous avons retenu le schéma de GEAR ; pour la diffusion
couplée nous avons considéré Tles deux schéma : IMPLICITE et GEAR.

On constate que Torsque la concentration en bore est faible, la simulation a

une ou deux impuretés donnent des résultats & peu prés équivalents; par contre’
lorsque la concentration en.bore augmente, alors Tes résultats divergent fortement
Alors qu'avec Ta diffusion & 1 impureté on trouve toujours une jonction (c'est a dire
une "Tigne" ou la concentration en bore é&gale la concentration en Arsenic) si la’
concentration initiale de bore est inférieure ou égale & la concentration d'Arsenic

a la frontiére, il se peut , lors de la simulation de la diffusion couplée qu'aucune
jonction ne soit réalisée pour des conditions semblables.

Nous avons reporté sur la figure 53 des comparaisons sur les doses d'Arsenic
injectées dans le silicium lors du predepot & 1000° durant 20 mn.

Nous avons indiqué comment varie cette dose en fonction de la concentrat1on
initiale de bore ; les résultats sont indiqués pour la simulation de-la diffusion
couplée et pour la diffusion d'une seule impureté.

- Dans les tableaux qui suivent nous donnons des résultats qui permettent de-
comparer le comportement'des algorithmes pour différents pas de temps maximum ainsi
que les similitudes et les différences entie la simulation d'une impureté diffusante
et la simulation de la diffusion de deux impuretés coupleées.

Nous pouvons de méme comparer les temps nécessaires pour chaque algorithme,
variante itérative de linéarisation par blocs, méthode de relaxation non linéaire
par blocs (E.G.S.N.), et la variante itérative par-blocs de Nawton-Raphson sur des
exemples particuliers.
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. = - e - - —
rALGomTHMB: VARIANTE ITERATIVE DE LINEARISATION (BLocs)
PREDEPOT d° AS Concmkrc&ion normolisée g la fron:hire; 13.6
DIFFUSION COUPL‘EE: émcmtubo- inihele en BORE - | H /176 10—4
SCHEMA EN TEMPS : GEAR | o
Prof. nchon itk .olt'ro‘& rN +balays oyenne pree A ]
T;m.-: J° b Oy ’q‘l ::’Ae Gem"y l DosE As . ety |
A0 0.1405 | 0.1149 103 | 8.58 | 2438 10°| sec
Smn
2.5mn
4.25mn
, A o o §
065~ . | 01562 | .0,1292 252 6.63 | 3.42¢4 10 2291
o5, | 01562 | 04302 . | 580 4.39 | 3.489 10°] 6324
- S
cAs pieFusion 4 seule IMPureTE ; As
[? _ ' : ' T
domn | 01323 | 01083 105 8.8 |2437 10%| 24
5. | oas1a | 0.1220 125 9.7 |l2wus 10l 79
25m | 04513 | 04220 | 454 9.6 |a1: 0% | 3374
135 | 01526 | 04235 193 8.4 13335 2°f 1119
0.6%.. | 01538 | 01253 256 6.9 |34 10° | 1543
N | , . ‘
0305, | 0.1547 0.1260 363 5.2 346110 | 2919
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FLGORITHME'- VARIANTE ITERATIVE DE LINEARISATION (-BLOCS)
PREDEPOT d° AS : Concentrabion wormolisée & la fronhére; 17,6
DIFFUSION . COUPLEE : Concentrobiaw inihole en BORE e 0476
SCHEMA EN TENPS: GEAR J
, Prof. jonchon P_u'pf ko birole. Nb . balaye Moyenne nr DOSE As cey
(v J _ olay o9 Fﬁ‘)'h&m!;‘ l 1
A0mn | 0.0368 | 0.0718 404 .62 | 242210° | 459
S5mn
2.5mn
4.25mn
0,625 04252 | 0.0967 251 6.61
0.156mw Fnz g6 . | 0.0985 . 580 4.39
- CAS pDiEFuSIoN 4 Seule IMPURETE ; As
A0 mn 0.08¢? 0.0648 105 2.68 2.128 10 €23
5m |0.1061 0.078&0 124 - 9.5 2336 10° | 713
‘.
25m | 01104 0.0834 153 9.5 |3u8f 10 3
135m |0.1183 | 0.0823 193 24  |3.32010% | 1113
B | : { |
0.635 . I0.4206 0.09 04 256 613 3.409 10 1538
0.3125 . I 0225 | 00899 | 363 52 |3452 10%} 2925
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-

I_ ALGORITHME ¢

VARIANTE ITERATIVE DE LINEARISATION (BLOCS)

PREJDEPOT d° AS : Concentration wormolisée g la fron!\ife: 1.6
DIFFUSION COUPLEE : Concentrabien inihele en BORE | 4 A4.76
SCHEMA EX TENPS GEAR
n- Peo b Jonchm Dilf. labieole Nb.bohyc,q I Ho,ei\nc P DéSE Ag cey o
mex ' mde&mﬂ" —
Ao | 0.0702 | 0.0443 427 1052 |4a.9¢3 10°] 933
5mn 0.0863 0.055F 15 12.08 2.485 10 M50
25m | 0.0956 | 0.0€25 196 11.69 12335 10° ) 1334
' é
4.25m 0.0995 0.0¢61 220 951 12.943 10 1710
o |041015 | 00628 | 270 | 21 3075 0°| 2322
0.156mn IO.4043 ..} 0.0690 . 584 4.42 3.132 10° | 6202 |
- cas wpierusion 1 scule iMeoreTE ; As |
A0 mn r0.0533 0.0335: AO?. 90 2. 045 406 ‘30
5o | 0.075% 0.0500 A23 9.4 2626 a0° 9
25m | 0.0846 0.058% 153 9.5 |3.009 10° 269
, ‘ ' y ,
425 J0.0914 0.0630 194 8.4 318 10 1%,
005.. | 0.0935 | 0.0¢43 256 | 673 |3267 10° | 153¢
T | - : PV |
0305 . I0.0905 0.0652 373 54 |3409 10" | 2453



- 84 -

<

PREDEPOT 4’ As : CONCENTRATION NORMALISEE A LA FRonTiERg AL 6

DIFFUSIoN "COUPLEE - CONCENTRATION INITIALE DE BeRE 4.76

4 LIN_IT | NEW. IT
 Cmay L _ — S
. 0. 3135 mn {Prof Jonc(’-iou dif?. Lalerale cePu Prof. Jonf.l’fow diff laterale CPu
meuare | 0.1053 0. 0699 3818 0.4053 0.0699 4609
GEAR 0.1034% 0.0686 35¢ ¢ 0.40'34_' 0..0686 434_0
) L‘IN,IT - gggﬂ
Crmax - _ ] | .
- 25ma - | Pof. _Jonchion diff. lalevale cev Pr«;ﬁ__)onchoa di 0, lakerale CPy
THPLCTE 01072 0.0701 4673
GEAR 0.0456. 0.0625 1334 0.0956 0.0625 3501

D'aprés les différents essais numériques realisés avec les trois algorithmes

ftératifs par blocs, on peut déduires qu'il faut

6.3 unités de temps par balayage pour 1'algorithme variante itérative de Tinéa-
risation (par blocs).

9.1 unités de temps par balayage pour 1'algorithme variante itérative par blocs
de Newton-Raphson. '

.16.2 unités de temps par balayage pour 1'algorithme de relaxation non Tinéaire
~par blocs -

L'unité de temps dépend bien evidemment de 1'ordinateur utilisé.
Sur Tes figures 54 & 62, nous avons représenté la distribution finale des im-
puretés, aprés prédépot d'Arsenic & 1000°C durant 20 mn, dans Te silicium uniforme-
ment dopé en bore. (1.76 10"4, 1.76 et 5 en valeurs ndrma]isées). ,
La figure 54 présente la distri bution d'Arsenic obténue a'la fin du process,

pour du silicium uniformément dopé B = 1.76 10~
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La distribution obtenue est pratiquement la méme que celle obtenue lors de la
diffusion d'une seule impureté (fig. 40). ' |
Les figures 55-56 donnent la distribution de bore & la fin du process. (la con-
centration reste évidemment constante lors de la diffusion & une seule impureté).
Les figures 57 & 59 donnent des résultats analogues lorsque la concentration
initiale de bore est 1.76. |
Pour les figures 60 a 62 on a pris comme dopage initial en bore la valeur 5.
Avec cette valeur, on se trouve & la limite de realisation de jonction.
Un autre probléme a aussi été testé : nous avons simulé la redistribution
d'Arsenic et de bore en ambiance inerte aprés une double implantation jonique
- implantation d'Arsenic 80 Kev et dose 1.E15 cm'2
- implantation de bore 30 Kev et dose 1.E12 cm'2
La redistribution s'est faite a 1000°C, pendant 20 minutes.
Les figures 63 et 64 donnent la repartition d'Arsenic a Ta fin du process ;
les figures 65 & 67 donnent différentes vue de la distribution de bore, toujours
en fin de process. :
| Sur la figure 68 nous avons représenté la fonction !CA— CB[ qui est aussi trés

utile pour le technologue.
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I11 - DIFFUSION D' IMPURETES DANSYST ET Si 0, - SEGREGATION

Dans Tes paragraphes précédents, nous avons simulé numériquement la diffusion
d'une ou plusieurs impuretés dans du silicium ; en supposant que 1'oxyde recouvrant
tout ou partie de 1a surface'du silicium &tait un masque parfait & la diffusion
d' impuretés, autrement dit qu'aucune 1mpurete ne pouvait s ‘échapper a 1'interface
Si - S§ 02 » '

Cette approximation, justifiée dans la pratique, pour les cas taités aux para-
-graphes précédents a été vérifiée numériquement dans le présent contexte, ¢ 'est a
dire en prenant en compte ce qui se passe effectivement dans 1' oxyde. L'étude pré-
sente peut cependant présenter un intérét car elle permet de simuler 1'étape techno-
logique suivante, & savoir, 1'injection d'impuretés dans le silicium par oxyde
dopé. On dépose une couche d'oxyde fortement dopée en impuretés (Arsenic ou bore
~ par exemple) sur Te silicium, on porte & haute température et on “regarde" ce qui
| se passe dans le milieu dilicium + oxyde de silicium. L'activite chimique n'est
pas la méme dans le silicium et dans 1'oxyde, ce qui produit & 1'équilibre une dif-
férence de concentration & 1'interface S$i-Si 0,. Cette différence est decrite par
le coefficient de ségrégation

Concentration de 1'impureté i dans Si
Concentration de 1'impureté i dans Si 02

Dans 1a pratique ce coefficient m dépend en particulier de 1'orientation du réseau
cristallin du silicium, de la température du process, de 1'atmosphére ambiante (hu-
mide ou séche). Pour donner un ordre de grandeur, m est plus grand que 1 ( de
1'ordre de 10) pour des impuretés telles que 1'Arsenic et Te phosphore et est in-
férieur a 1'unité (~0.3) pour le bore.

1 - Presentation des problemes
Par souci de simplicité, nous ne considéreront que le cas d'une seule impureté

d1ffusante (comme dans le paragraphe I) ; bien entendu ce qui va étre présenté ici
‘peut s'étendre au cas de plusieurs 1mpuretes diffusantes, de méme que dans des
s1tuat1ons tridimensionnelles.

La géométrie de Ta structure étudiée (idéalisée) est donnée sur la figure 69.
Etant donné que les différents problémes que nous allons envisager diffeérent ‘sur-
tout :par Tes conditions aux Timites, nous présentons les problémes sous la forme
=usue11e-d'équat10ns aux dérivées partielles plutdt que sous forme variationnelle
comme'dans les chapitres précédents ; cependant c'est toujours la formulation faible
-qui ‘sera utilisé pour les simulations numériques.
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On notera 1a partie du domaine correspondant au silicium et Q5 celle cor-
repondant a 1'oxyde.

De méme on notera u la concentration de 1'impureté diffusante dans le silicium
et v la concentration de cette méme impureté dans 1'oxyde. Les équations de conser-
vation s'écrivent : ’

.y e _ V(D) V) =0 dams 0, X (0,T )
€ ‘ .

(1.2) '.a_lr - é.D An =0 ‘daws L2, % (0,‘7')
ot * | o

" ou Dl(u) est le coefficient de diffusion de 1'impureté dans le silicium,
eD2 est le coefficient de diffusion de cette méme impureté dans 1 oxyde.

Nous avons volontairement introduit € et DZ‘ g est un petit paramétre et D2 est
choisi du méme ordre que D, (disons Dl( )). En d'autres termes, la diffusion dans
1'oxyde est linéaire et beaucoup plus lente que dans le silicium (e~10 5)

Les equat1ons (1.1) et (1.2) doivent &tre complétées par des conditions aux
limites, des conditions de transmission & 1'interface Si-Si 02 (reperé par § sur
1a figure 69), et par des conditions initiales.

Nous pouvons alors définir les problémes suivants :

~ Probléme (pi) : trouver un couple (ue,ve) satisfaisant les équations de con-
tinuité (1.1) (1.2) avec les conditions aux limites (se référera la figure 69)

a = C, sor f'f
(8C), w0 e
v = (g | sur f;"
(BC), :_;‘_"; =0 Sur ‘:e
| v -9 — sur f'ze
on, .

avec les conditions d'interface (ou de transmission)

A = /mz\f gur S
(SC)

v)

il

]
18 )]
NS
Q.
q.

|

2

Sur

D, fu)
N,

o)
~
P
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avec les conditions initiales

~dans 0,

&
o

(1ve),

v | - 0 daws 12
t=o

Probléme (Qe) : Trouver un coup]e'(ue,vg) satisfaisant (1.1) et (1.2) avec les con-
ditions aux limites (BC)2 et

2

?—E - O ’  Sur r:‘{
on
(BC); !
o = O Sve r;#

avec les conditions de transmission (SC) et avec les conditions initiales

AL = O dans L2,

(1vc),

/U'I = Co dq-"-‘ -Q-‘_
b0

On peut dussi donc envisager le probléme (RE), analogue a (QE) et dans lequel
les conditions initiales correspondent & une distribution "quelconque" d'impuretés,
c'est a dire

Mlb T dans (2,

(IVC), =0

vlb;o = Y : Aons : .Q,_

Ces problémes (Pe), (QE), (Re) correspondent & des étapes technologiques dif-
férentes dans la fabrication de circuit. Dans le probléme (Pe), les impuretés sont
introduites dans le silicium et 1'oxyde & partir de 1'extérieur. Les impuretés
entrent dans le silicium a travers Flh et dans T'oxyde a travers la frontiére ch,
la concentration est maintenue & la valeur constante C0 sur toute la frontiere
supérieure du dispositif.Ce probléme (PE) permet de simuler le prédépot d'impuretés.

Les conditions de transmission (SC) sont la conséquence des hypothéses de
continuité du potentiel chimique et du flux d'impuretés (conduisant au phénoméne
de ségrégation). Pour ce probléme particulier, cela conduit & une discontinuité au

point XC (voir figure 69).
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Dans le probléme (Qg) les impuretés sont initialement localisées dans le
masque d'oxyde avec une concentration constante CO. L'oxyde joue le réle d'un
réservoir ; les impuretés entrent dans le silicium & travers 1'interface S. C'est
ce qui se passe aussi pour le probléme (Re)’ mais cette fois-ci on envisage une dis-
tribution d'impuretés quelconque dans les deux milieux pour 1'état initial.

Dans tous les cas les conditions de Neumann homogénes (BC)2 proviennent de la
symétrie des données géométriques. En ce qui concerne la condition sur la frontiére
Flf, des indications ont déja &té données dans le paragraphe I. _

Du point de vue théorique les problémes (Qg) et (RE) sont plus faciles a étudier
(voir [48]1). Pour le probléme (PE) la situation est plus compliquée a cause de la
singularité en xC.On peut cependant utiliser une procedure de “désingularisation”

et montrer que ce probléme posséde aussi une et une seule solution.

2 - Approximation des problémes

Nous suivons toujours la méme procedure ; nous effectuons tout d'abord une
semi-discretisation en temps a 1'aide de la méthode des différences finies, con-
duisant aux schémas implicites ou de GEAR comme déja exposé dans les précédents
paragraphes. La méthode des éléments finis est alors utilisé pour 1'approximation
en espace.

~ Dans ce qui suit nous nous interesserons plus particuliérement au schéma
IMPLICITE (pour ne pas alourdir les formules), mais les différents résultats pour-
ront aisément &tre reportés pour le schéma de GEAR.

Ainsi le probléme (p2) (semi-discrétisé) pourra se formuler ainsi :

trouver un couple (u€n+1,v€n+1) satisfaisant
X —~ net it N+ n
' ] n+4 n
(2.2) <Te D:. A /U;M + Vg = 'U; dans J2,
avec les conditions (BC)l, (BC)2 et (SC)

De méme pour lTes problémes (02) ou (Rg) on aura 1a formulation :

Trouver un couple (u€n+1,v€n+1) satisfaisant (2.1) et (2.3)
avec les conditions (BC)Z’ (BC)3 et (SC)

IT est relativement aisé d'obtenir existence et unicité dans des espaces fonc-
tionnels adequats des problémes (Qg) et (RQ). Ce résultat est plus difficile a
montrer pour le problémes (Pg) (voir [31) '
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Nous allons décrire maintenant une méthode dérivée des perturbations sin-
guliéres pour traiter le probléme (2.1) (2.2). Etant donné le rapport trés im-
portant entre les coefficients de diffusion dans les 2 milieux, une approche
djrecte peut conduire a des difficultés numériques.’

3 - Résolution des problémes par 1'approche perturbations singuliéres
Pour des raisons de simplicité on n'exposera la technique que le cadre du

probléme continu (02), mais il est bien evident que 1'on peut appliquer cette
technique lorsque le probiéme est approché par la méthode des éléments finis (les
mémes €léments que dans Tes paragraphes précédents), de méme que pour les autres
problémes (P2) et (R2).'

Soit{ue,vg}la solution du probléme (02) (on omettra les indices n ou (n+l)
pour la solution). On introduit la série formelle.

(“) o) () e )
0 e faads S0 e

p .
ou les fonctions inconnues Uri {ur,vr} sont assujetties a vérifier
@) oy |
(3.2) U e W Va » 1
(W espace fonctionnel adequat, 1ié aux conditions aux Timites).

Puisqu'une singularité n'intervient que dans @ 9 lorsque € - 0 et par analogie
a 1'étude des problémes linéaires raides (91 i1 semble raisonnable de supposer que

uwl=o

Puis par identification des puissances de € dans (3.1) on est conduit a la
suite de problémes suivants :

a) JLlL {o,v'l}, avec vt étant T'unique solution du probléme
-1 -1 : n
_TeD, Ax"t v = € dans 12, .
| : : i
(3.3) v . o o sor ool
. ’a“z S
v’ = o >

qui est un probléme lineaire, bien posé dans 2,

b) U°= {u°,v°} est ensuite calculé de Ta fagon suivante u°® est d'abord solution
du probléme suivant ' )
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-C V- (:D:t (‘Lo) Vuf’) + a® = '(LG dans (2,
‘ a’ =0 sor r'#
1

v ° R /]
- (3_4)1 (%_%: = O swv r. U I: 5 =
-o -1
D, (we) 24 . _ D, oV sor S
N3 ] ‘anL :

Qui est le probléme non lineaire de diffusion (cladsique) dans le silicium,
la condition aux limites que 1'on impose sur S (matérielisant 1*interface $1-5i.0,)
est une condition de flux (Neumann non homogéne) calculée a 1'aide de la solution
précédente dans 1'oxyde. ' o '
On calcule ensuite v° dans Qz comme solution du probléme lineaire

-TED, Awv® 4 v°  = o dans L2,
dwe ' 3 ¢ ‘
Bilgy SRTee o ROV
we = 4w’ sur 5

-

m ’ .
La condition aux limites qu'il faut prendre sur S est cette fois-ci une con-
dition de Dirichlet non. homogéne. Si on poursuit dans 1'dentification, U1 peut se
calculer de lTa fagon suivante

c) J1)= {ul,vl}, avec ul solution du probléme Tineaire
-T A(:Da(uf) M4) + w? = O dans (2,
4 ' 2 1 1
(3.5), du’ Lo s MUY Jautio sl
dna. .
9 ‘.‘D RIP ov° S ey
— AL - - $ — : vr
2nq ( ,=( ) ) z on,
et v1 solution du probléme
,TE Dz A’V4 + /u~1 = O dans ..Qz
4 ' ¢
(3.5), ?_2 =0 sur ir'J_&U r; :
. Dny a
vt o2 4w sur S

et ainsi de suite.

Faisons quelques commentaires sur les problémes intermédiaires. On peut tout
d'abord remarquer que 1'hypothése u'1= o conduit a la détermination des fonctions
U" dans 1'ordre suivant

-1

v > u® > v° > u1 > Vo > u2 > ...
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De plus, "1'information" qui nous permet de calculer u" a partir de vr"l
est donné par la dérivée normale D2 g%_r-l sur S (qui correspond a un flux normal
d'impuretés) tandis que v dépend de §2 " 3 1'interface (concentration
d'impuretés sur S) par une condition de Dirichlet du type ségrégation.

Dans Tla pratique 1'approche par les perturbations singuliéres a été menée
Jusqu'a T'ordre O ou 1 en €. Si on se refére aux problémes Tinéaires "stiff" pour
lTequels 1'erreur due & la troncature au terme j dans le développement donné en
(3.1), est bornée par cej+1, on peut espérer qu'une telle méthode donne des résultats
acceptables numériquement en ne prenant que trés peu de termes dans le dévelop-

la trace de u

pement en série, surtout dans le cas ou le rapport des coefficients de diffusion
(e) dans les deux régions adjancentes est trés petit. Une telle technique reste
Timitée lorsque les coefficients de diffusion sont du méme ordre.

Une autre technique pour le traitement du phénoméne de ségrégation, sans
cette limitation relative aux ordres de grandeurs des coefficients de diffusion
de deux milieux adjancents découle de 1a méthode de décomposition de domaines [2o].

L"ideée de la méthode est la suivante : connaissant les valeurs de concentration
d'impuretés a 1'interface S, on résoud le probiéme de diffusion dans chaque sous
domaine (silicium et oxyde), en considérant cette condition de Dirichlet & 1'inter-
face, puis les valeurs de la concentration d'impuretés sur S sont remises & Jour .
de facon a réduire le flux global & 1'interface, en vue de vérifier la condition
(SC)b. Cela peut-&tre mené & bien par une technique de gradient ; en combinant
avec des méthodes de type relaxation ponctuelle on peut améliorer les performances
d'une telle technique.

4 - Expériences numériques

De fagon a pouvoir utiliser une méthode d'é&léments finis analogue a celle
décrite pour la diffusion dans le silicium, i1 est nécessaire d'avoir un mail-

lage en triangles de 1'oxyde de silicium. Nous avons représenté ce maillage sur
la figure 70. Bien entendu Tes sommets sur 1'interface Si-Si 02 se correspondent
deux a deux, de facon a obtenir une triangulation correcte pour le domaine complet
Si+Si 02. Deux stratégie sont possibles & ce niveau
a) garder Tes deux maillages indépendants pour chaque sous domaines et répérer
-~ & T'aide de tableaux annexes la correspondance des noeuds sur 1'interface Si-Si 02
b) recoller Tes deux triangulations de fagon a obtenir un maillage global
(c'est ce qui se fait habituellement pour les problémes traités par éléments finis).
I1-vaut mieux, a notre avis, choisir pour le probléme de ségrégétion, la
stratégie a). En effet, par ce choix, i1 est beaucoup plus aisé (dans le logiciel)
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de prendre en compte la discontinuité de la concentration a 1'interface, car nous
avons deux noeuds et donc deux valeurs possibles pour la concentration. Les équations

sont ensuite "recollées" pour chaque noeud de 1'interface.

Du point de vue essais numériques nous avons d'abord traité le probleme (PE)
qui a permis en quelque sorte de vérifier que 1'hypothése faite dans les para-
graphes précédents, & savoir que 1'oxyde était un masque parfait pour la diffusion
d'impuretés, était plausible. Dans des conditions semblables, les concertations
d'impuretés dans le silicium étaient identiques ("numériquement").

Nous avons aussi simulés le probléme (Qe) correspondant au probléme de réser-
voir ; (diffusion par oxyde dipe).

Deux essais numériques ont été réalisés _

a) nous avons bris de 1'oxyde dopé en Arsenic, a la valeur uniforme 17.6 (cor-
respondant a une concertation réelle de 1020 At/cm3). Le processus de diffusion
s'est poursuivi pendant deux heures a 1000°C.

On peut voir sur la figure 71, la repartition des impuretés dans 1'oxyde a
la fin du process, et sur les figures72 ou 73 la répartition d'Arsenic dans le
silicium. Le coefficient m a été pris a 10, et 1'on peut voir sur les résultats
que la concentration d'Arsenic & 1'interface S est de 1'ordre 0.25 dans 1'oxyde,
et 2.5 dans le Si.

b) Nous avons choisi un oxyde plus fortement dopé 1021"At/cm3 (176.), et nous o
nous sommes placés dans les mémes conditions que a).

La figure 74 donne la répartition d'Arsenic dans 1'oxyde et la figure 75 la
répartition des impuretés d'Arsenic qui ont pénétré dans le silicium.

I1 y en a évidemment plus, mais la valeur maximum de la concentration dans le
Si n'est pas multiplié par 10 par rapport au résultat de a).
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IV DIFFUSION D IMPURETES DURANT L OXYDATION

On reprend ici le texte d'un article présenté au 6&me Colloque International
sur les méthodes de calcul scientifique et technique qui s'est tenu & ‘
Versailles en décembre 1983 ( co-auteurs A.Gerodolle et S.Martin du CNET~CNS).

On a ajouté ici quelques figures.

4. INTRODUCTION

Nous présentons dans cet article une méthode numérique permettant de simuler Ta
diffusion d'impuretés dans du silicum, ce dernier subissant en plus une oxydation
par une partie de sa surface (LOCOS process). L'étude et les résultats présentés
ici sont la suite de précédents travaux exposés dans [s5],[241, et dans lesquels on
£tudiait des algorithmes numériques permettant de résoudre le probléme non linéaire
1i€ a la diffusion d'une impureté dans du silicium et puis le couplage entre
plusieurs impuretés ainsi que le phénoméne de ségrégation (discontinuité des con-
centrations) se produisant & 1'interface Silicium-Oxyde de Silicium (S.—Si 02).
L'oxydation, (phénoméne trés important intervenant lors de la fabrication 'decir-
cuits intégrés), n'avait pas .encore été considérée, du point de vue numérique, par
les auteurs. L'oxydation modifie la géométrie du silicium (dans lequel se produit
aussi la diffusion) conduisant donc a des-problémes délicats.du point de vue numé-
rique. Les processus d'oxydation et de diffusion sont 1iés mais si 1'on tient
compte du fait que la cinétique de la ségrégation est plus rapide que celle de
1'oxydation, on peut en quelque sorte (et pour une premiére approche), découpler
les deux phénoménes.

Plusieurs approches dans la modélisation de ce phénoméne sont possibles et la plus
utilisée Me], [22], [23], est celle qui consiste & ramener le domaine physique
étudie (le silicium), & un domaine fixé. Ce procédé nécessite de connaitre expli-
~~citement et analytiquement la loi de croissance de 1‘oxyde ; cette loi, dont 1'ex-
-pression varie selon les auteurs, est ajustée expérimentalement et se présente en.
général sous la forme y = f(x,t) (famille de fonctions dépendant du temps t). On
effectue, donc un changement de coordonnées ramenant le domaine variable & un domai-
ne fixé. Les équations de diffusion sont evidemment changées et il apparait un
terme de transport.

Nous avons choisi dans cette étude de travailler dans le plan physique, c'est &
dire avec un domaine variable (ce domaine variable, sera, evidemment le silicium
car c'est la partie du transistor qui nous interesse). L'oxydation et la ségré-
gation sont modélisés par un flux a 1'interface S.-S. 0, pouvant étre entrant ou
sortant, selon 1'impureté considérée. Dans ce cas on n'g plus besoin de connaitre
explicitement la loi d'avancée de 1'oxyde dans le silicium ; ce qui interviendra
dans la formulation, ce sont Tes déplacements que subissent les points de la
frontiére du silicium dans un laps de temps donné (correspondant au pas deé discré-
tization en temps). Ces déplacements pourront parvenir, par example d'un module
- extérieur, simulant la croissance de 1'oxyde a@ 1'aide de la diffusion de 1'oxygéne
dans 1'oxyde (41 [a4]. ' .

Pour les essais numériques présentés ici, nous nous sommes donné une loi d'avancée
de 1'interface S;-S; 0p du type de celle utilisée dans [4], [«], [3] et nous cal- -
culons des déplacements & partir de cette loi. L'approximation numérique est faite
par la méthode des €léments finis Pl en espace et par un schéma implicite en temps.
Les problémes non linéaires, & chaque pas de temps, sont résolus par des algorithmes
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déja exposés dans [#5], [21].

MODELE PHYSIQUE

L'utilisation de couches d'oxyde touve plusieurs applications dans la fabrication
des circuits intégrés : elles servent de masques pendant 1'implantation et la dif-
fusion des impuretés ; elles permettent également de passiver un circuit en pro-
tégeant la surface du silicium contre la plupart des espéces contaminantes. Le
diélectrique isolant la grille d'un transistor a effet de champ est constitué
d'un oxyde formé a haute température. Dans les structures VLSI, les couches d'oxyde
sont utilisées pour former des régions isolées électriquement, dont les frontiéres
sont définies par une zone d'oxyde thermique qui s‘est formée en pénétrant complé-
tement le substrat de silicium. Dans ce qui suit, nous nous interessons & cet aspect
(procédé "Semi-Rox"), qui est trés important dans la simulation des étapes de fa-
brication.

Afin d'obtenir une modélisation de la croissance d'oxydes thermiques, les phé-
noménes physiques suivants devront étre pris en compte :

a- formation de 1'oxyde

L'oxyde se forme par la combinaison d'une molécule d'oxygéne qui, ayant tra-
versé la couche d'oxyde, réagit avec le silicium pour former une molécule de di-
oxyde de silicium, suivant Ta réaction

(1) S, +0, »~ S.0

2 .
La réaction mettant en jeu de la vapeur d'eau est quelque peu plus compliquée :
(2) Si + 2H20 > 5102 + 2H2

L'hydrogéne est 1ibéré au niveau de 1'interface Silicium-oxyde et diffuse rapi-
dement. -

La cinétique de cette réaction a été présentée par Deal et Grove [2¢], dont le
résultat des travaux est la loi unidimensionnelle bien connue :

(3) 2(t)?

ou Z(t) est 1'épaisseur d'oxyde & 1'instant t, A et B sont les coefficients linéaire
et parabolique, et 1 un temps exprimant Ta condition initiale de 1'oxyde déji formé.
Clest cette Toi qui sera utilisée pour les expériences numériques présentées ici ;
elle caractérisera la croissance d'oxyde dans la direction perpendiculaire a la
surface de 1'oxyde et assez loin du masque de nitrure.

Dans le procédé "Semi-Rex", la forme de la frontiére S;-S;0, peut-&tre assez
bien décrite par une fonction du type erfc avec comme paramétre
essentiel T'extension latérale. Un dépendance entre ce paramétre et les paramétres
technologiques du procédé a été proposée dans [2#].

b- Diffusion des impuretés

+ A.Z(t) = B.(t+1)

Pendant Ta croissance de 1'oxyde thermique, les impuretés vont diffuser dans
Te silicium et dans 1'oxyde.

Le probléme de diffusion a déja été résolu lors de la simulation des étapes de
prédéposition ou.de redistribution en ambiance inerte. Les résultats ont fait
1'objet de publications 5], [241, pour Ta diffusion simple tout d'abord puis pour
la diffusion couplée. Les lois de diffusion des dopants (tels que 1'Arsenic, le
Bore, le Phosphore) sont celles déja décrites dans (s]J[#]; elles tiennent compte
dans le silicium de  1'action du champ &léctrique interne ; de la concentra-
tion de 1'impureté, du phénoméne de clustering . ;

Si J;(Cj) est le flux de 1'impureté i dans le domaine £, la-loi de conservation
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pour 1'impureté s'écrit :

‘ 12 A .
(4) ‘ = = - div Ji[{Cj}J
(si_on suppose qu'il n'y a pas de sources d'impureté i & 1'intérieur du domaine). -
La loi décrite par (4) est nori Tindaire dans le silicium et inéaire dans 1'oxyde
(coEfficient de diffusion constant). '

C- Ségrégation

L'activité chimique n'est paé'la méme dans le silicium et dans 1'oxyde, ce qui
produit & 1'équilibre une différence & 1'interface si-sioz, décrite par le coéf-
ficient de ségrégation : -

Concentration de 1'impuretéd i dans le silicium
Concentration de 1'impureté i dans 1'oxyde

m_i"

Quand m < 1, la concentration d'équilibre de 1'impureté dans 1'oxyde est plus
élevee que celle dans le silicium, et 1'oxyd% tend @ appauvrir le silicium en im-
puretés. C'est le cas pour e Bore. Au contraire lorsque m > 1 et que 1'oxyde
croit en consommant le silicium, un accroissement de la concentration de surface
peut avoir lieu si la diffusion de 1'impureté dans 1'oxyde est lente. C'est le cas
du phosphore. Afin de fournir des valeurs numériques aux m., ou se reportera aux
travaux du R.B.Fair et J.C.C. Tsai [221, qui montrent la d%pendance de m, avec
1'orientation du réseau, la température, 1'atmosphére ambiante. L

I1 est interessant de remarquer qu'il y a redistribution effective des impuretés
pendant une oxydation méme si m = 1, parce que le volume de la couche d'oxyde est
environ 2,2 fois plus grand que celui du silicium consommé pour la former.

Les propriétés physiques décrites ici seront suffisantes pour le sujet auquel
nous nous intéressons, qui est de proposer une méthode numérique permettant de
simuler la diffusion couplée d'impuretés dans un domaine se -déformant au cours du
temps. En effet nous ne simulerons que ce qui se passe dans le silicium et donc 1la
loi de conservation, tenant compte de la croissance d'oxyde et du phénoméne de
ségrégation peut se traduire par une condition de flux & 1'interface 51.-51.02

R . -> -+

ou n est 1a normale & 1"interface $,-5.0,
VVOX est la vitesse d'avancée de 1'interface
a est Te coefficient de dilatation entre oxyde et silicium

CSi j est la concentration en impuretés i, dans le silicium
. 3

h, ‘est 1'inverse du coefficient de ségrégatwoﬁ (Cox,i = hy Cgi 5)-

Pour les essais numériques on prendra o = 1/0.44 , h = 0.1 pour 1'Arsenic ou
le phosphore et h = 3.3 pour le bore.

Sur les autres parties de la frontidre du Silicium, on considére des conditions
plus classiques de type flux nul ou concentration donnée. »
PRESENTATION DES PROBLEMES CONTINUS, ET ‘DISCRETS

On se donne un domaine Q (o) représehtant Te silicium a 1'instant initial et
1'on veut résoudre les équations de diffusion non linéaires dans le domaine @ (t)

6 SRR 1o I .
(6) . = = div Ji [{Cj}] 4 dans Q(t)
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o

ou Ji flux de 1'impureté i, peut &tre donné par |
’ N R .2 ) ‘ - .. . .V
(7) J; €311 = -Digvci (1+ zi_ Ci _ >+ 3 e /21‘3123
j#1 Z:)2
»’(gcjzj)zwniz J# (§chJ) ¥ 2

Divpouvant aussi dépendre des concentrations Cj P23 étant la charge de 1'im-
pureté j (x1)., n, étant la concentration intrinséque & la température considérée,

Les conditions aux limites sont données par

> > 5> >
(8-a) Ji.n = (1-ahi) C;Vy, n 4 1'interface 51'5102-
(c'est & dire sur une partie de la frontiére
de Q)
> > -
 (8-b) Ji n=o0 ailleurs (par exemple)

-

On se donne aussi des concentrations initiales d'impuretés dans Q(0), Vox
decrivant 1'avancée de 1'interface S;-Sj02 au cours du temps et définissant par
la meme Q(t), et est ici considéré comme une donnée.

La condition aux limites (8-a) est une condition classique de type Fourier mais

appliquée & une frontiére mobile.

- ,

Notons que 1'on retrouve comme cas particulier Torsque Vox= o dans (8-a), la
formulation de redistribution d'impuretés en ambiance inerte (probléme traité dans
[24]), le domaine &tant dans ce cas fixe évidemment. La différence avec le pro-
bléme de diffusion couplée en ambiance inerte apparait donc seulement par la con-
dition aux limites (8-a) (entrainant implicitement la variation du domaine de
calcul Q). En fait cela entraine des difficultés pratiques pour le probléme discret.

On s'est fixé pour but de réaliser un logiciel de simulation de la diffusion
couplée d'impuretés dans du silicium, lorsque celui-ci subit en plus une oxydation
localisée et cela en utilisant 1'approche discréte décrite dans les précédents
travaux [45] [211, c'est a dire une discrétisation en temps par un schéma IMPLICITE
ou de GEAR et une discrétisation & 1'aide des &léments finis Pl en espace, de fagon
a utiliser au mieux les algorithmes déja développés.

Nous allons donc travailler dans le plan physique c'est & dire avec un domaine
Q variable et donc pour le probléme discret on considérera une suite de domaines
2y net gévidemment une suite de maillages “2Zh n.(tr‘1'angu1a’c1'ons). :

Dans cet article nous ne considérons que le schéma implicite en temps, le schéma
de GEAR pouvant constituer une extension (non immédiate) du présent travail.

Pour la simulation numérique ; nous écrivons une formulation variationnelie du
probléme (6), (8a,8b) en essayant d'adapter la condition (8a) au cas discret. Peut
dtre aurait-il mieux valu formuler la condition de conservation directement sur le
probléme discret lui-méme. Le schéma en temps implicite fourni la solution au temps
(n+1) connaissant celle-ci au temps n. ‘

la formulation variationnelle du probléme de diffusion sera écrite sur le domajne
Qhn+1:(c‘est a dire au temps (n+1)). Ainsi un &lément de 1'espace discret approxi-

mant 1'espace ‘fonctionnel dans lequel on‘;herche les concentrations peut s'écrire :
(9) C=% Ck Wy
: Kk . .
ol 3wk$ est la base classique pour les éléments finis P1, et Ck représentant les
valeurs de la concentration de 1'impureté considéré aux noeuds de la triangulation.
La dérivée en temps dans (6) approché selon le schéma implicite s'exprime par
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' n+l .n n+l n+l n .n
(10) - .1 X [CK et &% Wk]
' Tn Th &

~ Maintenant si nous considérons que le maillage au temps(n+1) est obtenu par
déformation du maillage au temps n, (autrement dit nous conservons le méme nombre
de noeuds, le méme nombre de triangles et la méme topologie) alors on pourra écrire
(10) de 1a fagon suivante _ - :

(11) aC 1 n#l n, n+l - n n+l n
, VT EE(Ck - C) W + %:Ck (W, - Wy J

n
Dans (11) on retrouve le terme classique d'approximation de la dérivée en temps
pour le schéma implicite lorsque le domaine est fixe (ler terme) ; le dexiéme terme
nous donne Ta modification a apporter du fait du domaine variable (approximation
de la dérivée en temps des fonctions de base wk).

Si on considére que les déplacements des fonctions de base sont suffisamment

petit on pourrait ekprimer (comhe'dans L 1) le ferme w2+1- wE par 1'expression
suivante » ' ,

n+1 n,. v
W (x) - we(x) = - ws(x) Vw . o,

; + o(ai)

n n+l . .
pour X e Tj n Tj » Vi et j tels que XiaX) € Tj /

Si la triangulation ‘%fh n+1est obtenue.en déplacant le noeud X5 de QE; n de
On retrouve alors une formulation faisant intervenir un terme du premier ordre
(convection), mais en fait dans la suite nous considérons 1'expression telle que
formulée 'en (11). g - v
L'interprétation discréte de la conditjon de flux (8-a) conduirait a une intégration
sur le domaine compris entre I et 'N*l [N gtant 1a frontiére de QN (instant n)1 ;
cette intégrale est en fait approchée [ et c'est par cela qu'on se rapproche de la
formulation de la condition de flux (8:a) & 1'interface Si-S.OZJ, par une inté-

i
] - n n+l . . .
grale calculée sur T" ou I'""~, mais en ne perdant pas de vue que c'est une inté-

grale des.cgncenFrations entre " et p*1 que 1'on veut évaluer. Aussi en analysant
Te cas unidimensionnel fig.#et 7, le flux d'impuretés pourra étre calculé approché
par (notation des figuresg

A
o

INPURETES QW
RitTEwY DANL

|

t"oxrot

Ywx s 7/ - i
(o ‘
')//‘ oh ‘C;'
Tn
A Determinglion de la conciWos e Flus. & Uinterfece S:-5.02

Cas wf<1 ( Arsenic, phosphece }

Fig.ze : Evaluation du flux dans le probléme descrétisé (cas ah < 1 - flux entrant)
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d—u————-——
dQPL. .(Ae)
Delermination de la cmdibion & Flus & " intecfece SZ-SRO._
Cos =8 >4 ({ Bau)

Fig. 77 : Evaluation du flux dans le probléme descrétisé (cas ah > 1 - flux sortant)

, en ;N Cn+I ' + P
(12) [.Fn+1 I dépl - ah ntl  Tn x dép1
. 2 2 ‘
Pans (12) on a évidemment '
-
- o
(13) depl = V,, * 1

Le premier terme dans (12) exprime en quelque sorte le flux qu'il faudrait
imposer d 1'interface mobile pour que toutes les impuretés soient conservées dans.
le silicium, :le second correspondant & la “perte" due & la ségrégation (h) et a‘la
croissance d'oxyde (a). - '

Ctest la formule analogue & (12) que nous utilisons pour le probléme bidi-
mensionnel. K

On obtient finalement-la formulation variationnelle suivante (écrite pour le
cas d'une impureté pour simplifier les notations).

. +
Connaissant C" sur Qn, on calcule C" 1
linéaire, -

1

+ - 5
sur Q" . en résolvant le probléme non
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(14) cMhow ™ ax r/ s(e™hy ve™h, o, " ax
Nt Qn+1
7y cntl n+l ; ~n n+l
/mt ( -dép1.n) C W, dar = '/S;nﬂ Co. W, dx
n+l ' :
./f ~ . ./{ ch . ch
n_~n n+ _ > = | Tn+l + n
anl (C.-C ). Wi dx Eﬁnt depl. n ——;;————- W, dr

n
+ ./;‘mt 2 (dep] n) C".wi dr

pour i = 1,2...N
Dans (14) le déplacement (deﬁl) pour le pas de temps t est donné par (13) et

(15) " - EKICE wk"+1 ,
int

et T représente 1'interface Si-S.O

i2*t

Dans le second membre de (14) certains termes peuvent évidemment &tre regroupés de
méme que les intégrales sur I, peuvent aussi s'exprimer en intégrales sur Toe1 mais

il nous a semblé que 1'expression du T, était plus naturelle. On retrouve évidement

comme cas particulier le cas ou le doma1ne est fixé ; pour chaque pas de temps nous
avons un probléme de diffusion avec une condition aux limites du type Fourier et oi

le second membre comprend outre le terme classique Cn ‘n+1 dx, les différents
termes suivants : Qn+1

“n n n+l
(16) - _/Qn+1 (C7- C7) w7 dx

1ié a la variation du maillage dans Qn+1,

) n n

) / N LAY »

Fnint depl.n ————E——___ Wi dr | )
- 1ié au flux causé par la déformation du domaine Q, '

qui avec-le terme ana]ogue du ler membre est 1ié & la segregat1on et a la
croissance en volume due & 1'oxydation.

Des variantes de formulation sont possibles, par exemple en remplagant (17) par

' | n+l n
(19) - f dza1 Ty ] C n+l . _ / > =>C | n
Fint (depl.n) E— Wt dro- gint depl.n > Wi dr

.~n+1

Le prem1er terme passant alors au premier membre. Alors que la formulation (14) ne
pose jamais de problémes de résolution 1la formulation avec (19) risque de poser un
probléme dans le cas ou h < 1, pour des vitesses d'avancée de 1'interface suffi-
semment grandes.
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DEFORMATION DE MAILLAGE

Durant 1'oxydation, le silicium (Q) change de forme. Puisque 1'on veut simuler
le phénomeéne dans le S, & 1'aide des é&léments finis, i1 faut avant tout disposer

d'un maillage surgq (plus présicément d'une triangulation, car on utilise les &léments
finis P1). Différentes solutions sont envisageables a ce niveau ; nous avons retenu
celle qui consiste & déformer une triangulation existante, en gardant la méme topo-
logie. :

Etant donné une triangulation ©, on se donne donc les déplacements pour les noeuds
appartenant & la frontiére de Q, et 1'on veut calculer les déplacements a imposer
aux noeuds internes de fagon @ obtenir un nouveau maillage qui soit topologiquement
correct (pas de chevauchement ou retournement de triangles). Un tel probléme pourrait
etre formuleé et résolu comme un probléme d'élasticité classique 2D par exemple (en
formulation deplacement sur le domaine existant) et d'ailleurs des essais numériques
en ce sens on été fait avec le logiciel MODULEF. Mais i1 ne faut pas oublier que cela
doit etre répéte a chaque pas de temps du processus de diffusion et donc risque de
devenir prohibitif du point de vue temps de calcul.

On peut aussi penser a extrapoler pour un maillage de type éléments finis une

_méthode itérative donnée par A.A AMSDEN et C.W. HIRT (Journal of Computational
- Physics 11, 348-359,:1973), mais cela ne semble facile a utiliser que lorsque les

domaines considérés sont convexes, ce qui n'est malheureusement pas le cas pour
nous .

Nous avons donc élaboré une méthode que nous pensons suffisamment robuste, (du
moins pour les cas qui nous intéressent : oxydation du silicium), et qui s'appa-
rente peut-étre a une formulation de type éléments frontiére pour un prob]eme
d'élasticité. Décrivons maintenant cette méthode (d'ailleurs immédiatement gene-
ralisable pour un maillage tridimensionnel).

Soit 59{'1 ensemble des noeuds frontiéres et so1tDk, k e é}{]e dep]acement imposeé
(connu) au noeud k, Wi est un poids que 1'on affecte au déplacement de ce noeud k

(c'est par exemple pour le cas bi-dimensionnel, Ta somme des longueurs des segments
frontiéres de part et d'autre du noeud k).

Le déplacement d'un noeud intérieur i est alors calculé par

- .
(20) Dy =— 2w oo D
. OH' k€d/ '
e etant en quelque sorte un facteur ¢'influence
21
(21) Oy —dE
ki

dki étant la distance du noeud i au noeud k, B étant un paramétre qui d'aprés les
essais numériques semble 1ié & la "dureté" du maillage.

On a remarqué qu'il fallait prendre 8 > 2, sinon les déplacements avaient 1‘'air
de mal se "propager" & 1'intérieur conduisant rap1dement a des retournements de
triangles. Pour les essais numériques nous avons pris B = '

Dans -(20) ai est un facteur de normalisation et vaut naturg]]ement

(22) oy Z&? W
N i
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- Mise en oeuvre

Pour mettre en oeuvre cette technique de d&formation de maillage i1 faut donc con-
naitre les déplacements de chaque noeud appartenant 3 1'interface Si'SiOZ'

Rappelons que ce déplacement peut avoir ¢té calculé par un module qui simule la
croissance de 1'oxyde & 1'aide de la diffusion de 1'oxygéne dans cet oxyde.

Cependant pour les résultats numériques présentés ici nous nous sommes donnés.
analytiquement la loi de croissance d'oxyde analogue & celle couramment utilisée par
d'autres auteurs [e], [22], [23].

La fonction décrivant 1‘avancée de 1'oxyde dans le silicium est modélisée par :

U(t)-u -a +8|u(t) - U
(23)  U(x,t) = U, +[___(_) o] orfe x-a + [( ) C;I
: TRy U(t)

ou R0 est le rapport entre la vitesse latérale et la vitesse verticale d'avancée de
la frontiére, § est un paramétre qui comme Ro dépend de la téchnologie utilisée, a

‘est 1'abscissé du bord du masque de nitrure (barriére pour 1'oxygéne), Uo est 1'épais-
seur initiale d'oxyde.

U(t) est Ta fonction donnant la loi unidimensionnelle de croissance de 1'oxyde
(28], (1oi de type parabolique) et erfc: est la fonction erreur compiémentaire donnée
par : _ L

2 [ _t?
(24) erfc (x) = =— J e dt
. JTTX .

La mise en oeuvre pratique se réalise de la fagon suivante : on part de la con-
figuration & 1'instant n, on calcule la position du nouvel interface a 1'instant
(n+l) par (23), on redistribue les noeuds de 1'interface a 1'instant précédent sur
ce nouvel interface et on en déduit des déplacements, on se trouve donc dans les
conditions d'application de .1a formule (20). :

Remarque.

La Toi (23) donne 1a loi de croissance de 1'oxyde et non la loi d'avancée de
~1'interface, les résultats numériques présentés correspondent donc au choix d'une

. vitesse d'avancée de 1'interface environ 2 fois trop grande par rapport & ‘la vitesse
réelle pour les meémes conditions technologiques.

-Resultats relatifs a la déformation de maillage

On peut voir sur 1a figure?s, la position de 1'interface 51'5102 pour des inter-
valles de temps équidistants.
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Figure 78 : Position de 1'interface
S1.~S1.02 pour les intervalles de
temps équidistants.

La figure 75 donne Jle maillage initial.

La figure go donne le maillage que 1'on obtient aprés 40 pas de temps, en applicant
pour chaque pas la formule donnée en (20) avec B8 =4. On a de plus , pour ce cas im-
posé des déplacements pour les noeuds du bord inférieur, mais pour les essais de
simulation ces noeuds seront laissés fixes.
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On peut voir sur les figures (i) et (s2) Tes déformations des deux premiéres cou-
ches de triangles (pour les dix premiers pas de temps) 1orsque le paramétre B de la
formule (21) vaut 2 (figuresi) et 4 (figuresz).
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'Figure 82 : Déformation des deux premiéres couches de

triangTes pour B = 4.

Nous avons donc & notre disposition une méthode robuste de déformation de mail-
Tages, .supportant méme des déformations assez brutales (de grande amptitude), voir
pour cela Ta figured3, donnant la déformée du maillage initial en une seule étape
du type (20). Ce genre de transformations pourra trouver des applications dans
d'autres étapes du process modelling (etching par exemple).
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Figure® : Déformation du maillage obtenue en une seule é&tape

La méthode de déformation de maillages proposée est relativement peut colteuse
en temps calcul, de plus si Tes déplacements imposés sur le bord varient réguliére-
ment, i1 est possible de ne pas considérer tous les points de 1a frontiére dans (20)
mais par exemple 1 sur 2 (pour des résultats comparables mais avec un temps

de calcul divisé par 2, d'ailleurs pour les résultats présentés sur la figures?,
nous avons adopté cette stratégie). , :

5. RESULTATS NUMERIQUES

A 1'aide de (14) nous avons simulé la diffusion d'impuretés avec oxydation locale
en partant d'une condition initiale correspondant a une double implantation ionique :
tout d'abord une implantation de Bore sur toute la surface avec une dose 1014 et une
énergie de 100 Kev, puis une implantation jonique d'Arsenic & travers un masque
(moitié de la surface) avec une dose de 5.101° et une énergie de 80 Kev.

La diffusion des impuretés et 1‘'oxydation du silicium s'est poursuivie pendant
1 heure a 1000 degrés C [avec une vitesse d'avancée de 1'interface définie par (23)].

Test Numérique 1

On suppose dans ce premier test que le coefficient de ségrégation m est infini
(<> h=0), autrement dit rien ne passe dans 1'oxyde et les doses initiales d'im-
puretés doivent se conserver dans le silicium.

Le terme "intégrale frontiére" du premier membre disparait ainsi que le dernier
terme du second membre (h=0). '

On retrouve dans une formulation classique du probléme de diffussion avec un
second membre tenant compte de la déformation du domaine (et du maillage).
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Voyons maintenant comment on calcule pratiquement le second membre. )
Plusieurs variantes de formulation sont possibles pour le flux di a 1‘'avancée
de la frontiére, citons par exemple

(25) a) -f depl.h € w."dr |
gint n
(25) b) - le terme tel qu'il est donné dans (14) ou'(17).

Dans 25-a on calcule exactement cette intégrale a 1'aide de formules de GAUSS & .
2 points car on a un polygdne du 3éme degré sur chaque segment frontiére. Dans .25-b
on utilise une formule du type trapézes en subdivisant chaque segment frontiére en

p intervalles. (C" ne varie pas linéairement sur chaque segment frontiére mais
n+1

est seulement linéaire par morceaux). ‘ :
Si on se reporte d Ta figure (%), la contribution de 1'intégrale frontiére au
noeud i calculée sur r, (ou Fn+1) est en fait une approximation de 1'intégrale

des concentrations d' 1mpuretes sur la zone hachurée avec une fonction de base W,
un peu speciale et décrite sur la figure 8.
Le terme di a la variation du maillage dans Q +1° est donné, rappelons le par

) ~n n+l _ ‘ n n+l n+l
(26) - fml [C - ¢ ] Wy dx = - /n+1 %: [Ckwk - G Wk] Wy dx
2 Q

Sur chaque triangle de 7. 1'intégrale est calculée par intégration numéri-
nyn+l

que (différentes formules ont été utilisées), 1'intégration exacte nécéssiterdit de
définir une triangulation plus fine, commune aux deux maillages’ qg’h n et<%§h n+l.

Ainsi (26) est évalué par : _
27 > ~n _en n+l
(27) . .ST XZGT %o [c (%)) - C (xp)] Wi (%))
“h,n+1 p :
ST designe 1'aire du triangle Te QE; n+1

Xp désignent les points d' 1ntegrat1on dans Tqu’
sont Tes coefficients de pondération

n,n+l
%xp

Eh(x ) se calcule directement a partir des valeurs aux sommets de T et des coordon-
nées barycentriques de xp dans T, par contre pour

Cn(x ) i1 faut retrouver le triangle T' de la triangulation
QE% N’ contenant le point x_, déterminer ses coordonnées barycentriques dans ce | °

triangle et claculer & 1'aide de cela la valeur de la concentration en ce
point (technique liée & la méthode des caractéristiques).

Différentes formules d'intégration ont été testées.

(28) F1: ‘{f>¥ sommets du triangle T ’ (mass-tumping)
(29) ‘;2 : : Z{fix ~ barycentre de T (approximation 1inééire)
(30) F3 ; i .';’. formule & 7 points (quintique)

(vo1r [10] par exemple)
(31) - F4 ; 4::::EEX mi]ieux des cotés  (quadratique)
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37 F5 : ‘ sommets et milieux de cOtés .
‘ ) JZK:E¥ (voir [301) (cubique)

Fig % : Représentation des maillages G%Zh . et QE} 41 - Evaluation de la contri-
bution du flux au noeud I. i a :

Fig 85 : Fonction de base associée au noeud I de la frontiére mobile.
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Les essais relatifs aux figures 8., 87 ,3%. , 3§ sont relatives a un maillage
grossier comportant 231 sommets et 400 triangles.

Le pas de temps initial T est choisi & 0.01 mn et multiplié par Y2 a chaque pas
jusqu'a obtenir un T de 4 mn. Le process se poursuit pendant 60 mn (correspondant
a 30 pas de temps). max

Sur Tes figures 3¢ & ¥ nous avons représenté la varaiation (en %) de la dose
initiale en fonction du temps et pour les différentes méthodes d'intégration nu-
mérique. :

La figure 8¢ donne la variation de la dose d'Arsenic au cours du process, lorsque

1'on prend (25-a) pour le calcul du flux di & 1'avancée de 1'interface $,-5,0,.

On a représenté 5 courbes représentant les 5 méthodes d*intégration numérique
F1 a F5. ‘

La figure #F donne dans les mémes conditions la variation de la dose de Bore, on
n'a représenté que les courbes correspondant a Fl et F3, (les autres étant trés voi-~
sines). )

La figure 88 donne la variation de la dose d'Arsenic au cours du process, lorsqu'
on prend (25-b) pour Te calcul du flux di a 1'avancée de 1'interface. Pour applica-
tion de la formule des trapézes on a subdivisé chaque segment frontiére en 10 sous-
intervalles. ' :

La figure 85 donne la variation de la dose de Bore dans les mémes conditions que
pour la figure 13. On voit donc comme on pouvait s'y attendre que la formule (25-b)
est meilleure que la formule donné par (25-a) et qu'il faut intégrer avec suffisam="
ment de précision le terme (26) 1ié & Ta déformation du maillage. En prenant la
formule F1 ( mass lumping)on calcule en fait le second membre de 1'équation de dif-
fusion, par interpolation sur Te maillage Qgh‘n+1 de Ta solution au temps n et

comme on peut le voir cette méthode ne donne pas de bons résultats.

Nous avons aussi regardé ce que donnait la formule que nous avons retenue (14)
en utilisant un mailTage plus fin (maillage donné sur la figure 79, comprenant 1271
noeuds et 2400 triangles). Nous avons utilisé la formule (25-b) pour le calcul du
flux d& & 1'avancée frontiére et intégré (26) avec la formule d'intégration numérique
F3 (& sept points). Partant d'un pas de temps initial T de 0.01 mn, on multiplie le

" _. pas de temps & chaque étape par vZ jusqu'a un T = 1.25 mn. Les résultats que

max
~1'on obtient au bout de 60mn (une soixantaine de pas de temps) sont les suivants :

- variation de la dose d'Arsenic : + 0.22 %
< variation de l1a dose de Bore : - 0.36 % _ -

Test Numérique 2

On tient compte cette fois-ci de la ségrégation en prenant dans (14), h = 0.1
pour 1'Arsenic et h = 3.3 pour le Bore. Le pas de temps initial est 0.01 est multi-
plié & chaque étape de temps par vZ jusqu'a une valeur Toax - 4mn , :

Le processus d'oxydation se poursuit pendant 60m (30 pas de temps).

On a représenté sur la figure Y% 1les jsovaleurs de la distribution de Bore &
la fin du process. On a représenté de méme les isovaleurs de la distribution d'Ar-
senic sur la figure 91, Sur Ta figure 92 est matérialisée 1a jonction réalisée. Sur
la figure 93 on a représenté une coupe de la solution calculée (& une distance 0.25um
du bord); avec une variation Togarithmique des concentrations. '

Durant le: processus 52 % des impuretés d'Arsenic sont pesées dans 1‘oxyde ainsi
que 40 % des impuretés de Bore.
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Fig 83 : Exper1ence numer1que 1, avec f]ux donné par 25-b. Var1at1on de la dose
d'Arsenic, selon 1' 1ntegrat1on numérique utilisée..
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Fig 89 - Exper1ence numemque 1, avec flux donné par 25-b. Var1at1on de 1a dose de
Bore selon 1' 1ntegrat1on numérique utilisée.
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On donne sur la figure 94, la distribution initiale en impuretés résultant
- de la double implantation ionique (d'abord implantation de bore a travers toute
la surface du silicium, puis implantation d'arsenic & travers le masque - moitié
de la surface.).

Les valeurs des énergies et des doses sont celles indiquées au début
du paragraphe relatif aux résultats numériques. A

Pour 1'arsenic situé en haut & gauche, la valeur maximum de la concen-
tration vaut 187,7 en valeur normalisée, alors que pour le bore qui est implanté
plus profondément, et qui est étalé, au vu des équipotentielles, la valeur maxi-
mum est 0.966. .

Sur la figure, les lignes de niveau (équiconcentrations) sont equidis-
tribués entre la valeur maximum et Ta valeur minimum des concentrations, suivant
1'échelle 1inéaire. :

La figure 95 donne la répartition d'Arsenic aprés 30 s de process. La
valeur maximum de la concentration vaut 99,04 (valeur normalisée).

Les figures 96 et 97 donnent les distributions d'Arsenic et de Bore
aprés 20 minutes du~processus d‘oxydation.

4 La valeur maximum de la concentration d'Arsenic est 58.73 et celle de
bore (fig. 97) est 0.803. |

| Sur Ta figure 98 on a reporté la variation (en pourcentage) des doses
d'Arsenic et de bore au cours du processus d'oxydation. '

| Sur les figures 99, 100 et 101 nous avons donné des coupes de la solution
(analogue :a l1a figure 93) ; 1'échelle pour la représentation des concentrations
est logarithmique et la valeur de ces concentrations est normalisée.

La figure 99 donne la coupe & x = 0.5 m, Ta figure 100 & x : 0.65 m.

La figure 101 donne la coupe suivant une diagonale c'est a dire ; le
peut de départ est (0,0) et Te point final est (1, 0.762).

Nous donnons sur les figures 102 & 113 des représentations tridimension-
nelles de la distribution des impuretés.

Tout d'abord la figure 102 donne la séparation initiale d'Arsenic
(aprés implantation ionique).

La figure 103 donne la répartition aprés 8,7 mn; la figure 104 aprés
60 mm de procéss.

. Les figures 105 et 106 donnent d'autres vues de ces répartitions a 8.7
et 20 mm.
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~La figure 107 représente elle la répartition initiale de Bore (implanta-
tion ionique sur toute la surfacg} Les échelles de représenta{éon nezzont pa; les
mémes que précédemment. Pour 1'Arsenic la graduation va de 10*° & 10%¢ At/cm®,
pour le bore cette graduation va de 1014 5 1019,
Sur les figures 108.& 113 on donne différentes représentations de la
distribution de bore aprés 8, 7; 20 et 60 mm de processus d'oxydation.

Actuellement les temps de calcul sont relativement longs ; pour un pas de_temps
de 4 mn, i1 faut effectuer, pour resoudre le probléme non linéaire (14), environ
80 balayages de type relaxation, chaque balayage coutant (pour 2 impuretés) 6 s sur
HB.68. Multics. Le processus iteratif est initialisé comme dans‘le cas c]a§s1qge_
par la valeur des concentrations au pas de temps précédent, mais le prob]gme ici
c'est que Te maillage a changé et donc les valeurs nodales précentes constituent

une mauvaise initialisation, ce qui pourrait expliquer le nombre élevé d'iterations
nécessaires a la résolution.

I1 est fort posSib]é qu'en choississant plus astucieusement la valeur initiale
de 1'algorithme de résolution on diminuerait de fagon notable le nombre d'itérations
nécessaires.

Nous remercions F. HECHT, Chercheur & 1'INRIA pourhles fructueuses discussions
qué nous avons eu avec 1ui pour la formulation du probléme de diffusion en domaine
variable. : T
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0 0.15 030 045 060 pm
Fiq 100 REDISTRIBUTION DES IMPURETES DANS
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0 0.25 0.5 075 1. ,m
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Fig 101 LE SILICIUM AVEC OXYDATION LOCALE
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CCUR_ED DIFF.STON CF ARSENIC AND BORON IN SILICON
WITH LOCAL OXIDATION

t Illl”’ i

’h

ARSENIC IMPLANTATION DOSE=5E1S ENERGY=BO Kiv

. - Sl AR ETRC
17 _OCAL JxIDATION

MPLANTATION  DOSE=1E1l4 ENERGY=100 KEV
STEP 2 M IMPLANTATION  DOSE=SELS ENERGY= B0 KEV
STEP 3 & 3 N4 DEPOSITION .
STF® 4  LOCAL OXIDATION TEMP=1000 TIME=B. 7 ma
( WET ATMOSPHERE )
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COUFLED DIFFUSION OF ARSENIC Ahb BORGN  IN SILICCH
WITH LOCAL OxIDATIOH '

STEP 1 BORON IMPLANTATION DOSEsiEi4 ENERGY=109 Kev
STEP 2 AS IMPLANTATION  DOSE=SELS  ENERGY= 8@ Kev
STEP 3 S 3N4 DEPOSITION
STEP 4 LOCAL OXIDATION TEMP=1000 TIME=20 ne

( WET ATMOSPHERE )

CXUPLEC DIFFUSICN OF ARSENIC AND BORON IN SILICON
WITH LOCAL OXIDATION ‘

HINHf IIHNH' lHHH’ in

PROCESS STEP 1  BORON IMPLANTATION DOSEsiEl4 ENERGY=100 Ke.
STEP 2 ~ AS IMPLANTATION DOSE=SELS ENERGY« B0 K.
STEP 3 S 3N4 DEPOSITION
STEP 4  LOCAL OXIDATION TEMP=1P00 TIME=EO i

Fe. 10
Fiy: 5



DOSE=1E14  ENERGY=10@ KEV
DOSE=SE LS ENERGY~ 80 KEV

TEMP~120Q2 TIAE=B 7 m-

IN SILICOn

L) ENERGY=100 Ko«
MTATION DOSE<SELS  ENERGY= 8@ Kes
o :
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BORON IMPLANTATION DOSE=1Ei4  ENERGY=100 Kew

CAFLZD CITFUSICN U7 ARGLNIC AN EIRCHOIN SILICK
WITH LOCAL DXIDATION

- e T T e T ; :
PROCESS STEP 1 BORON IMPLANTATION - DOSE=1f14  ENERGY=100 KEV

F.'a 109

STEP 2 As ‘IMPLANTATION . DOSE<SELS ENERGY= 8@ KEV
STEP 3 S 3 N4 DEPOSITION .
STEP 4 LOCAL OXIDATION TEMP=1000 TIME=S. 7 me

{ WET ATMOSPHERE )
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(CLF_ED DIFFLSION OF ARSENIC ALD BORON  IN SILICON
WITH (OCAL OxIDATION

BORON IMPLANTATION  DOSE=1E14  ENERGY=100 Kev
AS IMPLANTATION  DOSE=SELS  ENERGY= B0 ke
S 3N4  DEPOSITION

LOCAL OXTIDATION TEMP=1000 TIME=20 »=

( WET ATMOSPHERE )

cee e toLlow o ARLINIC WDE Ih STLICCH
WLTH  LCTAL OXIDATICN

BORON IMPLANTATION DOSE=1E14 ENERGY#109 Kev

AS IMPLANTATION DOSE=SELS ENERGY= B89 Kev

S 3N4  DEPOSITION

LOCAL DXIDATION TEMP=100¢ TIME=ED mn
WET ATMCSPHEFRE )

N M mm
v ovv
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BORON IMPLANTATION DOSE=1E14 ENERGY=109 Kev
STEP 2 AS IMPLANTATION DOSE=SELS ENERGY= 80 Kav
STEP 3 S 3N4  DEPOSITION
STEP 4  LOCAL OXIDATION TEMP=100Q TIME=E@ mn

( WET ATMOSPHERE )

‘ﬁo A1

o WO CLTTLSI0 0 0T APSENIC AND EORCH IN
WITH LCCAL OXIDATION

BORCN IMPLANTATION DOSE=1E14 ENERGY=10Q Key
AS IMPLANTATION OCSE=SEL1S ENERGY= 80 Kev
S 3EN4 DEPISITION :

LOCA_ OXICATION TEMP=100Q TIME=EQ ma
LOWET ATHOIDHERE )

F'J 113
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V - QUELQUES INDICATIONS SUR L'IMPLANTATION IONIQUE ET SUR L'ETUDE DU
COMPORTEMENT ELECTRIQUE (Device modelling)

1. Implantation ionique

Dans les derniéres années 1'implantation ionique est devenue une technique
importante de dopage pour les circuits intégrés, et spécialement dans les circuits
V.L.S.I. qui seraient impensables sans cette implantation ionique.

- 1'implantation ionique produit des concentrations en dopants homogénes
et reproductibles '

- ]'imp]antétibn jonique est bien édaptée a la technologie planar pour
le silicium. Les couches d'oxyde utilisées pour faire barriére & la diffusion
peuvent étre utilisées pour masquer le faisceau ionique. De plus 1'implantation
ionique peut étre réalisée a travers de fines couches de passivation (telles que
SiOZ, Si3N4 (nitrures)) ou par 1'utilisation de masques photorésistants.

- 1"implantation ionique est un processus basse température (bienq'une étape
de redistribution est habituellement nécessaire pour recristalliser le réseau
endommagé). ,
" Du point de vue théorique i1 faut "mettre en équations" 1'intéraction d'un
faisceau d'ions avec la matiére. Il s'agit d'un probléme de chocs multiples d'une.
particule avec

- les ions duiréseau cristallin

- les électrons libres du cristal.

Cha_gue fois géun ion rentre en collision avec une de ces cibles il pert
de 1'énergie et sa trajectoire est déviée. On a donc un procédé de marche aléatoire
et on peut voir sur la figure M4 un schéma des différents phénoménes pouvant se
produire entre une particule changée et une cible.

Le phénoméne a simuler est donc un phénoméne de transport
ce qui n'est pas toujours aisé du point de vue pratique.

L'exprérience montre que le faisceau pénétre au tout premier ordre jusqu'a
une profondeur R oy "range" avec une certaine dispersion A (voir figure#5).

L'idée est alors venue de décomposer soit un profil expérimental (1D -
car il est difficile de mesurer des profils 2D), soit des résultats de simulations
Monté-Carlo sur ses moments d'ordre 1, 2, 3 ou 4 dans 1a profondeur et de méme les
moments d'ordre 2, 3 dans la direction perpendiculaire.

(théorle L.S.S. Aé"""(’f“"‘ par  LINDHARD SCHARFF o scmm)
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I1 existe des tables de référence de ces moments dans la littérature

Une foisages moments calculés comme des moyennes _ '
(p. exemple R = C(x) dx , ... ), i1 faut trouver une fonction qui posséde les
mémes moments; etosatisfasse aussi certaines conditions physiques (positivité,...).

Si 1'on se contente des deux premiers moments (range et déviation standard)
on aboutit alors a une Gaussienne. C'est cette approximation que nous avons uti-
lisée dans nos simulations numériques précédentes (calcul de la distribution des
concentrations d'impuretés, utilisées comme condition initiale pour la redistri-:
bution). . _
I1 existe dans la littérature des approximations analytiques plus précises
(phenant en compte des moments d'ordre supérieurs), telles que la PEARSON IV,
1'Edgewirth., etc.

2 - Exemple de calcul analytique

Nous donnons ici une formule permettant de calculer la distribution des
impuretés aprés implantation ionique & travers un masque de forme arbitraire.

On donne sur la figure M6, le systéme de coordonnées usuels. La direction
du faisceau d'ions est normale & la surface. La coordonnée z donne la profondeur
dans la cible ; la valeur de 1a coordonnée z représentant la valeur maximum de
Ta distribution d'ions est Rp ("range" projeté moyen ou parcours projeté sur la
direction du faisceau d'ions incident). Les déviations standard de la distribution

en x,y et z sont notéesApar AX, AY, ARp

Sous les hypothé&ses suivantes :

i) Suivant Furukawa (Japan J.Appl. Physics 11,134_(1972)), on suppose
qu'un ion entrant dans la cible au point (0,0,0) attendra le point (x, y, z) avec
1a'probabi1ité (distribution Gaussienne) |

2 | 2
N 1 x* 4 3- Re )
(1) g(x’%/b) = 4.5 i QXF -{A-)?:' - rAY" = (2 AR
(M) aARp8X.8Y _ e

On a en général AX = AY ; les valeurs pour Rp, ARp et AX ont été calculées

par différents auteurs et ont &té tabulées.

"ii1) On suppose que le pouvoir d'arrét du matériau masquaht est égal au pouw
voir d'arrét du semiconducteur (cela est assez bien vérifié pour le silicium et
oxyde de silicium).
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1

Par la suite, e point ou 1'jon traversera la surface de la cible sera
noté par (g‘,'q,g). En supposant que 1'on ait un faisceau.d'ions homogéne, le nombre
d'ions N(g,y,§) traversant la surface au point (g’,?,g) peut s'é&crire

@ N(Eas) = N S(s - a9)

avec No courant (flot) ionique paralléle & 1a normale a la surface.

dox (?) décrit la forme du masque et § est Ta fonction de Dirac.

La contribution de 1'ion entrant au point (?z $ ala distribution~
globale au point (x,y,z) est donnée par '

g(’“?) Y- }’?)

avec f donnée par (1).
La distribution finale de tous les ions implantés, que 1'on notera F(x,y,z)
est obtenue par intégration sur tous 1es}‘,~l,‘;’, c'est a dire

QD o0

© Fleyy)=| | “(m 5) {(=-$. 41 é‘f) A dyd5

- J_ 0 Y

En remplagant f et N par leurs valeurs et en 1ntegrant en?etg on obtient

F("?r ) = N exp( (Zsz. ‘(%-d,,(?z-(?,) 1§

/1 AXAR, 2 AR,
Le maximum de la distribution est donné par
F N
Moy =
. Van ARp :
d‘ol : '
. ; . o0 L
CRRACTTY N _@=%)" (3-%(5)-R) e
N \on AX 2 AX: 2 AR
’ -0

On peut inclure dans ce résultat Te cas de marches abruptes lors de la
définition du masque. Si on suppose que les bords du masque ont pour abscisse
x =Ya, ona a]ors

L(sl=0 w IS <o




(¢)
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d, (¢) = d., s 15[ > =

On décompose alors 1'intégrale (5) en deux parties et cela donne

Fluyy) (- Re) (=%)*) «
_Fm_‘i__é___._ exp( ZARt )U’iAX a'exp( Taxt ) ?

o

dor - )’ : (=-%)"
+ exP (3 4 (4 —— e _ CL
( 2AR, \en AX P 26x ?

3 - Quelques indications sur le "device modelling"

- 00

Les études numériques concernant la fabrication des circuits intégrés
se situent Togiquement en amont des études relatives au "device modelling", c'est
a dire a 1'étude des caractéristiques électriques des composants ‘&lémentaires de
circuits tels que Te transistor MOS.

Les résultats des études relatives & la simulation numérique des diffé-
rentes €tapes technologiques de la fabrication, tels que 1a forme (aspect géo-
métrique) des différents éléments, (silicium, oxydes, poly-cristaux, contacts,
etc...), la distribution des différentes impuretés (acceptrices, donmatrice -
constwtuant le dopage du transistor, servent de po1nt de départ (données initiales)
pour 1'étude du comportement électrique du composant considéré.

Les résultats des études numériques relatives au "device modelling",
(essentiellement caractéristiques &lectriques) serviront eux, de base dans 1'ana-

lyse des circuits (CAO) -

1 - Equations fondamentales

Les équations donnant le potentiel electrostatiquey, la répartion des
€lectrons n et celle des trous p, dans le modéle hydrodynamique sont les suivantes:

a ~ Equation de Poisson
(%) -V (eTy) = - q(n-p- Do)
b - Equations de continuité pour les €lectrons et les trous

o9n _ (G.R 197
(3) 3 (G ) +q n

_ —
(9) % | (g-r) - 1 WJ
ey | 9 »
., -y - LNy
ou Jn et Jp sont les vecteurs densité de courant pour les &lectrons et
les trous respectivement. I1 sont donnés par :
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2) 'j'::q(};,nE...DVn)
(") 3?: CI(PPPE - D VI’)

avec

\J : potentiel electrostatique
€ : permittivité du matériau
: charge de 1'electron
n : densité d'electrons

p : densité de trous

Dop = NA - ND est le profil de dopage (densité d'impuretés‘ionisées)
NA . accepteurs type.p
ND : donneurs type.n

(G-R) est le terme de generation-recombinaison

Ph’yb mobilités des électrons et des trous

,En?Dp coefficients de diffusion des electrons et des trous

E = -VWest Te champ electrique -

A 1'ensemble des équations (7) (7) (¢) i1 faut bien entendu ajouter conditions
initiales sur n et pet conditions aux Timites sur@ ,n et p.

Les conditions aux limites peuvent &tre du typeflux nul (condition de Neumann
homogéne) ou par exemple sur un

- Contact ohmique

Y= Vel i+

[

’ '}
hP = W
ou VT est le potentiel de Botzman et est donné par
_ kT |
VT oy

et ou Vj est le potentiel extérieur appliqué au contact j et ou n, est la densité
intrinséque d'electrons & la température considérée.
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A un contact du type Schottky les conditions aux Timites sont données par

Y- s +V«jr

(3) n = n. RXp (“’_4:_"3)
Ve
p= N owxp (- ‘f‘_:c_‘/!.)

\'% . .

ou Ts est une constante dépendah:, du métal réalisant le contact avec Te semi-
conducteur. ‘ , ,

Différentes variantes de formulations du probléme sont possibles suivant que
1'on considére ou non Te terme de g‘énération-reéombinaison, selon que 1'on ne
s'intéresse qu'a 1'état stationnaire ( ?E-:O et %E .-.o)

Prenons par exemple le cas stationnaire :
Dans le cas ou 1a relation d'Einstein est valide, c'est & dire

(4) E’ - ﬂ‘ = V'r . constaule
o
On peut définir une nouvelle formulation du probléme, en introduisant de
nouvgl]es variables : ', <(p_ et V par

' : V"'.Q« .
ns=n €
. ’v+(€P
(15) P= N
A

‘(n et ‘fp sont appelés quasi niveaux de Fermi (ou pseudo potentiels de Fer*mi').

(7); (¢), (9) devient alors dans le cas stationnaire
,V*‘?p

'_V_.(EVV) +<i_\;";_ (ev*%__e. ) = ;\‘:..ZD,,‘,

. Vi Pn ' . _ v
] T ST
_V ( fp Ve sV vg{:’) _(6.®) = 0

Les conditions aux limites aux contacts ohmiques deviennent

Vv (og (:D"P + VDo 4 4me + Yl

2n. : VT

,W) tlo _ _‘_\g
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On peut de méme déduire les conditions aux contacts de type Scholttky.
On introduit parfois aussi les variables z, et zp données par

' {5'\_ o
(12 ) 3p= €
Le systéme (10) é'écrit alors v '
_V(ewv) . SL_(;M _j,e)=
(19) - Ve @ Vg, ) - (§-%)
= V(pp Ve e’ Vsp) - (6-8) = o

'On déduit aussi les conditions aux 11m1tes sur z, et z
Les problémes relatifs a Ta simulation numérique des equatlons du "device mode]-
1ing" restent plusdifficiles que les problémesliés a la fabrication des circuits

4

o Tlw

(bien que, par exemple pour la simulation numérique du phénoméne de diffusion
avec oxydation localisée par exemple, Tes problémes pratiques ne soient pas si
évident non plus). ‘

Pour certaines configurations, par exemple dans ]e cas de faibles tensions
appliquées,le probléme, sous Ta formulation (16) (quasi niveaux de Fermi), reste
dominé par 1'équation (16-1), donnant le potentiel V, qui est une équation non
lindaire de type elliptique et qui ne pose pratiquement pas de problémes de ré-

solution (il existe de nombreux algorithmes de résolution). ‘
‘ Par contre, lorsqu‘on augmente Tes tensions appliquées, le couplage entre
lTes trois équations devient plus important et ce couplage détruit les "bonnes
propriétés" du systéme ; les algorithmes qui marchaient trés bien dans le cas
précédent, on de plus en plus de mal & converger. Les termes de "drift" (relatif
au champ gélectrique E) dans (10) et (11) deviennent prépondérant et cela entraine
du point de vue pratique des couches limites sur les quasi niveau de Fermi @ et
75, induisant par la méme des difficultés numériques.

Selon Tes méthodes utilisées pour Ta simulation numérique, on utilisera 1'une
ou 1'autre des trois formulations (7.9) ou (16) ou (19).

Si on néglige les termes de génération recombinaison, dans la formulation
(7-9), chaque équation est linéaire en la variable principale, mais les deux
équations relatives aux &lectrons et trous conduisent a un systéme non symétrique
(Tes systémes non symétriques posent plus de d1ff1cu1tes pratiquesde résolution
que les systémes symétriques).
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La formulation (16) conduit elle & un systéme dont chaque &quation est de

- type elliptique (non lingaire). ﬁIT'existe des algorithmes- efficaces de résolution

pour chaque equat1on, mais la dwfficulte numeriqug reste dans le couplage des
équations. ‘ : g y

Dans Ta derniére formulation_(IQ),'les-deux derniéres équations deviennent
Tingairesde type elliptiques) lorsqu'on ne considére que 1a variable principale
(zn ou zp), des diff1cultes supplementa1res;wowennent 1c1 d‘overflows et under-
flows machine Tors de 1! éva]uat1on de ev
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Rp Parcours projete sur la direction
du faizczau d'igns incident
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ANNEXE 1.

e —————————

c"?"us'or\.

Caleul dun; pre cmi Hive  du coeffrcient de

m(wj-*[f—(““\/‘““" ][ cm]
seferte ]

| X(U)_- J D(") dx ,'O,n va en falt calcoler une Pra’mc’l-’de de]?

L
On pose w: 22 = | dv = e
ef g e )
| AR) = —> dv = k@) de
24]« () + _‘ﬁm) ( 1 4 %%f;ﬁ) k) dn

j(/!ﬁ 2c+C)d/»'

2
Oh' obhient done’ povr fn‘m-""h: oA [ o+ (.FC-}z)ef.fﬁ ezJ

Retour varcable o~ )
d[c Pog (414 \/ vie1 ) 4 (jau?.)_(w\/;’:) + ]5 (V+M)]

Si on revient & lo wvaeable indliale

[&9( AEF ) - (el (% ) +
(-;: &/( )]
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ANNEXE 2
Caleul dc_la dér;'\;ce dv coepc-'cieni' de da’\ppus(on. dans le

cas de oiPfusion dl'une LmPurel'é

D(=) = 4:?33— [’1 + !:'_- (=-y + Yy )][1 P ]

VG-9)% 4

En anblt‘qva;nl' les. for-:nule.s: clq'ssiqvcs de derivation

/ ' { | |
D(x)- E[f 4+,1-_‘L__) <_4+ = _) +
4{-; 2 ( v(*-g}l‘*" (1-3)l+4

‘(1+ g (tg + VEg 44 ))( bt - = :—;/to )

G-9) 44

En vrejrourmr certaing termes on obtienk

Dt R ( x-y [:2 x(x-y) x 4 (4 x(z-'?))
— 1zt T - + = t— |['°,
p Vg1t ) )4 byt | Veyhet U4
G?ue Von pevt  quss( ecrive

D: 4 [(2J3H+'I)'+ I(Zﬁ-—(z-cﬂ)

| ()t +4

44-!5 \’@_'3)2.*‘4

St on pote

Ne (= * V("ivﬂ)zf*" )
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Dans le cas ov on pread en com'Ph le dushri-n3 , le

c¢epc§'q‘én(' de  cliffusion eqviva.\enf est clomné Pav"
% c) = D(x E’_)f
() = D)
: ’ - . / '
et doy\c«le. caleyl de la derivie 3 (¢) s'eblectvera por

%Y. _ dix . % dx \*
| zc@_ D(X)Jff_ + D (x)_(...)

dc

-1V) rafrelon;-l.,/ la - concentrakion effective X est donnee

'env Ponction de la concentrakon C per

. Y
c ] 7
4+ (&)]
:DXII(K) ‘o-e'h' cglw'e’. Frc’éedtmment

APﬁs dl fferinf.s 'ca.lccl"lg" on Lrovve

X! odx i

| dC (1 *(_'%‘)4) ‘61

ot

XL A (o), X

¢ dct NM ﬁ) " o
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ANNEXE 3 -
Caleul des diﬂ'elrtnl'u”cler'-‘ve'u de coeffrcienh infern_nant dans

o ckiffusion ;ovrle’c. o
On doit _e'va|0¢r :

. A o o ' L

Dux (24) - D, (%)

1, x ("-3) . ‘.'D»u,; (“ry)

o ‘CS D (3.1,) sonk dolnm'.l _¢n.' I}(?-‘)

(3.3, a cha. et calevle ~ povr la sw\ulal' von

D,

‘H‘
 pour vne impurete Phosante (Am\ z)

En Fe prenant les ‘mcmes  nolahions que dans ['annexe 2 , on brovve

D )+ o A x_[(x.,) 2;] N]
A N T T “F

..D‘uz (.y)_- D /1 , ' z[lﬂ-(z.’)] + JBH+1
AP V(x;) +4 @"9)1*" .

D’ (my)l:-.-v_?:; A [ x [ ?)-’/3]]
- P Veg)e ("a) +4 |
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ANNEXE 4

Pﬂ'nci?e de lo methode des perhrbabions singolieres

Efw lers rroklémes rm‘cle.s.‘ (c(,',ru', [49]-)
So'c‘cf\b‘ -QD ot “Q.‘a. devs ovverts de Ra
s :dcs;“,ne, la f’rénttirc‘ commvse

o D, ek 2, ,
r‘ la rqrhc restanle de

: la Pfoﬁ‘s't\f&

6'\ consiclere 'e. PROBLENE DE TRANSMISSION .w«'m;\i'.

On cherche une fonchon U, (rop g ) definie daws
o, (',"'P‘ Q) lelle que '
‘ ) -, ='P,' dans N,
NCI {_S_Au.,_ = & dans 2,
ov p{ es" clonnee dans  STg
avec  ca. plus
(v - u, = 0 sur T
of les conditions de tramsmigsion gsor S

(»3) Ve _ & 93_4

— o

Vv v

Y deu:jncd' la normale Q‘ S - (or.'nf’c'f. vers Vegherseor cle Qs)
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Pour rc,Souc(Na (4) . (7-)/ (3) on ouhlise la méethode variahonnelle .
- On pese (L = J—Z,,_ v _Qo
et Povr 14 ey v e H‘ (ﬂ) '

| (H‘(n).= {] «e”L‘@)'f,%ﬁé ta) v} )

‘

o on fo:é:
(4) a, (4410) :f 9radu grad v oda (‘:0,1.}
@€
= Z U W
o o
(5} ‘;P:. Pt.' cdang 2. ) -':0/1

ek on _wrro.!e 70(, Pe Lz(-“-) .

Gu  inbroduit

V= H:(St) : { - lnre Hq(n.) I’ v=0 svrr}

Alors [ frobl;me (4) (x) (3) équ.'vaui' o la recherche de

U.:\Li eV solobion de

@ (U’wv/ + € ay (4,v) = ({ﬂ") Voe V

avee WU, = restrichion de Wy & L G:o,z}
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Ti st clnm'ctue, de montrer que le: /n"oUe.nc, (6) admef one
solohon om‘niw, , car la Porme bilineacre fiyme"h',uc

TT(“AV) = o, (“;0) + ¢ aq(“d")-
déa‘n.‘b_ un rroda'J scalaire e'qm';lalcné & celvi de H'(.ﬂ)

Comme Ug n'a pes en gem'ra(. de limte dans V lorj(,‘u&

8'7‘70 , on Ve chercher un  ddve ‘o"eucuL dv fgre

-l ° 4 4’-
(;) U, = %,.w,,zu,,“_”*au,

O

" On perfe (?) dans (6) ‘et on Jdenbific les Fuissaﬂm ce E.)

" on esh condut o

Yve V

(8’) | 9, (uf"lv) = o
@) o, («' w) 4 ag (&,0) = ({w) VweV
o (40) | a, (M‘A,v) + Qo (u,"o) = 0 Ve V
| J:",L‘...

S¢ on nroduil ym sous espace Y. ¢V kel que

Voe,

qo(o'o’) )

VA-’C-V S u.c-Yo) .

(cc(a. entvaine aoss qn ao(u’ ur) =0
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Alors poor que, (8)  soit vofi'ﬂ"l/ dosofl qe w'e Vo
qu !esfr('c‘c'On dc C?/ (cf{‘lﬂ) ‘a ‘Yo on o“(cn(’

() aq (u_-"v) = ((,v) '. Yoe Y,
.(42) “1(4*?,") = o V'Vé): L 3c °, ...

Gn  est Linalement  conduct  aux formules . suivantes

t

(03) { “ 1eY, |
| 01(4&' /a) s ({,V) Yve

(49) a, («,°lu) = (ﬂo) - 0y (-u‘v) Vee V , e Vo
ay (-u"l w) = O Yvel,
(45) % (“i v) = - a,( «*’v) :V"GV, wre V.
01 (-u.’lv) = O v"f Y. /ad,?...
-1 ° 4

Les  formoles (43)/ Ly y (4‘3} clefinisen t | woou

de mandere unique .

S. neus de"o.s'“ons ces rc'so“a.h sor le ?foklc\me cle

trans mission r!clsu.‘e' av clebot .

X;{v‘ lu- € H,:,(n.) , ~= 0 sor _on

( S Qo (‘UIU) =0 =9 'a_:’. ) Sor ﬁo olonc L (G
ox

Fuc‘ul.u. LV W - T 114 r = A~ O sor 42, )
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OGn Proéckra eviclemment V= H:, (_Q.)
6u exflu'c«'ti les rrob,e;nu (I3)/(44)/(75)

q

a) Caleol de "«

. 9; la resinchox dle

De manitre je'nc'ra‘e_ on nolera
; 0: “(2(.‘ (L-:O,“)-
(jn o , Pu"sque. w € )lo

(4‘) U, = 0

?

la Ze:n eliua"l'ow (45) e/qul'uau“ o:

(11) { u,;‘ € Ho (-Qi)

AW - f’l cdans {24

'C/es" le Froblimo de  Dirichleb homszne clawg _Q1

o

b) Calcol cl; w

S ar € Hq(-“-) on dedul cle (”) por arrlt'(n}"on.
v ° ,
formelle & la Pormole e Green (qua‘ Peul’ se Josh‘ﬂ'w (4 uovs.m«m))

- Py v
(48) | "’J %}lﬂ wds 4 oa,(sv) =j {1"."'4‘
: S Aq

c‘e, +c“c Sor{'c ve }q A eGuahon (;C (44) clvu-'anﬁa\
9 1 1
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(49) QA(MOIV)' =J ﬁvd,; _'/?_‘“_'_ o ds Vvé}-}:(ﬂ/

a, S

Ce rrablc;m (‘7} ?:Im'wul- o sem hor a

- AM: = (fo dans  f24
auo = ° \ svr r
°
(20)
?_L_L_? = ?_u:;_ sor S
oV ¥

En effeF on fre»i d'aberd w € %(ﬂ.) el on en cecluF
quc A’ :fo clans N, | .

M\)”;rlfml‘ Far € H: (.n.) el en a'n‘csrnnl' Sur "Qo ,

on ob“en/'

W s 4 oa («,v) J £ o o

s oY J

dlod\ an u‘-'llran‘ {4‘)} =

] ‘ A
a.f-" vds = j .g__a" g ds
014 S oV

. -
La. Cond(‘.’on ::o cgrre;romt o I'aﬂ, atlenance A -\[

Le 'rroblim. (20} esh un rroble‘mr. e l¢ /cweé condliHion

ode Dirichler sor ' eF condibion e Neumann sur S

Le F'abl{ne (20) aclmel une So‘o‘ﬂ'on Um'que Mai; ne

Colomne  avcune n dicakion  sor w, , qu Va elre  caleuld

d ?Qf“r‘ dl iQ 2‘\"‘ e'quah‘o'\» cle (44)



(21)

' (21)

(23)

()

...AM; = O - olans 'Di
25 .
(25) R

vour
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. r ., o
Cetle clerniere vequau# a

- A u-: = lo) . ‘dans ‘Qﬁ.
. . ' "
a qvm' on QJO\)E Fws?uc u'o’ € Ho{,n,j
] ° S
_u'q. = A sur

C ‘est un rroHc'mc cle DiecchleF dans R,

c) - Calcol de vt

Gn dedub de (21) o de la Lormole de Qreen que.'

- D__('_L;‘.uds -+ ai(a«-",v) =0 YveV
S DV

de sorfe que la. A% équa.""o'u e (15) (fow J—.") donne

I My, ds VoeV©
qo ( U } U) - - :-a—y— .
S
Ce 1(}.' dc,.p.‘m'}' u:‘ cle pn{ou Un.'?qe, Far
AN U.‘ = © dans Jz,,'
a(J/: : O Sur f‘
g o g sor S
W v

PU\‘; on dadol que u:_ el solubon e

@

4 -

sor S
oF ains de suib.
G Pch aus' aveir une eshimabon de llerreor |or$1de ['on *ro-?ue (i)
- ) A
“ U (“‘*4&04- 54&14.....‘.{.14)3! £ C(E
B T O < .
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