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COMPARAISON NUMERIQUE ENTRE LES SOLUTIONS BIDIMENSIONNELLES
ET TRIDIMENSIONNELLES D'UN PROBLEME DE PLAQUE - ENCASTREE

Marina VIDRASCU

Résumeé :

Ce papier contient une é&tude numérique du comportement asymptOtique
de 1a solution tridimensionnelle d'un probléme de plaque en fonction de
1'épaisseur. Lorsque 1'épaisseur devient petite par rapport aux autres
dimensions de Ta plaque, cette solution est comparée a la solution d'un
probléme bidimensionnel de plaque (le modéle biharmonique). Plusieurs

" résultats numériques sont présentés,

Abstract :

The aim of this paper is to compare the numerical solution of a plate
problem obtained by solving the three-dimensional ]inear elasticity model
with the solution of the two dimensional linear plate model. We study
numerically the asymptotic behavior of the three dimensional solution when
the thickness becames small. Numerical results are presented.

kY

QD

PAPIER RECUPERE EY RECYCLE N




-

SOMMAIRE

INTRODUCTION

p—t

. Rappels sur la justification du modéle b{dimensionnel de plaques.

. Description des méthodes d'é&léments finis utilisées,

N

3. Résultats numériques

4. Conclusion

Bibliographie

p. 13.

p. 32.



INTRODUCTION

L'objet de ce travail est de comparer Ta solution bidimensionnelle d'un
probléme de plaque & la solution tridimensionnelle de méme probléme lorsque
1'épaisseur de la plaque devient petite par rapport aux autres dimensions et
~d'étudier le comportement de 1a solution tridimensionnelle en fonction de

1'épaisseur de la plaque. I1 s'agit d'une étude numérique par €léments finis
dont le but ést de vérifier les résultats théoriques obtenus par P.G. Ciarlet
et P,ADestuynder (résultats présentés par exemple dans [3] "A justification of
the two-dimensional linear plate model" dans Journal de Mécanique, vol. 18. 2
(1975) pp 315-344),

La printipa]é difficulté rencontrée lors de la résolution par éléments
finis de ce probléme est due au fait qu'il fait intervenir simultanément deux
quantités "petites" : 1'épaisseur de la plaque (2e) et le pas de discr€tisation
(h). (A priori ces quantités sont réliées par la relation h << .2¢). Etant donné
que 1'hypothése de départ est e << les autres dimensions de la plague il en
résulte d'une part un grand nombre d'inconnues pour la résolution d‘un‘prob1é—
me 3D, et d'autré part 1'impossibilité de faire tendre ¢ -~ 0 (puisqu'il est.
matériellement impossible de faire h » 0). . |

Les expériences numériques seront présentées aprés un bref rappel des ré-
sultats théoriques et une description succinte des &léments finis utilisés.
Les résultats numériques confirment les idées généralement admises sur le
sujet :

- efficacite de Ta brique,HZO en élasticité tridimensionnelle, en particulier
pour des plaques dont 1'épaisseur 2¢ est de 1'ordre du pas de discrétisation ;
- a.méillage donné, existence d'une épaisseur de p]aqUe optimale pour laquel-
le T'écart entre solutions numériques bi et tridimensionnelle est minimal.

- cet écart ne diminue pas avec 1'épaisseur, bien au contraire, ce qui peut
s'expliquer par la dégradation du conditionnement du probléme tridimensionnel
‘quand 1'épaisseur tend vers zéro. L'étude numérique par éléments finis de 1'é-
cart théorique entre solution bi- et tridimensionnelle devient alors trés pro-
blématique. | )



1. RAPPELS SUR LA JUSTIFICATION DU MODELE BIDIMENSIONNEL DE PLAQUES

Les équations standard de 1'élasticité linéaire tridimensionnelle formu-
Tées a 1'aide du principe variationnel d'Hellinger-Reissner constituent le
point de départ de 1a méthode proposée par Ciarlet et Destuynder. Le probléme
initial est transformé, par changement de variables, en un probléme posé sur
un ouvert fixe, indépendant de 1'épaisseur de 1a plauge. Des séries formelles
d'approximations sont construites sur cet ouvert. Aprés le calcul des premiers
termes de ces séries et le changement de variables inverse qui permet le re-
tour au domaine initial on retrouve :

a) le modéle Biharmonique standard de la théorie des plagues

b) les hypothéses & priori concernant la variation des contraintes.

1.1. Le probléme tridimensionnel.

NOTATIONS : Dans tout ce qui suit la convention de sommation sur les indices
répétés est utilisée. Les indices grecs varient de 1 & 2 : Tles
indices Tatins de 1 § 3.

Soit w un ouvert fini de R2

est définie par

de frontiére y. Pour ¢ > 0 "la plaque" of

0 = wx 1 - ese £ s Fg =y x ] -e,e [
(1)

IS = wx {e} s TS = w x {-¢}

Le probléme & résoudre s'écrit :

Trouver les déplacements u et les contraintes ¢ qui vérifient :

Equation d'équilibre '
2 - . . = § ‘E . =
(2) 85 05 = f; dans @ avec fg 0

Loi de comportement
(3) 05 = Ajskh - Skh (u)

Conditions aux limites

- €
(4) 043 = % G, sur T
- €
y=20 sur Fo



ou

. Eij(g) = 1/2 (aiuj + aju{) désigne le tenseur linéarisé des déformations

. aijkh désigne le tenseur d'élasticité dont Tes composantes appelées les
modules d'élasticité vérifient les identités -

(%) 3iikh = knij T

35ikh T ijnk

Pour un milieu homogéne et isotrope la loi de comportement (2) devient :

Ev E

°U<6ij est Te symbole de Kronecker
Asu sont 1es coefficients de Lamé
E,v sont respectivement le module d'Young et le coefficient de
Poisson qui vérifient E >0, 0 < v < 1/2 '
X-u sont reliés & E,v par

(6) L. A+ v o2
u(3a+2p) 2(2+u)

Soit, pour le milieu homogéne

(7) Biskn T A5 Spn T {85y S5+ 85y 85p)

Remarque : La loi de comportement (2) (2')‘peut étre inversée. C'est le cas
de la formulation duale ou on exprime les déformations en fonction des con-
traintes

(8) €ij = Aijkn Okn

oll A'jkh appelés complaisances élastiques vérifient des identités analogues &.

(5). De méme pour un matériau homogéne (8) devient

, 1+Q »
(8") €5 = T 94504) = F op ()8



Les équations (1)-(4) peuvent étre résolues & 1'aide d'une formulation
variationnelle mixte due & Hellinger et Reissner qui fait intervenir comme
inconnues les déplacements et les contraintes.

Pour décrire le principe d'Hellinger-Reissner i1 faut introduire les es-
paces fonctionnels suivants : ‘

(9 (V= v =vy) BN 5 v = 0 sur )

172

£ . -
§ - {T _(Ti\]) € (L
L'espace V& est muni de la norme (z Hv1||§ of) et
. ~ .i 2
1'espace §€ de 1a norme (% ’Tijls d91/2
. i, ?

Le probléme consiste alors a trouver le couple (o,u) « 5% x V& qui sa-
tisfait

€ —
(11) Y e VE J s Ei'(x) = J fi Vit f g: Vs
~ pf W N of Th

Ce probléme peut s'écrire sous forme plus condensée :

Trouver (o,u) e e

~

X ys tels que :
(12)  $¥re I o %(oo1) +Bo(rau) = 07
(13) Woe Ve FBE(0,v) =BE(v)

ol les formes bi]inéaireiyfe,ggge et le forme linéaire &€ sont définies res-
pectivement par




(14) oAt (0,1) € ES % §€ o (g,1) =_JQ€ Aijkz Oij'Tkh

n
t
S——
Q
™
~
o
(VN
Y]
-
(]
—
<
~

(15) B (1) € I° X VE B (nL)
€ € 4 € ' - - _

(16) & vel # (V) JQE vy jrelJre 95 Vi

: . ) + -

L'existence et unicité de la solution de (12)-(13) se déeduit du théoréme _
de Brezzi cf [11 2]

1.2. Le probléme posé sur un ouvert de référence

Le probléme (14), (15) est posé sur un ouvert o dépendant de ¢. Un chan-
gement de variables et de fonctions permet de transformer ce probléme en un
probléme équivalent posé sur-un ouvert fixe. '

Soit
(17) Q=wx] -151t T, = Y'x]-i,l C
F+=(;JX{1} I =wx {~1}.
et, pour chaqUeg > 0 1'application
8) FE X = (xi,xz,xs) e f > FE(X) = X5 = (X[ \XpeeXy) € 6F

En ce qui concerne les changements de variables : aux champs de vecteurs

'T3stsgs : QE - R

~

on associe

Ts’ye’fe,gs.: g - R

~



définies par

(19)
(20)

(21)

€ - v € _€ = € €

va o F i v3 V3 F
o =g, F& F.=08 =etg  FE, o, =g, FE
oB ap  ° a3 k'] 3 > V33 33

1]

€ . £ € _ o g€
5= f.F 9; gi.F

Le théoréme suivant, démongré .dans [ 3.1, explicite le probléme a résoudre
sur 1'ouvert de référence. '

3

THEOREME 1 Soit (Oe;ue)'€ £ x V le couple construit & partir de 1a solution
" de (12)-(13) en utilisant les formules (19)-(20). Cet élément satisfait

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

LA Gufo(oe,r) + ezcyﬁé(OE,T) + eacyﬁA(oe,T)'+é§3(T,ue) =0

, -2 -1 |
tvoeV GBiot) =Tt FHv) +eT G (v) + GV
= 1ty RS " : "
Gﬂfo(c.T) JQ E %8 Tag - F % T {"énergie de membrane")

to T44)}("Energie de |
cissaillement")

cﬁf4(o,r) = IQ f% 033 T33 ("énergie de flexion")
C%(T,V) "J T'IJ E]J(V)
. Q

- T €

@.Z(V) = J]" P 93 V3
+V-
@_(V)hffev-f 9°
! o 3 3 r,er. * ©
€

Fow == W,

-







Les formes bi]inéaire5<2ﬁ%,gy{_,cﬂf , B étant indépendantes de ¢ ainsi
que les espaces I et V, il est possible, en suivant les techniques de LIONS [7 ]
de chercher formellement yn développement -de (c%,u®) de la forme

(31) oF R e IS

(32) u€ = 3-2 il s el e 0l sl

En introduisant les relations (31), (32) dans (22), (23) et en identifiant
a zéro les coefficients de gp on obtient, formellement les équations qui doivent
vérifier les couples (op, up) e T x Vavec pz> -2.

En régle générale les problémes ainsi obtenus sont de la forme :

Voo s oo (01) +B(t,u) = G(1),

(31)

Blo.v) = B(v)

Yv ¢

¢ =<

En général un probléme de type (31) n'a pas de solution sauf pour des
formes linéaires & et éﬁgparticu1iéres. Les formes linéaires qui intervien-
nent pour le calcul des termes d'ordre -2, -1 (o-z,u'z), (cfl,u'1
que le probléme peut étre résolu.

) sont telles

Dans la suite on calcule numériquement les premiers termes du dévelop-

pement et on compare les solutions ainsi obtenues & la solution 3D du problé-
me initial.

1.3. Calcul des premiers termes du développement de (og,ug)

Le calcul analytique de ces termes est détaillé dans [3 ]

Les résultats sont les suivants :

THEOREME 2 Le terme (O-Z’U-Z) e T x V est obtenu comme suit :




ugz est indépendant de Xy et est identifié a la solution u;Z € Hg(w)n H3(w)

de 1'équation

(32)  woeHw) —EE [ B = (gt + gD
0 2 3 3 3
3(1 -v7) Jw w
Les autres inconnues sont données par :
-2 _ -2
Ya T 773 »aoc 3
E X .
-2 3 -2 -2
= - - A
% T T L) LT Vg iy v BugT o)
(33)
E(1 - X%
6-2 = - 3 3, AU 2
B -8 B3
2 + -
X - X : N
238 %) (g8 + gy s 31
33 1 93 % 93 2

Le terme (c_l,u-l) ¢ £ x V est calculé de fagon analogue.

THEOREME 3 Le terme (o-l,u-l) ¢ £ x V est obtenu de 1la maniére suivante :

-La fonction ugl, indépendante de X3 e;t identifiée a la solution u;1€ Hg(w)nH3(w)-
.du probléme variationnel
2 2 -1 b e | -
(3w e i) —Eo [ il =J (] Foxv ORI
: 3(1-v7) u w- -1 w
. -1 0,-1 2 4 1 2
Sit ((ngg) s () ™) ¢ (LN x Hi(w))
\ 2 4 ' ) 2, \n\4 '
[ou (L (w))S = (1 = (TocB) e (L7(w))" tqp = 199)1
1'unique solution du probléme variationnel mixte suivant : (n'1 = (n&é))
' 0 2, \\4 v -1 o _ v -1 o0 _ 0 0,-1_
(34) V(TOLB) e (L (w))s., j ( E g Tag” BN uu)ruu 2 Jw T8 aa(us) =0

w -



'~‘"Jb 1 | -1, -0 ;: o+ -0
(35) - Vva € Ho(w) , jw Nod aa,vs = Jw (gu + ga)va

Les autres inconnues sont données par :

-1 0,-1 -1
(36) U, = (ua) - X3 aa Us
_1 ) -
‘ CEX, .
: -1 s 3 . -1 -1
(37) g .= - — {(1-9)3 ,uz+vau,” 8 .}
oB 2 (18 LR T3 3 “oB
. + _ - + T e _ X2)
1 9% "9 9+ 9 - E{1 - %3 -1
(38) oon = B b B Xy = e 3 AU
3B ? 7 37 51 <2 B3
. 2 X
X, (1-X3) 1 (X,+1) (1 3
-1 _ 3 3 £ K] € _ €
(39) o33 = g J_l S dxg + (=3 J_l F< ax, J_l £ dx,) +
X5 o)
+ 7 3a(ga + gOL) + ) aa(gq - ga)

€
1.4. Retour & 1'ouvert 9

Les couples (8-2,U'2), " L,i71) definis sur Q° qui correspondent respec-
tivement & (o'z,u'z), (o_l,u'l) sont obtenus par des changements de variables

analogues et cohérents & ceux définis en (19)-(21).

Par exemple

~=2 > ~~1 -2 -1 .e
Uz~ =€ Us G- . u3 =€ Uy G

Ces changements de variable (dont la liste compléte est fournie dans [ 3 1])

permettent de trouver les &quivalents sur QF des théorémes 2 et 3 et en par-
ticulier '

THEOREME 4 La fonction G;Z qui fait partie de 1'élément (G-Z,D-Z)E £ x v

2 2

est identifiée a la solution G; € Ho(w) n H3(w) de 1'équation variationnelle
(40) ¥ e H(w) 2 (o, | (g% + gV
€ Tl ? I 93 % 93
(1-v") ‘o ‘ W




et aussi :

- La fonction U'l de 1'élément (a-l,ﬂnl) e £¥ x V est identifieé a la solution

- 3 , ~
u31 € Hg(w) du probléme variationnel
2, . 2E ¢S -1 NG e v_-
(41) Vv ¢ Ho(u)) " f Auz~Av = f (} f3 dX3)v - f (ga - ga)
3(1-v7) ‘w w - w

1.5. Conclusion

-2 ~=1 R
3 et Us dans le déve

loppement formel du déplacement transvekse us en fonction de 1'épaisseur, on

Si on considére uniquement les 2 premiers termes u

obtient la fonction U2 indépendante de X3 définie par

(42)  uyd = G;Z + G;l ¢ W (w) et qui est solution de 1'équation biharmonique
(43) 2 220, =gt vat s [0 f x4 5 (q° - g) dans
3100 o 37937 ) T3 P37 %% T 9% w

L'équation (43) caractérise la solution 2D d'un prob]éhe de plaque encas-
trée. ' '

_ I1 s'agit maintenant de comparer cette fonction a la solution U3d obtenue
en résolvant les équations tridimensionnelles (1)-(4) qui s'écrivent pour un
matériau homogéne ‘

Q

n
i+
({a]
wn
<
=
—

— M

i3

_ €
E3d = 9 sur FO

-11-



2. DESCRIPTION DES METHODES D'ELEMENTS FINIS UTILISES.

2.1. Probléme tridimensionne]

Le probléme 3D (44) est résolu & 1'aide d'une formulation variationnelle _
classique en déplacement aprés &limination des contraintes. Les é]émenté finis
utiliseés sont les éléments Q2 droits et isoparamétriques. Le domaine § est dis-
crétisé en hexaédres droits ou courbes a 20 noeuds. Sur chaque hexaédre les dé-
placements Ups Uy, Ug sont interpolés par des polyndmes de degré 2. Le logiciel
utilisé pour la résolution de ce probléme est MODULEF. Les éléments finis choi-
sis sont HEXA 3Q2D et HEXA 3Q2C de Ta bibliothique d'éléments finis d'élastici-
té linéaire. cf [ 5]

Remarque : (sur le choix de 1'élément fini utilisé). Plusieurs types d'éléments
finis sont disponibles. Les hexaédres ont 1'avantage de permettre un maillage
facile. Des tests ont été faits avec des é&léments Q1 (Tes hexaédres a 8 noeuds
pour lesquels Tes déplacements sont interpolés par des fonctions de degré 1).
Les résultats obtenus sont nettement moins satisfaisants que ceux obtenus a
1'aide des éléments Q2.

Il semble que les éléments Q1 sont peu adaptés pour prendre en compte les
conditions d'encastrement qui les rendent trop "rigides". Ce résultat est, par

ailleurs connu en élasticité 3D en général.

2.2. Probléme bidimensionnel

L'équation biharmonique (43) est résolue par une méthode d'éléments finis
mixtes due & Glowinski-Pironneau [6 ] [81.

La méthode consiste a décomposer le probléme d'ordre 4 en un nombre fini
de.problémes d'ordre 2. Cette décomposition rend possible 1'utilisation des
éléments finis de classe C° alors que la résolution d'un probléme d'ordre 4
demande en général 1'utilisation d'éléments de classe Cl.

Les éléments finis utilisés dans les tests sont les &éléments P2 droits et
isoparamétriques.Le domaine est discrétisé en triangles & 6 noeuds ; le dépla-
cement normal est interpolé par des polynomes de degré 2. La méthode ci-dessus
est également implementée dans la bibliothéque MODULEF [97].

-12-



3. KESULTATS NUMERIQUES.

Les problémes traités dans ce paragraphe ont une so]ution'ana1ytique bi-
dimensionnelle connue de fagon exp]icife. IT est donc possible d'étudier le
comportement des solutions du probléme bidimensionnel et du probléme tridimen-
sionnel en fonction - du pas de discrétisation

- de 1'épaisseur

3.1. Rappels

U3d est la solution du probléme tridimensionnel suivant :

- = €
BJ O1J(E3d)-0 dans @
= ' €
9i3(3a) = A eilUsg)diy + 2w eg5(u)  dans @
=L o
i3 =7 Mi,3 45,4
(45) |
Oi3 = g? sur Fi
_ €
053 =0 sur I'”
= €
Usg = 0 sur T

ou 0f, Fi, re, FE sont définies par (1)
u2d est solution du prob]éme de plaque bidimensionnel

3

2E ¢

(46) 3(1-42)

AZ‘UZd = gg dans w

‘u2d= %)u2d= 0 sur vy

ol w est 1'intérieur de 1'ellipse d'équation

-13--



ol %o
+
o-l\) r<l\)
\

—
it
o

a =10
b=7
Les coefficients E, v(module de Young et coefficient de Poisson) sont
donnés par
E = .21 10"
(48)
v = 0.3

3.2. Probléme 1

Pour ce probléme, la fonction 9 de (45)-(46) est donnée par

(49) g = (91, 92’ 93) évec
gl=92=0
93 =qQ=1

Dans ce cas la solution exacte du probléme bidimensionnel est connue.ETle
est donnée par : '

(50) “ad = Wy (1 - _E; - ‘X;)Z
a b
ou
W, = 9
D(f% + E% + ;AEE)

avec q = la charge uniforme




D = Eg2€)3

C12(1-v9)

avec a, b, E, v définis respecfivement par (47), (48) et
€ 8paisseur de la plaque.

3.2.1. Notations —-Généra]ités.

Afin de faciliter les comparaisons entre les solutions (Upq)y solution
calculée du probléme bidimensionnel et (Usg)p solution calculée du probléme

tridimensionnel plusieurs quantités a caractére global ou local sont calcu-
. 1ées. Pour les quantités qui présentent un caractére local (noeud par noeud
par exemple) il est utile d'avoir les mémes noeuds dans les deux problémes
traités. Pour obtenir des noeuds communs dans tous les cas de figure la trian-
gulation du domaine est obtenue de Ta maniére suivante :
-a) maillage de 1'ellipse en quadrilatéres
b) pour le prob]éme 2D chaque quadrilatére est divisé en deux tfiéng]es
c) pou} le probléme 3D chaqueAquadri1atére dévient un hexaédre.
Pour une triangulation Zgﬁ donnée
NOE désigne le nombre de noeuds‘du maillage

NE désigne‘1e nombre d'éléments.

Les différentes quantités qui sont utilisées pour mesurer 1'écart entre les
différentes solutions sont définies ci-dessous. '

Comparaison entre Y, et (U 4)

r
N

. globale
Md - (oh 112y
lug g 1L ()

ER2D =

-15-



v {,|L2' désigne Ta norme L-2 discréte c'est & dire
NOE

_ 2.\ 1/2
lule(ag (151 u=(1))

. eén chaque noeud

DIF2 = UZd(i) = (Upg)p (1)
DIF2R = DIF2 / Up4(i)
P2D -

100 (ugy)p (1) / U34(i)

Comparaison entre Upy et (uzy),

Dans cette partie (u3d)h désigne la composante en Z du déplacement obtenu
aprés résolution du probléme tridimensionnel.

. globale

frap - L2d " (sadyl 2gf

|Upg |2
. couche par couche

ER3D0 = 1(u3d)h(x,yf0) - ”2d§L2(r§) /Nl ugyy 2

apn.t e o
+
ERBDET = | (u3d )h(x,y,-g) _‘;UZdILZ-(Pe)/l “Zd l LZ
. NOEA L 12 '
Remarque : fu2d|L2(,) = ( %. Usg: (1)) ™' “ ou NOEA représente le nombre de noeuds
— i= '

du maillage 2D qui correspondent aux noeuds reépectifs du probléme  2?D. Ainsi
dans ER3D un méme noeud peut intervenir 2 ou 3 fois (2 pour les milieux de céte
des "quadrilatéres" de départ, 3 pour les sommets).

-16-




Exemple

8 15
4 — 7
16 14
5 A -t 6 '
13
P 4 19
120 18
17%

1 9 2

. Dans la figure ci-dessus

- le mai1]age 3D est-composé d'un hexaédre Q2 dont les noeuds sont numéro-
tés de 1 3 20

- Te maillage 2d est composé de 2 triangles P2 dont la liste des noeuds
suit triangle 1 : 1, 2, 3, 9, 10, 21
triangle 2 : 1, 3, 4, 21, 11, 12

Dans ce cas particulier

. v 22172 .
ER3ID = 5 (u,,(i) - (GN°17c/t T (Yag(i))
(5o 2T Madlh (1 d)et

2]1/2

avec T ; {(1’1),‘(252)5 (3,3)a (4’4)5 (135)9 (236)9 (3,7)’ (438)’ (9’9)’

(10,10), (11,11), (l2,12), (9,13), (10,14), (11,15), (12,16),
(1,17), (2,18), (3,15), (4,20)}

. \2.1/2,, . .12,1/2
ER3D/0. \=[ (Upg (i) - (W )n(d) /7 £ (u,,(1)9)
et (m)eE; 2d 3d'h (i,3)er 20

€
c-
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{(1.17), (2.18), (3.19), (4.20)}

0
avecC T

% = (1.5), (2.6), (3.7), (4.8), (9.13), (10.14), (11.15), (12.16)}

€7 = {(1.1), (2.2), (3.3), (4.4), (9.9), (10.10)

.- en chaque noeud

. (11.11), (12.12)}

DIF3 = Upg(1) - (Ugd), (3) ol J est Te noeud 3d qui "correspond"
au noeud i 2d (cf ci-dessus)

DIF3R = (Upq(i) = (u3q)y(3)) 7 (upg(i))
(u3d)h(i)
(Uoq) (1)

P3R = 100

Comparaison entre (uzd)h et (Usg)p

. global
ERZ3 = [ (upg)p = (ugg)pl/ [/ (upq)y]
. en chaque noeud

DIF23 = (upg)p(1) = (ugy)y(3)




3.2.2. Comportement des solutions en fonction du pas de discrétisation h

Pour une épaisseur constante (2¢ = 0.1) Te prob]éme 2d et 3d est résolu
pour différentes triangulations. Le premier maillage est représenté dans la

figure 1..

Figure 1

Maillage 1 : Nombre d'éléments = 50
Nombre de noeuds 121
Le maillage 2 est obtenu & partir du maillage 1 en’subdivisant chaque
élément en 4 éléments. La figure 2 représente le maillage en quadrilatéres.
(Pour obtenir le maillage 2D chaque quadrilatére est subdivisé en 2 triangles),
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Le maillage 3 est moins fin que Te 2 mais la distribution des noeuds est
plus satisfaisante. En effet, le maillage se resserre autour de la frontiére
du domaine pour mieux prendre en compte les phénoménes de couche Timite.

Figure 4
‘Maillage 4 NE
NOE

i

600
1241

Le maillage n°4 sera utilisé dans toute la suite. C'est un maillage plus
fin et régulier et qui comme le 3 se resserre vers le bord.

Pour le calcul tridimensionnel seul un quart de la plaque est utilisé.
IT est alors nécessaire d'introduire les conditions de symétrie. -

==
]
i

o

5 0 sur la face X

1]
(en]

0 sur la face y

-21-



Le maillage de la surface moyenne du quart de plague est représenté dans
la figure 5, celui de Ta plaque 3D dans la figure 5 bis. ’

Figure 5

Les résultats obtenus sur ces quatre maillages confirment les résultats

classiques aussi bien pour le probléme bidimensionnel que pour le probléme

tridimensionnel

: plus h est petit plus les résultats sont précis.
Ces résultats sont résumés dans le tableau 1.
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MATLLAGE PROBLEME BIDIMENSIONNEL PROBLEME TRIDIMENSIONNEL
NBRE DE D.L. ER2R . NBRE DE D.L ER3R
1 121 0.94 1072 684 0.66
2 441 0.13 1072 2412 0.15
3 361 0.24 1072 1944 0.23
4 1241 0.14 1072 1809 0.14 107}
(sur le quart!)
- TABLEAU




\/‘_.

Figure 5.bis
Maillage de la plaque 3D en hexaédres (2

NE = 75
NOE = 603
18Q9 degrés de liberté

C =23~



3.2.3. Comportement des solutions en fonction de 1'épaisseur (2¢)

Dans ce paragraphe le maillage de la couche moyenne est fixe (et est
représenté fig 4 et 5), seule 1'épaisseur varie.

Le maillage 2D comprend 600 &léments et 1241 noeuds (1241 degrés de
liberté).

Le probléme 3D est traité sur un quart de plaque : le maillage est cons-
titué de 75 éléments : 603 noeuds soit 1809 degrés de liberté.

I1 y a une couche d'hexaédres en épaisseur.
Remarques
1) Les éléments finis Q1 (hexaddres & 8 noeuds : les déplacements sont inter-

polés par des fonctions linéaires) donnent de mauvais résultats.

2) Dans tous les cas de figure

(u3d)h (X%,y,0) = <u3d)h (X,y,€) = <u3d)h (X5y5-€)

Cette relation 1bca1e implique de facon évidente le fait que ER3D, ER3DO,
ER3DET, ER3DE™ sont sensiblement les mémes.

Le tableau 2 contient les valeurs de ER3D pour différentes valeurs de
1'épaisseur variant de 0.1 a 1.2. '

Sur la surface moyenne le pas de discrétisation h est, pour ce maillage
de 1'ordre de 1. |

La figure 6 contient une représentation graphique du méme résultat.
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ER2D = 0.147 1073 pour ce probléme

ER3D (2 couches

EPAISSEUR . ER3D

(2e) d'hexaédres)
0.1 0.246 107} 0.176 1071
0.2 0.176 1071
0.3 0.119 1071
0.4 0.575 1072
0.45 0.249 1072
0.43 0.145 1072
0.5 0.229 1072 0.107 107!
0.52 0.37 1072
0.55 06123 1072
0.6 0.105 107
0.7 0.205 107
0.8 0.32 107!
0.9 0.450 107}
1. 0.59 1071 0.762 1071
1.2 0.93 107}

TABLEAU 2.
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L'erreur en fonction de 1'épaisseur,

Figure 6

Les‘figures 7 58 représentent les isovaleurs de la solution (u2d)h

La figure 9 représente les isovaleurs de déplacement vertical correspon-
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La figure 10 représente les déplacements

Up g (UZd)h’ (u3d)h 1e long de 1'axe Ox.

En fait, compte-tenu de 1la remarque 2 de
3.2.3, pour les valeurs de (u3d)h il
s'agit d'une moyenne des deux (respecti- .
vement trois) déplacements des noeuds de
Améme abscisse sur la face y = 0

Figure 10
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La figure 11 représente ces mémes quantités le Jong de 1'axe Oy.

nxoaa EPLACENT |
a8 ]
a6 ]

e

1 aaal a s

a.9t8

8.015

4012

aaa oo o

6 003 |
9. 9%

6 on

S W

.. o

Figure 11.

"REMARQUES :

- dans Tes deux cas (les figures.lo,ll) les trois courbes sont pratiquement
superposées ce qui signifie d'une part une bonne précision dans les calculs
et d'autre@part que le modéle est valide.

- le déplacement atteint son maximum au centre de 1'ellipse.

La figure 12 représente les isovaleurs de la différence ((

, ol = (3ghy).
Le phénoméne de couche limite étudié par Destuynder (cf [4]

) est retrouve
numériquement, 1'erreur est p]uslimportahte_au voisinage de 1'encastrement.
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Figure 12
Pour mieux remarquer le phénoméne de couche limite il convient de représenter la

différence relative ((“2d)h"(“3d)h)/“2d' Les isovaleurs de cette quantité sont
présentées dans la figure 13.

Figure 13.
19U 562
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3.3. Remarque
Le comportement de la solution en fonction de 1'épaisseur a été étudié

également sur un autre cas. Le domaine QF est le méme mais (49) est remplacé
par ' '

9" = (975 955 93)

avec
gl=92=0
93=A2GF+2AG AF+GA2F+48%(AG) BAXF.{.A}%(AG) %F+
+ 4 ii (AF) i: G+ 4 2 (aF) EL G + 4(@35 96 QEE QEQ. +
3X 3x 3y 3y Ay S
3°F %
*8 535 i
Xy o Xy
ou
F(X,y) = (gﬁ ;24 A )'1 (1 - EE - XE)Z
at bt a%? a’ b?
2 2 ()2 2
G(X,y) = e € [(x-2)" + (y-2)71 e C [X-2)" + (y+2)°1 |
2 0, 2 } 2 2
¢ s o C [(#2)° + (y-1)°3 + o C [X+2)7 + (y+2)°)
Ol} C=10-3

Les résultats obtenus sont similaires & ceux décrits au tableau 2.
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4. CONCLUSION.

IT est difficile de conclure sur si peu d'exemples numériques. Néanmoins,

quelques principes peuvent se dégager & partir de cette étude.

i) malgré la prévision par la théorie, d'une diminution de 1'erreur
[l ugy = Upyll avec 1'épaisseur, 1'erreur numérique || (u3y)y, - upyll observee
augmente a partir d'un certain rang quand 1'épaisseur diminue (Fig 6 ). Ceci
peut s'expliquer par une augmentation de 1'erreur numérique || Usq - (u3d)h” .
En effet, si dans 1'estimation d'erreur

L
“u3d - (u3d')h H 1,2 S C_Z VIQ\f; ”U3d - Vh“ 1,2
' h="h

1'erreur de discrétisation |[uzy - v, || ne dépend pas de 1'épaisseur, par
contre la constante de coercivité C2 de 1'énergie de déformation élastique
diminue avec e, ce qui autorise une augmentation de 1'erreur numérique.

ii) Du fait de cette augmentation, la solution tridimensionnelle ne
peut pas €tre obtenue de maniére classique par éléments finis quand 1'épais-
seur de la plaque -tend vers zéro. I1 est alors nécessaire d'introduire en
pratique un modéle de plaque pour obtenir cette solution.

iii) Par contre, quand 1'épaisseur de la plaque 2¢ et le pas h de la
triangulation sont du méme ordre de grandeur, le probléme tridimensionnel
discrétisé par éléments finis hexaédriques a 20 noeuds semble étre un excel-
Tent modéle numérique, cohérent & la fois avec la théorie classique des1'é-
lasticité tridimensionnelle et avec la théorie des plaques.
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