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ABSTRACT

We study the stability of a single server queue with a loop.
Relations between the waiting times are éstablished and in
the case of a Poisson arrival, their means are computed. -

RESUME

Nous &tudions 1'&tat stationnaire d'une file d'attente avec,
bouclage. Des relations entre les temps d'attente sont &tablies
et dans le cas d'une arrivée Poissonnienne nous calculons leur
moyenne. ’
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La file“ﬁ”attente‘avec bouclage

wt
K

Nous etudlons dans cette note;un modéle de f11e d'attente s'ap-
.farentant au modéle ' 'round. robin" : Les requétes arrlvent au proces-—
seur avec deux opérations ¥ effectuer, la dlsclpllne de la file d'at-
tente est premier arrivé premier serv1 - (P.A.P.S), la premiére operatlon
terminée la requéte retourne 1mmed1atement en fin de file pour effectuer

la deuxiéme.

Nous donnons les conditions de stabilité de cette file d'attente
en utilisant le cadre des processus ponctuels. Cela nous permet d'écrire
simplement les variables d'attente relatives & ce systéme et d'en calcu-
ler les moyennes dans le cas d'une arrivée poissonnienne de requétes.
Nous terminons en comparant cette file d'attente avec une file d'attente

P.A.P.S (celle ol les deux opérations sont menées consécutivement).

Ce type de file d'attente a jusqu'ad présent &té peu étudié. Les mo-
déles étudiés (cf. Disney R.L. pour un &tat de l'art) supposent habituel-
lement une homogénéité des opérations & un méme processeur (i.e. les opé-=
rations effectuées par celui-ci ont méme loi), ce dui n'est pas le c.

"ici, les lois des deux opérations pouvant €tre différentes.

I Notations et Rappels sur la file d'attente P.A.P.S
LesvarlableSutlllsees seront définies sur 1' espace de probablllte

(Q a P), on notera (0 )t R le flot des translatlons dans le temps, nous

supposerons que ce flot préserve la probablllte P (ff(e (w)) dP(w)

.ff(w) dP(w) pour tout fonction f F-mesurable positive et tout t e R).

Les arrivées des requétes au processeur seront représentées par une

distribution aléatoire de points sur la droite réelle N(w,ds) = I Et (@)
’ neZ n

ol ea est la masse de Dirac en a et les (tn(w))n sont les instants d'ar-

rivée des requétes numérotés par ordre croissant :

tn(w) <t (W) et ty(w) <0< t,(w.



‘Nous supposerons le processus ponctuel N statlonnalre

NGO, (w),ds) = I d'intensité 1 : E(NL0,1[) = | [IN(w,ds) @) = 1,
t ¢ (w) t’ 0

nez . _
¢ ce qui 3 une constante multiplicative prés ne restreint pas.}a:généralité

de cette note.

_ A N on associe le sous ensemble de ﬁ Q =‘{to=0} = {une requéte
arrive a 1! 1nstant t=0} et la mesure de probabilité P sur § telle que

ff_(e (w))dP(w) = ff(w)dP(w), 1'opérateur de § —> Q w—> Gt (w)
1 -1
sera noté O, ainsi 6 préserve P sur Q. (Q,P,6) est 1'espace de Palm:

associé 3 N.

La requéte arrivée 3 1l'instant t = tn(w) requiert le service de
. n - + . . .
durée 0(6t (W) = cod (W) olio: ) —> IR est une variable aléatoire :

..n . e s . .
le service du client arriveé a 1'1nstant t = O. Le processus d'arrivée

t . ' ‘ .
de ce Fe file d'attente sera noté nezz (t ,0()9 ) () Rappe}ons‘pour
'terminer le résultat classique ‘sur 1a.f11e d'attente P.A.P.S de proces-—
’ sus d'arrivée : '
nezz (t 006 ) (w)

Proposition I

Sous la condition E(U) fo(w)dP(w) < 1, il existe une unique varia-
ble temps d'attente de la file P.A.P.S., i.e. une unique variable aléa-

, “toire W : — IR vérifiant .

Wob = (W+0-t]lf (avec a = Max {a,0})

De plus P(W=0) >0 et si V = sup {kSO/Woek = 0}

-1 g ’
alors W= I (o-t)) (6 ).
k=v



II La file d'attente avec bouclage : construction d'un modéle stationnaire

Les requétes arrivent au processeur suivant le processus ponctuel

stationnaire N(w,ds) = I € Le serveur sert dans l'ordre des ar-

nez t:n(w) .
rivées, 4 leur entrée dans la file d'attente les clients demandent
o]-:sz———e>IR+ mesurable, celui fi effectué ils se piacent en fin de
file pour requérir 0, @ Q——> IR ensuite ils quittent la file d'atten-—
te. Si lors du bouclage un client revient en fin de file en méme temps
qu'un client qui arrive pour la premiére fois dans la file, on convien-

dra de placer le nouvel arrivant aprés celui qui vient de boucler. .

Nous noterons (F]) ce modéle de file d'attente, définissons ce

que 1'on entend par modéle stationnaire de (F]) :

Stationnarité de la file d'attente avec bouclage

Un état stationnaire de la file d'attente (Fl) sera la donnée de

W, : § —> IR mesurables représentant respective-

2
Z

deux variables w]

ment le temps d'attente pour effectuer 9, (resp ozl.
Plus précisément si

N. = L £ n
0 (tn,oloe )

etN1= z €
neZz

n n
nZ (tn+(W]+ ol)oe . 0206 )

il

alors N = N, + N est le processus d'arrivée d'une file d'attente P.A.P.S

stable dont la charge C : § — RrR" vérifie

Cob = W,00 et CobO = W,06
to 1 to t0+(w1+ol)oeto 2 to

C est le temps d'un client qui arrive & l'instant t=0 (comme con-
venu, si un client boucle et revient en fin de file & t=0, celui ci est

prioritaire sur le nouvel arrivant).
+
(W,+0,,0,)

.
\

- (W40, #0,+0,,0)

> T L1 11s] >




Autrement dit, W] vérifie une &quation de point fixe : en superpo—

sant 1es_c1ients (tn,oloen)n et les clients décalés de w]+0]

(tn + (w]+01)06n,6206n) alors les premiers.atteﬁdent Wi dans la file.

Proposition 2

Si E(Oligz)‘il alors il existe un &tat stationnaire unique de la

file d'attente avec bouclage.

. Construction d'un modéle stationnaire

1<1, alors d'aprés §I, la file d'attente P.A.P.S. avec

si Elo +0,
le processus d'arrivée L € et le service 0,40, est .stable : il
neZ t:n (w) ‘ 12 .

. . . P . +
existe une unique variable aléatoire V :  — IR telle que

1

Voe = (V+d +0 —tl)+ et si v, = sup {kSO/V09k=O} alors V = & (Glfaz—tl)06k=

. 1 72 0 k=Vo
by z (0]+02)06k+tv , la file d'attente est constamment chargée entre t
k=v 0 ' , 0
0] . .
et O et ‘le client arrivé a t=tv n'attend pas. Nous noterons (FO) ce mo-
'y ’ o
- = +
déle de file d'attente de C, : § ——> IR sa charge.

0 .
. v
Construisons (wk) ~sur £ paf récurrence en posant WAO = 0
1”v_<k<0 1

et si vosisi+lso

1
W, = % oloekaozoek.l .
k=V {tk+w

=, -t )
i }

k
<
+o]oe Sty i+l v, |

D'aprés la définition de Vy» Pour VOSkSO, Vooﬁk = vo—k on en déduit

W? = W?oek,'nous poserons W]=W?,

1
. Cx
tt, < X (01-+02)09 +t =V

. 0 k _ _ . Y
0 '{tk+(wl+01)06 <0} 70 =V, 0

k k
o]oe- + 0206 1

=
]
™~

ainsi W] <V.



Considérons la file d' attente P.A.P.S. debutant a t avec les

arrivées de clients (t ,0 06 ) et (t +(W +0 )06 ,0 o()k)k> N
0

(ces derniers ayant priorité-sur 1es premiers en cas d'arrivée simulta-

née). Si T] désigne la fin de la période d'activit& commencée a tV R

la file fonctionnant de fagon ininterrompue entre t, s et TI’ sur 1'in-

tervalle [tv ’TIJ la charge de cette file s'exprime gomme

‘0
t= .
c(t) =/ (0,08 + 0,00 1 IN(w,ds) = (t=ty,)
tvo {s+(W1+Ol)oesst}
c(t) < f (ol+02)oes N(w,ds) = (t-t_ ) sco(t)
tvb VO

On déduit de cette derniére indgalité que la fin de la période
d'activité de la file (FO) est supérieure @ T,. Si nous montrons que
Cc(t) >0 sur {Co(s)>0, Vse]tvo,t[}, on en déduira que ces deux files
d'attente ont les mémes périodes d'activité (i.e. {t/C(t) = 0} =
{t/CO(t) = 0}). En particulier la file d'attente avec les arrivées

(t et (t +(w +0 )oe »Ty oe )

Kk
129199 ez keZ.

est stable. D'autre part sa charge C vérifie

t
Cob, = ftO[c].oemzoeS.l ) N(w,ds)=(t,-t, )
0 Vg {s+ (W +0,)08 <t } Yo

d'aprés la définition de W, on en déduit .

CoetO = wloepo

on posant

W.,o00t_ = Cob . ‘ .
27770 t0+(w1+01)06t0 | ,

(W ,W,)constitue un &tat stationnaire de la file d'attente (F )

L



il rious teste & monitrer gue C(t)>0 Bur {t6(s5>6;,%v_'«<s$ t}
e g G d GisiideE ' 0 '
ou érncorée queé la quantité -

D(t) & S (ojobgiogee, 1 ) N(wdsi-(t-t )
Vg {s+(wi+ol)oesst} | ':O |
eést >0 gur {co(s)>olvsa] i:_\) ;t1}, le lemme suivant acheve dotic 1a coms~
Ertction d'ufl &tdt stationtgire de cette file :
lemine. 2 ¢
ptey s f.% 6.66.46500, 1 N(w;d$)=(t-t.) est>0 sur
2 {S+(wi+ql)°es<t} »

{w/‘cé(es) ‘> O/‘Vée]ty

,t1}
o .

0 Il suffit de la monfrér pour t = 0, ¢omme WIS V sur O

-, '0.,‘
D(0) 2 f (0,00 + 0,00 1 | A
. §\b | 2°"s {§+(V+dl)oess 0})N(w,ds) + tVO

Si pohf tout s € [tv ,0[tel que N(w,{s})> 0; s # (V+o])09é50'alors;;

0
o o K o
D(0) = ft (°i+°2)° es N(w,ds) + t, = Co(u» >0
Vv 0 .
0
Sinon il existe sb € ttvo,O[,vN(wé{so}):QO tel que E + (V+c])06§6$,0
et s +'(V¥or)o 6 s 0 pour se Ce, ,softei que N(w, {s})> 0. Aihsi
. 0
D) 2 S " (0,00 +0,0 8T N(w,ds)+t
' t . {s¥(V+g )06 < O}) 0
vOA . 1 s .

Lé membre de droite de cette inégalité est égal i

R - &) = (8.~
5 ¥ fg (0,00 +0;08,) N(w,ds) - (s tvo) + o]oeso.
Yo ' ‘

ét ce terme est So + (V¥0|)o Gs ,. on en déduit

0

D)2 so* (V+0 Do eso> 0



De ce lemme on déduitbque D(t) = C(t) Sur'{w/C066;>0, Vse]tv t1}
' . 0
donc que C(t) > O sur {w/CO(BS) > 0, Vse]tv ,t1}.
0
O

Unicité de'(wliﬂ%l

si (W!, Wé) est un modéle stationnaire de (Fi) la fiié d'attente

z
neZz

fe,,0,08™ €(e_+(W}+5,)08",0,08™)

est stable, elle a donc des périodes de liberté. Une période d'activité
ne peut commencer & un instant t -+ (W{ + Ol)o 0", en effet par hypothése
sur W', le temps d'attente du client arrivé a t, est W; 0 Bn, entre t et
tn + (W; +-ol)o Gnyla file d'attente est donc constamment chargée,

t + (W; + ol)o 6" ne peut &tre un début de période d'activité. Les débuts

de période d'activité de cette file forment donc un sous processus

z €g1 de I €, - Si Sé =t,, » avec Sos 0<Sl alors W; est w? construit
n<Zz n neZ m 0 ‘
précédemment relativement a t,r. » On a vu que la période d'activité de

0
cette file est la méme que celle de la file d'attente P.A.P.S de proces-

sus d'entrée I €, de service 0,+0, débutant 3 ty

un processus de d8buts de période d'occupation de la file d'gg§%ntg P.A.P.S,

. Ainsi I €_, est

de\service.UI + 0, par unicité du modéle stationmnaire d'une telle file on

2
en déduit
L €4y = L., € et donc W} =W
neZ Sn pEZ t\) 1 1
P
ainsi

' 1y =
ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.

La construction précédente nous donne directement :

Proposition 3

W] et W2 vérifient

)

&



‘)

-

1) W, =V-/ 0,00 1 ON(w,ds) ¢
, LD T 28 qee(w +0 )06 >0}
1-71 s

’(w]+o])- , o~ : . R

2) w2 = f OIOGSN(w,ds) + J_. 0206S 1 , ... . N(w,ds)
: . {s+(W,+0,)08 >0

1 71 s
Remarque

Des relations (1) et (2) on déduit les inégalités intuitives
WISV et W, + WZZV, la facon de répartir la charge est défavorable, toute-
fois les clients rentrent plus rapidement en service. L'"exc&s" d'attente

W1+W2—V est

(w1+01)'_
J 5,00 N(w,ds)
O+ 1 s

Ta charge due aux cliénts arrivés pendant le premier séjour dans la file.

III Cas d'une arrivée de poisson : calcul des moyennes de WI et Wzg
Nous supposons :

N= I €, est un processus de poisson de paramétre I
neZz n

.Les familles de variables aléatoires i.i.d.

: (°1°en)n (ozoen) (tloen)nez sont indépendantes ehtren elles.

eZZ’ neZz’

.0

B et O

, sont de carré intégrable et E[0]+02] <1

On obtient la proposition suivante :

Proposition 4

E(o%.) + E(o% ) + 2E(0,) E(0,). E(0,%0,)

(a) E(W))

2(1—E(01+02)) (1+E(ﬁ02)]

® ey = B0 upep? - Bm) (-E@))

. Z(I-E(01+02))




~ 10 -

(0 Puisque 0,+0, est de carré intégrable alors V est intégrable
(cf[K]); en intégrant la relation (1) de la proposition 3, par in-
variance de la mesure N(w,ds)dP sur QxIR pour 1'application

(W,s) -——->(98(w),-s) (c£[N]p.325) on obtient :

+60
E (Wl) = E(v), + E (02 i 1 N(w,ds))
ot {s<wl+ol} '

E (wl) =E(V) - E (cz.Nlo,wlw][)

wl étant d'aprés la construction précédente mesurable par rapport
< . ~ . n, . n n
d la tribu engendrée par les varlables (0106 )n<0’ (0206 )n<0’ (tloe )h<0’
o,, est indépendant de NJO, W1+01[.

E W) =E (V) -E (5,) E (NI0, W +0,[)

D'apré&s une propriété bien connue des processus de poisson (cf.[Nlp.

369 ex.3a)) : N

E (NJO,W +0,[) = f N']o,w]+01[21—r = E(N]o,wl+01[)
: L}

+

par indépendance de W1+0l et de N restreint 3 IR"

EIN]O,W,+0,[) = E(wlwl) = E(W,+0))
cette relation et la formule de Pollaczek-Khintchine :

1

E((0,+0,)°)
E(v) = 4+ — 2~

1 - E(0]+q2)

nous donnent
2
| E((0%0)")
E(W)=— —-——-————E(,W+0)E(0)
1 2 171 2
1 - E(01+02)

la premiére relation est &tablie.

Wy
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Suivant la méme méthode avec W, en intégrént la relation (2)
de la proposition (3)
E(W,) + E(W,) = E(V) + E(0)) EGW; +0p)

E(W,) = E(V) + E(0D) - E@,) (1-E(0)).
0

Remarque

On déduit de cette proposition la moyenne de 1l'excés d'attente par

rapport 3 la discipline P.A.P.S.

B (W W,-V) = E(of) + EW,) E(0))
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