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RESUME :

Nous définissons un ensemble de familles de permutations que le
réseau d'interconnexion d'un calculateur SIMD est appelé A réaliser. Nous présentons
ensuite un nouveau réseau d'intercohnexion fécilement dérivable des réseaux d'inter-
connexion existant déja, et enfin nous présentons des algorithmes pour calculer la

commande de ce réseau pour les permutations appartenant aux familles que nous avons

définies.

ABSTRACT :
We first define a set of permutations families that the interconnection

network of a SIMD computer will have to perform. Then we present a new interconnection
network easily derived from already existing networks. Finally we present algorithms

to control this network for the permutations of our families.
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INTRODUCTION

L'un des problémes essentiels d& résoudre dans la conception des
calculateurs vectoriels SIMD (Single Instruction stream Multiple Data stream)
est 1'accds paralléle aux données & travers le réseau d'interconnexion
(figure 0)

Le réseau d'interconnexion le plus simple 3 concevoir est la

‘matrice de points de croisement, mais sa complexité en nombre de points

de croisement est NM (oli N est le nombre d'entrées et M le nombre de sor--
ties). Pour pallier ce défaut, d'autres réseaux de complexité moindre ont
été définis, citons par exemple :

le réseau oméga de Lawrie (figure 1) [3], le réseau de Benes (figure 5).

En reprenant 1'approche de Lenfant [1}, [2], nous définissons
des familles de permutations que le réseau d'interconnexion, d'un calcu-
lateur vectoriel SIMD doit pouvoir réaliser. Nous présentons ensuite un

© nouveau réseau d'interconnexion a 2" entrées et 2" sorties, et des algo-
rithmes simples pour calculer les commandes de ce réseau pour ces permu-
tations. »

Notre démarche a été d'adapter le réseau d'interconnexion pour
résoudre le probléme que nous nous posions et non d'essayer de calculer les
commandes d'un réseau pour lequel nous savons qu'il est capable de ré&aliser

les permutations que nous désirons comme par exemple le réseau de Benes.
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Figure 0 : La structure d'un calculateur SIMD
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I PRESENTATION DU PROBLEME

Le concept de vecteur est essentiel en calcul vectoriel. Pour
certains, la définition d'un vecteur est la suivante :

"Un vecteur est un ensemble de mots rangés de mani&re contigiie
en mémoire".

Cette définition a le défaut de ne pas étre suffisamment souple :

Si une matrice est rangée en mémoire par lignes, une ligne est
un vecteur, mais une colonne ou la diagonale ne le sont pas. Pour accéder
d une colonne, des réarrangements de données sont donc nécessaires.

Pour pallier ce défaut, nous adopterons la définition suivante :

"Un vecteur est un ensemble ordonné de mots dont les adresses
sont en progression arithmétique".

Un vecteur sera donc défini par 2 nombres, 1'adresse du premier

€lément appelée adresse de base et la raison de la progression arithmétique.

Lenfant a sélectionné dans [1] [2] une liste de familles de per—
mutations que le réseau d'interconnexion d'un calculateur SIMD doit &tre ca-
pable de réaliser dans le cas ol 1'on adopte la premidre définition du vec-
teur (Table 1). Il a aussi donné des algorithmes ré&cursifs pour le calcul
de la commande d'un réseau de Benes pour les r&aliser [1] [2]. Cependant,
ces familles de permutations ne sont pas adaptées au cas ol un vecteur est
défini par adresse de base et raison.

Lés transferts de données que nous énumérons ensuite sont parmi

les plus importants wtilisés en calcul vectoriel.

a) Copie d'un tableau dans un autre

Soient deux tableaux A[O:L] et B[O:L], nous devons &tre capables
de réaliser l'affectation B¢= A.

Pour pouvoir réaliser cette affectation, dans tous les cas ol
les deux vecteurs sont représent&s avec une raison impaire, le réseau d'in-

terconnexion doit &tre capable de réaliser la famille

(n)
52



b) Compression d'un tableau A dans un autre B suivant un tableau de boo-

léens C

Soient deux tableaux A[0:L], B[ 0:J] nous voulons ranger A en B
.en y supprimant les &léments tels que C(i) = O. _
C'est 1'opération COMPRESS de APL ou PACK de FORTRAN 8X.
Cette opération est trds utile si nous travaillons sur des vec-
teurs creux. ‘ ,
Pour pouvoir réaliser cette opération sur des vecteurs représen—
tés avec des raisons impaires, le réseau d'interconnexion doit étre capable

de réaliser toutes les permutations de la famille

{. )§I:l)<o pé?‘)]o )Igr,l()li (voir Lenfant [1])

n) . .
lé % étant une permutation telle que :
b

-
V étant un vecteur de booléens,

si v, = I, Lé?%(x) = 2 vy
y< x

Nous préciserons plus loin la permutation que nous allons réaliser.
Nous allons montrer une autre utilisation de 16?%.

Nous avons vu plus haut comment réaliser 1'affectation B: = A dans
le cas ol les deux vecteurs sont représentés avec une raison impaire. Suppo-—
sons maintenant que A est représent& avec une raison paire, 2KR avec R im-
pair et k> 1, et que A'a pour adresse de base a.

Soit le vecteur Al [O:ZkL] représenté par 1'ensémb1e des mots
rangés aux adresses a+mr avec mg ZkL—l

Soit un vecteur de booléens C[O:ZkL] tel que C(Zki) = 1 et
c2¥i + 1) = 0 pour l¢ ig 25-1

Nous remarquerons immédiatement que A1(2kj) = A(J)

D'ol 1'affectation B: = A est équivalente 3 la compression de Al dans B sui-

vant C.

N

c) Expansion d'un tableau B dans un autre A suivant un tableau de booléens C

C'est 1'opération inverse de la compression i.e EXPAND en APL ou
UNPACK en FORTRAN 8X.
(n) (n)

. . (n)
L tat de 1 11 A : .
es permuta 1o?s e la famille {’J,k ov 0,V °.:%’q‘} sont glors




(n)

requises (vén%=étant la permutation inverse de N VD)'
s b

d) Copie d'un tableau A dans un autre B apré&s une BP sur A

Soient A [0:L] et B [0:L] deux tableaux de longueur L. Nous sup-

posons L = 2P,

(p) = {0,1,..., Zp-l} est une BP (bit per-

Une permutation M sur E
mute permutation) ssi il existe une permutation o sur {l,...,p} telle que si

X ..X| est 1'8criture binaire de x alors M(x) = x

ses X
P o"lp)" Tamlny

Ces permutations sont tré&s utiles dans de nombreux algorithmes
oli les vecteurs ont une longueur de la forme 2P (FFT par exemple).

Exemples de BP : le perfect shuffle c(p)

le bit-reversal p(g)

11 est facile de montrer que pour que le calculateur SIMD soit
capable de r@aliser ces permutations pour tout p, sur tous les vecteurs
A et B rangés avec une raison impaire, le réseau d'interconnexion doit &tre

capable de réaliser la famille

(n) (n) N .
{)‘j,k o \f o ).1 h ot \f’ est une BPC (bit permute complement

permutation) i.e

f’ = Tén)/o M ol M est une BP (cf Nassimi et Sahni [7])

Nous avons donc défini les familles de permutations que nous dé-
sirons étre capables de réaliser sur le réseau d'interconnexion d'un calcula-
teur SIMD. Ce sont des familles déji connues (cf Lenfant [1] [2], Nassimi et
Sahni [7]) que 1'on voudrait pré-et post-composer par des &léments de la fa-
mille {Af“) J \

§ 9,k

Lenfant [ 1] n'a pas pu trouver de commandes simples pour réaliser
ces pré-et post—compositions sur le réseau de Benes et suggdre donc de réali-
ser ces permutations en deux voire trois passes sur le réseau de Benes. Notre
approche a &té de chercher & comprendre pourquoi ces commandes ne sont pas
simples & calculer, et'ensuite d'adapter le réseau i notre probléme.

Nous allons dons tout d'abord justifier le choix du nouveau ré-

seau que nous avons fait.



IT PERMUTATIONS ADMISSIBLES TRIANGULAIRES INFERIEURES ET SUPERIEURES

Nous allons étudier deux groupes de permutations. de

n) .
E( ) = {0,..., 2n—l}, passant tous les deux sur le réseau omega et sur le
réseau oméga renversé. ’ ' .
Ces groupes ont déja &té mis en &vidence par Steinberg [4], et

nous reprenons ici les mémes définitions.

si X . +XyX%, est la représentation binaire de x

si Yo +Yo¥, est la représentation binaire de y

T est dite admissible triangulaire inférieure (respectivement
supérieure) si il existe n fonctions boolé&ennes £, (respectivement gi)

telles que v; =% @ fi(xi—l"' ,xl) (respectivement Vi =% 8 gi(yn,.., yi*l)).

n . _
Nous noterons ii( ) (respectivement ?1(n)) 1'ensemble des per-
mutations admissibles triangulaires inférieures (respectivement supérieu-

(n)

res) sur E

a) la famille{?éni j est incluse dans ;ﬂ(n). Cette remarque sim-

le justifie 3 elle seule 1'intérét que nous avons porté aux ensembles (n)
P J : q

(n)
et. UM, o iz(n)n u(n) ={ T(n)j
4 Jee g™

Nous jouerons plus loin sur cette constatation pour calculer la
commande des permutations de la forme \f-l o Tc(in)o \fz avec \fle:&(n) et
? el
2 ‘ ,
c) définition:M est une permutation lindaire si : il existe une
matrice inversible sur :Z/zzz[qijf telle que si y = M(x)

Yy X

Nous appellerons LIN(n) 1'ensemble des permutations linéaires.




Alors, si ME LIN(n), MEi(n) ssi la matrice associée 3 M est triangulaire
inférieure.
si ME LIN(n), ME‘IL(") ssi la matrice assocife & M est triangulaire

supérieure.

Nous rappelons maintenant quelques propriétés de i(n) et tl(“)

montrées par Steinberg [ 4]

Propriété 2 : SiT Ei(n) Utu(n)’ alors' T est réalisable par le réseau oméga

(et aussi par le réseau oméga renversé)

- . . ‘ . (n
Propriété 3 : Soit ™ une permutation appartenant a}ig( ) :

) ) alors Q(n) = Q(n)n

(n) _ ;,(n)
O 7 = Mg

&

ol Q(n)' est 1'ensemble des permutations passant sur le réseau omega, et
Qén) est 1'ensemble des permutations passant sur le réseau omega renve'rsé.
Propriété 4 : Soit u une permutation appartenant é‘ll,(n)
alors Q(n) = uQ(n)
(n) _ (m)
QR = QR u.
p s . () : v
‘Nous résumons les propriétés 3 et 4 en disant que,,f est inclus dans 1'in-
(n)

variant droit de @ et 1'invariant gauche de ngn), et que u(n) est inclus
(n) (n)
R

a de plus démontré que ces inclusions sont en fait des &galités.

dans 1'invariant gauche de @ et 1'invariant droit de Q_ ’. Steinberg [ 4]

Pour nous il est intéressant de constater que :

si fe Q(n) alors ‘Yo Aj(nl)c € Q(n)

Mais le point le plus important est le suivant i

si \€=' \01 o \02 avec Tl eu(“) et‘f2 Gi(n) alors T’E Q(n) et les commandes

du réseau omega pour réaliser | sont déduites de manidre simple 2 partir

des commandes pour réaliser f] et "Fz.

fZ E‘U'(n) et fl € 38(“)

alors la commande pour réaliser f sur le réseau omega est obtenue en fai-

-Propriété 5 : si \Fest une permutation de E(n) et que \€=?240 *1 avec

sant le ou exclusif commutateur par commutateur des commandes pour réaliser




Exemple : n = 3 \P= Uo (3%

avec U € LIN 1la matrice de U &tant &gale 3

(3]

.

0O -
Q) vt s

N B wN
NS N




. & W -

Oy

N

~N O o

N

N O 0

fig. 3

? (obtenue en faisant le ou exclusif des commandes pour
(2)
U et A3,2)
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Démontrons la propriété& :

Soit \Pl GSB(“), alors il existe n fonctions boolE&ennes fi
telles que si Yoo Yy =\ﬁ(xn... xl) alors y, = X, ® fi(xi-l""xl)
Soit fz E‘Uﬁn), alors il existe n fonctions bool&ennes g;
telles que si z ... z, =f5(yn,...yl) z, =y; @ gi(zn""zi+l)
LI . -
d'ol si z .. 2y = f} 0 Yﬂ(xn..xl)
alors z; = X ® fi(xi—l""xl) ® gi(zn,..,zi+l)

(n)

Rappelons que si 7 € @7, alors il existe n fonctions bool&ennes hi

]

telles que si b .. b, = ﬁ(an..al) alors b, a; ® hi(bﬂf’bi+l’ai-l°"al)

et que dans ce cas le commutateur ayant pour entrées les &léments d'indices

b ..b. .0 a.

..a, et b ...b. .1 b. ...a, est dans 1l'état
i+l 1 n 1

i+1] i-1

by (b_,..,b

n i+1’ai—1"'al) (voir figure 4)

Dans les cas qui nous inté@ressent :
Pour réaliser ﬂa le commutateur ayant pour entrées les &léments d'indices

. . [
z i. 2, 0% _jetz..z 1% ,..xest donc dans 1'&tat fi(xi—l"'x)

Pour réaliser‘fz il est dans 1l'Etat gi(zn,..,zi+1)

Pour réaliser %E o 11 il est dans 1'état gi(zn""zi+l) @ fi(xi_l,.,,x])

fig.4

Le commutateur marqué a pour entr@e 100 et 110 et est dans 1'état h2(1,0) = 1




12

La commande pour réaliser o P, sur le réseau omega est donc
2 1]

obtenue en .faisant le ou exclusif commutateur par commutateur des commandes

pour réaliser ‘Fl et Y’Z.c.q.f.d.

D'autre part, nous avons la propriété analogue suivante :

(n)

Propriété 6 : Soit ¥ une permutation de E telle que :

WP V’ ) ‘D avec)‘f’l € U(n)

lf, €2

La comzdnde pour réaliser ‘fsur le réseau omega est obtenue en faisant le ou
exciusif commutateur par commutateur des commandes . pour réaliser “fl et "Pz.

Ces deux dernidres propriétés vont nous &tre tr&s utiles par la suite.

IIT 1E RESEAU @)

Nous: rappelons que le réseau de Benes (fig. 5) est &quivalent 2
un réseau omega renversé suivi d'un réseau omega.. Ceci et le II
entrainent la remarque suivante, il est certainement plus facile de calculer
les commandes du réseau de Benes pour des permutations de la forme :
u, o ‘Po u, avec u;, u, appartenant a ‘Zf‘et"'f’ une permutation dont les com~
mandes sont connues, que celles de 11 o \‘Po 12 avec 11 et 12 apparteﬁant a
L,

Comme la famille {)\jr:l)( est incluse dans i(n) et que nous vou-
lons savoir pré-et-post-composer par des &léments de cette famille les &1é-

ments des familles {Lén‘)]Set {”(()n\)li de Lenfant [ 1] et BPC de Sahni et
] s

. . . . - n . s s
Nassimi [7], il est donc naturel de choisir un reseau@é ) qul solt équiva-
lent 3 un r&seau omega suivi d'un r@seau omega renversé.

. s e s - n
Nous allons donner trois définitions &quivalentes du réseau R( )

-

PYTSr - n P = n
Définition 1 : Le réseau ﬂ_( ) est constitué d'un réseau de BenesB( ) pré-

cédé et suivi de la connection p(n) (bit-reversal) (fig 5)
Cette définition est donnée pour montrer qu'il est simple de dé-
duire le réseau &(n) du réseau de Benes ,B(n). De cette définition nous dé-

. . i n P
duisons aussi que le reseaua,( ) est capable de réaliser toutes les permu-

(n) i

tations sur E

P P s - n . s
Définition 2 : Le reseauR(n) est constitué d'un réseau omega Q( ) sulivi

"""""""""" (n)
R

d'un réseau omega renversé . (Nous pouvons confondre le dernier étage

du réseau omega avec le premier étage du réseau omega renversé). (fig. 6)



: et e - : . n

Cette définition séparant les deux parties de@Rﬂ ) nous sera
utile pour calculer les commandes dans certains cas.

Dans d'autres cas nous utiliserons une définition récursive du

P n 5 = : P
reseauﬁaf ) analogue 8 la structure récursive du réseau de Benes.

Définition 3 : (fig 7 et 8)
‘suivante : o
-jl(l) est un simple commutateur
- n>l fi(n) est composé de 3 étages :

. < n- P
. Un premier étage de 2 1commutateurs numérotés de O
-1 ‘ p 212 - '
287 ayant 3 leurs entrées les &léments x et x ® 2" 1

7

. le deuxidme &tage est constitué de 2 réseauxfﬂ‘n-l)
que nous appelons,ﬂfn_l) et izin—l).gzin—l) admettant comme entr8es les
u
5 (n=1) )

sorties du haut des commutateurs du premier étage,fl{n—l celles du
bas. A

. le dernier &tage est constitué de 2n—l commutateurs
numérotés de O & 2n—1 ayant 3 leurs entrées, les &léments de sorties de

R Q@D
u 1
léments x et x ® 2

-~

correspondant 3 leur numéro x et & leurs sorties, les &-
n-1

Nous allons maintenant montrer comment calculer la commande de

ce réseau pour certaines permutations particuliéremant intéressantes.

13




|
) — ) ,
) 0 4 8 12 16 |
[ |
I . | .
Ul 5 9 13 17 |
| I
' l
f 2 6 10 14 18 |
| |
| |
|
: 3 7 11 15 19 |
! |
i I
e e o e e e e e e e — 1L
Fig 5 : 62}3) vu comme p(3)33(3)p(3)
0 4 8 12 16 ‘
2 6 9 14 18
1 5 10 13 17
3 7 11 15 19 \‘
Fig 6 : 31(3) vu comme un réseau 9(3) suivi d'un réseau Qé3)

(avec identification du dernier étage du réseau 9(3) et du

premier &tage du réseau QéB))




Fig 7 : 'R(Z) vu de maniére récursive

=== == ———— = - s T
| y
0 ' 4 8 12 i 16
' - |
' |
N
| | —
2 | 5 9 13 17
__________ — e e e ) '
| o ]
1 | 6 10 14 1 18 |
. |
| _
| . |
3 | 7 11 15 ) 19 |
-~ | - — y
L _____________________________]

Fig 8 : 'RG) vu de maniére récursive

15
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IV CALCUL DE LA COMMANDE DE Slﬁn) POUR REALISER UNE PERMUTATION AFFINE

linéaire M( n) d'un ou exclusif ré )i.e ‘?= Tén) o M(n) avec M(n)e LIN(n)
Notre but est de calculer la commande de A(n) o¥% o A(n)
(n) - Psq Z,k
réseau f{ quand 7 est une BPC.

Pour cela nous allons montrer comment calculer la commande du

sur le

réseau ?i(n) pour réaliser une permutation affine et en déduire ensuite
une décomposition de ™ sous la forme Lo U, o L, avec Ls LZE :iﬂn) et
U U™ pour 1€ BRC.

D'aprés les propriétés 5) et 6) il nous suffira donc ensulte de

(n)

calculer la commande de L2 3 A x Sur le réseau omega, puis celle de
1(0) Zs :

P,q
des deux réseaux.

o L, sur le réseau omega renversé, et celle de U} sur 1'un ou 1'autre

. Par analogie aux notations de Lenfant [1], nous donnerons la com—
mande du ré&seau @l( n) de mani&re récursive (cette manidre d' envisager la
commande est due 3 la 3éme définition du réseau) :

(n)

si LPest une permutation gur E avec n3> 2, nous &crirons la per-

'mutation ¥ sous la forme :
~F='[e(“);(‘fo,\{’l);eé")l
(n) -
8

étant la permutation réalisée par le premler Etage du réseau

f{ quand le vecteur de commande est g

f

o)

étant la permutation réalisée parjﬂén°l)

%3 étant la permutation réalisée par?qfnhl)

(n)

(n)
€ h étant la permutation réalisée par le dernier étage du réseagg%9

quand le wvecteur de commande est h.

(Voir fig. 9 - \P

Nous pourrons emayquer que la décomposition ' n'est jamais unique :
? \Fﬂ, e ]alorsﬁo {%} ,\eo); e(ﬁ)

g et h étant les vecteurs complémentaires de g et h.

D'autre part si\{)= (n), (‘ﬁ’ fl) (ﬁ):l alors‘f { (n) , —l ‘f’l , (n)]

31 = e g H




figure 9 . La commande deG£3)

¥ T @3 dc f 3]
\e - LE g ;Clo, |1, € h.j :

vue de maniére récursive

1

ici g=({ 0] et h = /

0
1

,?\

/

1/

1

17
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Nous allons donc calculer de maniére récursive les commandes pour réaliser les

permutations affines sur Q}(n)

Pour simplifier les notations, nous noterons désormais de la méme

maniére une permutation linéaire et sa matrice associée.

Soit wune permutation affine définie parkf)= (d) 10 M( n)

la commande pour réaliser\{} nous est donnée par le théoréme suivant::

Théoréme 1

Sin>2
posons d = d' + 1 d , B'=(§—1 (I}) ) @ d'
n )
=13 c= Y,n
soit Mm )la matrice (n-1) x(n-1) définie par :
w®D @ gy @
i,j i,] in'"'nj
. (n-l) . Py -]
soit kM la matrice (n—l))( (n-1) définie par
y@=1_ \n) \n) (n) (n))
k i,j M Dn' &
alors a) si M(n) = 1 alors
n,n
(n-1) __. . . .
M définit une permutation affine.
T(211) o Mm) e(n); (T(njl) o M1 ; T(n:I) (n—l) Y
g d B n—ld
n-1 ( ) n
avec g = M\ . _
PP MR sipepp
- (n) ‘ (n)
b) si M . 0 alors il existe k tel que M kon - 1 pour k<'n
N (n) 1
etf=i ™ (D Gy el el @) (n)
h 3 d’ okM ° T B okM ; -1 on 'y
L 2 (dlﬁd )
n—-1 .
avec h = (n) (n) -
R T M @My py OU P = PypeeeeP)
(n) B
etnk (x....x])~xn®xkx X,
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Démonstration

(m _,

a) si M n,n

(n-1)

est une permutation sur E J

(n-1)

Nous vérifions dans ce cas que M

montrons que Jest bien réalisée par le réseau commandé selon le théoréme :

31\{)(xn....x1) ol ACERES 2

n
e s N n P ~
Nous vérifions que Y, =@ M( ). % @ dn comme réalisé par le réseau.

n ]
si @ M(zi X, = 0 nous devons vérifier que T( -1) (n D transforme
i=1
bien xn_l..x1 eny. -V,
-1
() _ S )
nous avons M n " 1 donc xn—-@ nJ xj
j=1
et nous voulons que y; <O M(n?] )@ d, pour i<n
=1

or ce que le xéseau réalise nous donne :

n-1 .o n-1
. _ (n—l) _ (n) (n) (n)
y. = (_?=l i,] j)@di = ?=1 l,J ® M. in n,_] : x. Od

n-1 n~1
(n) Yo () (n)
@ Mu xJ. @ M. .(@ M J> ® d;

j=1 i,n j=1 n,j
n-1
x =® M(n). X.
LR
‘-l (n)
d'loty, =|® M. x. (bd,
1 j=1 3 J 1

solt le résultat désiré
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De méme nous montrons que Si :
. X.
n,1 1

le réseau réalise le résultat désiré.

b) si M(n) =0
n,n

n . . . . .
alors comme M( ) est une permutation lineaire, il existe k tel que
P n . s
Méni =1 et nous vérifions que e(h)est bien une permutation et qu'elle
3
peut &tre réalisée par le 1°T &tage du réseau

(n)

soit T la matrice définie par T(n) =8, .+ 86 -6

k,i,j 1,] k,n . "j,k

soit . Alors comme les matrices sont définies

" (r=1) T(ﬁ) M(n)

B -1
sur ZL/221-} Tk (n) = T(E)
d'od M(n) _ T(II:) vt () :(;2)
(n)

x peut &tre réalisée par le dernier étage du réseau.

de plus : LF= T(g)o T(k)o M'(n) = T(n) (n) n-1 ) M'(n)

et M' =1

il est clair que T

k d e 2 dk
. . foon s () _ v (n)
en appliquant la partie a) du théoréme a T d e on 1d oM
Nous obtenons :
Rt N
T(n) - 1 oM,(n) ‘ (n) (n_1) (n-1) (‘ ..‘ﬁ '(n""‘1 ] (n)
d ® 2 ; . , oM ;
d . | 'd' 6 B (d ® d])

(n)

Kk Sur le dernier étage nous avons le résultat

puis par la composition par T

souhaité.

cqfd.
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Nous pouvons faire quelques remarques :

a) Nous avons décomposé une permutation affine quelconque *zen produit de

deux permutations affines wol, L &tant une permutation de ggn)f\LIN(n) et
w une permutation de Q(g).

Comme L est aussi r@alisable sur le réseau oméga renversé nous pouvons donc

8noncer le résultat suivant améliorant un résultat obtenu par Eenfant et

"Tahé [6] :

Théoréme 2 Toute permutation affine peut 8tre ré&alisée en 2 passes par le réseau

oméga renversé.

’

b) w est une permutation affine, or Lenfant et Tah& [ 6] ont montré qu'une permu-

c)

tation affine est réalisable sur le réseau oméga renversé si et seulement si
sa matrice est décomposable sous la forme LU, donc toute permutation affine
peut s'écrire comme la composition de 3 permutations :Oﬂ
L o U 0Ly avec L, L e ™ @ er v, ¢ U

b

. n . : .
La matrice de L( ) est facilement obtenue au cours de 1'algorithme.
A chaque pas nous obtenons une ligne de (n%
au premier pas la nt M€ ligne nous est donnée par Lin; = Minz
b4 ?

. n
pour i<n, Lé’i =1




Du théoré&me 1 nous allons déduire le théoréme | bis.

Théoréme | bis : n. > 2

(n)

Si ¥ e3t une BP sur E » 0 la permutation associée deil 2,

(n-1)

Si ¥ est la BP sur E déduite de ¥, en posant

& (@ l(n)) = a(n) si a(n) # n

alors si a(n) # n-

@) (n), (37D -1 . %Y. (a)
“ v‘{’—[ (n)’ o\l/,'rd,eza(n)lo‘l’),na(n)
Si a(n) =
T(z) oVv =[1(n) ; ‘r(g?l) (o "}’J, (n—l) ‘i‘) (nt)l 1 ]
- 20 °d
n

o T(Zgn-l

22

o)

(494, )]

Ce théoréme nous donne donc la commande de ﬂ/(n) pour les €léments de BP C
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V Décomposition LUL des permutations appaftenant a BP C

Nous allons utiliser le théoréme 1 bis pour trouver cette d&composition.
soit ¥ une B P, le thé&or&me ! bis nous donne une décomposition de ¥ sous la
forme ' ’ h AR

Y=uwo0 Ll ol L‘1€LIN(n) ﬂi,(n)- et w G_Q(g) ﬂLI.N(n‘)

et nous savons que w est décomposable sous la forme L2'° U2 avec -
e @ e ® e r, € ¥ a g™

D'oli nous avons un algorithme:nous donnant ¥ sous la forme L1 0 Ul o LZ désirée.
Cet algorithme n'est toute fois pas satisfaisant : nous avons & dégpmpéser la

matrice de w sous la forme L1 o Ul'

Heureusement nous avons le résultat suivant

Théoréme 3 :
soit ¥ une BP sur Eﬁﬂ
si par l'application du théoré&me | bis, et la décomposition LY & ¥ nqqg

obténons ¥ = L. o U, o L

1 1 2
et que de la méme maniére nous obtenons pour ¥ !
-1 - T ' K
¥ = L1 o Ul 0 L2
-1
' =
L} =5
-1
Ul =U
_alors 1 1

'
LZ

) ]
=
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Ce théoréme nous donne un moyen pratique-de calculer les commandes pour
réaliser L1 sur le réseau omega, L2 sur le réseau omega renversé, et
U, sur le réseau omegé ou suf le réseau omega renversé :

1 .
(n)

Nous appliquons le théoréme bis a ¥ (M est la matrice associée i Y)

nous avons donc la commande de L2 sur le réseau omega
(il est clair que les commutateurs du dernier étage dont tous a 1l'état 0)

et la commande - L1 oU1 sul e résedl. omega re*v"*"P

-1 (M(n) [

Puis nous appliquons le théoréme a V¥ est associée & %V )

Nous avons alors la commande de L;1sur le réseau omega donc celle de Ly

, -1 -1 .
sur le réseau omega renversé et la commande L2 oU; sur le réseau
omega renversé dont celle de U1 oL2 sur le réseau omega
D'aprés la propriété 1 la commande dé U1 sur le féseau omega
est alors obtenue en faisant le ou exclusif de la commande de L2

avec la commande de U1 OLZ' De méme la commande de U1 sur le féseau

omega renversé est obtenue grace a la propriété 1.

Dans la pratique nous allons méme calculer ainsi la décomposition de

T(g)ow.
q8re étape : application du théoréme 1 bis a T(n)

(n)

ce qui nous donne la commande de T d oL, oU

1 sur le réseau omega renversé

1
et la matrice de L2'

Zemeétape : application du théoréme 1 bis i W—1

ce qui nous donne la commande de L1 sur le réseau omega renversé et la

matrice de‘L—;1

eme | .
3 étape: ou exclusif des commandes obtenues et nous obtenons la

(n)

commande de T L?é)°U1 sur le réseau omega renversé

(La commande de T(n)oL oU Ifn' iJ?U est obtenue en faisant le ou

=1 oU etL)

clusif d d d
exclu es commandes de T L'1 (@)



Nous obtenons donc :

1§?)0 Y = L1 0 (.15?21(d) 0 Ui) o L,

Nous connaissons :

- oo ) ' s ok
1) la commanae dJde {f -1 (a) oU, sur le réseau omega renverse

2) la matrice de L,

3) la matrice de L;1

Exemple 2
n=3
b =
. - . .. (3) (3)
et nous voulons connaitre la décomposition de T.7°0 0
a)paf application du théoréme I 5'T§3) o 0(3)
l""'""""_—""—'_? “““““ "‘l
Os — | p— 3 —=
! |
1 — 1 Po— 1 _—
' {
2 — \ — — : <
3 - { /s . —
h e e e e e e o e o = =}
l_-.____--________"J
N — = =T —
5 | — anmm— — | o—
l B
. 6+ \ 1
L X XX
. | )
100 Fig. 10
L,=1110
2 o1 1

25
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. . 2 N N 3 _1 . Py . ' '
b) par application du théoreme 1 a .o( ) (puis la symétrie pour obtenir g(3
ettt
a— ! L nd wm——— w— L —— -4
! |
1 Sa——— —— S— | S—— S——
: |
{
1
2 /TTV) N N/
3 —| N\ N N e M LYy
e e e s e - ) /
l_____________________|
é ‘ — et \ :
| Sy, f—
‘ !
6 2 ; | S— ‘
7 — - ; —— d
1

——

1
nous obtenons L =]
1

3)

D'ol la commande du réseau omega renversé pour I L—és) 0 'Ul
1

0 =
—

9 === —
3 ‘ —
4-—__. | T omsm——
5 A =
6—-‘——— —— ——
7 - — aam—

Fig. 12
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Démonstration du théoréme 3

Appliquons le théor&me 1 bis 3 une, BP y
soit o la permutation associée sur les indices

Nous avons, avec les notations du théor&me.!l bis

si a(n) #n
(n) C(y _(n-1) y (n)
v 2 (b a_l(n) "(Yj T ZWKn)—l‘o ¥ )’ n o (n)

sia(n) =n

v =1 @ b, 1™

i1 est donc clair si a (n) = n que la décomposition obtenue pour Y est la méme
- . .. o, n—
que pour Y ! s'il en est ainsl pour Y etV !

si a(n) # n nous obtenons ¥ =n o (n) ) Wl on az&) n
vhaa® ot ey, @
a tn) :

1@ (v, D ~)_ (n)]
avec ‘Pl,—[l‘ H ?’, T o (n)-1 o ¥ J; 1
. 2 .
' bl e s [ M
Wl a donc pour mgtrlce : Mwl . Y ///

00 1

et ¥. a pour matrice : M,_] =

1

11 est maintenant clair d'aprés (1) et (2) que les décompositions obtenues sont

les mémes pouf_W et\‘ll—1 si elles le sont pour ¥ et W_l

Le résultat recherché est donc obtenu par une récurrence immédiate.

c.q.f.d.




28

VI Commandes pour réaliser A(;) oMo A(:)t ou M €EBP C
] ]

Nous avons donc vu au début du IV la marche 3 suivre. Il nous
reste donc 3 résoudre les problémes suivants :

- calcul de la commande du réseau oméga pour réaliser

"'c(ln) BERLO I "‘i‘fk a® e ™ [ Y,

= calcul de la commande du réseau oméga renversé : pour réaliser

3 A(?Zk o 1™ o_T(:ix)

: )
- calcul des commandes pour réaliser U(n) € Llédh 11Jgu¥ le réseau

oméga et sur le réseau oméga renversé.

Pour pouvoir donner des formules récursives pour ces commandes

(n)

nous allons envisager le réseau oméga Q' ‘de deux manidres différentes : nous

(n)

pouvons considérer le réseau oméga comme deux réseaux Q(n—l) (1'un agi-
ssant sur les €léments d'indices pairs et 1'autre sur les éléments d'indices
impairs) suivi d'un &tage qui permet de commuter x et x ® | suivant les valeurs
d'un vecteur V de booléens ﬂfig. 14)

Cette interprétation nous méne 3 écrire :

w = [(ml, wz) ; eg
(n)

pour w une permutation passant sur £

(n-1)

s Wys W, étant des permutations passant

(n)

sur Q ev_étant la permutation réalisée par le dernier &tage du réseau. Q

- s . .
quand le vecteur de commande est &gal 3 V de manidre duale, nous pouvons consi-

(n)

n-1

dérer le réseau oméga comme un étage qui permet de commuter x et x @ 2

. > . . . n—-1 ' .
sulvant les valeurs d'un vecteur V, suivi de deux réseaux Q( ) 1'un agissant

-~

212 s o s e s -~ 1 21z s e
sur les €l&ments d'indices inférieurs 3 2" y 1'autre sur les €léments d'indices
- n-1,_.
supérieurs 3 2 (fig. 15)
Cette interprétation nous permet d'@crire :

W= [n-ﬁ 3 (wy, w)l




. . . . 3
Les trois maniéres d'envisager le réseau Q( )

0 -
0 4 8
1
2 1 5 9 [
3
SNYSAXYS -
1
5 6 0
6 1
7 11
713 .
fig. 13 le réseau habituel.
R i '
Lo s |8
; )
\ . 9>L_
§
1 6 ! 10
' 1
I E 7 L fn
ke e m e - - = A
fig. 14 premidre interprétation
piintheiaiintieibali 1
0 o : 4 M
1 \ ' ;
2 T Puunslmmsne
i i} 6 9 |
3IVW—\/ W= - T T -
4 Ts ] 10
)
5 2 ! '
: 1
6 13 il 7 11 |
7

fig. 15 seconde interprétation.
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. . n-1
pour w une permutation passant sur 9( ,) n

> étant 1la permutation

W
Loy oz .o . - (n)
réalisée par le premier &tage du réseau oméga Q

est ‘ﬁ.

si le vecteur de commande

Il est clair que la premi&re interprétation est commode pour calculer la commande
1z (n) > , - .
pour les é&léments de ) V est le vecteur nul ou son complémentaire, W et

. ;(n-1 o
w, appartiennent 3 XE 2 Pe méme la seconde est commode pour calculer la

2
P, i ,(’n)
commande pour les &l&ments de (J,'7.

Nous avons aussi des interprétations similaires sur le réseau oméga renversé,




4 3
Nous allons maintenant donner les théorémes permettant le calcyl dgg.

commandes souhaitées

soit L(n) € %(n) N LIN(n) n
soit d un nombre compris entre O et 2%

soit j,‘ k, 2 nombres compris entre O et 2?" " (j impair ).

Nous appe llerons

£ (n) la permutation définie par :
Ly" dy §, k

g(r(x)) . - Tc(ln) ALY o A(r'l)k

L' d,j,k - i

_Théoreme 4 si on pose k = 2k' + k , d = 2d' + dyy 3= 25" + 1
| (n)

pour n32, soit L(n_l) la permutation induite par L' sur X, .= 0
alors L(n-l) € LIN(n—l) M &/(n_l) : \

(™ (k) = 2a' + K

si )
Lt k,@1) =2+ (kO
sur le réseau oméga la commande pour £ (r(x‘;) nous est vdoﬁnée par
L » d’j’k
(n) ( ?1 (n-1) (n)
13 =[(¢ ?"1) ' v ozt & _ H ]
.L(n), d,j,k L , d'@ a',i,k L(n 1),d'@b',j,j'+k'+kl 1_(1&11,
) _ (1 , - (1)
sin =l ‘ELII),d,j,k k@ 4
Démonstration _
On note aﬁssi L(n) la matrice associée 3 L(n)
alors si L(n) = éL .)
O
A= (a.lJ.) avec si j>1 i,] i,j
Si j = 1 a.l’} = Li,l
= , ‘ i b. . =L. .
B= (bij) avec si j>1°4 54 i,j
et si j = lbi,.l =ai,l‘
alors L(n)= AB

d'oll si on note aussi A et B les permutations linéaires ayant pour matrices

A et B
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EL(n) d,j,k(x) - ;'r((in% L(n) o A(?zk(X)

’

_('c((;% A o0 B o )\(?Zk)} (x‘)'-‘

si x = 2x'

on a alors Bo A (0 =2 @@ (A§?;l) (x'))"'kl

et Ao Bo X . (x)‘=. 2(L(n-‘l) .(—1:??;}) x")) ®a') + k

(n) : - -

To Ao 3ok ()= 2,1 (A§I:k]) ")) © CEDENCES
_ oen(n=1) (n—1) (n=1) (.
= Z;tr,d@a, oL o Xy (x")) +k @4

si x = 2x"+1

- (n-1) ,,(n~1) ‘
Bo}\j’k (x) - 2(L .(Aj’k|+jl+kl(x)) :" kl @1

Ao Bo k() = 2(L(n")(A(g.‘:ll?+j,+kl(x)) ®b') + k@l
(n (x)_ (n-1) (n-1)
.TdC?AO Bo Aj,k —Z(Ad@o' oL 0 }\j,k'+j'+kl(x)) +k10d1®1

Nous avons donc obtenu le resultat cherché

. : n
* Nouspouvons aussl donner la commande de E( )

) pour le réseau oméga
L ,d’j’k

renversé

Théoréme 5 sur le réseau oméga renversé

pour n>2

My ® (-1) {n-1) | -
g n)., ., =t HE E AP N A
L7530k [ k%, ( LD aves g kreg LY d'@Al,j,k'+Bl>J

a' (k@) +b' (&, ®d)

avec A0

A a' (k1@dl) + b’ (kl@il)

BO = (j'+kl) (k1®dl)
A= Gk Go@a))
_ 1 @) _ LD
pour n = 1 F,IE ) B = 1
L ,d,j,k kl@dl
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(n) - A(n) (L(n)) (n)

Nous allons maintenant calculer la commande de_y:(n)
L™, 3K

)¢

non de (L(n))f] quand celle-ci est obtenue par le théoréme 2 (ou par le

car nous devons nous rappeler que nous connaissons la matrice de L

théoréme 3)

Théoréme 6

(n)

(n) d est

vJok.

Sur le réseau oméga renversé la commande pour réaliser y

donnée par :

pour n>2

. {(n) (k) 28" +k1~
s1

(n) (k@l) 2b"+(k, © 1)

v = | ® v b Y(anln-)-l)
L(®) d,3,k kl@dl L1 ,d'@n" §,k"+(§ 4k )k L ,d'@b’,k'+(j‘+kl}k

’

) _ D
L4560 k@

Ce théordme se démontre facilement en comstatant que @
(n) E(n) -1
n n .~1
( ) ,J sk ( ) »d J ’_J sk

Nous allons maintenant montrer comment calculer la commande du réseau oméga

sin=1y%y

et du réseau oméga renversé pour realiser U(n) e”LL(n) N LIN(n)

Théoréme 7 Sur le réseau oméga renversé :

soit v™ ™ A L™

.pour n3Z
si 0™ @™ =" e

. _ n-1 n
sid=2 dn+d

si U(n l)es(: la restriction de U(n) x = 0] alors_U(n l)'GZLIN(n l)r\lk(n )
(g y @ =[:‘g.‘.‘) o y@ D c(l& Do U(n-.n)_; T(:r)i-l ]
d

) n

n U(l) - )

sin=1 1 q° T d]
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Théoréme 8 Sur le réseau oméga
pour n32.. -

si @)@ < m e

sid-= Zn—ld + 4"
alors U(_n) o] Tc(ln) =[T;r(lx)1—l)ﬂ 5 (U(n—l) 0 ‘té?;l), U(n-l)or(g;é,)f)J
. 'n
. (D__(1) _ (1)
sin-=| U "ot g =7 dl

' s cas . . (n
Le théoréme 7 sera utilisé quand on connaitra la matrice de U( ), le

. . -1
théoréme 8 quand on connaitra la matrice de U(n)

Nous allons maintenant faire la synthése des résultats :

Le calqul de la commande de A(n) ot(n) oyok(?) sur le réseau Q{Sn)

P,q d 1,k
(si ¥ est une BP) se fait en 3 étapes .
(n)

1) )ecalcul dg la commande de T d oY et la matrice de L2

1 I

et de la matrice de L.

calcul de la commande de ¥ 1

Ces deux calculs peuvent se faire en paralléle. Nous utilisons le théoréme

] bis et le théoréme 3

N

2) - calcul de la commande de Ténltd) o U1 sur le réseau.oméga renversé
I

(par le ou exclusif de la commande de Tén) 0 L1 ) U1 et de la commande
de Ll)

- calcul de la commande de A(;)q o L1 sur le réseau oméga renversé
H .

(par le théoréme 6)
oA(n)
ik

='calcul -de la commande de L sur le réseau oméga: (par le

2

théoréme 4)

Ces treis calculs peuvent se faire en paralléle .

1
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3) Ou exclusif des 2 commandes sur le réseau oméga renversé
Nous pouvons donc admettre que lé temps de calcul nécessaire pour

calciler est de 1'ordre de 2 fois le temps de calcul de la commande d'une

FUM de Lenfant [1] sur le réseau de Benes
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(n) (n) (n)

VII Commandes pour réaliser les permutat1ons des fam111e31r k 0 V R

oS o)

Nous allons maintenant montrer comment calculer les commandes

n
sur le réseau Q pour ces deux familles liées aux problémes d'expan-

sion et de compression de vecteurs.

(n)

Lenfant [ 1] a montré que ' ’‘est réalisable par le réseau

(n)

oméga et que 0,V est réalisable par le réseau oméga renversé. Nous allons

® @ @

donc considérer la permytation . oM comme la composition
( ) : ok 0,V i,h ;
des deux permutations X', i h qui est reallsable par le réseau oméga et
i, :
_ A(n)k ou(g)v qu1 est réalisable par le réseau oméga renversé.
n . -
Pour calculer la commande de A(j)k ou(o)v sur le réseau oméga
3
renversé, nous allons utilis& un résultat général sur la composition d'une

(n)

g Par une fonction de :L(n)et un résultat obtenu par Lenfant [ 1]

fonction de @

Lemme 1 : supposons n>2

¢n)
soit \€€ (;Ln
sur le réseau oméga (?= [r(n) : (?O (Pl)] avec kl =lou0

Yo, fi e £7°

soit Y € Q(E)

sur le réseau oméga renversé : Y = [e(z); ( ¥os ‘PI)J

alors sur le réseau oméga renversé la commande deteo‘}‘ nous est donnée par

\?o‘i’-lr(n) (\'eoo‘{'k,(‘eo‘{’iz)]

1

La démonstration de ce lemme est immédiate :

si%J = }‘(?)k nous avons donc : en posant k = 2k' + k,
) = 2j' + 1
(n) @ [ - A(o=1)
Yk oY Frp % AJ,k'+k g’ +k) SR +k| (J +k)
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n)

Lemme 2 : La commande de “(O v

sur le réseau oméga renversé nous est

donnée par :
(n) _ [ (m), [ (n-1) (n-1)
pour n;Z H O,V - € g ’ ao’u ’ H O,W

avec g, = V’OG)V1 @y,

et u, = v2i'gi + Vz'i+ng

[

w _ -—

L= Voser 852
co_ o (D (D
sin I u 0,V " T Vo

(pour la démonstration voir Lenfant [1D)

De ces deux lemmes nous allons déduire la comménde de A‘?)k 01}n) sur le
réseau oméga renversé : , 0,V
Théoréme 9 Sur le réseau oméga renversé :
pour n>2
(n) ) _{ () [ (n-1) (n-1) ,(n-1) (n-3)
A5k Yo,v | ey s Vi Gl OV v’ Aj’k'&l‘j'*kﬂouo’w
¢ T
= 4 L
avec h, klcvd%'”"'®v21
¥ -v,§
U = Vyy i+ Voi+1 hi
et
}2 =V h.+ hi
17 Voi4p Byt Vpy B2
pour n = 1
(n _ay _ )
ik Yoy T Tk @7
0
Démonstration
D'aprés les lemmes 1 et 2, nous avons :
pour n32
@ @ | _(m (@, (D . (n-1) . (1) _ (n-1) _
}\j;kou 0,V =| T kl o€ g N j’k.+k1(j,+k1)ou O,klU"'le j,k""ki(j"*'kl)oU‘O,kilﬁklw
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gvec g = v Ei....@ﬁZi

Posons h, = g;®k, = kf@Vo....49V21

Nous avons

N, -
d'oli si k, = 0,U, = U =V,.8 +V

1 1
| k, =0, h, =g, donc U. = V..h. + V.. .h
or comme ] =0, b = gi onc Ui = Voy.he 2i+104
ik, =10 =W =V g.+ |
Stk = LU =W =V 1878
or comme k, = 1, h, = g.. d'oi aﬂ =V, .h,+V h
1 » Ny T8y Yi 2117V 21+ 1M

Donc dans tous les cas :

Ui = Vil Vi
De méme nous démontrons que :
Wo=v.. R +v.h
1 T2i+1¢ T2iti
c.q.f.d.
Rappelons qu'initialement u(g)v est une permutation telle que :
9
. _ (n) _
si VX =1, u O,V<x) = Zuy
y<x

Il est interessant de noter que nous donnons ici la commande de la permu-

tation telle que :
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(n)

s; Vx = ] UO,V (x) = Zuy
y< x
. _ (n) DS - L
_51Vx 0 . uO,V (x) = 2 -1-z(1 1%y)

y<x

I1 suffit pour constater ce ré@sultat de noter que :

(n (n) _ (m) o=
2?‘—1 21 OWo y T Fo,w avee W =V,

Pour 1'opération inverse de la compression, c'est a dire 1'expansion, nous

avons un résultat analogue :

L

oA( n)

Théorgme 10 Sur le réseau oméga, la commande pour réalisery (() ‘), Kk nous

east dennée par ¢

(n) (n) _ (n- (n-l) (nx 1) (n—l)
Vo v Q)\j,k_[Q\) O,é) oA k' \)0 w k + (3 + k )) E1—(1'1.'1)

. AZRAY PO
avec h, U, W définis comme pour le théoréme Y

sin =1
LD CONNCY: \
o =T -
Vo,v %3k k @V,
I1 es* satisfairant d~ noter que la complexité& du calcul de la commande pour
(n) (n) (n) (n) (n) (n) 2 (n)
_)\j,kouov Qxi,h et pour.kj’k OVOV O)‘i,h sur le réseau @, est
(n) v (@)

a4 peu prés la méme que celle de la commande pour u oy °u 0 y Sur le réseau
?

de Benes.
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Conclusion

- - o A n . s
Nous avons pré&senté le réseau @Lﬁ ). Il est facilement dérivable
a (n) 5 DU
du réseau de Fenes Gb et ne pose donc pas plus de probléme§de réalisation
. - n
que celui-ci. Nous avans montré comment calculer les commandes de al( ) pour
les principales permutations que le réseau d'interconnexion d'un calculateur’
vectoriel SIMD est appelé a réaliser dans le cas oli un vecteur est défini par

adresse de base et raison.

Pour’terminer, nous soulignons le point suivant : en calcul
vectoriel les permutations sont plus souvent connues par le nom de leur famille
que par les destinations des éléments,'donc la commande d'un réseau de la forme
matrice de points de croisement n'est pas plus simple que la commande de notre
réseau O{Fn) au moins pour les-familles de permu:ations que nous avons &tudiéges

(Imaginez le calcul des destinations pourfA‘?) () gjﬁg)h),
,h”

[o]
k OH 0,V
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