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ABSTRACT

This paper is devoted to the two levels inventory planning problem.
The demand is known on [O,N1, where N is the horizon of the problem. Inven-
tory and ordering costs are supposed to be concave and non decreasing.

We show that the optimal policy is, for the highest level, identical
to the well known mono-product optimal policy. At the Towest level, the
properties of this policy are more complicated, in particular when several
inventories exist at this Tevel.We consider this general case in the following.

RESUME

Ce papier est consacré au probléme de gestion de stocks a deux niveaux.
-La- demande est connue sur [O,N], oG N est 1'horizon du probléme. Les coiits
de stockage et de commande sont Supposés concaves et non décroissants.

Nous montrons que 1a politique optimale est, pour le niveau haut, iden-
tique & la politique optimale bien connue du cas mono-produit. Au niveau bas,
les propriétés de cette politique sont plus comp]iquées, surtout lorsque 1'on
trouve plusieurs stocks 3 ce niveau. Dans la suite, nous considérons ce cas
général.




0. INTRODUCTION.

Dans- 1a premiére partie de ce travail, nous nous sommes intéressés a un
Probléme de gestion de stock & deux niveaux avec un ascendant et un seul de-
scendant. Nous généralisons cette approche dans le présent papier : le pro-
bléme est encore a& deux niveaux, mais admet plusieurs descendants.

Nous donnons dans la partie portant sur les propr1etes du contrdle op-
t1ma] deux résultats inmportants.

Le premier montre qu'au niveau haut, les propriétés du contrdle op-
timale sont semblables & celles rencontrées dans le cas mono- produit & un
nivedau. Pour le niveau bas, on montre qu‘il existe au plus un descendant
pour Tequel on se réapprovisionne deux fois lorsque le niveau du stock
est non nul. Pour les autres descendants, on se réapprovisionne au plus
une fois Torsque le niveau de stock est non nul.

Le deuxiéme résultat donne 1'état des stocks en fin de période. I1
indique qu'il existe au plus un descendant que 1'on réapprovisionne d‘une
quantité supérieure & la quantité strictement nécessaire pour satisfaire
Tes demandes. Au niveau. haut on se réapprovisionne de la quartité stric-

tement nécessaire pour satisfaire les demandes.

L'utilisation des équations de la programmation dynamique de type ré-
trograde nécessite, dés que :le nombre de descendants dépasse deux, des res-
sources informatiques trés importantes. D'od 1'utilité de la décomposition
en problémes adjoints pour 1'application d'une heuristique que nous présen-
‘terons. Les calculs sont beaucoup moins importants si la fonction qui .donne
le codt de stockage du niveau zéro est lingaire.

Le contrdle obtenu peut toutefois ne pas étre optimal.




I. POSITION DU PROBLEME.

I.1. Le modéle
I1 s'agit d'un probléme de gestion de stocks a deux niveaux.

Le niveau haut est constitué d'un stock unique noté S0 et appelé ascen-
dant ; S est réapprovisionné de 1'extérieur, On suppose que les ressources

extérieures sont illimitées.

Le niveau bas est constitué de plusieurs stocks appelés descendants et
_notés Sk s k= 1,2,..,2. Sk est réapprovisionné a partir de Sy et satisfait
des demandes extérieures connues. Aucune rupture de stock n'est admise.

La figure 1 schématise la situation du systéme.

vg»i = 0,1,...,Nz1

S0 { niveau zéro
(ou niveau haut)

- — [ | — &
S % jveau 1
" 1 _J ! 52 ) f____j____J | Sl J niveauy
\ \ l l (ou niveau bas)
i i i .l
d1 d2 . dj dz’ i=1l,...

Fig. 1
50 est 1'ascendant

J=1,...,2, sont les descendants.

Nous avons un ascendant et 2 descendants.
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Les colts de reapprov1s1onnement du niveau haut, Tes coits de transfert
du niveau haut vers chaque descendant ainsi que les colts de stockage a cha-
cun de ces niveaux, sont concaves, non decro1ssants et non stat1onna1res Les

stocks initiaux sont positifs ou nuls.
Le probléme consiste & minimiser le coit total sur un horizon fini donné,
sachant qu'aucune rupture de stock n ‘est admise. L'étude se déroule sur un

horizon fini et connu.

I.2. Notation et définitions

s Si N est 1'horizon du probléme,

* d}, i= 1;. Ny J = 1,...,2, est la demande qui apparait en S a
T'instant i. Ces valeurs sont connues,

* v}, i=0,...N-1, j =0,..., 2, est le réapprovisionnement de S
a T'instant i qui prend effet & 1'instant i+1. Ces paramétres sont
des inconnues du probléme.

* y;, i=0,...,N, j= 0,..., £, est le niveau de stock S
T'intervalle de temps [i, i+1)
- 0
* yo1 et yj
stock Sy et le niveau initial de S (c'est & dire Te niveau de So
a 1'instant -1 et Te niveau de S s J =1,..., 2, & 1'instant 0).

s J=1,..., 2, sont respectivement le niveau initial du

Les équations d'état s'écrivent :

L

il i i L )
ol TW Y T B % i =510, 81

, (1)
i+l 4 i _ i+l . . . )
yj = yj + Vj . dj pour J = 1,...,2 et i =0,...,N-1

Nous convenons que vél =0 : c'est le réapprovisionnement du niveau haht
décidé a 1'instant -1.
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Observons au passage le décalage entre le niveau haut et le niveau bas :

un réapprovisionnement décidé & 1'instant i ay niveau haut n'est disponible
qu'a 1'instant i+l au niveau bas.

Les contraintes suivantes sont imposées :

v} >0 pouri =0,1,...,N-1 et j=0,...,2
Cette premiére série de contraintes impose des réapprovisionnements
non négatifs.

.i

Y.

j2 0 pouri=20,l,...Net]j=0,...,2

Cette seconde série impose qu'il n'y ait pas de rupture de stocks
yal >0

%= On note, en faisant les mémes conventions que dans la premiére partie pour
1'utilisation des indices (voir [51])

Vi - {v;.} 1=0,1,....N-1 pour j € {0,...,2}

Vo= Vi) 5o0,1,. 0

V5= {y;} 1=0,....N pour j e {1,...,2}
| fy = Gy =L

Yo=Y 5e001,... 00

V est appelé controle.
Y est 1'ensemble des états associés a V en appliquant (1).

Un contrdle vérifiant (2) est dit admissible.

(2)
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Si V est un contrdle admissible et Y 1'ensemble des états assoc1es, le
colt associé a V s'écrit : ‘
N-1 2

K(vg's _yg,.,...yg,w = LRI o)
1=0 J

ol pour j = 0,1,...,2 et i-f 0,1,...,N-1 :

* c;(v) est le colt de Tancement d'une quantité v > 0 destinée 3 réappro~
visionner Sj' Ces fonctions sont concaves et non décroissantes.

* f!(y) est le codt de stockage d'une quantité y > 0 en stock dans S
sur la période [i »i+1). Ces fonctions sont également concaves et non
décroissantes.

Soit D(yél, y?, cees yz) 1'ensemble des contro]es admissibles.

V¥ ¢ D(yél, y?,...,yl) est optimal si :

(vL.y9,. <5y QV¥) = Min K({O ¥, ..,yg,V) (3)
VGD(yO syls ""yf,)

Nous ferons les conventions suivantes :

q .
5 d) sil<psqgs<N J=1,...,2
i=p J
2 - (4)
i
0 sinon
2 q
I I v si0<p=<.qs<N-1
J=1 i=p
P,q _
ob (5)
0 sinon
= Max{a,0} o (6)

La condition pour que D(ybl,y?,...,yo) soit non vide s'écrit :




dt

1 J

y—l +
0

¥ 2

M
™o

1 J

Cette relation exprime que les demandes qui apparaissent & 1a fin de la
premiére période pourront étre satisfaites.




I, PROPRIETES DU _CONTROLE OPTIMAL.

Avant d'exposer les deux résultats principaux donnant la forme du con-
tro]e optimal et 1'état des stocks en fin de période 1lorsqu'on applique
un contrdle optimal,nous introduisons des notations supplémentaires.

Quel que soit k ¢ {0,..... 2L} ¢
0 .1 Ay . . ) . :
* 1k’ T oves T est la suite des instants de reapprovisionnements non nul
de Sk.
* pour me {0,..., do} s J e {0,....,dk},ii(m) est le plus petit des ik stric-
tement supérieurs i 13. '

* D(nil,]%,...,y%) est 1'ensemble des contrdles admissibles.
Le théoréme I que nous allons é&noncer indique que :

1. Au niveau haut le probléme est semblable au probléme mono-produit & -
niveau unique, c'est a dire que tous Tes réapprovisionnements, sauf peut étre

Te premier, ont lieu alors que le niveau de stock est nul. De plus, le réappro-
v1s1onnement optimal conduit le stock a satisfaire un nombre exact de réappro-

. visionnements consécutifs du niveau bas.

2. Pour le niveau bas, i1 existe au plus un descendant pour lequel on se
réapprovisionne deux fois avec un niveau de stock non nul, et cela a ljeu si
le premier réapprovisionnement du niveau haut se fait & un instant oG le ni-
veau de stock est nul.

Ces résultats sont donnés par le théoréme suivant :
Théoréme I :

Si D(ybl,y?,...,yg) z¢, i1 existe un contréle optimal V = (vj)j=0,1,...,2

ayant la propriété P, donné par (7) et (8) :
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il |
ykk =0 pour ke {1,...,8},n¢ {1,...,dk}, n #s(0) (7)
N
'0
et Yo =0 pourne {1,.....d5} - (8)
V vérifie de plus la propriété P2 suivante :
0 i
si yoo > 0 alors Y o F 0 pour ke {1,...,2} et ne {1,...,dk} (9)
i0 |
et si ka >0 pour ky e {1,...,2} avec s(0) =0
0
;5(0)
‘alors quel que soit ke {1,...,2}, k # kO’ ykk =0 (10)

Dans la propriété P1 :

% La relation (7) exprime que tous les réapprovisionnements du niveau bas,
sauf peut étre, pour chaque stock, le premier et celui qui suit le premier
réapprovisionnement non nul du niveau haut,ont lieu lorsque le niveau du
stock est nul.

«La relation (8) indique qu'au niveau haut, tous les réapprovisionnements,
sauf peut étre le premier, sont décidés Torsque le stock est nul. C'est le
résultat bien connu dans le cas mono-produit & un niveau.

La propriété P2 précise la précédente :

«La relation (9) indique que si le premier réapprovisionnement du niveau
haut a lieu alors que le stock est strictement positif, alors, pour tous les
stocks du niveau bas, on observera au plus un réapprovisionnement strictement
positif alors que le stock est strictement positif, et ce sera le premier.

xLa relation (10) indique qu'au niveau bas, un stock au plus présente deux
réapprovisionnements strictement positifs alors que le niveau du stock est
lui-méme strictement positif.



On peut résumer ces deux propriétés comme suit :

al. Au niveau haut, un réapprovisionnement strictement positif au plus appa-..
rait alors que le niveau du stock est strictement positif et lorsque cela se
produit, c'est le premier des réapprovisionnements positifs. '

a2. Au niveau bas, deux cas peuvent se présenter :

a2.1. ou bien le premier réapprovisionnement strictement positif du ni-
veau‘haut apparait Torsque le niveau du stock est strictement po-

. sitif. Alors, pour tous les stocks du niveau bas un réapprovision-
'nement strictement positif au plus apparait alors que le n1veau du

stock est strictement positif et lorsque cela se produit, c'est le
premier. :

a2.2. Sinon, la propriété 2.1 reste vraie pour tous les stocks du niveau
bas sauf peut &tre 1'un d'entre eux. Lorsque cela se produit, les
réapprovisionnements en question dans ce stock sont le premier et

le premier qui suit le premier réapprbvisionnement strictement
positif du niveau haut. ' '

Démonstration.

a. Nous démontrons d'abord qu'11 existe un contrdle optimal ayant la propriété
Pl'

a.l. I1 existe un contrdle optimal vérifiant (7) :

a.l.1. I1 existe un contrdle optimal vérifiant (11)

quel que soit me {0,... do} alors
1-2 ' (11) -
Y F 0 pour ne {1,...,dk}, ke {1,...2} et n =s(m)
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$'j] existait un contrdle optimal V0 ne verifiant pas (5), alors il

existegait ne {1,...,dk} , Me {0,...,d0}, nzs(m) et ke {1,...2} tels
i
que ykk > 0.

on définit :

.Nn .n .n-1
0,1k 0,1 0,1k

A = Min{yk > Vi k, Vi } (12)
On construit les deux contrdles Va et Vb de la maniére suivante :
vl = VO’1 sii =il teti =i
k k ~ 'k k
a a,iz—l O,1r':'1 :
Vk =V = Vy - A ’ (13)

.n -n
a,iy ) 0,1k

a _ .0 . .
Vi = Vi pour i e {0,...,2} et i =k (14)
et :
vi’1 = vi’i si i = ik-l et i = ik
b b,12'1 0,1';:'1
Vk = (Vv = Vi + A (15)
N
vb’1k = vo,1k - A
k
b 0 . .
Vi o= Vs pour i e {0,...,2} et i =Kk (16)
V3 et Vb sont admissibles et optimaux.

La démonstration de cette propriété est identique & celle du théoréme 3
dans [5]. Nous la reprendrons donc pas.
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Considérons maintenant les relations (12) :

0,il , 1 4 Lyiy

alll. si A = Y s on pose V© = V¥ et M =0
0,il 1 b 1,i2

all2. si A = Vi > on pose V' = V- et Vi =0
0,iM"! ;. Ll

all3. si A = Vi » On pose V° = V" et Vi =0

Dans tous les cas, on observe que, soit V1 a une composante strictement posi-
tive de moins que VO, soit la succession des états correspondant au contrdle.
Vl.comporte une composante nulle de plus que Ta suite des états correspondant
au contrdle VO. Si bien que, en construisant V2 a partir de vl L 1'a
été i partir de V0 et ainsi de suite, on est assuré &'aboutir da un contréle
optimal vérifiant (11).

comme V

al.2. Montrons que (7) est vérifige.

Supposons que V ne vérifie pas (7) mais vérifie (11), c'est a dire qu'il
existe n > 1 et ke {1,2,...,2} tels que ygﬁ(m) >0

Nous définissons :

o,ig‘l 0,i%(M-1 0,i3(m 0,7 (M)
A = Min {vO > Vi > Vi > Y } (17)

On construit deux contrdles optimaux V3 et Vb comme suit :
a’1.s(m)-1 ;O’is(m)—l
v k =V k - A
k K

a,isM o s(m)

- k (18)
vy = v, + A

Vi = vk ailleurs
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a,im1l g1
0o _ 0
VO = VO = A
.m .m
a,i 0,i
*'0 *'0
W=( vy =vg +b (19)
a,i 0,id .
Voo = Vo ailleurs
V3= pour e (1.8 ik (20)
et :
b,1i(m) 1 0,1i(m)_1 -
vk = Vi + A
i b’ii(m) 0,1‘i(m)
Vi = Vi = Vi -A (21)
b,i _ .0,i . '
Vil = Vg ailleurs
b, L 0,071
VO = VO + A
b b,i"  0,i"
VO = v = vy - A | (22)
vb’i =V > ailleurs
Vb - Vb . .
i =Y pour i e {1,...,0} et i =2k (23)
v et Vb sont admissibles et optimaux. La démonstration est identique a celle

du théoréme 5 dans [5].

I1 suffit alors de considérer les différentes valeurs possibles de A
b
a:

[ 4

(c.f. (17)) pour mettre en évidence, comme dans all, que soit Ve, soit Vv
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a. Soit une composante nulle de p1us'que VO.

B. Soit une valeur nulle de plus dans la suite des valeurs prises par
les états associés.

§. Soit vérifie (7).
Le nombre de composantes étant fini, on,est assuré d'aboutir & un con-

trole qui vérifie (7). Nous complétons la démonstration de 1'existence d'un
contrdle optimal vérifiant Pl'

az2. I1 existe un contrdle optimal vérifiant (7) et (8), c'est a dire Pl'

" Soit WO = (Vg) J =0,...,2 un contréle optimal vérifiant (7).

Alors nous considérons 1€ probléme mono-produit & niveau unique admettant :

* yo~ comme stock initial

* (Vq) comme demande

J7i=1,...,%
* ca, i=0,1,...,N-1, comme fonctions de colt de lancement décidé 3
1'instant 1.

* f&, i=0,1,...,N-1, comme fonctions de coit de stockage décide sur Ja

période [i,i+1).

. : .n _
Nous savons que ce probléme .admet un contréle optimal Va tel que_y6’10 =0
pour n e {1,...,db}.

On trouve'la démonstration dans [2].

Donc Te controle V' = (V,(v0), | est optinal et verifie p

0 i 1°
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b. I1 existe un contrdle optimal vérifiant P1 et P2 :

bl. I1 existe un contrdle optimal vérifiant P, et (9) :

0,13 0.,i}

Yo >0 ety > 0 avec s(0) =0.

Nous définissons :
. :5(0) .s(0)-1 .0
O"k 0,1k i

- M4 0
A = Min {Vk s V ’ .YO }
- b cr .
On construit V° et V° comme suit :
a,is(0)~1 0’1.5(0)—1
Y k = v k - A
k k
. a’ii(O) O’ii(O)
Vk = Vi = Vi + A
a,i _ . 0,i .
Vi s vk ailleurs
a' 0 . .
Vj = Vj pour j e {0,...,2} et j =k
et :
b,ii(o)-l O’ik(O)-l
Vi =V + A
b’1.5(0) 0,15(0)
Vb = Vv k v k - A
k™ k k
b,i _ . 0,i .
vi© = Vi ailleurs
b _ 0 . .
Vj = Vj pour j e {0,...,2} et J =k

si V0 vérifiaza)P1 mais pas (9), i1 existerait k e {1,...,2} tel que

(27)

(28)
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b

V2 et v° sont deux contrdles admissibles et optimaux. La démonstration est

encore identique a celle du théoréme 6 dans [51.

En considérant comme précédemment les d'ifférentes valeurs de A(c.f. (24)),
on aboutit a un contrdle V1 plus "proche" de la relation (9) que V0. En cons-
tuisant une suite V2, V3,... de contrdles optimaux, on est ainsi assuré d'a-
boutir & un contrdle optimal vérifiant (9).

b2.5i V0 verifie P, et (9) mais pas (10), il existe kg e {1,2,...2} et
\ -

. 0
0, 1 ’
s() =0 tels que Y;EO >0 et ke {1,2,...2} avec k = k0 tel que ,ykﬁ >0

Nous définissons :
' s@) 0,i50) 4, 4s00) 0,i5(0)

0,i
A={.ykk sy%ko’vkokosvl%o} (29)

On construit V¥ et V® de 1a maniere suivante :

v k =v k = A
k k
.s(0) s(0) v
va _ a’]k ~ Os1k .
k=) Yk = Vi +A | (30)
vi’i = Ji;1 ailleurs
.5(0)-1 .5(0)-1
a,1ﬁ) 0,1k _
vkO = vko 0 . + A
| 2,i50) O,is@m
Vi = vko = V'% - A (31)
0 . L

a1 _ vo-’1 ailleurs




V3 =0 pour i {0,...0} et g {Kikp)
b’is(O)-l 0’1.5(0)-1
Vi k =V k + A
b,i3@  9,i3@
Vb = v Tk =V Tk - A
k ~ k k
vE’i = vi’i ailleurs
.5(0)-1 s(0)-1
b,1 51
v ko = v0 A
ky ko
b,1s(0) 0,15(0
Vb = v =V + A
K Ky 0
ot e e
b 0 . .
Vi = Vi pour i e‘{O,...,z} et i¢ {k,kO}

(34)

(35)

b

On montre en suivant une méme démarche que précédemment que v et V° sont

admissibles et optimaux.

Considérons (29) :

0,i30)
1. sia-= Yy
O,ii(o)
2. sid=y, 0
0
o,ii‘o)
3. si A= vk

on pose Vl

on pase V1

on pose V1

1,i
Ve et Ye

Vb et Y

1,1
b ]
V™ et vk

s(0)
k

"
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0,i5(0) 1,i5(0)
1 a kO
4. si A= Vi on pose V° = YV et Vi 0
‘ 0 0

Dans tous les cas, on voit que V1 est plus "proche" des conditions (10)
que VO.

On construit V2 a partir de V1 comme V1 1'a été a partir de VO. Aprés un
nombre fini d'itérations,on est assuré d'aboutir a un contréle optimal véri-
fiant les conditions du théoréme.

La figure qui suit schématise les différentes possibilités de réapprovi-
sionnement & 1'optimum, dans le cas de deux descendants. On n‘oubliera pas

que les configurations concernant Jes descendants peuvent étre symétrisées,

lére possibilité :

S\ _ .
! \f} X »> niveau 0
- (Ayf X descendant 1
.. [ 4 .
. niveau 1
@ X X —p descendant 2
2éme possibilité :
‘:'£> X > niveau 0
\- -
€)™ S descendant 1
-
niveau 1
N :
— X — X X X descendant 2

\

3éme possibiliteé :




- 18 -

. <E> X niveau 0
' f;) X X X~ descendant 1
niveau 1
' (x, X X descendant 2
-/
4éme possibilité
— X X » niveau 0
' (;) X {g} X ——— descendant 1
niveau 1
- (x) X X —» descendant 2
5éme possibilité
> niveau 0
(;> X X - > descendant 1
A niveau 1
u————————13?}—-—x —_— X descendant 2
Figure 2.

T » - .
K}) : possibilité de réapprovisionnement strictement positif avec un niveau

—

de stock capable de satisfaire au moins la demande suivante.
x : instant de réapprovisionnment non nul avec un niveau de stock nul.
Avec % descendants, on a au plus 2+l possibilités de réapprovisionnement
strictement positif avec des niveaux de stocks susceptibles de satisfaire au
moins la demande suivante : ‘

IT s'agit :

a) soit des instants ig, J=0,...,2
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b) soit des instants 1%0 . i;éo), jo € {1,...,2} ‘et ig, Je {1,...,0}
et j =j .
et xJO.
Définissons :
o = (N -0 ke,

Le lemme I- que nous présentons maintenant 1nd1que que si pour un des-
cendant quelconque le réapprovisionnement a eté supérieur aux besoins, alors
le dernier réapprovisionnement strictement positif de ce descendant s ‘est fait
avantle premier réapprovisionnement strictement positif du niveau 0.

La figure suivante schématise cette situation. Les conventions sont les
mémes que celles de la figure précédente.

— (X)X X niveau 0
N

Y

.__<::>___x___x Niveau 1
* Descendant k

Figure 3.
Lemme I :
. -1 0 0, .
Si D(yb 2 Y s oees yz) z¢,

il existe un contrdle optimal vérifiant Pl’ P2 et de plus la propriéte P3

-suivante :

si YE > o pour k e {1,...,2}, alors is < 18

Démonstration

$'il existe un contréle optimal V0 vérifiant P1 et P8 sans vérifier_P3,

alors il existe ke {1,...2} tel que g N oy et-ig > i
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Mais V0 vérifie P1 et P2’ donc :

_ :s(0)
Tk
d

0,i
Posons A = Min {yi’N - 0ps Vi k}

. 1 . .
nous construisons V- de la maniére suivante : V1 a toutes ses composantes

égales a celles de V0 sauf :

1,1ﬁ 0,1‘ﬂ
Vk = Vk - A
Li) 0.1
VO = VO - A

V1 est un contrdle admissible et optimal. La démonstration est analogue
aux démonstrations précédentes.

Considérons les valeurs possibles de A :

= yi’N - Oy alors yi’N =y

o]

72]

e

>
1

0,1 1,if
b. siaA-= Vi alors Vi

]
o

Dans ces deux cas, le lemme est vérifié.
0

Le deuxieme résultat important donné par le théoréme II, limite le nombre
de niveaux des stocks & explorer lors de la recherche de la solution optimale.

Notons :

%

]
[l
&
1
it ™M
Q



- 21 -

oo

avec i < i
K5

Théoréme II :
Ces nrm1l 0 .
Si D(%) R yl, N f%)qz ¢

il existe un contréle optimal V ayant les propriétés Pl’ P2, P3 et, de plus,
la propriéte P4 suivante :

. ‘ . N- .
soit yﬁ = o, pour tout ke {1,...,2} et Yo L. G (36)
soit [ 11 existe kO e {1,...,2} tel que yE =0+ 60

N : 0 ks

et yy =0 (37)

et yE =Y, pour tout ke {1,...,2} etk = k0

-Démonstration ;.

Nous,éavons qu'il existe un contrple optimal _V0 ayant les propriétés

et P. '

Pl’ P2 3

Les propriétés P1 et P2 entrainent qu'il existe un seul k0 e {1,...,2}
tel que y?(';N >o¢ko . ' ‘

’ o DN 0 N
Pour Tes mémes raisons, si yk’ > o alors Yo =0ety, =0. Cette

derniére condition est la conséqueﬂce desorésultats concernant le problame
mono-produit.

Donc si yO’N >a, , alors yO’N =a, pour-ke {1,...,8} etk =k,
k kO k k

0
0,N-1 _

et de plus Y 0.
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. O,N
Partant de la définition de BO’ siy’™ >op
0
0,N
Yy =o, +8
ko ko 0

Ce qui donne (36).

yi N o, pour tout k e {1,...,2} et, en

Qo

L'autre éventualité conduit

C 0,N-1
considérant Pl’ P2 et P3, yO

%-*

Donc on a soit (36), soit (37)

I1 existe donc au plus un descendant pour lequel on se réapprovisionne
au dela de la quantité strictement nécessaire pour satisfaire les demandes.
Et,dans ce cas, le niveau du stock de 1'ascendant est nul en fin de période.

Dans tous les cas, pour le niveau haut, on ne se réapprovisionne que de
la quantité strictement nécessaire pour satisfaire les demandes.

Le théoréme II permet de restreindre 1'ensemble D(yal, yi,...y%) des
controles & explorer.

Nous notons :

D*(%;l, f%,...,‘y%) ce nouvel ensemble (38)
-1 0 yp - émes
Soit D* (yb > Yys-e ) le sous-ensemble de (38) formé des n compo-
santes des éléments de D* (y 0 , . yo)
En d'autres termes Ve D (%)l,fi, ..,fi) alors
YU -1 0
(V,Vl,..., V2)€ Dn(yo :,yls --}%’)°
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IIT. EQUATIONS DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE DU TYPE RETROGRADE.

iPartant des résultats précédents, on peut app]iquer les équations de la
Programmation dynamique du type rétrograde.

Nous notons :

Vn(yg, y?,..., yg) e coit optimal pour la restriction du probleme &
1"'intervalle [n,N] Torsque yg est le niveau du sto‘ck'SO sur [n,n+l) et yg,
pour j = 1,..., &, le niveau du stock Sj sur [n,n+l),

Nous avons les équations suivantes, pour n = N-1,...,0 :

u' =0
n,n n S i O
U o¥g) = I F5(yg) + infiz e (111.1)
j= n x, -1 - '
VeDn(.Yo s—--syg) '
N .
n+1l, n n n+l n n n+l n n n+1
Vgt - jep ATV A Ty v - 4T

!

Du fait que nous procédons de maniére rétrograde, Te calcul de Vn(yg,...,y?)

. L
nécessite la ‘connaissance du coit U"+1(yn+v"- % vq+1,y?+vg-dg+1,...,yn+vn-d2+1},
% 1 fe 0 0 g=1d L
donc de 'Zl vg+ - Le nombre de Vj a faire intervenir est important.
L=
D'od T'utilité du changement de variable ci-dessaus avant d'appliquer les
équations de Ta programmation dynamique du type rétrograde.

Nous faisons le changement de variable .

_ 2 ‘
"=y '21 vg s 0 =0,...,N-1 , (111.2)
j= | ,
2
Nous avions y"*1 - yh+ oo il
0 0 0 j=1 J
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n+l - N n
donc z = yO + v0
n+l n n % n
d'ol =2 + Vg~ I Vy (II1.3)
. s J
j=1 o
Nous allons montrer que,quelque soit ne {0,...,N-1}:
Un( n.n - n) - U"(z" n n) - % fn( n) +
y09y19--0’y2 ,‘yl"“’yﬁ, j=1 j‘yj
L L
+ inf {fg(zn -z vg)+ z cg(vg) +
=1 j=0 (111.4)
n -1
VeDr(yo - oup)
+ Un+1(zn P % T R qntl n Ly dn+1)€
07 LYt 1 e Vet Ve TS

Nous démontrons ces relations par récurrence.

a. Les relations sont vraies pour N-1 et N-2 :

al. Pour N-1
n-1, N-1 N-1 N-1 , N-1, N-1 N-1,_N-1 X N-1
Wy Ty Ty ) = F (s )+ Anf {f (2 - T v )
1] 1 % a0 J J 0 i1 J
j=1 j=1
N-1 -1 0
v eDﬁ_l(yo ,...,yz)
. g'CN-l(VN-l)} NN N N-1y
j=0 J J "yl 2ecs Yy

Donc (III.4) est vraie pour N-l

a2. Pour N-2
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9 L
N2 2N - g A2+ inf (3 § ) +
VN—ZeDﬁ_Z(yal,-.-:y%)

L ‘
# VN 1(yg 2 4 vg 2. .21 v? 1,..,, yz 24 vg 2 ~'d2 1)}
. ' J= '
L L 2
= 1 N2y ine (1 MN2N2) 22z N2y
jep 9 jeg 9 3 jo1 3
N-2 N-2 N-2
V EDI:_Z(_YO ,.f.,yz )
: . _
N-1, N-2 N-2 N-2 N-2  N-2_ N-1 N-2  N-2_ .N-1
+ U ' (Z + VO . jil Vj syl +V1\ fdl 9..-’y£ +V2 -d

d'aprés (III.1), (III;2) et al

_ N2 N2 2

b. (III.4) est vraie pour tout ne 0,...,N-1

Supposons que :

n+l, n+l  np+l n+tl, _ . n+l, n+tl n+l : n+1
U ( 0 H yl ’To-’ yz ) = U (Z ’ yl e ey yg )

L L '
- 5 fg+1(y?+1) + inf {f2:1(2n+1 - 3 vg+1)+';2 c2+1(v3+1)
e 373 : =l 30 (I111.5)

N A Vn+1 * ( n+l n+1

Dne1lg “sevenyy )

Un+2(zn+1 + Vn+1 _

n+l n+l n+l n+2
0 - dg*4)}

v LA ) yl +v2

+ Vi

e

J

Et montrons que (III.4) est vraie pour n.
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[ L L
n, n n n, n . n, n n,n n
UMy, syp) = I Fi(ys) +inf {Z ci(vi) + fp(z0 - I v
-0 SHR 15 R A jo - 343 0 je1 9

n n
v ED;(.VS:- . -’).yz)

e
n_gn+l

+ n : + -
n 1(z"+v8-.z vj,y2+vl 1 ,...,y2+v2-d" 1» d'aprés (III.1),(II1.2)

+ U 3

j=1 et (II1.5)
= UM (")
Ce qui achéve la démonstration.

Ainsi, nous avons les équations de la programmation dynamique suivantes,

pour n = N-1,...,0 :

=

U"(2"y 5. vp) = A FI(y]) + inf {Fp(2" -
j= j

N n%x, N
V EDn(_YO’-oo,.yz

n_gn+l N, N-gntl

n L
n, ny , n+l,on on_ n.n
+ ZC.(Vj)+U (z +V0 .Z ja.y1+V1 1 """yﬂ, 2 % )}

j=09 j=1

On voit que,dés que £ est supérieur & deux,le programme nécessite des
ressources informatiques trés importantes. D'ou 1'utilité de la décomposition
en problémes adjoints qui permettent une approche heuristique.



- 27 ~.

IV. PROBLEMES ADJOINTS

Nous notons P(yal), le probléme 1nitia] a % descendants. Nous voulons
nous ramener a des problémes 3 descendant unique.

Soit V = (Vn, V s...5V ) un contrdle admissible appartenant a
* -1 0 1 L )
D (yO , yl,...,yl) ety = (yo,yl,...,yz) 1'ensemble des états associés.

Nous décomposons Vp» suite de réapprovisionnements de Sp» en.2 suites

VO,].’ VO,Z’ ceey VO,,Q, telles que
51; VO = {va} 1=0’-'-’N'1
- .i .i'_' )-..,N"l s ’
et Vg5 " v, 5! pour j = 1,2,...,2
alors :
. L . :
1 1 . '
VAo = ¥ Vv, . i = 0,1’...’N_1
0 gm0 .

Nous décomposons également le niveau initial de So> ya% en yalj; = 1,2,...,4.

Pour j = 1,2,...,2, nous considérons la suite

i i=-1,...,N - .
Y05 ° {yO,j} donnée par :

i+ i i i+
1_ i ALY

yO,j = ¥o,j + VO,j ; pour 1 = -1,..,,N-1

Une telle décomposition n'est évidemment pas unique. Nous allons préciser

comment nous 1'effectuons.

1. Décomposition

On distingue 2 cas :
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1.1. S0 n‘est par réapprovisionné

1.2 S0 est réapprovisionné au moins une fois

Nous détaillons ces deux cas :

1.1. §0 n'est pas réapprovisionné :

Alors le théoéme II entraine que :

1.1.1. V_ _  a toutes ses composantes nulles pour J=1,...,%.
sJ
d. .
4 % 1'3 \ |
1.1.2. y "= £ & Vv.;'+ % (39)
0 j=1 r=0 :
Si ng # 0 et si nous choisisons :
d. .r
-1 J 1j . 1.2
Va5 I Y5 pour j e {1,2,...,2}
i:=0
L
alors y'1 > X y'l.
j=1 0-J

C'est pourquoi, nous choisissons un jy ¢ {1,...,2} quelconque et nous
décidons que :

dj r
y—l. = ZO V1‘]0 +yN
. O"]O r=0 Y0 .
(40)
d. T
t o3 v jel2,.. etoe]
e yo’j—rzovj J = 1,5 et J xJO

Nous aurons pour tout j ¢ {1,2,...%}

y1'+1 i+l

0.3 =Y. Y i 1,0,...,N-1.




Ce qui donne :

i i=-1,...,N-1 .
yo’j - '} pour J - 1’2,--0,£

et VO,.'ayant toutes ses composantes nulles pour tout Jje {1,2,..

»J

1.2.__S0 est réapprovisionné au moins une fois (d0 20) :

Le théoréme II entraine :

1.2.1.
1 2 1. 1
vi0= 3 zvI-y0 sloy cid -0
0 . ] 0 0 0
‘ 3=l 4r 507 4r 5l
j’'o =0
L it {0
et [yl=2 I vjq + yOO
j=1 .r,.r_xp
1j/1j 510
1.2.2.-
.k L .r
i i
0. % I ]
Vo \ .
J=1 .r,.k .r .k+l k =1, ,d
1J./10 <1j <ig 0
Kkl o - L
10 =N si d0 K.
i0 |
Siy 0 #0 et si nous décidons de faire la répartition :
.r
by vTj :
0.0 v J v J e {1,2,...2}
1j/0 s1j s10
-0 1'37
et V00j= ) vj
ig/igd’.‘sié

- 29 -

WL},
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alors ,\/_1 > ’g y_l-
0 j=1 0,3
i e i
et oo <% Y0ud

c'est pourquoi nous choisissons un jo e {1,...,2} quelconque et nous décidons
que :

1J ;0
y'l. = 3v.,04+y0
0,J J
0 r 0 r 0
1./Os1j < i '
Y0 o © (43)
.r
-1 3 i ¢ {1,2,...2) etj =]
‘yO,j T Vj J € 3L 3¢ e X 0

.r -
18 ‘jo ig
S T T
it 70 it <l
J 0 'j.~ 0
0 (44)
g | -
VO’jO = I vJ. je {1,2,...2} et # Jo
if7i0<if <4}
o'
iK i
"oo' = 3 v je {1,2,...0) (45)
gk ikl
J0 370
Nous avons pour tout j ¢ {1,2,...%}
it o il i=-1,0,...N-1 (46)
0,0 = Y0,3 T Vo.i Vi
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Nous'remaquOhs que pour tout,j‘e‘{i,.;.,z} :

9 i ; . oL
'Zl yo i yO‘ pour i = -1,0,...,N -
j=1 = -
(47)
L e
et z v0 j© v0 pour i = 0,...,N-1
j=1 %

d‘aprés les relations (43) a (46).

Ce qui nous. donne ‘les décompositions :

y i=-1,0,.. LN

YO’J’ - {yo,j J‘:=192’-..2

Pour tout V e D*(ygl, yO,...,y%) les relations (39) a (47) ,nous donnent
les décompositions :

p
o7 E Yoo
R
et o =5 Y

2. Définition du probléme adjoint

‘Soit Ve D*( l,y?, ..,yg), et Y 1'ensemble des états assoc1es, nous le
décomposons grice aux relations (39) a (47)

j Pour JO e {1,2,...,2} , 1le probTéme adjoint a descendant uniqUe, noté
P O(ybl ), est Te probléme P(y ) (prob1éme initial ag descendants) ol,
que]que %o1t 1 = 0,...,N-1, j = 1,2,...% et Jj =:j0, les variables
' s vJ et yj sont f1xées.

1
: ‘0.5°
.3
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N
P 0(y01j ) serd défini de la maniére suivante :
>0

j . 1,2,..-2/
pour Jy

a) dl , i=1,...,N est la demande de S; & 1'instant i.
JO JO

pour i = 1,...,N-1

b) £l est le cott de stockage de S. sur [1,i+1).
Y0 Jo

c) c} est le coit de lancement de Sj sur [i,i+l),
0 0

d) £l . est le codt de stockage de S_ sur [i,i+1)

0 ’\]O 0
e) CS i est le colit de lancement de S0 sur [i,i+1)
0
f) y'l. > 0 est le niveau initial du stock S
O’JO 0

g) Y2 =0 est le niveau initial du stock S. .
J J
0 0
Si ya est 1'état du stock S, a 1'instant i et vé son réapprovisionnement a

1'instant i pour le contrdle V ¢ D*(yal,y?,...yz),a1ors :

i i
Yo = L Ya i
0 j=1 0sJ
. [} .
et v1 = z v1 .
0 j=1 0,3

Nous notons :

=i i i .
Yoo 5+ =Y. =Y o i=-1,...,N
O’JO 0 09\]0
, (48)
et vioo=v - i=0,...,N-1
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-i - A
yO,JO et vo,jo sont’ connues.

£l sera définie comme suit :
OsJO '

faj (x') = f;. (x' + 5/(‘) i) (49)
0 0 0
De méme pour .o
sJ
0
ca i (v!) = c; (v + Gg ; ) - : (50)
0 0 0
£l et ¢! sont bien définies car on connait, pour Pjo(y_1 ) ii et
lQ’jO Oajo > P ' Oajo ? 03j0
-1 s _ .
vo’jo pour i=0,...,N-1.

Elles sont aussi concaves et non décroissantes.

N
Donc P O(yolj ) est un probléme & deux niveaux et i descendant unique,

0
déja traité dans [5].

3. Condition nécessaire d'optimalité :

La condition que nous allons énoncer est une condition nécessaire mais
non suffisante d'optimalité.

Condition nécessaire :

Si V est un contréle optimal alors,quelque soit j=1,2,...%

L

. J/o-
(Vo,j’ Vj) est optimal pour P (yo?j

(51)

Démonstration :
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Si (VO j? Vj) n'était pas optimal pour PJ(yol.) et s'il existait (Vg ; VO)
optimal pour PJ(yO1 ), alors V ne serait pas optimal pour P(yol) probléme a
% descendants.En effet par définition du probléme PJ yp .}, le colit associé a

(Vg’J VO) pour PJ(yO .) est égal au colt associé a

o %
Wz v, Y
vop 05k

k#j
Et aussi le codt associé a (V 0.3 sV )pour le probléme PJ(y0 .) est égal a
celui associé a V pour le probléme P(yo)

0
0,J

vOv

VaVgaeeeaVipaV;

j+1,...,v2) pour le probléme P(yal).

Dans ce cas le cout associé a V0 serait inférieur & celui associé a V. Or
V est optimal pour P(y0 ).

Donc (Vy »V:) est optimal pour PJ(yglJ) o

Cette cond1t1on d'optimalité nous permet d'énoncer une heuristique. Cette
heuristique alourdit le programme mais diminue les ressources informatiques
dans la mesure ol elle traite des problémes a descendant unique.

Chaque groupe de problémes adjoints dépend de la décomposition de départ
de yol en Zl yol
j=

On peut déterminer le nombre de décomposition de yol SiVeD (yol,yq, ..,yo),

le théoréme II nous permet d'écrire :

L 1,r.
-1 _ 'y O+ -
yO jzl (Oj yj) +oy olrje {1,...,N} (52)
pour chaque %- plet rE(rl,...,rl) et pour jo e {1,...,2} » yalj peut prendre
1'une des deux valeurs : 0
1,r.
Jo +
(o - yg )
I 0
(53)
1,rJ
et (o 0. yg )+
J 0
0
1,r.
Et siy L. = (o .40 )¥ + 0, alors
05 y k

0 30 0
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Vie (1,2,...8) et =]

l,r.
-1 _ 3 _ 0+
yO,j (OJ .VJ)

On remarque d'aprés (52) et (53) que pour un Jope {1,...,2} fixe, yalj
- - s -1 -0 1 cr s .0
ne peut étre égal & Yo~ que si yj > dj quelque soit j ¢ {1,...,2} et J = Jo.
L'exemple suivant illustre les relations (52) et (53).

Exemple :

. ) -1 _ 0 _ 0. - - '
Si2=2,N=4, Yo = 10, ¥y = 2, Yy = 5, df(3’4’3’5) et d§(2,6,2,4).
on a6 décompdsitions :

(Y6}19 Y6}2) e {(1,9), (5,5), (6,4), (7,3), (8;2), (10,0)}
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V. L'HEURISTIQUE

Nous commencons par 1'exposer dans le cas de deux descendants.

1. Probléeme & deux descendants :

Nous adoptons le changement de notations suivant: pour un contréle admissible
1, -1 p -1 2,1 -1
(V01 + VOZ’ Vl’ V2), P (yo,l) sera noté PV01’V1(y°’2) et P (yo’z) s PVOZ’Vl(yO’Z).

j) ayant été défini précédemment. On part d'une décomposition

Yo,1 ¥ 90,2 " Y0 -

1 -1

1 0 0., .
1t Yoo

On génére un contrdéle vl D*(y6 » ¥1s Yy ) @ partir de ya

1 1

1
0,23 V19

VZ)'

En décomposant V1 on obtient (Vé 1t )

1

1 : -
Vi) est optimal pour P ; 1(yo,l)

Vo,2°Y2

et si (V1 -1

1 .
0,2° V2) est optimal pour P 2 2(y0,2 .
VO,l’Vl

alors la condition nécessaire d'optimalité est vérifiée et on s'arréte. Sinon

1

on construit V2 a partir de V' de Ta maniére suivante :

-1

2 2 .
(V0,1’V1) est optimal pour PV1 V1(yo’l)
0,2°°2
(V2 , V%) est optimal pour P (ol
0,2°72 P P 2 2VY0,2!-
Vo,l’vl

(On dira que V est meilleur que V' si le codt total associé au contrdle V
est inférieur & celui associé a V'.)

Ici on a V2 meilleur que Vl, car :
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2 1 2 1 a 1
(v a1t v ,2° Vl’ V2) est meilleur que V
et V2 est meilleur que (V2 + V1 s V2, Vl).
( s1 27 717 72
i (V2 V2 et daal 5 (WD ULY At Tn ey
Si (V 2 VZ) est égal & (V 2 V2) alors 1a condition d optimalité est
réalisée. '

Sinon on construit V3 d partir de V2 comme V2 1'a été & partir de Vl.

On engendre ainsi une suite de contrdles admissibles :

n-1

V" obtenu a partir de V par la relation :

. n i - 1
(v 10 V?) est optimal pour Pvn_1 Vn-l(y ’1)

2 (54)
et (v ,2° Vg) est optimal pour Pvn vn(y‘fz)
| ,17 71

prés un nombre fini d'itérations on aboutit & un contrdle vérifiant la con-
dition nécessaire d'optimalité.

On cherche un contrdle vérifiant la condition nécessaire d' optimalite,
a partir d'une repart1t1on du stock initial du niveau haut entre 1es stocks
du niveau bas.

Parmi les décompositions de yol, il y en a une qui conduit au contro]e
optimal.

Dans cette heuristique on doit répéter le procédé plusieurs fois, en
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partant chaque fois d'une décomposition différente de ya

On choisira, donc, un certain nombre de décompositions,et pour chaque dé-
composition,on fixera' le nombre d'essais & effectuer.

De ces résultats on retiendra le contrdle conduisant au cot le plus

faible.

La lourdeur de 1'heuristique est aussi fonction de yal.‘Plus le nombre de
décomposition est petit, plus 1'heuristique est simple.

2. Probléme a & descendants :

Nous adoptons les notations suivantes :
Si V=(V0,V1,...,Vj,...,vl) alors‘V—(VO,Vl, ..,V 1,V RELEEE )Y )
Si (Vg 1t Vo o * "'VO R Vl""’ Vg) est un controle adm1ss1b1e (V0 e WV )
est égal au vecteur (VO,l VO ,j- 1+Vo,3+1 ...+V0,2 1 "VJ-I’VJ+1’ vV )
SL
On part d'une décomposition de yél en olj obtenue a partir des rela-
tions (52) et (53). =1

P - . 0 0 *, -1 0 0 -
On génére un contrdle admissible V,V D (y0 ,yl,...,yz). On construit

V1 de la maniére suivante : ’
(V1 Vl) est optimal pour P (y )
0,1 "1 v o_"o) 0,1
0, 1’ 1
1yl 0yl 0 O 0
V - (Vo,l + Vo’l, V1, VZ, V ".'VQ,)
2

On construit V© & partir de V1 ainsi :
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2 2 . -
(VO,Z’ V2) est optimal pour P 11 (yofz)
(VO,Z’ Vz)
2 . .2 v 1,2 1 1
Ve o= (VO’2 + V0,2"V1’ V2, V3 cees VQ)
et ainsi de suite : .
V' 3 partir de Vh_l
n=qxg2 +k,k<g,k zo0 et qe N* X
(vt s vy est optimal pour. P. (y'1 ) (55)
0,k> "k ‘ n-I n-1,'70,k '
(Yo,k* Vo,i)
. L . 0 n-0 n . . n
On génére ainsi une suite V°,..., V » V' de contréles admissibles. V" est

meilleur que V"I,

Aprés un nombre infini d'itérationson aboutit a un contréle vérifiant la
condition nécessaire d'optimalité. Nous avons les mémes remarques que pour le
cas de deux descendants.

Le contrdle vérifiant 1a condition nécessaire obtenueest fonction de la
décomposition de départ,(décomposition de yal).

On répéte plusieurs fois le procédé, en partant chaque fois d'une nouvelle
décomposition de y61. Pour chaque décomposition on fixe le nombre d'essais &
partir duquel on s'arréte si on n'aboutit pas a la condition nécessaire d'op-

timalité. On choisira Te meilleur contréle pariti les contrdles obtenus.
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CONCLUSION

Nous venons de présenter, dans cette deuxiéme partie, comment :trouver
le contrdle optimal pour le probléme multi-niveau avec p]u;ieurs descendants,
i partir des équations de la programmation dynamique du type rétrograde. Cette
méthode donne le codt optimal mais nécessite des ressources importantes pour
un grand nombre de descendants.

Sa complexité est de 1'ordre de celle du probléme a un niveau et 2 produits,
ol % est le nombre de descendants. Nous avons ensuite présenté une heuristique,
laquelle, alourdit le programme. Cette lourdeur est die en partie

d la décomposition du niveau initial du stock du niveau haut, yal.

Si on connait les fonctions colts on peut commencer‘par déterminer les
bonnes décompositions de yal et les bons contrdles admissibles. Cette heuris-
tique fait intervenir des problémesadjoints qui sont & descendant unique. Nous
signalons qu'aucune simplification n'a été faite. Dans certain cas on considére
que la fonction de stockage du niveau haut est fonction du cumul des niveaux de
stock ou que les fonctions colt du niveau haut sont linéaires. En changeant
les équations d'état, dans le cas ol les demandes sont Tivrées sans retard
de période, le probléme devient moins complexe, nous 1'avons vésolu dans [61]
pour le cas & descendant unique. Sans généralisation & % descendants se traite
sans difficulté.
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