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RESUME

On constudil La familke de schémas d'ondre superieur G-k/2 aux
iLements f4inis discontinus pour Les Equations de conservation scalaines.
Ces schémas se prisentent comme des extensiond des schémas de Godunov et
LRG-k . A chaque pas de temps, ils procident endeux Etapes, une Etape
d'antidiffusdon suivie d'une etape de profection. On démontre La conves-
gence de fa solution caleulie par Le schéma G-k/2 vers La solution entho-
plque et on pr2sente des comparaisons numériques avec d'autres schémas.

ABSTRACT

We derive the famiky of higher onden schemes G-k/2 using disconti-
nous ginite elements fon scalar conservation Laws. These schemes wre
extensdions of Godunov and LRG-k 4schemes. Edc_h Lime step consists in
an antidiffusion step followed by a projection 4Zep. We prove convergence
04 the solution caleuwlated by G-k/2 towarnds the entropic solution and we
present numenical comparisons with other schemes.
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I- INI‘RODUCI‘.ION

1.1 - .Un nouveau schéma numérique pour 1'équation de conservation scalaire

Dans ce travail on propose et on analyse un nouveau schéma pour résoudre
numériquement 1'équation de conservation scalaire 1D,

(1.1) at u+ ax f(u) =0 dans Q = JO,L[ x 10,T[

qui doit étre complétée par une condition initiale et des conditions aux
bords adéquates.

Pour résoudre numériquement cette équation de nombreux schémas ont
€té proposés. Les plus populaires sont les schimas aux différences finies,
monofones (explicites), dont la solution converge -vers la solution entro-
-pique de (1.1), [6]. Dans [11] on remarque que cette popularité est due en
partie & la possibilité d'atteindre une tres bonne résolution des disconti-
nuites stationnaines. Par contre, ces schémas, forcément d'ordre 1, diffu-
sent beaucoup au niveau des discontinuitss qui se déplacent, ce qui conduit
a un &talement du choc. D'od Ia nécessité d'introduire des schémas d'ordre
supérieur. \

Boris , Book et Hain [1] d'une part et Van Leer [13, 14] d'autre part
ont introduit des schémas d'ordre supérieur permettant de bien approcher les
chocs.

Le Roux [18] en s'inspirant des travaux de Boris, Book et Hain montre
comment modifier le schéma de Godunov par celui de Lax-Wendroff tout en gar-
dant les propriétés de positivité, de monotonie et de non-croissance de la -
variation propriétas vérifiaes par le schéma de Godunov. I1 démontre que
ce schéma, quasi d'ordre 2, génére une solution qui converge vers la solu-
tion entropique de (1.1).

Le Roux [18] utilise les difgerences finies. Dans le but d'appliquer ses
idées aux &léments §inis on a construit un schéma qui est une modification
du schéma de Godunov et que 1'on appelle schéma G-k/2. Ce schéma, d'ordre 1
en temps, coéncide avec le schéma de Godunov aux niveaux des chocs et avec
Te schéma LRG-k 13 ou Tla solution est réguliére. Le schéma LRG-k est un
schéma obtenu & 1'aide d'une méthode d'éléments finis non-conformes (de
degré 0 en temps et de degré k en espace) qui généralise le schéma intro-
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duit par Lesaint et Raviart [16] pour la résolution de 1'équation de trans-
port de neutrons, une &quation hyperbolique linéaire. Ce schéma sera pré-
senté au paragraphe II, voir aussi [2].

Le schéma G-k/2 posséde deux étapes & chaque pas de temps,

(i) 1'étape d'antidifgusion, qui s'inspire du travail de Le Roux [181,
dans laquelle on calcule seulement les moyennes de la solution sur
chaque élément.

(i1) 1'étape de profection, qui présente des similitudes avec la projection
de Van Leer [13], destinée & calculer le reste de degrés de liberté
tout en gardant les propriétés de la solution obtenues & 1'étape pré-

cédente.

La caractéristique principale de ce schéma est que les propriétés de mono-
tonie et de non-croissance de la variation relatives au schéma de Godunov
sont vérifiées par les moyennes de la solution (et non par l1a solution elle
méme) pourvu que la condition suivante :

CFL < %,

soit vérifiée (indépendamment de k). La solution donnée par G-k/2 converge
vers la solution entropique de (1.1).

Dans ce travail on propose et on analyse le schéma G-k/2. Des compa-
raisons numériques du schéma G-, avec le schéma de Godunov et le schéma
LRG-1 sont présentées. Des comparaisons avec les schéma de Roe-modifié,
£113 ou [15], le schéma MUSCL, [14] ou [19], et d'autres sont faites dans
[2]. Signalons seulement que G-Y%, est moins diffusif que MUSCL, [191,
étant donné qu'il se permet d'avoir des pentes deux fois plus fortes que
celles admises pour MUSCL.

1.2.- Précisions sur le probléme continu

Dans ce travail on va considérer que u est solution de 1'équation
(1.1), de 1a condition initiale,

(1.2) u(x, t=0)- = u®(x) ¥ x e 10,TC



et des conditions aux bords suivantes :

u(x=0, t) = ug(t) ¥ t e 10,TC

(1.3)

u(x=L, t) u (t) ¥ te 10,10

Plus précisément, on dira que u est (L'unique) solution entropique de
(1.1) (1.2) et (1.3) si

. u e BV(Q)
. Yoe 9DQ), 20, ¥keR,

(1.4) ~/%Iu-kl 9p ¢ + signe (u-k)|f(u)-f(k)| 3, ¢ dx dt 2 0
Q

* u satisfait (1.2) pour x pp. dans .]O,L[

* ¥te J0,TC

signe (u (t) - u(x=0% t)) + (F(u(x=0*, £)) - £(K)) < 0
k=0 u(x=0% t) + (1-60) U (t) ¥ 8 e [0,13

signe (u (x=L", t)-uL(t));- (f(u(x=L", t)) - f(k)) <0
| k=t u(xL", t) + (1-6) u(t)  ¥e  [0,1]

1.3 - Plan
Au paragraphe II, on décrit le schéma .LRG-k et on signale quelques
unes de ses propriétés plus importantes pour le cas k=0 et k=1.

Au paragraphe III, on construit et on analyse le schéma. G- k/2 Au
paragraphe IV on montre quelques expériences numériques dont le but est de
comparer les schémas de Godunov, G-% et LRG-1. Les conclusions se
trouvent au paragraphe V.




II - LE SGHEMA LRG-k

2.1 - Orientation

Au paragraphe 2.2 on décrit le schéma LRG-k. Pour k=0 ce schéma
est le schéma de Godunov dont quelques propriétés sont rappelées au para-
graphe 2.3, Finalement, au paragraphe 2.4 on considére le schéma LRG-1 :
on indique quelques unes de ses propriétés les plus importantes et on
signale les difficultés rencontrées dans son étude.

2.2 -~ Obtention du schéma

D'abord, on introduit quelques notations i utiliser par la suite :

N
t
Soient, jxi}Px et {tn} deux
{ i=0 i=0

partitions de [O,L] et [0,T] respectivement. On sdppose évidemment que
1'on a,

0 =X, <X, << Xy <X = L
0 1 | Nx-2 NX-1
N, - Ny-1
0=t%< ty <ol t < t t =T
et on pose,
Ai+1/2 = (xi+1 - xi) 0<i < Nx-1

aM1/2 (tn+1 - tn) 0<ns Nt-1
Ensuite, on pose
K.i= ]X.i, X_i+l: . OS'iSNx"i

1

<<
1l

| K .
= el Vg <P o<1 N,-1}
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De plus, i1 vérifie la propriété de non-croissance suivante,

N
I n+1'/2” - ;;( un+1/2 n+1/2 '
fu, ™% jop | 14272 Yir1/2
n<1/2 n+1/2 _  n-1/2
(2.5) < oy e, * '“-1/2 -1/2 I ¥
JMi/2 o n-1/2 I
+ TN #1/2 N, +1/2
0<ns=s Nt-1

" En outre, quand
stabilité) le schéma est L™ (0,T;L7(0;L)),
LW(O,T;BV(O,L)) - stable * (BV = espace des fonctions
et quand 1a condition initiale u, appartient a
dorénavant on va supposer, u,  converge dans L(Q)
entropique de (1.1), voir [17].

h + 0 tout en vérifiant 1a condition (2.3) (de
L7(0,T;L2(0,L)) et

-

d variations bornées)

L7(0,L) n BV(0,L) ce que

vers la solution

Pour finir ce paragraphe on note que ce schéma diffuse beaucoup au

niveau des chocs qui ne sont pas stationnaires, voir
de considérer des schémas d'ordre supérieur.

2.4 - Quelques propriétés du schéma LRG-1

Quand k=1,
¥n=20,1, ..Nt-l
¥i-=0,1, ... x-1.
y X.
n+1/2 n—1/2 n+1/2
+ n-1/2
. u = U, 6] flu (x
(2.6) (4 1 1+1/2 gf ( )) 1+1/2
X
. /2 n-1/2 n+1/2
uj = u, A §6f f-‘(un 1/2(x)
1+1/2 1+1/2

\ | X,

[113. D'ol 1'intérét

les équations (2.1) peuvent s'écrire de 1la fagon suivante :

(2f(€?+i/2)+4f(€?-1/2))$

(hf(£?+i/2)+2f(s?"1/2))€



Avant de les énoncer, on compléte les équations (2.2) par la condi-
tion initiale et les conditions aux bords suivantes :

'1/2 _ _ + . i
Yier/2 = Qh(xi+1/z’ t=0") 0<1ix< N -1
' n+1/2 _ | _n- n+1/2
(2.2) uip = (x0T, TR clen s N
n;"l/Q - o+ n+1/2
uNx+1/2— Up (x=L", t ) -ls=ns< Nt

On remarque que les conditions aux bords données servent & calculer les
valeurs de Godunov Ei pour i=0. et 1'=Nx de la facon indiquée dans
(2.2).

On a donc, que le schéma (2.2)-(2.2)' est conservatif,
L L

ﬁ2+1/2(x) ix =f u2'1/2(x) _ AMt1/2 {f(ga-1/2)-f(£g"1_/2)}
X o

0 0
et que si la condition de Courant-Friedrichs-Levy,
n+1/2

CFL = sup
i,n,k

[£1 (k)| s 1 |
i+1/2
ol

kK e [min O, _, max O, ]
(2.3)< i,n i,n

_ -1/2 n+1/2 n#1/2
O.n= %”i+1/2’ U_1/2° uNx+1/2§

A

i< Nx-l
<ns< Nt-1

0
0
11 est positif. et monotone, car on a,

n+1/2
su1.+1/2smax e)

n-1/2

s AN=1/2
0. h
min 1+1/2

i+1/2
ol
n-1/2_\n-1/2 n<1/2 _n-1/2
(2.4)¢ 41727 154 > Yis1/2° Siwg
0<ic< Nx-1
0<n=< Nt-i



et finalement,

Kn - ]tn’ tI"H'l [

-
n

{v € L2(0,T) : v| _ 0<ns N;-i}

On note, comme d'habitude,

gn+1/27=. g((t_n+1 + t")/2)‘

g; - = lim g(x)
xtx.
1

9? = lim g(x)
x+xi

Alors, avec le échéma LRG-k on cherche une approximation Uy de la
solution u de (1.1), dans 1'espace Vh = Vk x V° solution de, .

¥n=0,1, ..., Ny-1

Vi=0,1,..., N-1

X
Vv e PRk
fuﬂﬂﬁvd -f uz'l/zvdx+ ‘
K, k.
(2.1) camin [y g,

A R Vi - e )

ol La valeur de Godunov gi est définie par ,

signe (uj - ul) (f(&5) -~ F(k)) <0
k=6 ul + (1-0) u . ¥ 0 e [0,17



ces équations complétées par la condition initiale et les conditions aux
bords suivantes,

uh(t=0+) = projection-L* de u® dans V,
(2.1) uh(x=0') = projection-L2 de u° dans V°

uh(x=L+) = projection-L? de u, dans Ve

donnent lieu & un schéma numérique que 1'on appelTe LRG-k.
On remarque que 1'on va noter, '

u'i/z(x) = u, (%, t=0") ¥ x ¢ 10,LC
u_1/2(t) = uh(x=0', t) ¥te 10,TC
uNx+1/2(t)’= Uh(X=L+, t) - ¥te ]O,T[

Les travaux plus importans sur ce schéma, @ la connaissance de 1'auteur
sont : Lesaint-Raviart [16], Chavent-Cockburn [2], Chavent-Cohen [3],
Jaffré [9,10], Salzano [20], Chavent-Salzano [4], Cohen [5], Le Roux [17,18].

2.3 - Quelques propriétés du schéma LRG-0

Le schéma LRG-0 coincide avec le schéma de Godunov. En effet, un
calcul rapide montre que pour k=0 les &quations (2.1) s'écrivent de la
fagon suivante,

¥n
¥ i

0, 1,...s Np-1

0, 1,..., Nx-i

na/2 _ n-1/2 _ AT/2
i+1/2 7 Yir1/2 T 3
( i+1/2

u £ (En-ilz)__f(g?-i/z)

i+

(2.2)
ol

Signe (u1.+1/2 - u1_1/2) (f(&;) - f(k)) <0
k =:6 + (i-6) u

V6 e[0,1]

Uipe/2 j-1/2

Ce schéma a été étudié par Le Roux [17], et ici on va seulement indiquer
quelques unes de ses propriétés plus importantes sans les démontrer.



- 12 -

Si dans les équations (2.1) du schéma LRG-k on prend,

1
v -
|K1 Biv1/2

on obtient,

¥n=20,1, ..., N,-1

¥i=0,1, ..., N-1

nt1/2 _  n-1/2_ aM1/2 N-1/2y _ o, N-1/2
Yis1/2 = Sinay2 T Fl&140° ) - F(&5 700

On introduit maintenant ce que 1'on va appeler Les valeurs de Godunov des
moyennes, &,

signe (Yiyy /o Yiagp) ° (F(E5)-(K)) <

(3.1)
. k =0 u, + (1-6) u, ¥6 e [0,1]

—i+1/2 =i-1/2

Alors, 1'équation pour les moyennes peut s'écrire de la fagon suivante,

JHL/2 _ n=1/2_ AM1/2 F(gN1/2) (e 1/2)%_ ATH1/2 /2 n-1/2
=i+1/2 T =i+1/2 Z1+1/2 2i+1 i+1/2 —i+1 =i
ou
aj = -f(g;) + (&)
Finalement on modifie les 25 de fagon que les moyennes +1/2 vérifient

exactement le schéma de Godunov quand Za monotonie et La positivite des
moyennes risquent d'é&tre perdues, et vérifient le schéma LRG-k quand ce
risque n'existe pas.
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III - LE SGHEMA G-k/2

3.1 - Orientation

G-k/2 est une modification du schéma .LRG-k. A chaque pas de temps
i1 posséde deux &tapes : dans laipremiére, d'antidiffuséon on calcule les
moyennes de Ta solution sur chaque &lément ; dans la deuxiéme, de projection,
on calcule Te reste de degrés de 1iberté.

Au- paragraphe 3.2 on décrit la premiére é&tape. Pour avoir de bons
critéres pour construire la deuxiéme €tape (paragraphe 3. 4) on va d'abord
étudier le schéma obtenu pour les moyennes en supposant que £'on sait cal-
culern Les degnis de Libenté nestant. Ceci sera fait au paragraphe 3.3.

Au paragraphe 3.5 on explicite les schémas G- -1/2 et G-1 et enfin,
au paragraphe 3.6 on fait un résumé.

3.2 - Obtention du schéma. Premisre €tape : cdlcul des moyennes

Pour obtenir le schéma G-k/1 on va procéder donc en deux étapes.
On garde la notation de la section précédente.
La premiére étape est une etape d'antidiffusion. Elle consiste 3
écrire les equat1ons du schéma LRG-k vérifises par les moyennes de la
solution sur chaque élément, c.a.d., par :

1
u; = up (x) dx
i+1/2 A1.+1/2f h
K.

i
et @ Tes modifier de facon a obtenir les propriétés de positivité, de ‘mono-
tonie et de non-croissance de 1a variation du schéma de Godunov.

Une fois calculées les moyennes, dans une deuxiéme &tape, dite de
projection, on calcule le reste de degrés de liberté. La définition de cette
étape sera é&tablie aprés d'avoir &tudié Te schéma pour les moyennes, ce qui
sera fait qu'au paragraphe suivant.



ou la valeur de Godunov £; est définie par,

(2.6)" signe (u} - u) (f(&;) - f(k)) <0
k=6 u] + (1-6) u3 ¥ 0¢[0,1]
I1 est facile de vérifier que ce schéma est bien conservatif, mais qu%il

n'est ni positif ni monotone. En effet, dans le cas od f(u) = u Tes
équations (2.6) deviennent,

SNH1/2 _n-1/2 . h-1/2 _n-1/2
U = (4v) u; + (1-3v) v, +H-v) gy,
_n+1/2 ' _n-1/2 +n-1/2 _n-1/2
Usiq = ('ZY)u-i + (3v) u; +(1-Y)u'i+1

ol pour simplifier on a pris Ai+1/2 =h et A2 t, et on a noté
y = At/h.

De plus, 1'étude de 1a stabilité et de la convergence de ce schéma,
s'avére trés compliquée, et en fait jusqu'a présent on ne connaft pas de
résultats dans ce domaine.

Essayer de montrer la stabilité dans Lw(Lm) ou dans Lw(BV)
comme-dans Le Roux [17,18], Osher [19] ou Crandall et Majda [6] est trés
diffici]e,'car la propriété essentielle des schémas qu'ils considérent,
la monotonie, est perdue dans ce cas ! |

I1 ne nous reste donc que 1a technique énergétique, ou des est%mations
a priori, et la technique de Fourier qui est applicable seulement au cas
linéaire, c.a.d, au cas f(u) = constante * u.

La technique énergétique fournitlacondition de stabilité Lm(Lz)
suffssante suivante, |

CFL < constante * h

par contre, la technique de Fourier donne la condition ndcessaire et
suggisante

CFL < constante * h1/2

Voir [2]. - .

De cette fagon, si 1'on fixe At/h, le schéma LRG-1 explose toufouns
au bout d'un centain nombre de pas de temps, pour le cas linéaire. Par '
contre, pour le cas non-linéaire la situation est totalement différente.
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En effet, dans.[2] on met en évidence le fait qu'a 1'aide de modifica-
tions astucieuses de la fonction f le rapport,

2 / llu(e=t™/2))

llu 2 2
- L30,L) L2(0,L)

se met & osciller autour d'un certain nombre, au bout d'un certain nombre de
pas de temps. Ce phénoméne ne se produit pas pour n'importe quelle valeur
de CFL. I1 semble une constante CFL0 telle que si

CFL < CFL0

alors ce phénoméne a lieu.

Malheureusement cette constante dépend beaucoup du cas traité. En
plus les modifications de la fonction f ne sont pas uniques, dépendent
du probléme particulier considéré et sont difficilement généralisables.
En outre, la constante CFL, est trop petite dans les cas d'intérét.

Pour finir ce paragraphe on résume les propriétés du schéma LRG-1 :
il est conservatif, mais il n'est ni positif ni monotone. I1 approche bien
les chocs mais il présente des oscillations dans leur voisinage. Dans le
cas linéaire il est Lw(LZ) stable si et seulement si 1a condition sui-
vante est vérifiée ,

CFL < constante ° hll2

d'autre part, dans quelques cas non-linéaires des expériences numériques
semblent indiquer que la condition de stabilité Lm(Lz) s'écrit de 1a
fagon suivante

CFL < constante
mais cette constante est souvent trop petite. D'oll 1'intérét de modifier

Ce schéma pour ZLiminen Les oscillations pres des chocs et pour dééa&bl&n
La condition de stabilité.
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Un choix convenable, voir [18] » est le suivant

1l

/ ¥n.
¥ i

0,1, ...y Ni-1

0,1, ..., Nx-l

n+1/2 © n-1/2 _ AM1/2 g9-1/2)_f(§?-1/z)€_ am1/2 gan-i/zl_ a?'1/2§

Us = U, -5 )f(E A
Zi+1/2 i+1/2 i+1/2 i+1 §41/2 i+l i

(3.2)< o, a, = aNX = 0, et pour 1 < i < N-1,

[+
I

j = signe (u;,. /. " Yj_y/p) max {O’Gi}
i min{l F(g;)-F(&;) |, ¥i41/20 wi-1/2}

Yis172= Cg signe ((ﬂi+3/2791+1/2) ’ (EH+1/2791-1/2)) SR L{CAELI (A

(O]
n

On doit faire maintenant quelques remarques importantes s

On sait que le schéma de Godunov diffuse beaucoup au niveau des chocs,
et que le schéma LRG-1 diffuse remarquablement moins.-

D'aprés (3.2) il est claire que c'gst le terme (a1.+1 -ai) qui fait
passer d'un schéma a 1'autre. I1 est donc équivalent & un terme de vis-
cosité qui enlive la diffusion contenue implicitement dans le schéma
de Godunov. C'est pour ceci que cette premiére &tape s'appelle d'anti-

diffusion.

Supposons qu'a 1'instant n-1/2 on a perdu 1a monotonie des moyennes
au point xi+1/2,c.a.d.,
Ci+3/2 Ti+1/2 Ti+/2 Ti-1/2

n-1/2_

alors, a; = 0 et la contribution sur la frontiére x=xi.dévient
simplement f(g?_1/2), comme dans le schéma de Godunov, au lieu d'étre
f(E?'ilz),comme dans le schéma LRG-1 . Ceci se produit aussi au point
X = X

i+1°
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Par conséquent dans ce cas le schéma (3.1), (3.2) devient exactement
le schéma de Godunov sur 1'élément ]xi,xi+1[ ‘ ']

----------------- 0o~
Ld ol wu, la solution du probléme continu, est trés régulier il est
raisonable que 1'on ait : :

F()-F(E | < €2 1F(&:,,)-F(E)]

|£(5)-F(&;)] < €2 19(5;)-F(E;_ )|

et donc, que la contribution sur la frontiére X=X; devienne f(gi)
comme dans le schéma LRG-k. Le paramétre Co’ que 1'on prendra plus
petit que 1 (voir le théoréme (3.1)), nous sert donc & contrdler le
terme d'antidiffusion a; : plus i1 est petit moins souvent on va
tomber sur le schéma LRG-k.

S1 1'oh a dans (3.2),
0; = If(&) - (&) >0
c'est-a-dire, si 1a monotonie des moyennes est conservé on doit avoir
a; = -f(&) + f(g;)# 0

ce qui implique, pour Etre compatible avec La définition de a;, que
1'on doit avoir,

signe(-f(£;)+f(&;)) = signe(gj+1/2-gi_1/2)

Ceci est vérifié si 1'on peut trouver © dans [0,1] tel que

(3.3) 170 Uyt (10) Uy )
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car il suffit de brendre k =& dans (3.1).
Par conséquent, lors de la détermination de 1a deuxiéme étape AL faut
Lenin compte de cette condition de compatibitits. -0

Avant de cont1nuer on va introduire quelques notations.
_ (M1vanoter P (K ) 1'orthogonal (-norme L2) au sous-espace P°(Ki)

dans P (K )

Po(K;) @ PR(K.)

{v e Pk(Ki)A : ii v(x) dx = 0}

PK(K,)
PX(K,)

(3.4)

de méme, Mk sera 1'orthogonal & Vo dans Vk’

Y

Vo @V,

(3.4)" {vey, : e, € Bky) 0<isN-1}
1

De cette fagon pour chaque Up dans Vk on peut trouver uy, dans Vo et
Yps uniques tels que,

(3.4)" up =gh oy

Ainsi, étant connue, on détermine —2 1/2 4 al a1de du schéma
(3.1), (3.2) que 1'on appelle Le schéma des moyennes. Dans la deuxiéme

étape on va déterminer gn+1/2 Mais pour avoir de bons critéres pour le
faire on va d'abord étudier le schéma des moyennes, tout en supposant que
M, est connu et que up, verifie La condition de compatibilite (3.3). On
va supposer aussi que 1'on a défini des conditions aux bord et une condition
initiale adéquates, comme on 1'a fait pour le schéma de Godunov.

un" 1/2 .
Uy

3.3 - Etude du schéma pour les moyennes

Dans ce paragraphe on &tudie le schéma (3.1) (3.2). On va montrer que
sous une condition de stabilité adéquate ce schéma posséde des propriétés tras
semblables & celles du schéma de Godunov, et ceci Andeépendamment de comment
an caleule Yy » powwu que La condition de compatibilité (3.3) soit virnifiée.
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Avant de procéder a 1'étude des propriétés de positivité et monotonie,
paragraphe 3.3.2, de non_croissance de la variation, paragraphe 3.3.3, et
de convergence vers 1a solution entropique, paragraphe 3.3.4, i1 est trés
utile d'établir quelques résultats préliminaires :

Pour 0 =<1 < Nx on défini les paramétres Ais By et v, voir [18] par :

o
n

Ai(f(_‘gi.ﬂ) - f(§1))

3.5) w(fE) - F(&;))

v (f(gy) - (&)
alors, on a le résultat suivant :

LEMME 3.1

on 'a, pour 0 < i sNx,

.IAil e [0, C2]
My € [0,1]
;| € [0, C23
(2mhy +vg,,) e [10CE, 14C,] i# N »

DEMONSTRATION :

(@ D'aprés (3.2) un des cas suivants est toujours vérifie,

_(z) a, =0

1
(i) aj = €5 stone (Upyy/pwlsq/p) 1F(&140)- (&
(2i1) a; = (&) - f(&;)

(iv) a

i = Cg siane (U, /p=Y5_4/9) F&;)-F(&-4) ]
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- ol en ometant lés indices n-1/2

| N L PRl ef1ar2N i N
Bi41/2 = Yisa/o ¥ OFL (1-Co) (E44y U4y 7o) + CFL=(14C0) (E4-U4,q /)

) = . 2 - . o{1-(C2 -
Pisaza T Yinasat L (10) By gy jo) + CFLo(1-CG) (85044 )
ou encore,
= - Do of1.02 ) = o P .
Staaz T (1= 2 Oy gy + O (LG, ¢ CRL(LHE)E,
! = - 70 L] . -C2
biaasp = (1-2:CFLYU ) + CFLo(L4C2)E + CFL-(1-CE)E,

Pour avoir,
> £, " b. .
12 & et byi0 S &y
il est nécessaire et suffisant d'avoir,

(3.7)" CFL < 1/2
. 2

. CO. < 1

En conséquence, si (3.7)' est vérifiée, ce qué 1'on va supposer dorénavant
alors on a,

n-1/2 n+1/2 n-1/2
i S Y5472 S 54

. h=172 n+1/2 n-1/2
S S Uigyp S 5

- - - - 68 . . - A - e - - -

On démontre comme dans le cas précédent que 1'on.a,

n-1/2 n+1/2 n-1/2
Eivn SVYi4170 5 &
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3 3.2 - Posdltiviie et monotonie

- - - o -

Le but de ce paragraphe est de montrer que sous certaines conditions
sur'C0 et CFL le schéma (3.1) (3.2) vérifie une propriété analogue 3 la

-

propriété (2.4) du schéma de Godunov, & savoir ,

n+1/2
n+1/2

n-1/2

A on- -1/2

su i+1/2

min ©, < max

oh-1/2 ={g"+1/2 yn-1/2 gn-1/2}

"(2 4) i+1/2 i > Ti41/2° P+
0<i s‘Nx-i
0O<ncs Nt-i
Or d'aprés (3.2) on a,
nt1/2 _  n-1/2 _ a"1/2 n-1/2) n-1/2 "*1/2 (a"-1/2_gn-1/2
Yiv1/2 T Y412 B2 flege1 ) X- LYyopR g

On va considérer plusieurs cas,

n-1/2 ' n-1/2 n-1/2
R T

S A e e e e e e e T T r e E S cm - ------

D'aprés (3.5) on peut écrire,

n+1/2 _ n-1/2 A"1/2 n-1/2 n 1/ n-1/2 n-1/2
Yi41/2 = Y4172 - 7S1. +1/2 (1'}‘1‘ 2)'(f(ghq )-f(&; ))

or, d'aprés (3.6),

n+1/2 n-1/2 + 6n 1/2 (gn 1/2_ " 1/2

Y =yu 2§41 1+1/2

n-1/2 n-1/2 _ n 1/2)
=i+1/2 T Si+1/2 i+3/4

)+ 61+1/4 (& —4+1/2
et d'aprés le lemme (3.2),

n+1/2
di+1/2 € [ai+1/2’bﬂ4%J
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On a ainsi démontré le résultat suivant,

THEOREME 3.1 (Positivité et monotonie du schéma (3.1), (3.2) deg moyenngs)

St l'on suppose vérifiée la condition suivante :

Cé s1
An+1/2
) CFL = sup - lf‘(k)l < 1/2

i,n.k i+1/2
(3.7) <oa, 0<1isN-1
0<ns Nt-i

k e [inf O(x,t), sup, ©(x,t)]
X,t Xt

\ Oxot) * {u°(x). uy () UL(t)}

alors,
/ . ogt=1/2 | n+1/2 n-1/2
N 954172 % Yisazo < ™% 04y
n-1/2 _ Y.n-1/2  n-1/2 .n-1/2(
%4172 {éi » Yia1/20 Sim ;
(3.8)¢
pour,
0<is<N-1

\ 0<ns<s Nt-i

Le schéma (3.1), (3.2) pour les moyennes posséde la méme propriété de
positivité et monotonie que Te schéma de Godunov (comparer (3.8) avec (2.4)).

Une conséquence immédiate de ce résultat est le,

COROLLAIRE 3.2 (stabilité L7(L7)")

Sous les hypothéses du théoréme (3.1); ona:

Hup Il o < max ©
(3.8)" L (0,T;L (O,L))

Mulle s el
T L (0,T) L (O,L)

c'est-d~dire le schéma (3.1), (3.2) est Lw(Lm) - stable

0= qllu,ll o
%" (0
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Dans ce cas on a, en ometant 1'indice n-1/2,

Uiaa72 ™ Yipa/2) Uipggp = Yjoqpp) S 0

on a donc, d'aprés (3.2),

n-1/2

3541 0
n-1/2  _
a1.+1/2 0

et,

nt1/2 _ n-1/2  AM1/2 n-1/2 n-1/2
Yi41/72 = Yi4a/2 B/ Fl&i4q )-FE5 7))

c'est-3-dire, on retrouve le schéma de Godunov, et par (2.4),

n-1/2 n+1/2 n-1/2
&5 < Yisaz S Yi4a70

- - - - " - - -

. n=1/2 n+1/2 n-1/2
"N Cisiz2 S Yiagyp S max 0500
.o
oh-1/2 _ E[1-1/2 n-1/2 En-1/2

it1/2 © ) =i * Zi41/2 0 2§41
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Par le iémme (3.2) et la condition (3.7), e?;%jﬁ e [0,1] pour

- j=3,1,-1, -3, et 1<1d < Nx-1, alors

n-1/2 _ n-1/2 n-1/2 \.n-1/2 _ n-1/2 n-1/2,) n-1/2 _ .n-1/2
l-91'+1/2 B Ei-1/2l < 61'+3/£+ IE':1+1 1+1/2' + (1- e1+1/u)I Zit1/2 -8 |

n-1/2 n-1/2 _ U -1/2 n-1/2 , n-1/2 _ .n-1/2
+ (1- e1 1/4) Ig ' LI 1/2I + 61 3/4 lu1 1/2 .Ei-i l
D'autre part, d'aprés (3.9), pour i =0,
n+1/2 n+1/2 _ M2 yti/2 n-1/2 n-1/2
_1+1;2 Uisaye = (o172~ Yiaqp) (5 " - Uy 00t

gh=1/2 (n=1/2_ un- 1/2 n-1/2,, n-1/2 n-1/2
* 1+3/u (£1+1 1+1/2)+(1 e1+1/u)( i+1/2 - & )
et donc,
n+1/2 n+1/2 n+1/2 i -1/2 n-1/2_ u" -1/2
I--1+1/2 uilayol < MuyZyls - uil By lg Yiayal *
gh- -1/2 |.n-1/2 _ " -1/2 n-1/2,y,.n-1/2 n-1/2
tOa/y 1Eia1’ 7 Uiyl + (16857 luityys - &
De fagon analogue, pour 1 = Nx,
n+1/2 n+1/2 n+1/2 = n-1/2 n-1/2 n-1/2
1Y54172 - E1'-_1,/2I < U57o - Yisays) * luiays - &L
n-1/2y,.n-1/2 _ n-1/2 n-1/2 | n-1/2 n 1/2
+ (- e1 1/4)Ig LH 1/2l * 61 3/u I—-1'-1/2 =2i-1 |
Maintenant on est capable d'estimer - “EE+1/2”BV ,
N,
n+1/2 - n+1/2 - n+1/2 nt1/2 _  n-1/2 n-1/2 ._ n-1/2
lluy™ gy = if Y5say2 = YiTappl s Wiy - TG0+ g Loy
N,-1 : N, -1
‘ n-1/2 _ .n-1/2 n-1/2 n-1/2
¥ i§ Wipayo =& L 2 IETT - uyol ¢+
= i=0
n-1/2 1/2l + lu n+1/2 un- -1/2 |

* luy /2T BN Uy +1/27 U +172
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I1 est facile de voir que N, le nombre de points ol la monotonie (en
espace) de uh(t) change, est au pfus &gal & la somme des nombres de points
de changement de monotonie des conditions aux bords u, et U s et de la
condition initiale u°. Et ceci pour tout t dans [0,T].

Ceci implique que le schéma (3.1), (3.2) est Lm(BV)-stable car on a,

" . N+
(3.10) lluhllL 0T ( +1)lluhll'L.w(L,,

Au paragraphe suivant on raffine cette estimation.

- - -t - o o=

Le but de ce paragraphe est d'estimer ‘1a variation de EE+1/2,

n+1/2 n+1/2 n+1/2
Il uy™ " lgy = i 0 Yi+1/2 " Yi41/0
en fonction de celle de 32'1/2 et des valeurs des conditions aux bords,

tout en supposant la condition (3.7) vérifiee.
Or, d'aprés (3.2), (3.5), et (3.6).on a, pour 0<i < Nx-i,

n+1/2 _ n-1/2 + 6n-1/2 n-1/2 _ G 1/2

n-1/2 ,.n-1/2 un- 1/2
(3.9) Yiv1/2 = Y341/ i+3/u (—E-'Hrl Y1172 (& ) )

)+ Oihay (& Yivi/a

et donc,

n+1/2 _ _n-1/2 n-1/2 ,.n-1/2_ n-1/2 n-1/2,, n-1/2 n-1/2
Yiv1yo = & t e G - U540) + (1 Sivryu) Uipgyn - &)

D'une fagon analogue on :obtient, pour 1 < 4 < ng

(un'1/2 - n'1/2)

n+1/2 _ on-1/2 _ n-1/2y ,.n-1/2 _ y1/2 gh-1/2
H = g (1 -6 ) (E ) _-i..1/2 =i-1

=2j i-1/4/ 2§ Yi-1/2 -3/4
En soustrayant les deux égalités précédentes on obtient,

n+1/2 n+1/2 ¢n- 1/2

- n-1/2 _ J-1/2 n-1/2,, n-1/2 n-1/2
H41/2 7 Ying/o = Ojagpy (Giag - Uiippp)*(l- %ier/ulisgyn - & 70)
_ N-1/2y,.n=-1/2  n-1/2 n-1/2 , n-1/2 n-1/2
b (185 1) (5 Yisya) * Oy, (Miay, - E51)



- 17 -

+

» e : . o " C et - . - 2
® “ Sj (iZ) est vrai 'élors ~.Ai| = CZ et
lail < |f(51) - f(éi)l
2
lagl <Gy 1F(Ep) - £(&;_ )1

de 1a premiére inégalité on déduit que Iuil £ 1 et de Ta deuxiéme, que,
Ivil < Cé - D'autre part, La condition de compatibilits étant vérifise,
s 2 0 et donc By € [0,11. '

De fagon analogue on montre que dans le cas (ZZz) on a . =1 et
IAi]’ [v;] < C2; et que dans 1e cas (¢v) on a lv; = ¢2, My e [0,17 et
_]Ail <C2. '

® - Quelques secondes de réflexion nous montrent que 1'on a ,

signe a, signe a, ,

et par conséquent,

igne A. i )
signe A, signe v, ,

donc, d'aprés 1'étape précédente on a :
- _r2 2
I.Ai Vi € [l.co, 1+CO]

D'od le résultat




- 18 -

Maintenant on définit pour 0 <n < Ni-1 et pour 0 < i s N,-1 Tes para-

N n-1/2 n-1/2 _ .
metres 4,17, et 8143/ PATS (on omet les indices superflux),

0 si &

2 T Y412
I e (1A, + v,..) f&) -_f(l‘-iﬂ/z
WM By T M & " Biaayo
sinon,
0 s1 -§-'i+1 =Q1+1/2
iz F(Uy4q/0)-FES
sinon

Alors on a le résultat suivant ,

LEMME (3.2)

On a pour O.S'isNx-l

| . 2 2
Siatsu *Oqugzy € [ CFL ¢ (1-C3), CFL (14C2) 1

DEMONSTRATION

Etant donné que f « ' i1 existe un 6 ¢ 0,11 tel que si

k = Qgi + (1-0) gj+1/2 alors,

(& = Yjyqpp) F'(K) = f(g%)_- F(U544/0)

or d'aprés (3.1) f'(k) 2 0 et par conséquent, d'aprés (3.6), (2.3)
le Temme (3.1) on a, |

Gi+1/u e [CFL - (l-CS), CFL - (1+C8)]

De la méme fagon on démontre que 61.+3/u appartient & cet intervalle.

et
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et donc,
{,.n+1/2, n+1/2 _ n-1/2 n+1/2 n-1/2 n-1/2 -
gy “Bv < Wligp - Wil ¢ |LjNx+1/2 " i‘inlzl + 1y gy

On a ainsi obtenu le résultat suivant,

THEOREME 3.3 (non-croissance de la variation)

St les hypothéses du théoréme (3.1) sont vérifiées, alors pour

0<snc¢< Nt—i
1/2 n+1/2 - n-1/2 n+1/2  n-1/2 n-1/2
(3.10) [lu*/? < |ul N2+ lu ST AN N Tl |
~h BV(O,L) 1/2 -Nx+1/2 NX+1/2 —h BV(O,L)
]

Le schéma (3.1), (3.2) posséde donc exactement la méme propriété que le
~schéma de Godunov en ce qui concerne la variation (comparer (3.10) avec (2.5)).
Le résultat suivant est une conséquence directe de ce théoréme,

COROLLAIRE 3.4 (stabilité L(BV) )

St les hypothéses du théoréme (3.1) sont vérifiées alors,

(3.10)"  lluplly =0, 7;8v(0,1)) = Mollgyco,my*luligv(o,ry* 11w llgy(o,L)

Autrement dit, le schéma (3.1), (3.2) est L (BV)-stable. O

Le but de ce paragraphe est de déterminier les conditions sous les-
quelles la suite {y} ., od,

h= sup A

0<isN-1 '*/2

converge vens La solution entropique de (1.1).
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On procéde en plusieurs étapes :

. Premdene Etape :

Si les hypothéses du théoréme (3.1) sont vérifiées on sait, grale aux
corollaires (3.2), (3.4) que la suite {55\}h+0 posséde une sous-suite
qui converge dans L!(0,T;L'(0,L)) vers une limite que 1'on va noter u*
(théoréme de Helly)..Il1 est clair que u* appartient d@ 1'intersection des
espaces L (0,T;L°(0,L)) et L (0,T;BV(0,L)).

D'autre part, étant données la définition des conditions aux bords
et de la condition initiale du probléme discret, (2.1)' u* vérifie auto-
matiquement les conditions aux bords et la condition initiale du probléme
continu.

Finalement, si 1'on démontre que u” est la solution entropique de ce
probléme, grace d& 1'unicité de cette solution on aura démontré qu'en fait
toute la suite {551}h+0 converge vers u*. C'est ceci ce que 1'on va
démontrer & la suite.

. Deuxdiéme Etape : Une premcéne {inégalite.

On a, d'aprés (3.2), et (3.5),

n+1/2 _,n-1/2 An1/2 N-1/2  ni/a0 e, one1/2 n-1/2
Wirgyz 7K = WUiagyp ) - LN (1-24 vy )t (FGE T)-F(E D)
¥k ¢R

Supposons que 1'on a,

n-1/2 n~-1/2 n-1/2
g s ks Uiy, < B

alors, si 1'on pose,

_ N+1/2 - _ _
W = - g (AT Y22 (1(u2)-6(0))

e'n-1/2 ( ,
i+1/2

~i+1/2
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d'aprés (3.2) on a :

n-1/2 _ n-1/2 _
Ayr =Y =0

et dans le cas contraire,

(3.13) an-1/2 h-1/2

_ n-1/2 n-1/2 n-1/2 n-1/2
~H.:]_ = a-i = 51gn8(£1+1 é-i ) (I 1+1 I l I)
car,
sione (5753 /%-6%) = signe (WT2-uTTH2) < signe (5172 - u1TI/2)

—i+1/2 -4-1/2

I1 est donc clair que (3.13) reste vraie dans tous les cas.

Maintenant, en revenant & 1'expression de ¥ on peut la réécrire en
utilisant les S7° 1/2 de la fagon suivante,

i+1/2
NX-1 Nt'1
n+1/2 , , n-1/2 _ .n-1/2 n-1/2 _ .n-1/2, .
Oi41/72 © (Vigr' = A )S'g"e(‘gwq & )
i=0  n=0

LR A-R(E] ) (1asT 2y s

ou encore, en utilisant (3.5),

N-1 N._-1
X t
n+1/2 A" 1/2_.n-1/2, , n-1/2_ .n=1/2 n-1/2, ,n+1/2
2. $iaa70 + (3541 T2y 7T7) csigne(§51,70- £ ) (1 25541798
i=0 n=0

et finalement, par (3.13),

- n+1/2 n-1/2 n-1/2 n-1/2 n+1/2
i i —-1+1/2 l 3541 I la I) (1- 251+1/2) 4
i=0 n=0
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n-1/2

. Quatrnieme Etape : Intnodaciian ?QA Si+1/2-

n-1/2

On définit maintenant les S1+1/2

£(E - 1/2) 4 f(gn 1/2)’ |

2i+1

par 1a relation suivante, si

signe (57,372 - K)*(F(&01/%) - £(k) - signe (812 —k)+ (F(EY/2)-¢(k)) =

- signe (g:‘é” £h- 1/2)(f( :n+;/2) f(gn 1/2))(1 25?&;3)’
et par S?_'_i;g = 1/2 sipon.

Si T‘on pose, en omettant 1'indice n-1/2,
Aivya = (F(&544) - T(E;)) Sis1/2

de Ta premiére &galité on en déduit que 1'on a,

v
\'4

f(§1+1)' = f(é-i) S'i k §i+1 < E-i

't
AV
[(ag]

i+1/2 0 sk
f(k) - f(gi) sinon

d'ol,

1+1/2l < | (X1+1/2)l l---1+1 ) §4|

‘et par (3.7),

A, -
n-1/2 i+1/2 n-1/2 n-1/2
(3.12) 1+1/2l An+1 7 & - & 7

D'autre part, si l'on a,

Jv/2 G172y n=1/2 U 1/2) <0

(—1+3/2 1+1/2)( i+1/2 T Yi- -1/2
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et,

- _ vn+1/2 4
G - < - a2 ?+1’2> (F(K)- f(e" %))

on peut écrire,

n+1/2 _ = (y"1/2 oy L aM=1/2gn-1/2  n-1/2 gn=1/2 , n-1/2
(Ed+1/2 k) = (Ei+1/2 k) + e1+3/4(€1+1 !1+1/2) ¥ ~1+1/2 (Ei+1/2
gh- 1/2(€n 1/2 _ - K)
o 8712 st definie par (3.6).

i+3/4

Or, d'aprés la condition (3.7) et les lemmes. (3 1), et (3.2) o™ -1/2

i+3/4
0,13, 6?+i§§ e [1,11 et 6" 1/2 e [0,1], alors, en prenant valeur absolue,
n+1/2 _ n-1/2 n-1/2 n-1/2,.n-1/2_ G2y
1Uitayo = Kl = (1484,172) IE-1’+1/2 k14 054a7u(Eiey Yi41/0)
- ph-1,.n-1/2 _ o S
8 (& k)
encore,
n+1/2 _ n-1/2 _ _ AMt1/2 _yn-1/2 | n-1/2,,
lu1+1/2 k| = IE-1'+1/2 k| Z1+1/2 (1-2 Vi)

(f(a?+1’2) - £(k)) + (F(E7Y/2) - f(k))%

et finalement,

n-1/2 .kl i Aﬁ¢1/2 g(l_x?-1/2 + " 1/2) .

n+1/2_~kl
i+1/2 1+

is1y2” Kl < lu

: (3.11) [u Yii/2”

*

(signe (g} 1/ 2-k) (F(£1;2/2)-£(k))-

signe (£)7/2 k)(f(gﬁ'l’z)-f<k))>f

‘€ )

- k) +
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?

Cette inégalité reste vrai pour tous les autres cas. Une démonstration
plus compléte peut &tre trouvée dans Le Roux [181.

. Troisdéme Etape : Introduction de La gonction Lest ¢

Soit ¢ une fonction test non-négative de classe QZ?(Q) a support
compact. Soit Qh sa projection-L? dans Vh = Vo x V°, Pour simplifier les
calculs on supposera que 1'on a,

Sy = 840 7 QNx;i/z = QNX+1/2 =

_ N, ~-1/2 N, +1/2
¢ 1/2 - ¢1/2 = ¢ t - t = 0

n+1/2 A.

is1/2 41/2 et on somme sur i et

alors si 1'on multiplie (3.11) par ¢.
n on obtient,

Nx-1 Nt-i
n-1/2 n+1/2 on” -1/2, ,
| Yiva/2” -kl (¢1+1/2 1+1/2) A1+1/2

1=0 n=0
N -1 N -1
X t n-1/2

Y stme (g U (REA-r00) (€177 - HI7DA 2
1=0 n=0

ou,

Nx-1 N
S X A oI - detone i 0 (-0 -
1=0 n=0

- signe(g17Y/2k)- (£(£17H/2)-F(k)) {a™ Y2

Etant donné que .lorsque h¥0 1le premier membre de la derniére inégalité tend
vers le premier membre de 1'inégalité (1.4), pour démontrer que u* est la
solution entropique i1 faut et il suffit demontrer que ¢ tend vers une
quantité non-négative.



- 37 -

on peut aussi écrire V¥ = W + W ol,

! Nxfl Nt-1
Cn+1/2 aN=1/2 n-1/2, ,.n-1/2 n-1/2, _ ,n+1/2
¥y = iz=:0 &0 Bivayz 1354071 (1285, 00)- 12701 (1-2537100) + 1
fay / / / / /
N+1/2 _ 1/2) on-1/2 n-1/2, \n+1/2
R YR ey L IE“1+1 | (1-255,77) &
et
N, -1 Nt-i / / / Ny s
- n+1/2 n 1/2 n-1/2 AN+
¥y = ic0 n=o $i41/2 l2; | (- 251+1/2) (1-25;_ 1/2)?}
N -1 Nt-i
_ n+1/2 n 1/2 n-1/2 gh-1/2y | n+1/2
=2 =0 ,é ivasz | I (S1+1/2 Si-1/2) * 8

Or, d'aprés (3.2), (3.5) le lemme (3.1), (3.7) et (3.12),

2
, 1/2lesn 1/2

n-1/2 2y aN-1/2
1+1 i+1/2 l +2 C IA

n-1/2 -n-1/2 1+1/2
i+1 i+1/2l ('2"9|£1+1 5

n+17

| < lay
et paruconséquence,

2

N1 Ny-1
n+1/2 oMti/2) | on-1/2 gn- 1/2
41 < Z=: Z Lisasa = eryal * 18- & T4y

i+1/2

" i1 est donc clair que Torsque h + 0 alors 1Y, | tend vers zéro, grace i la

non-croissance de la variation des moyennes (theoreme (3. 3))
On considére maintenant ¥, D'aprés (3.2), pour que a

nul i1 est nécessaire que 1'on a1t

1/zne soit pas

n-1/2 J 1/2 n-1/2 n-1/2
(Y4372 = Yit172) (Y4172 = Y5.97,) 2
n-1/2 _ n- 1/2) (" /2 _ - 1/2) >0

(“1+1/2 Yi-172) Wii1yp = Y5375
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dans ce cas on a,

(€?+1/2 _ §£-1/2) (ngi/z - 1/2) >0

D'autre part, si,

cxmin 302, (2, e

ou,
k= max j.e.?;i’ La e 2f

alors, d'aprés la définition des S?;ifgg
ST S

Par conséquent le terme,
S - ST

n‘est pas nécessairement nul seulement dans un des deux cac suivants,

(i) k est entre £ n 1/2 et Eg:i/2
. 2 -1/2
(ii) k est entre g?+i/ et gf /

-1/2
et donc, gréce au théoréme (3.1), n? / n'est pas nul pour au plus 2(N+1)

valeurs de i, N étant la somme des nombres de points de changement de mono-
tonie de 1a condition initiale, et des deux conditions aux bords.

- De cette fagon on peut écrire,

T2 Isgne (1(E]2)-6E] 2 (1] D) (k)

n-1/2 dans le cas (1)
ns =

1
N2 signe (7(E11/2).- F(E] 2 (£ (k)-F(E1 /%))

dans le cas (ii)
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i1 est maintenant facile de voir que si 1'application u > f(u) est monotone
alons Les n?+1;§ sont deq quantités non-positives.
Par conséquent, £ 5aut monther que Lornsque h + O, Y Lend précisé-

ment vens zéno.

D'aprés la derniére &galité, en utilisant le lemme (3.1) et 1a condi-
tion (3.7) on obtient la majoration su1vante,

C? A,
n-1/2 0 /i N=1/2 _ n 1/2 n-1/2 _ .n-1/2,, . "i+1/2

I”i | <7 (154 |+ 1% “&i D ANFL/2

et donc,
N -1 N,-1
n- 1/2, ,n-1/2 n+1/2
|‘1’2| <2§ Z | ¢1+1/2 =
2 n-1/2_ n-1/2 . 1gN-1/2 .n-1/2,, n-1/2
<G Z; (1&g - & 71+ 155 'Ei-i/ |+ X

N 1/2_ .
ol x? / 0 si n? 1/2- 0 et xn 2 =1 sinon.
Encore,

' N.-1
P s
n=
ou, en omettant 1'indice n-1/2,
N -1 '
- "2 '/ 2 : %
b= (g g 1P ) <§; Graa/e? X5 & pagsg)
N -1
1y
< . L4 [ ] . -F. ~E. 2 /2
oigsz_l 9541/, * 2(N#1) h (Z;“'E"“ Sl &840 x;)
et donc,
N —1

1

gn1/2_ pn- 2y gl g

¥, 2G5 - ?N h)e dloll . zu.«s_?Ii’z g2 s

1°(0,T5L°(0,L)) 0<nsNt

1

et cette quantité ne tend forcément vers zéro lorsque h + 0 malgré la
propriété de non-croissance de la variation, théoréme (3.3).
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. Cinquieme Etape : Modigication des a; et convergence de ¥ vers zéno

On est donc obligés de changer La déginition des a; pour avoir la
convergence désirée. On fait ceci en posant simplement,

C (<1) ¥hah
(3.2)' €2 = |
-0 O '
Ch®h Vhah

pour un certain a > 0.

Avec cette modification i1 est clair que ¥, et donc Y, tend vers

zéro lorsque  h + 0.
Par conséquent u* est la solution entropique de (1.1) et donc toute
la suite {u} converge vers elle fortement dans L'(0,T;L'(0,L)).
h"hi0

On peut prendre £'exposant o 128 prés de zéno, ce qui permet d'uti-
liser (3.2) au lieu de (3.2) (3.2)' dans la pratique. En effet, comme il
est remarqué dans [18], pour passer de '

2 _ -0, 0 = 2 _ 1 -0 .0
CO = C h1 h a CO = §'CO h1 h

il faut diviser h par 21/“, ce qui peut &tre énorme pour o assez petit. &
On a ainsi démontré le résultat suivant,

THEOREME 3.5 (Convergence du schéma des moyennes).

On suppose que l'on utilise le schéma (3.1), (3.2), (3.2)' pour le cal-
cul de la suite (de moyennes) {Eh}h+0 tout en supposant que la suite
{Eh}h+0 est déterminée vérifiant la condition de compatibilité (3.3).

Alors 8t la condition (3.7) est vérifiéde, la suite {Eh}h+0 eonverge

vers la solution entropique du probléme continu. n
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¥ i = 0,1, ceey Nx"].
k
¥velP (K-i)

(3.12) ~/.32+1/2v dx =V~/-u2"1/2v dx + A"+1/2‘/}( 2y 5 v dx -

Ki Ki | Ki

+1/2 n-1/2 n-1/2 +
- a" | {f Eian’ ) Viag T&71) Vi}

. ”Deuxiéme Etape : profection de vg+1/2

Si 1'on suppose que 1'application u + f(u) est monotone croissante on a
£y = u;, 0<is Nx' Dans ce cas 1a condition (3.3) s'écrit :

+ (1 8) u.

—i-1/2

(3.13) e ¢ ([0,1]: u; = ng+1/2

. e + A
Si maintenant, u = f(u) est monotone décroissante gi = U et cette condi-
tion s'écrit de 1a fagon suivante, '

(3.13)" 10 € [0,11: uj =ou., .+ (1-6) u,

i —i+1/2 —i-1/2

Dans le cas général, pour itne s que (3.3) so0it vérnigite, on va exiger
que (3.13) et (3.13)" soient simultanément satisfaites. I

De cette fagon gg+1/2 sera complétement déterminée. Plus précisément
on a,

~E+1/2 projection-L? de 432+1/2 sur <€§k

n+1 2 . . )
(3 14) {%h %6i( /2y W e Y t¥i=01,., N-1J6,.,0,., c (0,11

n+1/2 n+1f2

+ _ n+1/2 n+1/2
vi = 8, 4(us 2i(Yi4a72 ~ 1+1/2)

. Y, Vi, =0
1'=i+1/2 -—1-1/2)’ 1+1

]

De cette fagon on compléte le schéma G-k/2. On doit remarquer, d'une part,
-que si dans la premiére &tape on a a 1/2‘ 0 et dans la deuxiéme Qé% ={0}
le schéma G-/2 devient simplement le schema de Godunov. Par contre, si dans
. n-1/2 _ n-1/2 n-1/2

la premiére étape on a a; f(g1 ) - f(g1 ) et dans la deuxiéme
on a que u2+1/2 est dans ‘%ﬁh, c'est-a-dire : 2+1/2 = E+1/2, alors G-k/2

est exactement le schéma LRG-k.
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Le schéma (3.1), (3.2), (3.2)' & 1'aide duquel on détermine les
moyennes Uy posséde les mémes propriétés de

(i) monotonie et positivité
(ii) . non-croissance de la variation
(iii) convergence vers la solution entropique.

que le schéma de. Godunov.
Et cecd 4indépendamment de,

(i) le degré de 1'approximation en espace, k.
(ii) 1la facon avec laquelle on calcule Yy (1a condition (3.3) mise
i part).

En conséquence, une augmentation de k (k = 1) n'introduit plus d'oscilla-
tions (... des moyennes) aux niveaux des chocs, ni oblige & une diminution

du CFL !,
En plus, on a une cerntaine souplesse dans La détermination de Y, ¢ seuke

La condition de compatibilité (3.3) doit étre verigite.

3.4 - Obtention du schéma. Deuxiéme &tape : Phase de projection

Pour déterminer g?+1/2, uﬂ'l/z et gﬂ+1/2 étant connues, on procéde

en deux étapes.

Dans la premiére on détermine un élément de. Y » Gue T'on note eg+1/2,
a £'aide du schéma LRG-k. Dans la deuxiéme, on projette gﬂ+1/2 sunL un
sous-ensemble convexe de \V, , que 1'on note qék'

On prend alors g:+1/2 égale & cette projection. L'ensemble

(%§k =(§§k(gﬂ+1/2) est construit de fagon telle que 84 ¥ e<§5k akons

EL\+1/2 + ¥V vinigdie La condition de compatibilité (3.3).
*  PremiZne Etape : Caleul de 32+1/2

On détermine u"+1/2

~

dans !h a 1'aide du schéma LRG-k :
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D'autre part, il est facile de vérifier que lorsaue k=1 ou k=2 Uy
tend vers zéro dans L%(0,T;L'(0,L)) fortement quand h0. Ceci est vrai
parce que W, <, et parce que la variation de u, est Kornée. En effet,
dans ces deux cas on a,

IIEhHLz(Ll) < Constante « h “iﬁJlﬂm(BV)

Pour obtenir cette propr1ete pour k >2 i1 suffit de mod1f1er<§§k de la
facon suivante

(3.14)" G, (C) = u%k N1 Y X e K

n+1/2 n+1/2f lu n+1/2 _ n+1/2’
®

< U.
[v(x)] = max | 4i4372" sivr/ol o Wisyyo = Y5975

3.5 - Ecriture des schémas G-1/2 et G - 1

Uy =yt oy

ol ¥ X ¢ ]x . x [ on a,

Up(x) = 1+1/2
. (x) - [ Xipq ¥2X - xi] .
~h Xi+1 - xi ~i+1/2

Comme on avait dit, dans la pratique on va ut111ser la définition (3. 2) des
a; au lieu de prendre (3 2), (3.2)'.
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Donc, pour k = 1 le schéma G-k/2 s'écrit de 1a fagon suivante,

- on suppose connue la fonction uR 1/2
. Premiéne Etape : Calcul . de gz'ifi
vi=0,1, ..., NX-l,
s L pesse O gy P2 A2 (Geasa iy
—i+1/2 ~ —i+1/2 Ai+1/2 2i+1 A1+1/2 i+ i
ol
ag'i/Q £x1/2- 0 et pour isl, ..., N-1,
-1/2 n-1/2_ n-1/2 n-1/2 -1/2 . -1/2 -
a? 1/2, signe (qu;2 Uy _ 152) max {0 A /3 f,e? /2 _ min {lf(g? 1/ )-f(E? 1/2)L
2 n-1/2 i 1/2,, n-1/2 uv 1/2 n 1/2 n-1/2
Co sTamel(Uiyays = Yinaya) Miaaya = Yigpn)) (850" - &)1
n-1/2 _ Y '2y,.n=1/2 u" 1/2 n- 1/2 n- 1/2
Co siane((Uyyyyn = Uiiqyo) (UiZipn = Uil375)) I F(E] - Fi&;- I}
. Deuxieme Etape : Caleul de u: 1/2

¥i-= 0,1,...,NX41

m1/2 _ n-1/2 _ AM1/2 1/2 -1/2
isazs = a7z -~ i PUERLD + 1)

.. n+1/2
LA {f( -n- 1/2) v a2y it 1/2)}

Ai+1/2 Uigq —i+1/2 i+l
n+1/2 _ n+1/2 n+1/2 *
Hi+1/2 signe (u1+1/2) max (0, ¢1+1/2

n+1/2  n+1/2,, n+i/2 n+1/2
YirasaYis12) (U543 727Y5-072))°

n+1/2 . 4
/ min {l n< 1/2l lu n+1/2_ n+1/2|’ signe((u"

W1+1/2 1+1/2 1+1/2 1+1/2

lun+1/2 un+1/2|
—i+1/2 i-1/2

. Troisieme Etape

un+1/2 n+1/2 n+1/2
h 4,
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3.5.2 - Le dchéma G-1

U =Yy T4y,
ol, ¥ xe ]xi’ Xi+1[’
—h(x) Zis1/2

(%) = 03(x) gi + 67,,(x) 47,
/

0a,
¢.!.(x) _ (xi+1;x)(xi+1/2°x) + }_ (X-i+1- ) (X "X)
1 Xiga™ Wipg7%) " % T ° 1+1/2)(x1+1/2 X )
e ) KR O ()
N X)= —_
*14 (Xi41/0” 1+1)(x X5 177 X 41720 Kag 07%T

On remarque que 1'on a,

o0y =1 Paalrg) o
+ - .

45(Xi4q/p) = -2/4 Piaa(Xjgqpp) =14y

o+ ' -

0i(X5) = 0 Y541 (Xipq) = 2

et par conséquent uh(xi+1/2) ne coincide pas forcément avec la valeur

,moyenne sur Ky, Ysipr/ne En effet, on a,

_ Lot e o
Up(Xi4q/0) = Yivi/2 ~ 1 (91 ) = Yy
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Maintenant on va illustrer sur quelques figures 1'étape de projection

de ce cas. Supposons donc que les fonctions E£+l/2 et 9“+1/2 ont &té

déja calculées. Sur 1a figure suiyante on a dessiné la fonction
“*1/2 9"+1/2) avec un trait continu et avec untraitdiscontinu la

n+l/2
fonct1on Eh s

n+l1/2 n+1/2

-Pour obtenir Yy on projette u sur %5 (u"+1/2), voir
vh nt1/2. n+l/2
(3 14). Dans notre cas ceci revient & modifier la pente de ( i, )
a 1'intérieur de chaque &1ément de fagon & satisfaire (3.13) et (3.13)".
Les petites fléches indiquent le sens de la projection, tandis que Tes
petits ronds indiquent qu'une des conditions (3.13), (3.13)' est satis-
faite.

' Sur la figure suivante on dessine en trait continu la fonction

u2+1/2 =_ER+1/2 + g:+1/2 en trait discontinu la fonction (u n+1/2+u2+1/2),

et en trait double _3+1/2

!
|
|
: }

+u
~h
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Pour k=2 le schéma G-k/2 s'écrit donc de la fagon sﬁivante,

T e Premiene Etape :

n-1/2

On suppose connue U

Caleul de un+1/2

un+1/2
Sit1/2

ol les

. - DeuxiZme Etape :

o -1/2 _
—i+1/ 2~

n-1/2
a; ™

h
R Nx-l
AN1/2 (f(gn+il2) -
1+1/2 =1

£(£" n- 1/2)) A

M1/2 /2 n-1/2
(341~ 3
1+1/2

sont calculés exactement comme dans le schéma G-1/2,

Caleul de un+1/2

¥ i

1.
Y

_n+1/2

Ujeq

et,

+n+1/2_

) +3 f(u:n-1/2)z

- 1/2
)( )}

h
- 0,1,.-., Nx-l
n-1/2 n+1/2 -
i+1/2
n+1/2 _n-1/2
A n-1/2
+ Ai+1/2 g 1 f(u1+1 ) + 41’(uH_1/2
n+1/2 n+1/2 %
- A n-1/2 n-1/2
= u; txr—— 15 (& ') + f(E; %'
1+1 'i+1/2 1+1 1 )
) AM1/2 3 n- 1/2) . -1/2
A1'+1/2 1+l Hi41/2
J1/2 n+1/2 JNH1/2
u; = signe (ui ) max {0, 6, %
i
n+1/2 n+1/2
+ R n+1/2 /2
e'i = min Iu.i ;slu1+1/2 ‘_1_1/2l
. n+1/2
. _ + n+1/2, yn/2
sighe ((y; Yip72* Yia172

))%

)
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- n+1/2 _ n+1/2 - n+1/2
i+1 = signe (uj,; ") max %41 )
- n+1/2 _ ™ n+1/2T |.q+1/2 _ uq+1/2|.
i+1 i+l > 1¥3/2 —i+1/2
n+1/2,, n¥1/2 _  n+1/2
s1gne((u1+1 ) (u 1+3/2 1+1/2))$

. Thoisieme Etape :

Un

n+1/2  _ n+1/2 n+1/2

Yy, Yy

3.6 - Résumé

On a donc construit le schéma - G-k/2 3 partir du schéma de Godunov et
dy schéma LRG-k.

Pour calculer up s Up étant connue, avec G-k/2, on procéde en
deux étapes :

()

(1)

n+1/2 n-1/2 .

dans La premiene, dite d'antidifusion, on caleule Les moyennes de
La solution surn chaque élLément, uﬂ+1/2.

Pour les calculer on écrit le schéma LRG-k et on le modifie, sui-
vant [1] et [18], pour obtenir les propriétés de monotonie, positi-
vité, non-croissance de la variation et de convergence vers la

solution entropique du schéma de Godunov.

dans La deuxitme, dite de projection on caloule £e neste de degnis
de Liberte, ~n+1/2 ,

On calcule d'abord u2+1/2 a 1'aide du schéma LRG-k pour ensuite
projeter sur un convexe dépendant de EE+1/2’ choisi de fagon telle
a faire que tous ses &léments vérifient la condition de compatibi-

Lite (3.3). On prend uﬂ 1/2ega1e d cette projection.

(i11) On fait finalement,

n+1/2 _ n+1/2 n+1/2
o

On résume 1'étude mathématique de ce schéma dans le théoréme suivant,
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THEOREME (3.6) (Sur le schéma G-k/2)

Soit {uh}h+0 la suite générée par le schéma G-k/2, c'est-d-dire,'
le schéma (3.1), (3.2), (3.2)', (3.12), (3.14), ((3.14)' si k » 2). (Plus
la condition initiale et les conditions aux bords, voir Zes paragraphes
1.2) et 2.2)) . :

St 1l'on suppose la condition (3.7) vérifiée on a,

(z) Yy vérifie la propriété de positivité (3.8) et la propriété de
non-décroissance de la variation (3.10).

(22) La suite {uh}h¢0 converge vers la solution entropique du pro-
bléme continu. '
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IV - EXPERIENCES NUMERIQUES - (SCHEMA G-1/2)

4.1 - Introduction

Dans ce paragraphe on va réaliser quelques expériences numériques dans
le but de tester le schéma G-1/2.

Au paragraphe 4.2 on considére le cas simple discontinuité de conzact
transportée a vitesse constante. :

. Au paragraphe 4.3, on considére une application u - f(u) cr01ssante
dans le but d'étudier £a formation et Te trhanspont d'un choe.,

Au paragraphe 4.4 on considére une application u - f(u) non-monotone
’dans trois cas différents, dans le but d'étudier le transport de deux chocs,
qui se déplacent en deux sens différents, et d'une onde de rarefaction.

Dans tous ces trois paragraphes le schéma G-1/2 est comparé au schéma
de Godunov et au schéma LRG-1.

4.2 - Approximation d'une .discontinuité de contact.

La discontinuité de contact 1a plus simple apparaft si 1'on considére
le cas suivant,

0 Yu<0
f(u) = u ¥Yue [0,1]
1+30(u-1) Yu~>1
uo(t) =1 yt=0
ui(t) =0 Y¥t=20
ud(x) = 0 ¥ x e [0,L]

En effet, 1a solution de ce probleme est la suivante,
1 ¥x<t
u(x,t) =
0 ¥x>t
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Si le schéma avec lequel on obtiént des approximatiens numdrigues de
u est positif de fagon de prolonger la fonction f hors 1'intervalle
£0,11 n'a aucune influence. C'est le cas du schéma de Godunov pour CFL < 1,
et 1é cas du schéma G-1/2 pdur CFL < 1/2. Par contre, ceci n'est pas vrai
pour LRG-1. On a choisi de prolonger f de cette fagon parce que c'est une
fagon adéquate d'améliorer la stabilité du schéma. (Voir Chavent-Cockburn [ 1)
Sur.les figures que 1'on montre & la suite on a pris pour le schéma

G-1/2,

1/10 CFL = 1/2

Ax =

Ax = 1/10 CFL = 1/4
Ax = 1/10 CFL = 1/8
Ax = 1140 ' CFL = 1/2
Ax = 1/40 CFL = 1/8

pour le schéma LRG-1 on a pris aussi le méme Jeu de paramétres, et pour le
schéma de Godunov on a divisé par 2 le pas d'espace dans le but d'avoir fe
méme nombre de degnés de Liberts pour chacun des schémas.
(On va garder ce jeu de paramétres pour toutes les expériences numérique§
que 1'on va faire).

Sur les figures 1 3 5 on voit donc que la discontinuité est mieux appro¥
- chée par 1e schéma G-1/2. Le schéma de Godunov diffuse beaucoup et le sché-
ma LRG-1 posséde des propriétés de stabilite trés_pauvres.

Comme on s'y attendait, les meilleurs résultats sont obtenus pour
Ax = 1/40 et CFL = 1/2. I1 faut signaler aussi que pour CFL = 1 le schéma
G-1/2 donne toujours La solution exacte dans ce cas.
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armmose ey

\

LRG-1

("4nstable)

(t; = (0.2)1, 0 <1 <5)

t N,
4 \ t5
R s | ® i
1.0

GODUNOV
(Ar = 1/40)

G-1/2

(At = 1/20)

(At = 17/20)

Figure 1 : Approximation d'une discontinuité de contact CFL = 1/2,

maillage grossier.
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GODUNOV
(At = 1/80)
X
G-1/2
(At = 1/40)
LRG-1
("Ainstable") © (At = 1/40)

(ti = (0.2)i, 0 £ 1 < 5)

Figure 2 - Approximation d'une discontinuité de contact, CFL = 1/4,
‘maillage grossier.
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- GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2
(At = 1/80)

LRG-1
(At = 1/80)

(ti = (0.2)i, 0 £ i < 5)

Figure 3 : Approximation d'une discontinuité de contact, CFL = 1/8,,
maillage grossier.




- 49 .-

GODUNOV
(At = 1/160)
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ANS e

figure 4 : Approximation d'une discontinuité de contact, CFL = 1/2,

maillage raffiné.
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u
1.0 ‘l[l;'— ~ —— eyt moonga
: . GODUNOV
0.5 - 1
: (At = 1/640)
tQ ':
0.0 e
0.0 *
e, pemen .
1.0 +* ™ SR *
. . . Wt
\ ' ¢ 3
0.5 - 't £, Lot t, : - 6-1/2
: A \ ' (At = 1/320)
A t :t ‘.
o0 | ° e P
0.0 0.1
LRG-1
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(At = 1/320)

(ti = 0.2)i, 0 s 1 £ 5)

Figure 5 : Approximation d'une discontinuité de contact, CFL = 1/8.
maillage raffiné.
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4.3 - Appmoximatian d'un .choc ‘

Maintenant considérons le cas suivant, [21],

-0 Yuc<o

L ﬁ_ 1 o, 2 2yv~1 ,

Cf(u) = (5 @ (u(1-u)?) Yue [0,13
=1 i
2

+ 30(u-1) ¥u>1
avec les conditions aux bords,

€

uft) =1 Vt>0

"

u(t) =0 ¥t20

' et Les conditions initiales suivantes,

LRt SRt Y Y Rl O P e AP gaioes

e Cas_de_formation d'un choc

uO(x) = 0.1/(0.1 + x) 'V x ¢ [0,11

e Cas_de_transpont d'un choc

- oy wr- o o e sy r r n o e = -

u(x) = 0 ¥ x e [0,L]

Dans ces deux cas i1 est facile de vérifier que 1a solution exacte posséde
une seule discontinuité pour la valeur

u=1//2 = 0.707
qui se propage a la viiesse,
1,1, 1, |
@Z{u =§§-+7§): £ 0.604

La fonction f que 1'on a prise pour les expériences numériques est égale
~ & la Pl~interpolée de 1a fonction que 1'on vient de présenter. Sur [0,1] on
a pris dix points d'interpolation.. C'est pour cela que les fonctions Uy
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vont présenter des paliers, car maintenant les "valeurs" de u comprises
dans 1'intervalle générique 1 i/10, (i+1)10 [ i= 0,1,...,0 se déplacent
3 la méme vitesse.

Cette approximation introduit certes une erreur, mais pour 1‘'effet
de faire des comparaisons entre les solutions de 3 schémas qui utilisent
la méme fonction, cette inexactitude n'a aucune importance.

Sur les figures 6 & 10 on montre le cas de la formation d'un choc.
On y voit que la diffusion numérique augmente avec la diminution du CFL,
qui dans ce cas est égal a At/Ax !, phénoméne qui se présente toujours
pour ce genre de probléme. On peut constater encore une fois que Te
schéma G-1/2 est plus stable que LRG-1, et, ce qui est le plus important
dans ce cas, qu'il ne présente pas les (fortes) oscillations de ces schéme
aux voisinage du choc. Voir surtout la figure 10.

Sur les figures 11 @ 15 on montre le transport d'un choc. On y .cons-
tate que le schéma G-1/2 approche bien le choc, en effet la discontinuité
se situe a peu prés vers u = 0.7 et par conséquent elle est transporté 3
la vitesse correspondante. Pour t = 1, on devrait la trouver vers x = 0.6,
et c'est exactement ceci ce qui se passe. Voir les figures 14 et 15. On
remarque que G-1/2 diffuse 1égérement plus que LRG-1, mais encore une
fois i1 .ne présente les oscillations prés du choc de celui-ci.
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1.0

2o e e,
..
-~

P ~X >
A
0.0 1.0
LRG-1
("instable) - (At =
(ti =0.2)i, 0<1i<5)

Figure 6 : Formation d'un choc. CFL = 1/2, maillage gréssier

GODUNOV

(at =

G-1/2

1/40)

(At = 1/20)

1/20)
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GODUNOV
(At = 1/80)

G-1/2
(At = 1/40)

LRG-1
(At = 1/40)

(t; = (0.2)1, 0 515 5)

Figure 7 ; Formation d'un choc. CFL = 1/4, maille grossier.
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ns ce cas, une situation d'équilibre est trouvée pour t =2 1 ; en
Da ’

effet on a,

0 ¥xx<1/2
u(x,t) = ¥ta=1.
1 ¥ x>1/2

La fonction f que 1'on prend pour les expériences numériques est,
encore une fois, la P!-interpolée de celle que 1'on vient de présenter. Le
pas de 1'interpolation est 1/10. A

Sur les figures 16 d@ 20 on montre le pfémier cas, sur les figures 21
d 25 le deuxiéme et sur les figures 26 a 30 le dernier. B

Sur les figures 16 & 20 on voit : d'une part, que le schéma G-1/2
&limine les oscillations provoquées par la discontinuité de la condition
initiale qui apparaissent pour le schéma LRG-1. Celles-ci sont dues 3 la
non-positivité de LRG-1. D'autre part, G-1/2 approche bien les chocs qui appa-
raissent au bout d'un certain temps : de déclenchement se fait en méne
temps que pour LRG-1 et les chocs sont approcchés sur le méme nombre de
mailles. I1 faut aussi remarquer que G-1/2 diffuse légérement plus que
LRG-1. o
Sur les figures 21 & 25 et les figures 26 a 30 on observe le méme
comportement des chocs. | ‘
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GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2
(At = 1/80)

LRG-1
(At = 1/80)

(t

= (0.2)i, 0 <1 <5)

Figugp 8 : Formation d'un choc. CFL = 1/8, maillage grossier
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GODUNOV
(At = 1/160)

X
G-1/2
(At = 1/80)
x
LRG-1
("instable")

(£, =0.254, 0 sﬂigs 5)

(ot = 1/80)

Figure 9 : Formation d'un choc. CFL = 1/2, maillage raffiné
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GODUNOV
(At = 1/640)

G-1/2
(At = 1/320)

L3S

LRG-1
(At = 1/320)

(ti = (0.2)1, 0 £ 1 5 5)

!

Figure 10 : Formation d'un choc. CEL = 1/8, maillage raffind.
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' 1,0
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£, =(0.2)1, 0= i < 5)

GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2
(At = 1/80)

(At = 1/80)

Figure 14 : Trapsport d'un choc CFL = 1/2, maillage raffing,



- 61 -

GODUNOY
(At = 1/160,
rr—r—— o

G-1/2

. (At wfll/80)
1.0

LRG-1

(At = 1/80)

X

_.
1.0

(ti = (0.2)i, 0 s {5 5)

Figure 13 : Transport d'un choc, LFL = 1/8 , maillage gyossier,
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GODUNOV
(At = 1/40)
—e
1.0 *
G-1/2
(At = 1/20).
. _ - —® x o
oo .o
LRG-1 ,
(lymmbze'l) (At = 1/20)

) ‘(-ti} (0.2)i, 0 £ 1 < 5)

I-‘iggre 11 2 Transport d'un choc. CFL = 1/2, nlai_llage grossier
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: (At = 1/80)

ae — X

1.0
tg | G-1/2
E (At = 1/40)
L. P
1.0
LRG (At = 1/40)

("Ninsztable" )

Figure 12 : Transport d'un choc. CFL = 1/4, maillage grossier.
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GODUNOV
(At = 1/640)
SISV,
1.0
L '
:‘ 5 G-»UZ,
: (At = 1/320)
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1.0
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i
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v T I diki ki A T ﬁ x
0.0 * - 1,0
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Figure 15 : Transport d'un choc CFL = 1/8, maillage raffing,
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4.4 - Le cas u -~ £(u) non~-mcnotone

On considére maintenant,
f(u) = u(l-u) : - ¥Y¥ueR
les)conditions aux bqrds'syjyantg§ :

¥t=20
yt=z0

n
o

uo(t) =
ui(;) =

i
[

et les trwois conditions initiales,

- - —— et iR el Lo s —loca

1 ¥x <1/2

————— ettt it LDt e g gttt st Sl gyl uihoveghn . SR .

uy(x) = 172 ¥ x e 10,1C

. Dans le premier cas, 1a discohtinuité de la condition initiale au
point x = 0.5 produ1t une onde de rarefact1on Cette onde se propage jus-
- qu'a faire que u(0 )y =1, "& ce moment i1 apparait un choc qui se propage
maintenant vers la droite. Un phénoméne similaire se produit, en méme
Lemps, & 1'extrémité x = L, et i1 apparaft donc un deuxigme choc se
propageant vers la gauche.

Le deuxiéme cas est simplement une prolongation du premier. Dans le
troisiéme cas on &limine 1'onde de rarefaction pour obtenir simplement
deux chocs qui se propagent d'une fagon simétrique par rapport au point

= 0, 5 e T L

e ¥
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GODUNOV
(At = 1/40)

G-1/2
(At = 1/20)

LRG-1 : (At = 1/20)
("instable") -

(t, = (0.2)i, 0 < i< 5)

i

Figure 16 : Approximation d'une onde de raréfaction CFL-1/2, maillage grossier

7
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(At = 1/80)

G-1/2
(At = 1/40)

LRG-1
(At = 1/40)

(t, = (0.2)1, 0<1iss5)

Figure 17 : Approximation d'une onde de raréfattion‘CFL = 1/4, maillage grossier
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Figure 18 :

GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2

(At = 1/80)

LRG-1

(At = 1/80)

Approximation d'une onde de raréfaction CFL = 1/8,

maillage grossier.




- 6§ -

GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2
(4t = 1/80)
LRG-1 4
{("Ainstable") (At = 1/80)

(t; = (0.2)i, 0 <1<5)

Figure 19 : Approximation d'une onde de raréfaction. CEL = 1/2,
maillage raffiné.
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Figure 20 : Approximation d'une onde de raréfaction CFL = 1/8,
maillage raffiné.
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GODUNOV
(At = 1/40)
G-1/2
(At = 1/20)
LRG-1
, (At = 1/20)
("instable")

(ti = (0.2)i, 0 < i < 5)

Figure 21 : Onde dé raréfaction et deux chocs CFL = 1/2, maillage grossjer
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G-172
(At = 1/40)
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Figure 22 : Onde de raréfaction et d‘emg chgcé CFL = 1/47J !naillagg_‘gj'o_ssier
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GODUNOV
(At = 1/160)

G-1/2
(At = 1/80)
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(At = 1/80)

t, = (0.2)i, 051 %5)

Figure 23 : Ongeﬁde'raréfaction et deux cﬁocs CEL = 1/8).maillage‘g;ossier
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(At = 1/80)
LRG-1 (At = 1/80)
('instable") .
(ti = (0.2)£,' 0<1ix<Y5)

Figure 24 : Onde de raréfaction et deux chocs. CFL = 1/2, maillage raffin§
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: Onde de raréfaction et deux chocs CFL = 1/8, maillage raffiné
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Figure 25
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(t, = (0.2)i, 0 £ 1 5 5)
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Figure 26 : Approximation de deux chocs qui se rencontrent CFL = 1/2,
maillage grossier.
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Figure 27 :Approximation de deux chocs qui se fencontrent CFL = 1/4,
4 ’ T

-

maillage grossier.
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Approximation de deux chocs qui se rencontrent, CFL = 1/8,

maillage grossier.
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Figure 29 : Approximation de deux chocs qui se rencontrent CFL = 1/2,

maillage raffiné.
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IV - CONCLUSION

1 — — T =

Dans ce travail on a donc proposé et analysé un nouveau schéma pour
résoudre numériquement la loi de conservation scalaire 1D, (1.1)..

(e schéma, que 1'on appelle G-k/2, se veut & mi-chemin entre le schéma
de Godunov et le schéma LRG-k. En effet, 13 ol la solution du probléme con-
tinu et réguliére G-k/2 coincide avec LRG-k, et au niveau des chocs G-k/2
coincide avec le schéma de Godunov, quand 1a monotonie et la positivité
sont en danger.

La caractéristique principale de ce schéma est que les moyennes de sa
solution posséde exactement Tes mémes propriétés (de positivité, monotodnie,
non-croissance de la variation et de convergence vers la solution entropique),
que la solution du schéma de Godunov. Et ceci, indépendamment du degré de
1'approximation en espace, k.

Les essais numériques faites pour comparer les schémas de Godunov,
G-1/2 et LRG-1 montrent qu'avec le schéma G-1/2 on obtiént des résultats
trés satisfaisants.

Dans ce travail on s'est borné & présenter ce schéma, et & le comparer
numériquement aux schémas & partir desqules il a été construit, pour le
cas k = 0.

Des comparaisons avec le schéma MUSCL, le schéma de Roe et d'autres,
peuvent &tre trouvés dans [2].

Des travaux destinés & alléger 1'étape d'antidifusion,,voir [2], qui
colite une bonne partie du temps de calcul, et & généraliser ce schéma &
2D sont en cours. .
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