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- -RESUME

Dans ce napport on présente en détail Les d,céﬁéjnen,tu etapes de L'imple-
mentation d'un algornithme permettant de définin des perméabilites nelatives
Duiphasiques de trhois fluides compressibles en milieux poneux [1].

On décnit La facon d'obtenin de telles gonctions, a parntin des donndes
disponibles dans Les systimes diphasiques de fagon a ce qu'elles satisfas-
sent a une condition de "differentielle totale", et en Leur imposant des
propriltis de negulariteé, de monotonie et de bonnes dans Le domaine tipha-
s4que.

On présente Les nésultats obtenus sur un exemple et £'on Les compare
avec ceux qui sont obtenus parn un autre modéle ['23.

On donne engin des informations techniques poun £'utilisation des
proghrammes Lnformatiques mis au point pour rialisen L'objectif.

SUMMARY

The caleulation of the §Low in a porous medium 04 three compressible
and immiscible fluids nequines the knowledge 0f the coresponding thiee-
: phaAé nelative permeabilities.

This neponts discnibes, step by step, an algonithm forn the effective
determination of these three-phase neative permeabilities §nom the wsually
available two-phase data. The algonithm is desdigned in such a way that the

nesubting nelative perumeabilities satisfy :
' - a total differential condition [11, this allowing for a simplified
presdure equation £n the three-phase geow model,

- negulanity, monotonicity and bound constraints which, in absence of
experimental three-phase data, ensure that they ane physically nealistic.

Numerical nesult are pnuen,ted and. compared to zthose obtained by the
method o4 Stone [21.

_ Finally, we give some technical information on how to use the conres-
ponding progham.

MOTS CLEFS
Permeabilites nekatives - Milieux poreux - Trniphasique - Optimisation.
KEY WORDS | '
Retative permeabilities - Porous media - Three-phase - Optimization.



TABLE. DES MATIERES

Pages
I - INTRODUCTION ...... e teteretretetinreananaas Ceeereerneanaes 1
IT.- RAPPEL DE L'ALGORITHME .......cevvenenn. e erererecnnneenas . 4
IIT - DISCRETISATION DU DOMAINE TRIPHASIQUE +.ovvevnvnernnennnns. 9
IV - RESULTATS NUMERIQUES ..... Cerees Ceereeees Cetreeeecaes ceeeee 32
V - NOTES SUR L'IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME ............. ee. 43
VI - CONCLUSION ......... Ceeterettnacerenons Ceeeaenens Cereeenans 45
NOTATIONS ©evevevenenn. et eereeieeiareraceneanenos Cetetreeenenas 46
BIBLIOGRAPHIE ....... ettt eeeneetaeneeeneneataererhtanaeenanas o 47

Jo & kke ok kok ok kokkkk



I - INTRODUCTION

Dans un milieu poreux sont présents trois fluides, immiscibles et com-
pressibles, eau, huile et gaz, aux quels on associe respectivement les indices
1, 2 et 3. Soient .51’ 52, S3 les saturgtions réduites des trois fluides ;
on a la relation fondamentale

S, +S,+S, =1
(1.1) ‘
0 < Sj <1, J=1, 2,3
On connait la viscosité My et le facteur de volume Bj du fluide j et
donc les mobilités relatives dj’ J=1, 2, 3.
Les fonctions caractéristiques des trois fluides sont aussi données dans
les deux systémes diphasique eau-huile et gaz-huile :

- dans le systéme eau-huile, on S3 = 0, on utilise Si comme variable
indépendante et 1'on connait :

(1.2) kr?(s,), kr32(s,) perméabilités relatives
_ de 1'eau et de 1'huile
(1.3) Piz(Si)' pression capi]]aire

d'old 1'on peut définir :
(1.4) vi%(s,), vgz(sl) "fractional flows"
(1.5) (s | mobilité globale

par les relations

(1.6) d*?(s,) = kry?(s,) d, + kréQ(sl) d,
(1.7) vii(s,) = kry%(s,) d, / d12(51)

(1.8) vi%(s,) kr32(s,) d, / d*%(s,)



- de méme, dans le systéme gaz~huile, ol 51 = 0, on utilise S3 comme
variable indépendante, et 1'on connait :

(1.9) kr2(S,), kra(s,) perméabilités relatives
) du gaz et de 1'huile

(1.10) P22(53) pression capillaire

d'ou 1'on peut définir :

(1.11) v32(s,), vI3(S,) “fractional flows"
(1.12) d%(s,) mobilite globale
par :

(1.13) d°2(s,) = kr32(S,) dg + kra2(S,) d,

(1.14) v32(S,) = krgz(ss) dg / d°2(s,)

(1.15) v32(S,) = krdZ(s,) d, / d*3(S,)

On va représenter les trois saturations et les fonctions qui en dépendent

sur un diagramme ternaire. De (1.1), on choisit 51 et S3 comme variables

indépendantes (Figure 1).

55

(1,0) 32 32 532 (0,0)
kr3 . kr2 . Pc



Sur le diagramme, les sommets (1. 0) (0,0), (0,1) représentent respec-
tivement les points ol 51’ 32, S sont maximales ; les cotés d'équations
53 = 0, S1 + 53 = 1? 51 = 0, représentent respectivement les systémes
diphasiques eau-huile, eau-gaz et gaz-huile. ‘

On appellera domaine triphasique le triangle de sommets(0,0), (1,0) et
(0,1) (sur les axes gi et §3).A '

Dans ce domaine,, on veut déterminer les fonctions :

(1.16) kr. ,§=1,2,3 | perméabilités relatives
J triphasiques
(1.17) VI » J =1,2,3 fractional flows tripha-
J _ siques
(1.18) d mobilité globale tripha-
4 sique
(%),

liées par les relations
(1.19) d(Si,Sé) = kr (S,,S,) d, + kr2(51,53) d, + krs(Sl, S3) dg
(1.20) vj(si,ss) = krj(sl,Ss) dj/d(Sl,Ss) j=1,2,3.

(1.21) vl(Sl,Sa) + “2(51’53) + va(Sl,Sa) =1

En T'absence de mesures des perméabilités relatives a 1'intérieur
du domaine triphasique, on est confronté au probléme du choix des perméa-
bilités relatives (1.16) & 1'intérieur de ce domaine. Plusieurs méthodes ont
eté proposées pour définir ces perméabilités relatives, basées pour la
plupart sur des considérations physiques (Cf. par eXemp1e [21).

Dans [1] une sous-classe de perméabilités relatives, vérifiant une condi-
tion dite "de différentielle totale" est introduite, de facon & simplifier 1la
formulation des équations de 1'écoulement de trois phases.

Dans le présent rapport, on rappelle 1'algorithme présenté dans [1] pour
1a sélection d'un é1ément de cette sous-classe et 1'on donne les détails
' nécessaires a la compréhension et @ la manipulation des programmes réalisés

=

- pour procéder a cette sélection.

(*¥) Comme on s'int@resse ici a la définition de ces fonctions par rapport a
S; et S,, pour simplifier les notations, on néglige les pressions parmi
les variables indépendantes.



II - RAPPEL DE L'ALGORITHME

On va rappeller 1'algorithme qui calcule les fonctions (1.16)-(1.18)

-----

Avec les données (1.2), (1.4), (1.5),

- assigner :
kr. (S, , 0)
(2.1) 171
kr, (S, 0) =
v, (S, 0)
(2.2) v,(S,, 0) =
d(s,, 0)
- poser
(2.3) kry(S,, 0) =

_ 112
= kry (51)

12
kry"(S,)

12
=V 1(31)

12
v22(s,)

= d'%(s))

vy(S,, 0) =

1’

Avec les données (1.9), (1.11), (1.12),

- assigner
kr.(0, S.) =
(2.4) "3(0 5;)
kr,(0, S.) =
v4(0, 33) =
(2.5) v,(0,5,) =
d(0, s,) =
-~ poser
- (2.6) kr,(0, S,) =

32
kr3 (53)

32
kr2 (53)

32
¥32(s,)

32
v, (53)

d32(53)

v,(0,5.) =0

e [0,1]

e [0,1]

e [0,1]

e [0,1]

e [0,1]

€ [031]



- Choisir un prolongement de la fonction V,, s'appuyant sur les valeurs
v,(S;» 0) et v,(0,S,) ,5S,, S, el0, 112, et assigner les va]eurs a

A

v,(5,, S,) - S;0 S5 € [0,112 S + S, < 1

- Définir explicitement, V¥ (51’ S3) e [0,112, les valeurs de Ta fonction B

qui satisfait (13 (2)

> 32
aP
(2.7) v,(S;5 S5) = v (S,, 0) + 7§£;{s) B (S,,s) ds
: 0
s
13912
(2.8) v3(S;s S5) = v,(0, S,) + _5£i(s) B (5,S,) ds
o
(2.9) v (S, 53) +v,(8,, 85) =1~ v,(S;5 S;)
Etape 4

- Déterminer la mobilité globale d sur le coté d'équation S1 + S3 =1,
c'est-d-dire les valeurs :

d(s,, S;) S, € (0,1), S, = 1-5,

de fagon que les perméabilités relatives kr1 et kr3 vérifient les propriétés
suivantes :

(i) elles sont les plus réguliéres possibles sur ce cété ;

(i1) S1 +‘kr1(Sl; 1-51) est croissante et donc, pour (1.20) :

(1) On choisit dci comme dans [1], de définir les pressions capillaires tri-
phasiques P (Sl’ S ) et P32(Sl’ 8,), par

_ 32 _ p32 ' 2
P (51585) = Pr2(5,), PEA(S1,8,) = PE(S,), ¥ (5,,5,) € [0,1]
S + S 51

’ (2) C'est ici qu'intervient la condition de différentielle totale
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v,
1 ad
5, G %) a5 (550 )
(2.10) ST T TAsg S 2 0 Sy e (011 Sy 1,
S krs(si, 1-51) est décroissante et donc, pour (1.20) :
3V ‘
3 ad
iﬂ{; (542 34) iﬁ{[ (545 S5)
—~ + < 0 S 0,11, S, = 1-S
(2.11) DRI CIOPY g € L0411, 55 = 15,
(ii1) 0 < krl(Si, 1-51) < kri,max 51 ¢ 10,11
0 <kry(Sy, 1-5,) = Kry nax
Etape 5

- Déterminer les valeurs de la mobilité globale d & 1'intérieur du
triangle, c'est-a-dire :

d(s,, ) S

2
10 S5 € 10,1C 0 <8545, <1

de fagon que les perméabilités relatives krj, J = 1,2,3 vérifient les
propriétés suivantes : |

(iv) elles sont les plus réguliéres possibles dans le triangle

(v) elles ont des propriétés opportunes de monotonie dans le domaine

(vi) 0 5 krj(Sys Sg) < kry oy 3= 1,23, (S,, S,) ¢ [0,112
S1 + S3 <1

Remarque 1 -

L'étape 1 impose que les fonctions triphasiques (1.16) - (1.18), que
1'on va déterminer dans la suite, aient pour projection les fonctions (1.2),
(1.4), (1.5) et (1.9), (1.11), (1.12) respectivement dans les deux systémes
diphasiques eau-huile et gaz-huile. 0



- - - -

De (1.21) on déduit qu'un fractional flow dépend linéairement des deux
autres._Dans 1'étape 2 on choisit v, comme paramétre libre et 1'on déter-
minera v, et v, de facon & satisfaire la condition (2.9), ol le terme de
droite sera connu.

Pour le choix de v,s On peut procéder de plusieurs fagons.

- On peut utiliser les perméabilités relatives obtenues avec d'autres

modéles: avec les perméabilités relatives de Stone [2], données par :
o~ T )
kri(Sl, 53) = kr1 (51)

(2.12) kP (S, S) = (1-51-53)kr;2(sl)kr32(ss)/(1-si)(1-53)

~

' _,.32 ‘ 5 .
kry(Sys S5) = krd2(s,) , ¥ (5,,S;) € [0,112 S+5S <1

on peut calculer, par (1.19) et (1.20), la mobilité globale d et les fractional

flows Cj, j = 1,2,3 correspondants, et poser enfin :

~

: 2
vQ(Sl, 53) v2(51’ 53) ¥ (51’ Sa) e [0,17¢ , S1+ 53 <1
- Une autre fagon de procéder consiste a interpoler, ie long dés droites
d'équation 5,15, = constante, les valeurs v2(51, 0) et v, (0, 53), S, et
S3 e [0,1]. On pose donc :
S1+Ss't
(2.13) v2(51+53-t,t) = v2(51+53,0) + -E;—-—-(v2(0,51+53)-v2(31+53,O))
+S
1 73
y (S1

, S.) €f0,11 S,*5, <1
¥t, 0

53)
<t< S_1+S3 g
Remarque 3
Dans 1'étape 3, on calcule simultanément les fonctions 8, Vs et Vg dans
tout le domaine triphasique.
Les fractional flows ainsi déterminés permettent de modéliser les écou-
lTements de trois fluides immiscibles et compressibles dans un milieu poreux,

a 1'aide d'une seule pression globale, P, au lieu que des trois pressions



P1’ P,s P3 [1]. Ceci entraine des simplifications remarquables dans la
modélisation mathématique, aussi bien que dans les méthodes de calcul de

ces écoulements. 0

En tenant compte de (2.9), les équations (2.7), (2.8) constituent une
équation linéaire pour 8(51,53). On peut 1a résoudre, aprés avoir calculé,
par (2.3) et (2.6) les valeurs aux bords :

B(S,» 0) = 8(0, S;) =0 S, et S, e [0,1]

1° 1

De (1.20) on déduit que les perméabilités relatives sont déterminées,
dés que sont connus 1a mobilité globale d et les fractional flows vy
j = 1,2,3. Suite aux remarques 2 et 3, on doit donc encore préciser la
fagon de déterminer d dans tout le domaine. Ceci ne peut pas étre fait
de facon arbitraire, si on veut obtenir des perméabilités relatives satis-
faisantes du point de vue physique.

On détermine donc d dans deux étapes de 1'algorithme : 1'Eétape 4
calcule les valeurs :

d(Si, 53) S1 e (0,1), 33 = 1-51,
d(1,0) et d(0,1) é&tant connues suite & la remarque 1. L'étape 5 enfin
utilise ces valeurs calculées et les données du probléme pour calculer d
d 1'intérieur du domaine triphasique. : 0



III - DISCRETISATION DU DOMAINE TRIPHASIQUE

On discrétise le domaine triphasique avec un maillage Uniforme, en
divisant les cbtés du triangle dans NPS intervalles d'amplitude aS.
Pour ces points de discrétisation, on fait'passer les droites paralléles
aux trois cOtés et on considére le maillage ainsi obtenu (Figure 2).

NPS

VAVAVA

NN \A PAVAN

VAVAVAVAVAVAVAVAN
EYAVAVAVA)

Figgre 2

s P S iy ok PR TP Bl D T Gt e e S e e A e i e s, o
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Un point du maillage sera caractérisé par un couple de coordonnées (S(i),
S(j)) ou d'indices (i,j), tels que :

S(i) = i8S, S(j) = jas
(3.1) .i = O,N .’NPS, j = 0, cee o NPS-i
8S = 1/NPS

On approche toutes les fonctions des saturations S1 et 33 par des
fonctions linéaires sur chaque triangle de la décomposition. Donc ces

| fonctions seront connues dés que seront connuesAleurs valeurs aux sommets
des triangles. On va décrire, avec cette approximation, les différentes
étapes de 1'algorithme. On considére, dorénavant, la correspondance entre
une fonction f(S) [resp. f(s1’53)] et Te vecteur [resp. la matrice]
f, de composantes :

#(i) = £(5(1) i
Cresp. f(1,3) = £(S(1), $(3)) i

n
o

..sNPS,
0,...,NPS, j = 0,...,NPS-1]

- -

A Ta suite de la remarque 1 et des relations (1.6)-(1.8) et (1.13)-(1.15)
on pose : -

dfl = BQ‘/UQ’ £ = 1, 2, 3.
et :
i=0,...,NPS
kr,(1,0) = kri?(i)
kr,(1,0) = kri?(i)
(3.2) | kr(i,0) = 0
d(i,0) = krl(i,O) d1 + er(i,O) d2
v3(i,0) = kr (1,0) d, / d(i,0)
v,(1,0) = kry(i,0) d, / d(i,0)

va(i,O) Q
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(_ "~ j = 0,...,NPS
kr,(0,§) = 0
kr(0,3) = kra2(J)
kry(0,3) = kr3?(d)
(3.3) d(0,3) = kry(0,3) d, + kry(0,§) d,
v,(0,§) = 0
v,(0,3) = kry(0,4) d,/d(0,3)

\v5(0,3) kry(0,3) dg /d(0,3)

- - -

D

Suite @ la remarque 2, ou bien :

- on calcule, dans le modéle de Stone [21, les perméabilités relatives
(2.12) par :

Eil(i,j) = kr, (1,0) ,
(NPS-i-3) NPS kr,(1,0) kr,(0,3)
(NPS - i) (NPS - j)

kr,(1,3)

A

K (1,3) = kry(0,3) i,3=0,...,NPS, i+j < NPS ;

ta mobilité globale d et le fractional flow 32 par

3
d(i,j) = = kr (i,j)d
el 2 2

~

v, (1,3)

kr,(i,3) d, / d(i,j), 1i,j =0,..,NPS, i+j < NPS ;
et‘l'on pose :
(3.4) vy(1,3) = V,(1,d) | i,j =0,..,NPS,

ou bien :
- par interpO]atiqn de vz(k,O) et v2(0,k), k =0,...,NPS, on pose :
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(3.5)  v,(i+ik k) = v, (i+§,0) + "1'13 (v,(0,1+3)=v,(i+1,0)),

i=1,...,NPS-1, j=1,..,NPS-1, k=1,..,i¢j-1

En intégrant (2.7), (2.8), on a :

| B(i.4) + 8(i,d-1)
vy (13- + [P209)-P22 (1) .

Vl(isj)
(3.6)

. P 12 .y _pl2/.s B(i,j) + B(i-1,J)
vy(123) = vy (i-1,4) + [PC ()= (i-1) i
i=1, .., NS,  j=1,...,NPS-i

En utilisant (2.9), on obtient une équation linéaire pour B :

[Pi2(j) - P22(j~1)] B(L.J18(1.0-1) [PéQ('i) -p{"(i-n]B“"“*S“'l'“ =
(3.7)

1,. ,NPS,

= 1-v (i,j) =v,(i,§=1) - v _(i-1,3)
2 1 3 =1 .. sNPS-i

Par 1a remarque 4, on pose :

(3.8) {3("’0)
8(0,J)

]
o
e

"

0, ... , NPS
0, ... , NPS

n

o
[
1

L'équation (3.7) est 1inéaire en B8(i,j) et permet de calculer cette
valeur une fois connus v, en (1,3)» v, et 8 en (i,j-1) et vé et
8 en (i-1,j). Donc globalement 1'algorithme fourni par (3.6), (3.7),
pour le calcul de Vs Vg et B dans tout le maillage, est linéaire et

récursif.
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-

On a a résoudre un probléme monodimensionel. Sur le cbté d'équation
S, *+ 5, = 1, on utilise 51 comme variable indépendante. On effectue ainsi
un décalage d'indice pour les points du maillage (3.1) qui sont sur ce
éété, de fagon que les points de discrétisation ont ici pour abscisse :

S(i) = (i-1) aS i=1, ..., N

avec :

(3.99 N=NPS +1

' 13 3 3 . ' e

On note par d°~, v ’.EEJ » J =1 et 3,les vecteurs définis par :
d*3(i+1) = d(i,NPS-1) i=0, ..., NPS
v§3(i+1) = v 5(1,NPS~i) :

(3.10) i=0, ..., NPS, j=1 et 3.

kr§3(1+1) = kr(1,NPS-1)

. ‘ 13 ~
Or remarque que les valeurs V3 sont connues grace a 1'étape 3.
On introduit le vecteur x, défini par :

(3.11) 400y = exp(x(1)) i=1,..., N

-Par (3.2) et (3.3) on connaft :

Log d*3(1)
Log d*3(N)

]

(3.12) {X(l)
.

En fonction de cette nouvelle variable, on a de (1.20) :
13, , V%s(‘)

(3.13) kri"(i) = ————— exp(x(i)) ' i
J d J

J

1,....N et
1 et 3
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On eut donc déterminer 5_eiRn, tel que les vecteurs correspondants
at® et kr§3, j =1 et3, vérifient les propriétés (i), (ii), et (iii).

Pour d&finir un critére quadratique 1ié & la propri&té (i), on approche
les composantes (kr§3)“(i), i=2, ..., N-1, du vecteur laplacien QE£§3,
j=1, et 3, par:

O LIC ) — [kr%s(i—l)-Zkr%s(i) + kr%3(1+1ﬂ i=2,..,N1
j (AS)? j T J .
j=1et3.
On pose
13 _ 513, .13
Akrs® = BUkrs
_ 013 . 13, .

oi B est la matrice de composantes b “(k,i), k =1,..., N-2 et
i=1,..,N, définie par :

0 si i # k, k+l, k+2
(3.14) b13(k,i) = { -1/(aS)? si i = k, k+2

2/(aS)?* si i = k+l

et 1'on définit donc le probléme

déterminer le

(e
Min J13(§), x e R"
X
avec,
Gas) w2 [

j=1 et 3

P> (kr3®)(8%)T 8%%ry
j=l et 3
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---------------

On observe que pour (1.21), il est :

13,, 13 )
vy (i) = 1-vi7(1) i=1, ..., N

On écrit donc (2.10) et (2.11) de la fagon suivante :

13
dv
d;.(sl) 13

ER———CL (5,) 2 0 V'S, e [0,1]
vi¥s) s, »

13
dv
dSl‘ 5y) 13
_ 1 + d(Log d7) (51) <0 ') S1 € [0,1]

13
13765 a5

En approchant ces inégalités dans les intervalles [S(i), S(i+1)1
i=1,...,N-1, par un schéma centré, on obtient, avec la définition (3.11) :

vi(ir) -v 134 |
+ x(i+1) - x(i) 2 0 i=1,...,N-1

13, . 13,.
\)1 (‘I) +\)1 (1+1)
2
v (1) -vi3(i+1)
2 = + x(i+1)- x(i) < 0 i=1,...,N-1
vy (1')+v1 (i+1)

1- 7



Ces relations peuvent étre &crites dans la forme plus synthétique :

(3.16)
avec

(3.17)

et

(3.19)

- 16 -

a’x > ¢*3(k) | k=1,...,NC
NC = 2(N-1)
/ K= (8-1)(N-1) + i

2 =1, 2, ‘ i=1,..,N-1

{ v (1) ~v3°(i+1)

si =1
vis(i)+vis(i+1)
1-
( 7
3
q°(k) =
; v 2(1) - 1% (i41)
; 13, - 13,, s1 2=2
vy (1)+v1 (i+1)
Y4
k = (2-1)(N-1)+j
2 =1,2, j=1,..,N-1, i=1,...,N

0 si 2 =1,2 et i#£35 ,j+1

. ' L =1 et 1=
13,. .
3."(1) 1 S {2 =2 et i = j+l
: -1 s_i Q,::]. et 1=j+1
' L =2 et i=3
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La propriété (iii) est vérifiée si et seulement si :

(3.20) x(i) = eb?3(4) i=2,...,N-1
avec
' 13 dj
(3.21) cb™(i) = Min Log — kr. 4 .
j=lets vj13(i) J.max i=2,..
, 0
- Pour déterminer donc x e.RN, qui résoud Pga s SOUS :
- les contraintes d'inégalités Tinéaires (3.16),
- les contraintes de borne (3.20),
- Tles contraintes d'égalité (3.12),
on a procédé de la facon suivante :
On définit la quantité scalaire, dépendante de (3.16) :
| | 13 N 13
(3.22) Maxc(x) = Max -n, q (k) - Zak (1) x(i)}
k=1,...,NC 1=1
avec n  constante positive,v = 0.

On observe que si toutes les contraintes (3.16) sont satisfaites,
alors :

(3.23) Maxc (x) = - n

- et que, dans le cas contraire,

1 kmax': 1 < kmax < NC, tel que
(3.24) | .
13, .
a “(1) x(i)
1 kmax

' N
Maxg (x) = q13(kmax) -
. i=
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On définit donc la fonctionhe]le de pénalisation :

(3.25) - PP = e 1% + L Maxe()

ayec €q et € constantes positives

On résoud donc 1e probléme :

déterminer le :

Min JP13(2(_) X ¢R
X

sous les contraintes de borne (3.12) et (3.20)

Etant donné une estimation ;59 de X, qui satisfait (3.12) et (3.20)
les formules pour calculer le vecteur gradient jgng, de composantes
13
3JpP

————

s 1 =1,..., N, sont :

3%(1)
13
(3.26) 3P i=1 et HN
ax(1)
et
aJ P13 :E: 13,7.13, 13’ 13,
(3.27) LA ) [(B )8 %k, ] krt3(4)
ax(T) 9" i et 3 — 4
0 si (3.23) est vérifiée
+1 .
© (Tmax(1) s (3.24) est verifige i=2,..,N-1.

ol [-]1 est la i-éme composante du vecteur [-].
La minimisation de Jp%3 peut @&tre considérée:
- soit comme un probléme d'optimisation linéaire-quadratique
- soit comme un probléme d'optimisation non différentiable.

On a choisi la deuxiéme voie pour sa robustesse et sa simplicité de mise en
oeuvre (ce qui explique d'ailleurs le passage de (Pgs) a (P13)).
Cet avantage est contrebalancé par une convergence lente, &lément de

peu d'importance dans le présent contexte. 0
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Les données de cette étape sont :

d(i,0) i=0,..,NPS
(3.28) d(0,3) j=0,.. NPS
d(i,NPS-i)  i=1,..,NPS

v, (i.4) i=0,..,NPS, j=0,..,NPS-i, & = 1,2,3
kry (1,0) i=0,..,NPS, % =1,2,3
kry(0,§)  j=0,..,NPS, 2 =1,2,3
krg (1,NPS-1) i=1,..,NPS-1, = 1,2,3.

On veut déterminer :
d(i,Jj) i=1,..,NPS-1, j=1,...,NPS-i-1

de fagon que Tes propriétés (iv), (v) et (vi) soient vérifices. I1 est
utile, pour la suite, de numéroter de facon vectorielle les points du.
maillage (3.1). Pour celd, on considére la correspondance entre les
indices des points (Sl(i), Ss(j)) et P(m),

(3.29)  (i,j) > m = (2NPS+3-j) %.+ i+ 1 i=0,..,NPS, j=0,..,NPS-i

Donc i1 est :

avec

N* = (NPS+1) (NPS+2)
V4




- 720 -

Pour tout m ainsi calculé, on appellera donc :

P(m) intérieur si j=1,..,NPS-2 et i=1,..,NPS-j-1
P(m) sur le coté S3 =0 si j=0, et i=1,...,NPS-1
P(m) sur le cdté S1 =0  si i=0, et j=1,...,NPS-1

P(m) sur le coté S1 + S3 =1 si j=1,..,NPS-1 et i=NPS-j

P(m) sommet (0,0) - si i=0 et Jj=0
P(m) sommet (O,NPS) si i=0 et j=NPS
P(m) sommet (NPS,0) si i=NPS et j=0

- On utilisera aussi les notations d(m), krl(m),.. pour indiquer les valeurs
d(i,3), krz(i,j),.. dans la correspondance (3.29) .
Comme dans 1'étape 4, on utilise le vecteur x e R , défini par :

(3.30) d(m) = exp(x(m)) m=1,...,N

comme variable indépendante et 1'on déduit de (3.28) que sont connues les
valeurs :

(3.31) x(m) = Log (d(m)) si P(m) est un sommet ou est sur
les cotés.

Avec ces notations, on va écrire (iv), (v) et (vi).

On va exprimer de fagon opportune le Laplacien Akr2 de la perméabi-
1ité relative krz, 2=1,2,3. Pour simplifier les notations dans 1'analyse
qui suit, on remplace les fonctions krz, 2=1,2,3, par une fonction f
qge]cgnque, ainsi que les vecteurs correspondants. Dans le plan orienté
Ei%, zi), on considére les directions e,, e,, e,, et e définies par

19



& =
e. =
-2
(3.22) ]
=
'E =
Si <

et T'on calcule, avec S = (545 S5)

fll S . . = azf S
(S)+(e,» & 2z ©
f1S)e(e., o) = 22 s
] (5)(e, o ©
3.3

- £1(S)*(eg0 &) = 2F

2

(s) -2 2L (s5) + X (g
39S 3s, S 352
1 1773 3

2f

15
w
~—
I

n ~~ 132f 4 azf 4 32.(:
fU(S)*(e, e) 3 —- (S) -3 (S) + 3 S
as; : 351353 as‘3

-(S)

Le laplacien Af, calculé le Tong des directions orthogonales &, et'.é .
est donné par
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Alors, comme pour 1'opérateur GQS, défini par

(3.34) BH(S) = -] £(5)- (&5 &))+"(S)=(e,,8,)+f"(S)- (_3, e,)
il est :
(3.35) af = - E s

on préfére utiliser 5B, plus facile a approcher sur le maillage que A,
pour imposer la régularité de f.

Pour cela, pour tout point P(m), m=1,..,N*, on définit " points
voisins de P(m) "Tes points dont la distance de P(m) est &égale & AS et
qui appartiennent encore au maillage (Fig. 4) et 1'on définit 1'ensemble

K(m) par :

K(m) =k : 1<ksN™ : P(k) est voisin de P(m)

NPS
Figure 4

- = — e - — s s = S G s e > s o ot ] e e o W e
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Si alors, les points M1’ M2, ..
la transformation (3.29) sont les points d'indices :

R M6 , et leur correspondants dans

[11]

= (-, )~ -l
= (i-1, j+1) < mHNPS-j

N
1]

(i, j+1) < mNPS+1-j

M

M

M

M, = (i+1, §) < mH
M. = (i+1, j-1) <>  m-NPS-1+
. |

in

(i, j-1) <> m-NPS-2+j

*

on déduit qu'il est (Fig. 5), pour m=1,...,N";

m-1; m+NPS-j; m+NPS+1-j; m+l; m-NPS-1+j; m-NPS -2+4j
si P(m) est point intérieur

{m-l m+NPS-j; m+NPS+1-3; !}p
(m) est sur le coté S =0

{m+NPS+1 j; m+l; m-NPS-1+j; m-NPS- 2+J

si P(m) est sur le coté S1 =0

{3.36) K(m) =
{m—NPS 1+j; m-NPS-2+j; m-1; m+NPS- ;L
si P(m) J‘est sur le coté S1 + 53 =1

(0,0)

{m+NPS+1—j; m+1} si P(m)

(0,4PS).

{m-NPS-1+j; m-NPS-2+j} si P(m)

m-1; m+NPS-j} si P(m) = (NPS,0)



’
S

.,N*, par :

1
(aS)*

1

(as)2

1

2

(aS)

Comme dans 1'&tape 4, on écrit :

Figure 5

Enfin, on définit le vecteur éZ&, de composantes JABf(m),

6 f(m) - Z
| 4 f(m) - :E:

[2 f(m)‘~

f(k)j

f(k)J

f(k)

&)

Si P(m) est un point
intérieur

Si P(m) est un point sur
les cotés

Si P(m) est un sommet.



(3.38) b(mae) =16 sig=
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oi f est le vecteur de composantes f(m), m=1,...,N° et B est la

matrice de composantes b(m,2), m, 2=1,..,N*, définie par :

0 si 2 #m et % ¢ K(m)
-1 si L #m et 2 e K(m)
m et P(m) est intarieur
si L =m et P(m) est sur les cotés
2 si2=m et P(m) est un sommet

Donc pour (3.35) et (3.37) la propriété (iv) équivaut & résoudre le probléme :

déterminer le

(p,)
Min J(x) x e RV*
avec, X - -
3
(3.39) ) = 118 kry?
9=1 q
Propniéte (v)

Soit % 1'ensemble des triangles qui couvrent le domaine triphasique
et, pour toute fonction f, on notera par £ la valeur de f au barycentre
du triangle T ¢ qu.

Soit encore v, Te vecteur unitaire, centré 'dans  Te barycentre du
triangle T cBet orienté vers le point oi S2 =1 (Fig. 8).



51 =1 =1
Figure 6
Valeurs _\{E s 2=1,2,3 et T 6%4

On force alors les perméabilités relatives krz, 2=1,2,3, a étre crois-

santes,. dans chaque triangle T « % , dans 1a direction v, et a satis-
faire donc l1a relation :
(D. kr) =0 o2 =123et TG
vy

équivalente a :

(D, (Log kr,L))T 1,23et TeT

£

1}

>0 2

Comme krl = 0 dans les points ol Vo = 0, on peut donner & toutes ces iné-
galités le poids vl et imposer donc que ce soit :

(3.40) "I(Dx

(Log kr,))" = 0 g =1,23et Te%
p

De (1.20) et (3.30) on déduit que la propriété (v) est satisfaite, si 1'on a :

(3.41) vio, T+ (v 20 e=1,23et TF
%) A/}
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On remarque que cette relation constitue un systéme de 3+NT inégalités,
si NT est le nombre des triangles T €% . I

On va exprimer maintenant (va)T, pour toute f, en fonction des
valeurs de f dans les points du maillage, afin d'écrire le systéme
(3.41) d'une facon plus utile du point de vue de 1'algorithme. -

Soit donc M = (§'T s Sg) le barycentre du triangle T, de sommets

T

M. = (S Sg j)’ Jj =1,2,3 et soient Xys Xos X Tes coordonnées

J 1’4.’ T PP 3
barycentriques de M , définies par :
-Xi- -1 1

(3.42) AT x2’ = )

%3 5]
avec

1 1 1

AT = 51,1 51,2 51,3
S 55,2 S35

~ Alors on a :

F(MT) = [Fu]) f(u]) £(])]

X4

Xy

.x3

d'ol, ¥veR% v= (v, V)

tmT '
(3.43) £ MT)ey = [f(MI) £(M) f(M;)]ggl-!
X3V
l.v
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En dérivant (3.42) par rapport a MT, on a

li 0 0
= D10
éé 01

Donc, pour (3.43), on peut exprimer (3.41) sous la forme :

(3.44) v, [xm{) x(H3) x(M;)} av 2 - [v,L(MI) v, (M) vz(M;)]- avy

2=1,23 et T%
avec
3
T 1 T
v, =% I v, (M)
S A
T T T
Yo = (V1,00 V3,0) 2=1,23 et Te%
TI
(3.45) avzgl) 0
T_}..,T - T,~1 T
gxﬁ-‘avg(Q) = (A") vl’z
T T
avg(s) V3, g

On observe qu'il y a deux types de triangles (Fia. 7) dans la décomposition
et que les triangles du premier type ont pour sommets les points d'indices :

(1,3) < m
(3.46) i+1,5) o mH

(i,J+1) <+ m+ NPS + 1 -j
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1andiquue les triangles du second type ont pour sommets les points
~ d'indices

(i) < m
(3.47) (i,d#1) < m + NPS +1-j

(i-1, j+1) «— m + NPS-j

Sq

\ type
type 2 \
1 \ -
J

1 NPS ' 1+1 1 1-1 0
Figure 7
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Cette remarque permet d'écrire (3.44) sous la forme :

(3.47) | \); g;' X2 qTZ 2=1,2,3et T %
ol
(3.48) q = - [vz(MI) v (M) vl(Mg)] cay, 21,23 etTe%
et g; est un vecteur a N* composantes, défini, grdce a (3.45) par :
si T a pour sommets les points d'indices (3.46) [resp.(3.47)]
0 siké m,’m+1, m+NPS+1-j [resp. si k # m, mHNPS+1-j ,m+NPS-
(3.49) - a,(k) = {avy(1) sik=m

av;(Z) si k

av;(s) si k

m+l [resp. k = mHNPS+1-j]
mNPS+1-j [resp. k=m+NPS~j]

- o - -

De (1.20) et (3.30), on déduit que cette propriété est vérifide si

(3.50) - x(m) =< cb(m) m=1,..,N
avec
dj .
cb(m) = Min Log kr. m=1,...,N
. j=1,2,3 v (my  J.max
J 0

En suivant les mémes idées que dans 1'étape 4, on a déterminé X € RN ., qui
résoud (P,) sous : |

* Tles contraintes d'inégalités linéaires (3.47),
» Tes contraintes de borne (3.50),
* les contraintes d'égalité (3.31),
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de la facgon suivante .

A partir de (3.47) on définit :

(3.51) Maxc(x) = Max ;-n, q -V a5 X
2=1,2
Tet®

avec n constante positive, = 0.
IT est clair que :

(3.52) Maxc(x) = =n

si toutes les contraintes (3.47) sont vérifiées, tandis que dans 1¢ cas

contraire :
3 2max, Tmax : 1 < Zmax < 3, Tmax <% ,tels que
(3.53)
: _ oimax _ Tmax _Tmax
Maxc(x) = Yomax Vomax Zgmax 2

0n défini alors la fonctionnelle de pénalisation :

() = ed(x) + L Maxe(x) x e R\

avec Eﬁ et € constantes positives et 1'on résoud le probléme :

déterminer le

. . mN*
Min JP(x) x ¢ R
. X -

(P) , . )
sous les contraintes de borne (3.50) et les contraintes
d'égalite (3.31)

Laméthode d'optimisation utilisée est celle utilisée pour le probléme (P'3).

* .

On a construit le vecteur gradient VJP , de composantes VJP(m), m=1,...,N,
de la fagon suivante

(3.54) vP(m) = 0
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si P(m) est un sommet ou est sur les cOtés, tandis que si P(m) est a

1'intérieur :

3
= T . .
(3.55) VJP(m) zeq jii [(B'B Ero]m er(m) +
. 0 si (3.52) est vérifiee
€} _Tn T , o
-Vlmgi azggi (m) si (3.53) est vérifiée

ol [-]m est la m-iéme composante du vecteur [-].

IV - RESULTATS NUMERIQUES

On présente ici les résultats numériques obtenus sur un exemple.
- Les données dans les deux systémes diphasiques eau-huile et gaz-huile
sont représentés sur les figures 8 et 9.

N\
1.0

PN BT ST R PR T N

P | P | 1




s

Figure 9

U, = 5. M, = 1.45 ' Wy = -0128
(cP)
B, = 1. B, =1. B, = 1.

Pour le choix de v, dans 1'étape 2, on a utilisé le modéle de Stone. Dans

la figure 10 sont représentées les courbes de niveau de cette fonction, pour
les valeurs .01, .05, .1, .2, .3, ..., .8, .9, 1. A la fin de 1'étape 3, on
obtient les fractional flows v, et Vg Dans les figures 11 et 12'sont repré-
sentées les courbes de niveau (pour les mémes valeurs qu'avant) de ces fonctions
et elles sont comparées avec les fractional flows obtenus dans le modéle de

-Stone.
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sg=
-]
- .5
-— 9
Sw=1 so:l
Figure 10

Fractional flow



sw=l , so={ -

sw=i so=1

Figure 11
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sw=l . so=1

sw=i so=

2t e ) o G e e e e o i i e e e e e i e St e e e G Y . S o B o St g B S D ot
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On remarque que dans le modéle utilisant 1a condition de différentielle
totale, les isovaleurs des fonctions v, et v, se distribuent plus uniformé-
- ment dans le domaine, de fagon que la valeur maximale, 1, est atteinte plus.
doucement que dans le modéle de Stone
‘Dans 1 étape 4 on a calculé la mobilité globale et les permeab111tes re]at1ves
sur le cdté d'équation S + S =1, ' ‘

On présente dans 1es f1gures 13a, b, ¢ les perméabilités relatives ‘
'obtenues avec deux différents choix de eq et de x°, le vecteur qui initia-
lise 1'optimisation. En trait continu sont représentés kr1(§°) et kr3(§?)
tandis qu'en pointillé kr1 et kr3 dans la configuration finale. Les
résultats de la figure 13c ont &té obtenus, avec un autre choix de x° et

= 1, en imposant que krj, j=1 et 3, soient concaves. On déduit, suite a
ces résultats, qu'on peut tenir compte utilement d'informations &ventuelles
sur le cdté S, +S.=1, pour choisir convenablement le point x° et le para-
métre € . Pour lancer 1'étape 5, on a utilisé les résultats de Ta figure 13a
et 1'on a obtenu 1a mobilité globale et les perméabilités relatives qui dans
les figures 14, 15, 16, et 17 sont comparées avec celles obtenues dans le
modéle de Stone. On voit sur la fig.14 que jusqu'd 1'isovaleur 1, la mobilité
globale dans les deux systémes est équivalente, mais que les différences sont
sensibles pour les isovaleurs plus &levées. I1 est intéressant de remarquer
1a prise en compte simultanée des trois fluides dans la détcrmination des per-
- méabilités relatives a 1'intérieur du triangle, a1ns1 que la dépendance des
données sur les cotés du tr1ang]e
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sw=l | ss=1

Figure 14
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sw=1 so={

vy

T ——

sw=1 so=]

Figure 15
Perméabilité relative triphasigue de 1'eau_obtenue_avec la_condition de diffé-
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sw=i . se=1

Figure 16
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Figure 17
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V - NOTES SUR L'IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME

On a utilisé 1'ordinateur H.B. DPS 68 Multics de 1'INRIA pour mettre
en oeuvre 1'algorithme décrit jusqu'a ici, et 1'on a construit trois
programmes :

- mono, qui effectue les étapes 1, 2, 3, 4;

- fin, qui utilise les résultats de mono, pour effectuer 1'étape 5;

- carread, qui trace les courbes de niveau des fonctions krj,
Vs J =1,2,3 et d, dans les modéles de Stone et de Chavent respec-
ttvement.

Les programmes sont dans les libraires du Projet Identification et Estima-
tions de Paramétres. Ils utilisent des fichiers en commun et ils doivent &tre
exécutés dans 1'ordre. '

La séquence d'utilisation est la suivante :

att 03 monodat.dat
04 monoris. dat
14  monocour.dat
15 monobidi.dat

mono
att 15 monobidi.qpt
03 fin. dat
07 bidiris. dat

08 bidicour.dat .
11  filell :
12 filel2

13 bidil3.dat
fin :
att 03 carread. dat

07 carris. dat
08 bidicour.dat

tek

carread
ol
monodat.dat est le fichier des données de mono. Lu dans mono.
monoris.dat est le fichier des écritures issues de mono. Ecrit dans mono.
_monocour.dat est le fichier qui contient les coordonnées de toutes les

, courbes des fonctions kr., v., d sur le coté 31+53=1’
dans les deux mdadéles de J” Stone et Chavent. Ecrit

dans mono. Eventuellement lu dans un progranme de représen-
tation de courbes dans un plan cartésien (dess).
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monobidi.dat est le fichier qui contient les valeurs de la fonction
X = Log d. Ecrit dans mono et lu.dans fin.
fin.dat est le fichier des données du programme fin. Lu dans fin.
bidiris.dat est le fichier des &critures issues de fin - Ecrit dans
fin.
bidicour.dat est le fichier qui contient les coordonnéss des courbes

dont on veut les courbes de niveau. Ecrit dans fin et 1y
dans carread.

filell est le fichier qui contient les coordonnées des courbes
de perméabilités relatives et de la pression capillaire

(filel2) dans Te systéme diphasique eau-huile (gaz-huile). Ecrit
dans fin. Lu dans dess.
bidil3.dat ) Contient les coordonnées des perméabilités relatives cal-
culées sur le codté Sl+ 53= 1. Ecrit dans fin. Lu dans dess.
carread.dat est le fichier des données de carread. Lu dans carread.
carris.dat est le fichier des écritures issues de carread. Ecrit

dans carread.

- simulld, qui fournit 1a valeur de la fonctionnelle et du gradient pour
1'étape 4;

- m2fcl, qui résoud le probléme de minimisation (P13); c'est un programme
MODULOPT et Ta méthode est décrite dans £31;

- sortan, appellée par mofcl.

- e S el ———— e ——-——— —-—e w2

- simul, qui fournit 1a valeur de la fonctionnelle et du gradient pour
1'étape 5; }

- m2fcl, qui résout le probléme de minimisation (P)s

- sortan

= permr qui interpole les valeurs obtenues des fonctions pour fournir
suffisamment de valeurs au tracement des courbes de niveau;

= programmes de la librairie benson-02;
- programmes de la Tibrairie tectronix.
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- VI - CONCLUSIONS

Aprés avoir rappelé 1'algorithme pour la détermination des perméabili-
tés relatives triphasiques, basé sur Ta condition dite "de différentielle
totale" [1], on a decr1t en détail les é&tapes de mise en oeuvre informatique.
Les résultats obtenus sur des exemples ont été comparés a ceux qui sont
fournis par le modéle de Stone [2]. A la différence de ces derniers, ils-
tiennent compte d'une facon intéressante de 1'interaction des trois fluides
dans le domaine triphasique. I1s respectent bien, compte tenu de la discréti-
sation utilisée, toutes les propriétés physiques. '

On peut donc utiliser un tel algorithme pour définir, dans la modélisa-
tion des écoulements triphasiques en milieux poreux, les perméabilités
relatives, les "fractional flows" et la mobiliteé globale de trois fluides
immiscibles et compressibles. :

Les auteurs remercient C. Lemaréchal pour 1'aide qu'il leur a apporté,
dans le choix et le maniement de ses programmes d'optimisation.

*****************‘************
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NOTATIONS

1 indice pour 1'eau
2 indice pour 1'huile
3 indice pour le gaz
Pj pression pour le fluide j
Piz = P1-P2 pression capillaire eau-huile
PiQ = P3-P2 pression capillaire gaz-huile
Sj saturation réduite du fluide j
d mobilité globale, d = kr1 d1 + kr'2 d, + kr3 d3
B.
d. mobilité relative du fluide j, d. =3
J Iy
H; viscosité du fluide j
Bj facteur de volume du fluide j
. S dj
V5 fractional flow du fluide j, vj = krj i

J

% %k ek Ao koo ok ok ke ke ok keok
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